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1. Nous considérons 'équation différentielle
(1) . dylde = f(x, y),

dont le second membre est une fonetion réguliére dans le voisinage de
(0,0) prenant la valeur non nulle 4 pour @ =0, y = 0. M.J. Malmquist
a supposé que « et B étaient des entiers positifs™™. Nous voulons montrer
que son résultat subsiste encore sans cette restriction. Nous supposerons
donc seulement que « et 3 soient des constantes réelles et que «>21, 2> —1.
Considérons x comme fonction de y. Alors on a
2) A dzldy = ="y’ [1+ glx, )],
ou glx,y) est une fonection réguliére s’annulant pour « = y = 0. Soit x
= +(y) la solution de

(3) A dajdy = a4,

-

prenant la valeur £ pour y = 0. On voit aprés un caleul facile

‘Jf(?j) — éu ((1~‘1)}Lfa”‘ Hﬁrl]—»!/(u««]}
si a=f1, et
Y(y) == £ exp py

sia=1, ot p=1/(B+1)A. Soient I/ et K deux nombres quelconques
tels que

(1) 07 H< |u| < K.
Si &' " est suffisamment petit, on aura

©) HiEY | S ) -4 S Kl

(1) J. Malmquist, Sur les fonctions 4 un nombre fini de branches satisfaisant 2 une
équation différentielle du premier ordre, Acta Math., 74 (1941), 175-196.
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D’autre part, quelque petit que soit € -0, on aura
(6) lyle, y)| <€

si @ et y sont suffisamment petits,

Cela posé, soit

(7) dufdy = h(y, u)
l’équution en y = x—y(y). On vérifie sans peine

(8) Ah(y,u) = e~ (y)* +2* gz, )]
Par suite, |

()| <] L]+ ()l el € Ja7]):

En supposant toujours que £'y**' soit suffisamment petit, on a

) W) —£l £ 81¢],

¢ désignant un nombre positif arbitraire donné a4 ’avance. Supposons de
plus ju} < 8. On aura alors

(10) Ayl < (L+28) 18" [o| u} + (14 28)[£1].
I’ ¢équation différentielle

L dUjdt = (1+28)* |& ' [al + e(1+28) |£]]
a une solution, s’annulant pour ¢ = 0, dont 'expression est

U = e(1+28)a 1 [exp a(l +28) [us*'| ¢ 1.

Si nous condsidérons seulement ia valeur de t entre 0 et {yl, on aura
dans tous les cas
U < e K1+ 28)" &= £ 1,

Siodone
eRK(1+28) =" ' < 3,

ce qui est ¢videmment rempli d’apreés notre supposition, 1’équation (7)
1
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possede une solution telle que

ll"l <51&(l+98)“’% qu}

dans le domaine
(11) 0 <& <Tp, 0<Jyl<p, |E "' < p,

p désignant un nombre suffisamment petit.

Or, il n’existe qu’une telle solution, ou plus précisément, P'équation
(7) n’admet qu'une solution s’annulant lorsque y s’approche de 0 le long
d’une demi-droite dont I’extrémité est 0. Bien entendu, on doit prendre
pour x* et y* des branches determmees (mais arbitraires).

En effet

A 3hjdu = 2"y [a + ag(x, y)+ x. ag/ox],
et 'inégalité (9) entraine
(1=3) |el <yl < (L +8) |zl
Si u est suffisamment petif, nous pouvons supposer
(1—28) [2] < la] < (1+28) 2].
On aura done une inégalité
13k /aul < Ayl

ol A est une certaine constante (qui dépend de &). 8 étant > 1, il
n’existe qu’une solution u s’annulant pour y - 0 le long d’une demi-droite
dont Pextrémité est 0.

Cette solution unique sera désignée par

u = @y) — ¥y

-

Alors z = @(y) est la solution unique de (2) prenant la valeur & pour
y->0 le long d’une demi-droite dont I'extrémité est 0. Elle satisfait aux
inégalités

lp() — 4 (W)] < e K +28)° |8 4.

Le coefficient eK(1 + 28)* peut étre supposé aussi petit que l'on veut.
Nous arrivons done a la conclusion suivante :

L’equation (2) admet une solution x = o(y) telle que Uon ait
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(i2) o) — W) 2

pour (11). Le nombre positif € peut élre suppose ausst petit que [on
veut, si Uon prend p -0 assez petit. Cette solution se déetermine d’une
manicre unique par la condition qi’elle tend vers £ lorsque y sapproche de
0 le long d’une demi-droite.  Bien entendu, on doit prendre dans le vois-
inaye de & une certwine branche délerminee (mais arbifraire) de z°.

En combinant (5) et (12), nous obtenons
ce qui peuvent étre aussi remplacées par
(13) Hi g < ply) — 8| < K1Ey™,

car les constantes /f—¢ et K+ & peuvent 8tre prises aussi voisines de
el qué Pon veut.

Considérons maintenant la fonction inverse y = @(x) de z = @(y).
Elle est une solution de (1) réguliére (non uniforme) dans un domaine
assez petit

(14) 0 |w — £ < min {|2, |&°}
et satisfaisant aux inocgalités
(15) CHiE Y Sl —E S KIE YT

C’est ce que nous allons montrer.
Prenons 4 suffisamment petit pour que le point correspondant wg
Cgie) s trouve dans le domaine (14), ce qui est possible d’apreés (13).
() ne s’annulant pas pour y == 1, la fonction inverse @{x) est régulicre
pour x = x. D'rolongeons analytiquement @(x) a partir de & jusqu’a un
point 2" le long d'une courbe C parcourant dans (14). Soit /' la courbe
correspondante dans le plan des y.  Nous supposons que @(x) soit réguliére
en toul point de C sauf & Vextrémité a’, et satisfasse aux inégalités (15)
(ott Pon pose y == @{@)). Prenons une suite {x.} de points de C de ma-
nicre que a. > ot u, = @x.) > . Les inégalités (14) et (15) entrainent

<G e HL |yt S
Si nous prenons » assez petit de sorte que

»/H < min {p, p’*'},

les indgalités (11) seront remplies pour &, y = . p et » étant supposés
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assez petits, f(x, 4} est réguliere pour (@', y) et, d'aprés le théoreme
d’unicité bien connu, @(z) est réguliere pour z = »'. 3 est done une ox-
tréemité de /. Puisqu'on a (9 pour (5,%), () est réguliere et sutis-
fait aux inégalités (13) dans le voisinage de ¥'. y = @) satisfait done
sux inégalités (15) dans le voisinage de 2'. D’apres ce résultat nous pou-
vons énoncer la conclusion suivante, qui généralise le théoreme de Dou-
troux-Malmquist.®

Théoreme 1. Si £ est suffisamment pelit, Pequation (1) adwel wie
solution satisfaisant cux inégalités (15) dans le dowaine assez petit (14), H
ei K étant des nombres quelconques satisfaisunt aux inégalités (4). Cefte
solution ge ditermine d'une maniere unigue parv la condiltion que sa jones
tien inverse converge vers £ lorsque y tend rers O le long d une demi-dioite
dont 0 est Uextroncitc. Bien entendu, on doit prendre dans le voisinage de
£ wne cevtaine branche diterminee (imais quelcongue) de a®.

2. Nous ¢tudions maintenant la solution de (1) satisfaisant a Ia
condition %() = n. Pour cela nous prenons la solution de (3) satisfaisant
4 Ja méme condition et la désignerons encore par x == ¥{y). Elle s'éerit

V) = Sl (a - 1) pE ()Y
siu %: 1 et
V() = Eexpply ' - 1"")

sia=1. Siy=72u51~—1{) est un point du segment de droite joignant 0
et 2, ona0<i<1et

=

Si done &' 7! est suffisamment petit, on a les inegalités

HE | < ly) — €]

la signification de H et K étant la méme qu’au numéro précédent.  Dé-
signons encore par (7) équation en u = z — (y). La relation (8) reste
valable. En supposant toujours que les nombres £, 7 et &' 7" goient
suffisamment petits et que y désigne un point queleonque du segment 07,
nous obtenons Pinégalité (9), puis l'inégalité (10) si |u] < 812]. L’équation
différentielle

(1) J. Malmquist, loc. eit.
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WAl dUjdt = (1426 127 2 (A=) [aU + (1 4+ 28) |51]
admet une solution s’annulant pour ¢ = 0 qui gécrit
U= e(1426)a ' 5] lexp el +26) e Pt - (1=t ') - 1.
On voit sans peine dans tous les cas
U-ZeKO 428y 1% (11—t
Si done
eR(1 - 28)* [&* TPt <16,
In solution de (7) ’annulant pour y = 7 satisfait & inégalité
L] < e K1 -+ 28) [&= ],
Le coeflicient ¢ K(1 -+ 28) peut étre remplacé par €, car € est un nombre

positif que 'on peut supposer aussi petit que 'on veut. Ta solution z

£

de (2) prenant la valeur % pour a = £ satisfait done a P’indgalité

o~ ()] e lemor .
11 en découle
o~ & ey @)l + () - &
S(K +e)jes
Tei encore le coeflicient K + ¢ peut étre remplacé par K, car K + ¢ peut

etre pris aussi voisin de [#| que I'on veut. On peut en conclure la pro-
position suivante.tV

Theorime 2. Si &, et £ sont assez petils, la solution de (1)
prenant la valewr 1 powr x = & Sannule en un point zy tel que

o — & K g ),

K destgnant wn nombre quelconque plus grand que \u|. La fonction inverse
tend vers o lorsque y s’approche de 0 le long du segment 0.

3. Nous allons maintenant déduire des théorémes 1 et 2 quelques
consequences importantes.

() Cf. J. Malmquist, loe. cit.
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Théoreme 3. St £(=k 0) est asse: petit, une soluiion de (1) non iden-
tiquement nulle et S'annulant lorsque @ tend vers & swivant une cerlaine
courbe C dont & est Uextremité west auwlre que la solution du théorcme 1,
c’est-d-dire s fonction inverse converge vers £ lovsque y sapproche de 0 e
long d’une denii-droite dont 0 est Uextriniite.

En effet, si 'on prend sur € un point £ assez voisin de £, et si Uon
désigne par % la valeur que prend la solution au point &, les nombres
st

g, 0 et 77y gont assez petits. Done, d'aprds lo théoreme 2, la solu-
tion s’annule en un point z, tel que

§9:0 - 5’{ :<~ K l‘f/u ,!159,;],

la fonction inverse convergeant vers w, lorsque y s’approche Jde ¢ le long
du segment 07'. Alors le théoréme 1 montre que t"on a

le — @l =L K lag" "1

+

pour

x — x| < min {|w], [0} -

Ce domaine peut étre supposé contenir le point £ Iiais I'inégalité ci-
dessus montre que 7 ne peut s’annuler qu’au point 2. lLe théoréme cst
done établi. .

Théoreme 4. Si wne solution g(x) de (1) s'annule on denx points &,
& assez voisins de 0, les domaines (14) ei

(16) 0 |w — &< r min {'], 15"}

consideres sur la surface de Liemann de ¢(z) ne conlicnnent auceun poind
COTHMUN POUTTU que v Sott asser petit.

En effet, le théoréme 3 montre que P'on peut appliquer le théoreme
1 4 la solution y = @(z). Alors la deuxieme des inégalités (15) montre
que @(z) ne s’annule pas dans le domaine (14). Par suite le domaine (14)
ne contient pas &.® De méme le domaine (16) ne contient pas £ Alors
les deux domaines

0 | — & < (r/2) min {}5], £},

(1) ¢ ¢tant un point singulier de ¢{), il n’est pas un point de la surface de Riemann,
Done, pour étre rigoureux, on doit dire que le domaine (14) ne contiepl pas de chemin
définissant le point singulier §'.
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0 jz— £/ < (#/2) min §|&'], |&"}

ne contiennent aucun point commun.

Tin effet, ¢’il existait un point commun de ces deux domaines et si
[£] 7= 1#'], le domaine (14) contiendrait le point &',

Théoréme 5. Suit qp(x) une solution de (1). Nous associons 4 cha-
gue point E(=£0), ot @) annule, un domaine D) (sur la surfoce de
Riemann de ¢(z)) défini par (14). A Dextérieur de ces domaines sur la
surface de Riemann de ¢(x) on o

[yl = omin{l,|z’l} (v=0-—-a/B+1)
pour Ozl <8, o el § clunl des nombres positifs assez petits. Om peut
supposer denx des domaines I(E) v’ avoir aneun point commun.

Soit en effet, 2o (0 <Tlxy < 8) un point quelconque a Vextérieur des
domaines 1(5). Supposons que la valeur y = @(xg) satisfasse a I'inégalité
[l < p min {1, |x7(},

qui est Gquivalente 2
Iyl <y e ™' Sl == PP
8 et p Ctant supposés asser petits, le théoréme 2 montre qu'il existe dans
le domaine
o — ol < K oo™ 1"
un point £ ot (x) ¢’annule. Le domaine 7)(¢) ne contenant pas z», on
doit avoir
KleS o' 2 v min {8, €%} .
Or, on a
6] 2 ol = Klag® '] =2 (1 — Kp') o}
Done
min {3, €'} & (1 — Kp') |2
sl a== 1, et
min {[3], [£°]} 22 (1 — Kp')* o™
st @» 1. Par suite
Lol 22 A, min {1, jzo'l},
ol
AL = r min {(1 — Kp)/K, (1 — Kp')*|K}.
On peut alors prendre o == min {p, 4,}.

2y Cf. J. Malmquist, loc. cit.



