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Ramification des Solutions du Probléme de Cauchy

Fuchsien au Voisinage de I’Hypersurface Initiale

By Patrice PONGERARD

Abstract. The purpose of this paper is the decision of the do-
main of ramification near the initial surface ¢ = 0 of solutions of the
Cauchy problem for a linear differential operator of Fuchs type ac-
cording to Baouendi-Goulaouic. Our main result in theorem 1.1 is as
follows : if, for a certain continuous function f, the datas are ramified
in an open set of the form {(¢,z) € CxQ; |t| < f(x)}, then the solution
is ramified in an open set of the form {(t,z) € C x &'; |t| < c¢f(z)™}.
The proof is reduced to a fuchsian equation (with an additional vari-
able z) that is solved by the fixed-point theorem in a Banach space.

1. Résultats

Les coordonnées d’un point (¢, x) de C x C" seront notées (¢, x1, ..., Zy,).
L’opérateur de dérivation par rapport a la variable ¢ (resp. x;) sera noté
Dy (resp. Dj) et nous poserons D! et D = D{' --- D& pour tout | € N
et tout a = (aq,...,a,) € N™. Etant donné un entier m > 1 et un entier
0 < p < m, on considere une partie fuchsienne d’ordre m et de poids p

a(t,z,Dy) = Zal tl le

ou les fonctions a; sont holomorphes au voisinage de l'origine de C™ avec
am(0) # 0. On appelle polynéme indiciel de a(t, z, D;) le polynéme de degré
m, d’indéterminée T'
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ou on convient que [[ = 1 ; on obtient les relations

0
m
tPa(t,z, Dy) = Z aj(z)t'D! = C(z,tDy) et
l=p

C(x,tD¢)t% = t9C(x,tDy + q), Vq € Z

ou C(x,tD; + q) est une partie fuchsienne de poids 0.
On considere le probleme de Cauchy fuchsien

a(t,z, Du(t,z) = 3 ap(t, )t TP DIDY(t, 2) 4 v(t, x),
I+|al<m
(11) l<m
Du(0, z) =wp(z) pour 0 <h<p

ou v = v(l) = max(p — [ — 1,0), les fonctions a;, étant holomorphes au
voisinage de l'origine de C x C™.
Il existe un plus petit entier pg > p tel que

(1.2) C(0,k) # 0 pour tout entier k > po.

Lorsque py = p, rappelons ([1]) que, pour toutes fonctions (wp)o<n<p €t

v holomorphes au voisinage de * = 0 et (¢,z) = (0,0) respectivement,

le probléme de Cauchy (1.1) admet une unique solution holomorphe au

voisinage de (t,z) = (0,0) (remarque 2.6). Dans ce texte, nous supposerons
Po > p-

On introduit ’ensemble non vide

Lo = {) € [p, po|NN; C(0,)) = 0}.

m
En écrivant C(x,T) = > by(x)T" on chaque fonction b; est une combinai-
=0
son linéaire des fonctions a;, avec b,, = a,,, on remarque que ’appliction
m
(z, 1) — 3 by(z)p™ ! est continue au voisinage du compact {(0,k71); k €
=0

NuU {oo}_et k > po} et ne s’y annule pas par hypothese ; ceci montre
I’existence d’un voisinage ouvert connexe g de 'origine de C", sur lequel
on peut supposer les fonctions a; définies et holomorphes, tel que

(1.3) C(z, k) # 0 pour tout = € Qg et tout k ¢ Lo.
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On pose alors

L=1{\e Lo; Clo,\) 20}

et
V={JViouVy={zeQ Clz,\) =0}
Ael

Chaque ensemble V) est un ensemble analytique complexe et, par consé-
quent, si 2 C Qg est un ouvert connexe, alors {2 — V est un ouvert connexe
de C™. On notera que les ensembles analytiques V) ne sont pas en général
des hypersurfaces de €y mais se réduisent a {x; = 0} lorsque n = 1 d’apres
le théoreme des zéros isolés (quitte & prendre o plus petit). Etant donné
une fonction continue f : Qy — Ry qui vérifie {z € Qp; f(z) =0} =V,
on définit pour tout ouvert 2 C Qg, U'ouvert

(CxQ)r=A{(t,x) e Cx |t| < f(x)}

c’est un ouvert connexe de C x C™ lorsque €2 est connexe. En effet, soient
z, 2 € Q=Vett=rf(x),t =7f() ou|r], |7/| < Kk, on choisit des
chemins v reliant x et 2’ dans Q — V et o reliant 7 et 7/ avec |o| < 1, alors
le chemin (o f(7),7) relie (¢, z) et (¢',2") dans (C x Q).

On désigne par d 'application qui a tout point x € g associe la distance
dexaV.

Pour des données wy, et v holomorphes au voisinage de l'origine, H.
Yamane [13] a montré lorsque £ = L que la solution de (1.1) est holomorphe
sur un ouvert de la forme {(t,z) € C x V'; |t| < kd(z)'} ot I € [0,m] est

un réel défini par les coefficients (ajq ) i+jaj=m de la partie principale, valant
l<m
0 lorsque ces derniers sont identiquement nuls, auquel cas la solution est

holomorphe pour [t| < ket z € Q' =V,

On peut bien entendu supposer que toutes les fonctions ay, sont définies
et holomorphes sur Dy x )y ou Dy est un voisinage ouvert du point ¢ = 0.
On notera S ’hyperplan de C; x C? d’équation ¢ = 0.

On a alors le théoréeme suivant.

THEOREME 1.1. Soit ¢ > 0, il existe k > 0 et, pour tout voisinage
ouvert connexe 2 C o de lorigine de C", un voisinage ouvert connexe
Y C Q de lorigine de C™ tels que : soienta € Q' =V, (wp)o<n<p des germes
au point a se prolongeant en des fonctions holomorphes sur R(2 — V) et
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v un germe au point (0,a) se prolongeant en une fonction holomorphe sur
R({(t,x) € Cx Q; |t| < cd(x)}), alors on a les conclusions suivantes.

1. 8i L = Ly, le probléeme de Cauchy (1.1) admet une unique solution holo-
morphe au voisinage du point (0,a) et elle se prolonge en une fonction
holomorphe sur R({(t,z) € C x Qs |t| < rd(x)™}).

2. 81 L # Ly, soit u une solution formelle du probléme de Cauchy (1.1) de

la forme u = Y up(z)t* o chaque fonction uy, est holomorphe au voisi-
keN
nage du point a, les germes uy, k € Lo — L, se prolongeant en des fonctions

holomorphes sur R(Q — V'), alors u définit un germe au point (0,a) qui se
prolonge en une fonction holomorphe sur R({(t,x) € Cx; |t| < kd(z)™}).

Voici d’abord une remarque concernant ce théoreme. Considérons un
opérateur différentiel linéaire A, & coefficients holomorphes au voisinage de
lorigine de C x C™, de la forme

(14) A(t,l‘7 Dt7 D) = tmipg(tv €L Dtv D) + B(t’ €T Dta D)

ou (1,&) — g(t,x;7,£) est un polyndme homogene de degré m vérifiant
g(e;1,0) =1 et ou B est de la forme

(1.5) B(t,z;D;,D) = > a@)t PDi+ > an(t,z)tP+DiDe

p<I<m I+|al<m

ou (e); = max(e,0). La partie fuchsienne de A est

(1.6) a(t,z,Dy) = Z ay(x)t'"P D! + tm=P D,
p<I<m

On associe a l'opérateur a son polynoéme indiciel C(x, T'), ’entier pg, 'ensem-
ble Ly, un ouvert g, 'ensemble L et I’ensemble singulier V. On suppose
que tous les coefficients de I'opérateur A sont définis et holomorphes dans
Dy x Qo o Dy est un voisinage ouvert du point ¢ = 0. Comme dans [3] et
[8], supposons que V' C C™ admet pour équation locale

Vo xlzo
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ce qui signifie
C(0,k)=0 = C(o,k)#0, pour tout entier m —1 <k < po.

En ce qui concerne le polynome g, on suppose donnés un nombre A € C et
une fonction k& holomorphe au voisinage de l'origine de C x C™ vérifiant

(1.8) DIg(0; A,0) # 0 pour un entier 1 < mgo <m
et

DlTD?g(t,JJ; Vk(t,z)) = 0 pourl+ |al <mo,
(1.9) vk(0) = (A 1,0,...,0),

k(0, ) = .

On peut donc supposer la fonction k£ définie et holomorphe sur Dy x
et D1k(t,z) # 0 pour tout (t,x) € Dy x Q. Ceci permet de définir une
hypersurface K = {(t,z) € Dy x Qo; k(t,x) = 0} transverse & S. En
notant 7' 'hyperplan de S d’équation ¢ = 1 = 0, on a KNS = (Dy x
Qo) NT : I'ensemble K est une hypersurface caractéristique de multiplicité
mo transverse & S et issue de T vérifiant K NS = {0} x V. On peut
alors donner un corollaire simple du théoréme 1.1 concernant le probleme
de Cauchy

(1.10) { A(t,z; Dy, D)u(t,x) =v(t,x),

D (0, z) =wp(z) pour 0<h<p.

THEOREME 1.2. Il existe k > 0 et, pour tout voisinage ouvert conneze
DxQ C DyxQq de l'origine de Cx C™, un voisinage ouvert connexe ' C
de Uorigine de C™ tels que : soient a € Q' =V, (wp)o<h<p des germes au
point a se prolongeant en des fonctions holomorphes sur R(2 — V) et v
un germe au point (0,a) se prolongeant en une fonction holomorphe sur
R((D x Q) — K), alors le probléme de Cauchy (1.10) admet une unique
solution holomorphe au voisinage du point (0,a) et elle se prolonge en une
fonction holomorphe sur R({(t,z) € C x ; |t| < k|z1|™}).

On utilise le lemme suivant.
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LEMME 1.3. 1l existe un réel ¢ > 0 et un voisinage ouvert conneze
Oy de lorigine de C" tels que louvert {(t,z) € C x Qy; [t| < c|z1|} ne
rencontre pas K.

PREUVE. Si A = 0, on a k(t,z) = x; et le résultat est évident ; on
suppose donc A # 0 et on prend par exemple ¢ = 1/2|\|. Vu que k(0,z) =
x1, la fonction k est de la forme k(t,z) = z1 + tA(t,z) ou (t,z) — A(t,x)
est une fonction holomorphe au voisinage de l'origine de C x C™ vérifiant
nécessairement A = A\(0) ; d’ou l'existence d’un voisinage ouvert connexe €2
de T'origine de C" tel que 0 < |A(t,z)| < 2|A| pour (t,z) € C x Q et [t] <
clx1|. Sl existe (t,z) € C x Q tel que |t| < c|z1| et k(t,z) = 0, alors t # 0
et 1 < c|A(t,x)| ce qui est absurde. O

Ce lemme montre que v se prolonge en une fonction holomorphe sur
R({(t,x) € C x Qa; [t| < c|z1]}) ot Q2 est un voisinage ouvert connexe de
Porigine de C™ inclus dans 2N €5 ; le théoréme 1.1 prouve alors le théoreme
1.2. O

Revenons au théoreme 1.1. Le résultat d’unicité découle directement
du lemme qui suit. En multipliant la premiere équation du probleme de
Cauchy (1.1) par tP, on observe qu’il peut aussi s’écrire

C(x,tD)u(t,z) = Y  a(t,2)t' T DiDu(t, x)
I+]a|<m
I<m
(111) + tPu(t, x),
Du(0, z) = wp(x) pour 0<h <p.

On en déduit le

LEMME 1.4. SoitUd C Q—V un ouvert connexe non vide. Toute solu-
tion formelle du probléme de Cauchy (1.1) de la forme

(1.12) u= Z wp(2)th ot wy, € H(U),
keN

vérifie, pour tout k > p,
Clz, k)ug(z) = > cklij_jala(O, z)Dj_1—(x)

I+|a|<m,l<m
1+i4+v<j<k

+ Dy Po(0,2)/(k —p)! o cwj € R,
up () = wp(z)/h! pour 0<h < p.

(1.13)



Ramification des Solutions du Probléme de Cauchy Fuchsien 499

PREUVE. Vu que (tDy)'t* = k't* on a C(z,tDy)u = Y C(z, k)uy(z)t*
p<k
car C(e, k) =0 pour 0 < k < p. D’autre part,

—1—v)! ;
tHH”DiD"‘u _ Z . (U Duj 1, (z)t,
Wi G- i+ w))

donc, en dérivant (1.11) a l'ordre k, on obtient le résultat voulu. O

COROLLAIRE 1.5. Lorsque L = Ly, on a le résultat d’unicité du théo-
reme 1.1.

PREUVE. Si L = Ly, on a C(x,\) # 0 pour tout z € Qp et tout A\ ¢ L

u (1.3). Soit a € ' —V, sile probleme (1.1), avec pour donnée v = 0, admet

une solution u holomorphe au voisinage du point (0, a), alors u peut s’écrire

sous la forme (1.12) au voisinage de {0} xU ou U C Q' —V est un polydisque

ouvert centré au point a ; la formule (1.13) prouve alors que u = 0 au

voisinage de (0, a). La connexité de 'ouvert {(¢,2) € C x ; |t| < rd(x)™}
permet de conclure. [

En ce qui concerne l'existence d’une solution et son prolongement an-
alytique, on se ramenera a une équation fuchsienne dont la résolution fait
I’objet du paragraphe suivant.

2. Une Equation Fuchsienne

Outre 'espace C x C™ de la variable (t,x), on considere l'espace CY
dont la variable est notée (z1,...,24). Les dérivations en z sont notées
Dy =D} --- D2 pour tout v = (y1,...,7) € N9. On considere une partie
fuchsienne d’ordre m et de poids 0

m

b(t,z,Dy) = > b(z)t'D;
=0

ou les fonctions b; sont holomorphes au voisinage de 'origine de C™ avec
b (0) # 0 ; on note P(x,T') son polynéme indiciel et on suppose

(2.1) P(0,k) # 0 pour tout k € N.
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On considere alors 1’équation

(2.2) P(z,tDi)u(z,t,x) = Z aigy (t, )t ' DIDP DYu(z, t, o)

L+[B+]v|<m
l<m

+v(z,t,x)

ou les fonctions a;3, sont holomorphes au voisinage de I'origine de C x C".
Pour tout w,r et R > 0, on pose

={z e C% max |zi| < w}, D, ={teC; |t|<r} et

n,
Ap ={z e C" jpax |zj| < R}.
Le théoréme obtenu s’énonce alors comme suit.

THEOREME 2.1. Soient n > 1, Ry €]0,1] tels que les fonctions g, =
bi(0) — by soient holomorphes dans Ayg,, vérifient

(2.3) — Z sup | <1/2,

n— Anrg

et tels que les coefficients ajg, soient holomorphes et bornés dans Dyp, x
Apgr, par K si 1+ ||+ |y] = m et par M sil+ |8] + |y| < m. Il existe
c1 = c1(n, Ry, K) > 1 (indépendant de M) tel que : soient R €]0, Ry,
0 <w <r <R etv une fonction holomorphe dans D, X D, x Agr, alors on
a les conclusions suivantes.

1. L’équation (2.2) admet wune wunique solution u holomorphe pour

t 1/m n . q
@™, ol | o lal

w j=1 R i=1 W

n 1

2. Lorsque K = 0, u est holomorphe pour ((£[t))1/™ + ]El|xj\)ﬁ

4 |z

Ll

= w

Pour démontrer ce théoreme, on utilise le lemme suivant [12, lemme 1.2].

LEMME 2.2. a. Il existe un réel co > 0 tel que |P(0, k)| > co max(1, k™)
pour tout k € N.
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b. Soient U un ouvert de (C*)?, R > 0 et Q un voisinage ouvert de l’origine
de C". L’opérateur P(0,tD;) est un automorphisme de H(U x Dr x Q) ;
son inverse P~1 est défini par

_ B t* DFu(z,0,z)
(2.4) (P~ tu)(z,t,x) = Z HW

keN

PREUVE. b. Soit u € H(U x D x Q), vu que (tD;)'t* = k't* pour
tout k,l € N, on a P(0,tDy)u(z,t,x) = 3 '}C—IC,P(O, k)DFu(z,0,z) dans U x
keN ™
Dr x §2 ce qui montre que P(0,tD;) est injectif car P (0, k) # 0 ; son inverse
est formellement donné par la série (2.4). Soient 0 < 7 < s < R et K
ik
un compact de U x €, il existe ¢ = ¢(s, ) > 0 telle que |HDfu(z,0,x)| <

k
c(f) pour tout (z,t,x) € UxD, xS Ceci prouve que la série (2.4) converge
s
normalement sur tout compact de U x Dr x Q puisque [1/P(0,k)| < 1/cq,

d’ou le lemme. [

En écrivant P(z,tD;) = P(0,tD;) — 3 e(z)t' D!, on en déduit que

I’équation (2.2) est équivalente a

N

u=Au+v ou
m
(25)  Au= Z ei(z)t' DIP~tu 4 Z aypy (t, )t ' DLDP DI P 1.
1=0 LBl lvI<m
<m

La résolution de cette équation repose sur le théoreme du point fixe dans
un espace de Banach associé a une fonction majorante. Plus précisément,
si ® € Ri{z,t,x} est une série entiere convergente a coefficients > 0 c’est-
a~dire une fonction majorante, rappelons que le sous-espace vectoriel des
fonctions holomorphes au voisinage de 'origine de C% x C; x C?

{ue C{zt,x}; I¢>0, u < cP}
est un espace de Banach pour la norme

min {¢ > 0; u <K cP}.
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Le point fixe sera obtenu pour une fonction majorante de la forme ®(r,¢)

n q
ou® e R {r,&}, T=ptet &= x;+L ) 2, pet L étant des parametres
j=1 i=1
> 1. L’espace et la norme associés a cette fonction majorante seront notés

Bg et || ||. Indiquons alors le choix de ®. Nous noterons ¢ la fonction
majorante

(&) = e® R>0,a>1.

R—¢

Etant donné un entier s > m, on pose ([12])

— _»DP9(¢)
2.6 O(1,€) = P2
(26) =Y

Cette série converge, d’apres les inégalités de Cauchy, sur un voisinage com-
pact de (7,&) pour |[7| < 7 et |{] < R — r quel que soit r €]0, R[, soit pour
|7|/* + |€] < R ; ® est donc bien une fonction majorante.

Nous utiliserons le lemme suivant dont la démonstration est déja connue

(voir [10]).

LEMME 2.3. Pour tout p,q € N, on a

a. DP¢ < a 1DPT9¢,
p!
b. DPp < RIDPHIG,
(p+q)!

Rappelons (proposition 6.1 de [5]) que, si ¢ € R{{} vérifie 0 < (R —
§)¢(§), alors
nRkR
2.7
(2.7) TR ¢

Ici, nous aurons besoin du

P <K %qﬁ pour tout n > 1.

nR

. Ui
LEMME 24. Si R €]0,1], on ¢ ————F—®(1,¢§) < ——P(71,¢&

10,1] nR— (1 +¢§) (7€) n—1 (7€)
pour tout n > 1.

nR
nR—

PREUVE. En notant §; = DJ(
s’écrit

J)/ileta; = Dig/j!, cette inégalité

z U
Z Gjasp_sj KL ——Qgp-
j=0 n-1
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P sp sp .
On remarque que ) a5 < 3 Ojasp—s; < Y HjR(S_l)Jasp,j d’apres
=0 =0 j=0

P sp
le lemme 2.3-b. Si R €]0,1], on a donc Y Ojasp—sj <K Y. bjas,—j car s >
3=0 7=0
m > 1. L’inégalité voulue s’obtient alors en dérivant (2.7) a l'ordre sp, d’ou
le lemme. [

Nous sommes maintenant en mesure de controler la norme de A dans
lespace Bp. Soient n > 1 et Ry €]0,1] satisfaisant aux hypothéses du
théoreme 2.1. Dans les majorations qui vont suivre, toute constante qui
dépend des parameétres cg,n, Ry déja fixés, sera notée ¢, sauf mention ex-
presse du contraire. Soient R €]0, Ry, r €]0, R] et u > 1, nous prendrons

p=p—-=1
r

D’apres les inégalités de Cauchy, on a

nr nk
aigy < sup  |ag,| ; 0
D"IROXAWRO 77T_ ?7R— Z x]
j=1
ou R R R
nr—t nR—2t  nR—ptt nR-T
R R
d’autre part, on a 1 < i q < iU 7 car L > 1, d’ou
nR—> 2z nR—-L} z
i=1 i=1
nR
(2.8) aigy K sup  |agy| —s———.
B,Y D'r]RO XA'I]RO /87 nR - (T + 5)
De méme, on a
nR
(2.9) g1 < sup g ———F——.
AnRO nR - (T + 5)

ProroSITION 2.5. I existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout

R €]0, Ry), lopérateur A induise un endomorphisme continu de l’espace de
L™ 1M
Banach Bg de norme < 1/2 + cp_1 (LmK + 7)
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PREUVE. Il résulte de la définition (2.4) de P~1

k! DBD)DFu(z,0,x)
—1)! P(0, k)

LNl pB -1, _
t'DiD°DIP tu = %k'

D’autre part,

Dsk+|ﬂ|+lv\¢(§)
(sk)!

Etant donné que |3| + |y| < m < s, d’aprés le lemme 2.3, on a

u<|| u| ®(r, &) = D’DYDFu(z,0,z) <| u || LM pPk!

Rs—(m=1) | Ds(k+1)
am—(FIB1+1AD) (sk +m — D)} (s(k+1))!

k! (sk+m—1)! K (sk+m)™ !
Vu le lemme 2.2-a, on a (kfl)!s(sk)T!TP(O,kﬂ < e fnaX&km)

D8k+\ﬂ|+|7|¢ < .

< ¢ ; on en déduit

1] Ds(k+1)
Il 18 Yy p—1 cL k ¢
EDDPDIP u <l || =y k%l;(pt) L)

(R<1lets—(m—1)>0),douen multipliant par t = p~'7,

N Ds(k+1)¢

=17~
1+l 1l B -1 CP L E+
t"D;DPDIP " u < |u H E R 1))

am—HBI+AD

cp_lL‘ gl

< Ml =

Par ailleurs, on vérifie aisément que
u<L®=t!DIPlu<ed, 0<I<m (c=1/c).

D’apres (2.8), (2.9) et le lemme 2.4, on a donc bien || Au ||<|| u || [1/2 +
ep (LMK + LM )@, O

Afin d’en déduire le théoreme 2.1, choisissons une fois pour toutes I’entier
s=m.

PREUVE DU THEOREME 2.1. Posons ¢; = (142¢K). Soient R €]0, Ry],
0 < w < r < R et v une fonction holomorphe dans D, x D, x Ag ; en utilisant
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les polydisques Dy X Dy X Agpron 0 <o <w, 0<r <r,0< R <R
avec 0 < W' <7’ < R/, on remarque qu’il suffit de supposer v holomorphe
et borné dans D, x D, x Ag. Posons alors

R

L=—2>1
w

cL M

1. D’apres la proposition 2.5, on a || A ||< 1/2+ (ME)_le(cK—i— );
T

r ez "
en prenant u = ¢;— L™, quantité > 1 vu les définitions, et a > 1 tel que

cL=1M i . . USRI
< 1/2, on obtient || A |[[< 1. D’apres les inégalités de Cauchy, on a

w r R
v sup || " -
D, xDrxApR w—ZZir_ R_Zl,j
i=1 j=1
ou
w _ R
q = 7 et
w—> 2z R-LY z
=1 =1
r R
= 7 < R~ R car > 1,
d’ou R

v sup V.
Dy xDrxAg ‘ |R_(T+£)

D’apres le lemme 2.3-b,

!

car R < 1. Ceci montre en particulier que v appartient & Bg ou || v ||<

R sup |v]. Par conséquent, u = (I — A)"lv est une solution de
Dy, XDrxAg

Iéquation (2.2) ; cette solution appartient a l’espace Bg, elle est holomorphe



506 Patrice PONGERARD

n q
pour |7|'/% +|¢| < R, donc pour [pt|'/*+ 3 |zj|+ L 3 |2zi| < R c’est-a-dire
=1 =1
pour ’ '

|z, i) _

(calt)/™ byl

w =1 R 3w

On a également 'unicité car, si u = Au est une fonction holomorphe au
voisinage de (z,t,2) = 0, on peut choisir R €]0, Ry] puis 0 < w < r < R,
w>1,a>1telsque| A< 1etuec Bg, dou u =0, ce qui termine la

démonstration du point 1.
m—1

L M
2. Losrque K = 0,ona || A ||<1/2+ == car p > 1; en prenant
a

LM
uw=1eta>1tel que e 1/2, on obtient || A ||[< 1. Comme
a

n q
précédemment, u est holomorphe pour |pt|* + 3 |zj| + LY |z < R
j=1 i=1

q |,
c¢’est-a-dire pour ((R\tl)l/m+ Z |xj\) +> |ij‘ < 1, d’ou le théoreme 2.1. [J
j=1 =1

REMARQUE 2.6. La méthode utilisée dans ce paragraphe permet de
retrouver un théoreme de [1] lorsque pg = p. Expliquons brievement

comment ceci est possible. En écrivant I'inconnue de (1.1) sous la forme
p—1
> %wh(:p) + tPu(t,z), on se rameéne a l'équation C(z,tD; + p)lu =

3 A Ctt Y DI D% + ' olt v/ posséde les mémes propriétés que
I+|a|<m,l<m
1—p<j<l

les fonctions initiales (wy,) et v ; cette équation est du méme type que (2.2).
En choisissant n > 1 et Ry €]0, 1] comme dans le théoreme 2.1. et en sup-
primant simplement ¢, z, v, D}, w, D,, U et L, la proposition 2.5 conclut

M M
que | A [|< 1/2 4+ cp Y (K + E) <1/2 4 ep YK + E) car p > | ; en

M
prenant p = ¢1 et a > 1 tel que =< 1/2, on obtient || A [[< 1. On en
a

déduit la proposition suivante.

PROPOSITION 2.7. Soientn > 1, il existe Ry €]0, 1] tel que la propriété
susvante soit vérifice. Si les coefficients a;, sont holomorphes et bornés dans
Dyr, X Ayr, par K pour I + |af = m et par M pour I + |a] < m. Il existe
¢ = c1(n, Ry, K) > 1 (indépendant de M) tel que : soient R €]0, Ry,
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0 <7 <R, (wp)o<h<p €t v des fonctions holomorphes dans D, et D, x Ag
respectivement, alors on a les conclusions suivantes.
1. Le probléme de Cauchy (1.1) admet une unique solution u holomorphe

R n
pour (cl?|t])1/m + Zl |zj| < R.
]:

R
—
.

n
2. Lorsque K =0, u est holomorphe pour ( ymgy lzj| < R.
j=1

3. Preuve du Théoréme 1.1

Vu que (C x Q)g NS = Q —V, chaque germe Dfv(0,e) au point a
se prolonge en une fonction holomorphe sur R(2 — V) et, dans tous les
cas, la formule (1.13) montre qu’il en est de méme des germes u. En

posant Up(t,z) = 3 wug(z)t*, on définit donc un germe au point (0, a) qui
k<po
se prolonge en une fonction holomorphe sur R(C x Q — V). En prenant

U = u— Uy comme nouvelle inconnue, on se ramene, vu (1.11), au probleme

C(x,tD)U = 3 ai(t, o)t DIDU + W,
(3.1) e
U s’annule pq fois sur S,

N

ou

(32)  W=-C(z,tD)Us+ Y. aut'™DiD*Uy+ tPv

I+|al<m
I<m

s’annule pg fois sur S d’apres (1.13). Ce germe W au point (0, a) se prolonge
en une fonction holomorphe sur le revétement universel de (C x ). C
C x Q —V. On en déduit que W est de la forme

(3.3) W(t,z) = tPw(t, )

ol w est un germe au point (0, a) qui se prolonge en une fonction holomorphe
sur R((C x Q)qq). En écrivant I'inconnue de (3.1) sous la forme tPou(t, x)
et en utilisant les relations

C(z,tDy)tPu = tP°C(x, tDy + po)u,

. i
D;(tP°u) = Z ajtP" """ Dlu, ¢ € N,
l=po<j<i
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on obtient

tPC(z, tDy +po)u =17 > aect I DI D + tPw

I+|a|<m,l<m

I-po<i<l
soit
(34)  C(z,tDy+po)u = Z alacljt1+j+”DgDau + w.
I+|a|<m,l<m
1-pg<j<t

REMARQUE 3.1. Vu que ¢;; = 1, on observe que le symbole principal de
cet opérateur est égal a celui de (1.1) multiplié par P, soit & a,,(x)t™ D} —
> ala(t,:n)tmax(p’IH)DiDa.
e
Finalement, en changeant de notation, nous avons réduit le probleme
initial (1.1) & une équation de la forme

(3.5) P(z,tDi)u = Z e (t, 2) T DDy + w
I+|a|<m
I<m
de symbole principal celui de la remarque ci-dessus ; équation pour laquelle
on a

p=0=po

mais dont le second membre w € H(R((C x 2).4)) présente des singularités
sur V.

Note. Indiquons qu’une telle équation admet au voisinage de tout point
(0,a), a €  — V, une unique solution formelle de type (1.12) d’apres le
lemme 1.4.

L’application @ : (z,t,x) — w(t,z) définit un germe au point (a,0,a)
qui se prolonge en une fonction holomorphe sur R({(z,t) € Q x C; |t| <
cd(z)}) x Q ; de plus, on a

(3.6) w(t,z) = W(z,t,7),—, pour tout (t,r) € (C x Q).



Ramification des Solutions du Probléme de Cauchy Fuchsien 509

Cherchons alors la solution u de (3.5) sous la forme
(3.7) u(t,r) = (2,1, 7)|,—4

ou @ est un germe au point (a,0, a).
Etant donné que Dji(z,t,x) = (D; + D.;)u(z,t,7),—,, on montre
aisément le lemme suivant.

LEMME 3.2. Soient o € N, il existe des opérateurs différentiels lin-
éaires Py(xz,D), |y| < |af, d’ordre < |a| — |y| a@ coefficients holomorphes
dans Qq tels que, pour tout a € Qq et toute fonction u(z,t,x) holomorphe
au voisinage du point (a,0,a), on ait

Du(,t,x) = Z Py(z,D)D]}u(z,t,) .=, pour (t,x) voisin de (0,a).
[vI<laf

D’autre part, on a Dyu = Dyt ; 'équation (3.5) sera donc vérifiée si

Pz, tD)i= > awn(t,2)t' ' DiPy(x, D)Di+ .
l+|o¢‘\§‘m|, |l<m
YI<|e

En écrivant Py(z,D) = Y. ag,(z)D’, on obtient
B <lex| |

P(z,tDy)i = > Alagy (t, )T DIDP DY+ ot
(38) I+|a|<m,l<m

[vI<lalBlI< el =]

Ay (t, @) = aa(t, ©) X agy(x)

soit, en changeant de notation, une équation de la méme forme que (2.2)
avec ¢ = n, a coefficients holomorphes dans Dy x €y ou v désigne le germe

w.

Tout ce qui précede montre que le théoreme 1.1 résulte de la proposition
suivante.

PROPOSITION 4.1. On suppose ¢ = n. Soit ¢ > 0, il existe k > 0 et,
pour tout voisinage ouvert ) de lorigine de C™ et tout 6 > 0, un voisinage
ouvert ' C QN Qg de lorigine de C™ et &' > 0 tels que : soient b € Dg —V
et v un germe au point (z,t) = (b,0), x = 0 se prolongeant en une fonction
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holomorphe sur R({(z,t) € Ds x C; [t| < cd(z)}) x Q, alors il existe un
unique germe w, au méme point, qui vérifie (2.2) et qui se prolonge en une
fonction holomorphe sur R({(z,t) € Dg x C; [t| < rd(2)™}) x .

PREUVE. Fixons des parametres n > 1 et Ry €]0, 1] conformément au
théoreme 2.1 ; ce théoreme leur associe un réel ¢; > 0. Etant donné ¢ > 0,

on pose

c m

1 +c 2Meq
Soient €2 un voisinage ouvert de l’origine de C™ et 6 > 0, on choisit R €]0, Ry)
tel que Ag C €2, on pose

€]0,1] et k= > 0.

o

Cn t /_
={zre Z|xj|< }e ) mm(R2

j=1
Sibe Dsg—V, onnote Ay - le polydisque Ay, = {(z,t) € crtl. max |2 —
<i<n
bil, |t| < Td(b)} et on pose

r=w=w(b) =71d(b).

Dans ces conditions, on a bien 0 < w < r < R car 7d(b) < d(b) < &' vu que
0 € V. En utilisant la translation z — z + b qui laisse invariante I’équation
(2.2), on déduit du théoreme 2.1 que, pour tout b € Ds — V et pour toute
fonction v holomorphe dans A, ; X Ag, I'équation (2.2) admet une unique
solution u holomorphe pour

(Cl!t\ ”m

n

a fortiori, dans &, x Q' ot $pr = {(2,t) € C™FL (er[t)Y™+ 3 |2 — bi| <
i=1

%(b)}. Nous allons utiliser les inclusions

{(Z,t) € Dg x C; ’t| < K}d(z)m} C U <>b,7— C U Abﬂ—
beDy —V beDy —V
C {(2,t) € Dysr x C; |t| < cd(z)}.
En effet, soit (z,t) € Dg x C tel que |t| < kd(z)™, alors z € Dss — V et en
prenant b = z, on a (c1[t])V™ + 3 |z — bi| = (c1t)V™ < (c1r)V™d(2) =
i=1
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%(b) ce qui prouve que (z,t) € $p,. La seconde inclusion résulte de [t| <
alt] < (e|thY™ < 7d(b)/2 car ¢; > 1 et 7d(b)/2 < 1 ; vérifions la derniere.
On a |z — bj| < 7d(b) et [t| < 7d(b), de plus |d(z) — d(b)| < d(z,b) =

max |zi — bi], dott (1 —7)d(b) < d(z) et [t| < 17=d(2) = cd(z) ; d’autre

part, |z;| < 7d(b) + |b;] < d(b) + |bi| < 2¢".

On peut alors démontrer la proposition 4.1. Soit b € Dg — V', le germe
v au point (z,t) = (b,0), * = 0 se prolonge en une fonction holomor-
phe sur R({(z,t) € Dosy x C; |t| < cd(2)}) X Ag car 28’ < §. Soit
v : [0,1] = {(2,t) € Dg x C; |t| < kd(2)™} un chemin d’origine (b,0).
Il existe une subdivision 0 = tg < t; < --- <ty = 1 et des b¥ € Dy — V
tels que y([ty, tks1]) C Qpr, pour 0 < k < N. Le germe v se prolonge
en une fonction holomorphe v1 € H(Ap , x Ag) ; le germe u, solution de
I'équation (2.2), définit donc une fonction holomorphe u; € H({po , x Q).
La fonction v; définit un germe de fonction holomorphe au point (v(¢1),0)
qui se prolonge en une fonction holomorphe va € H(Ay , x Ag) a laquelle
on associe la solution uy € H($p , x ') de I’équation (2.2) correspondante.
On a vy = vy sur Pouvert connexe ($po NP1 ) X Ag qui contient le point
(7(t1),0). En effet, on peut toujours relier deux points (z,t) et (2/,¢') dans
Qpor N Qpr , par des segments passant par les points (z,0) et (2/,0). On
en déduit que u; = ug dans ($po, N Qpr ) X Q. En répétant le raison-
nement, on montre par récurrence finie, que le germe u se prolonge bien en
une fonction holomorphe sur R({(z,t) € Ds x C; |t| < kd(2)™}) x @/, d’olt
la proposition 4.1 et par conséquent le théoreme 1.1. [
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