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�を �以上の整数とする� 本論文では� 曲面の写像類群の指数有限正規部分群である�レベル �写像類群のアー

ベル化� つまり整係数 �次ホモロジー群を計算した� 特に � � �または奇数についてはこのアーベル化を完全に

決定した�

種数 � � �の有向閉曲面を�� とし� 埋め込まれた閉円板� � �� を �つ固定する� 写像類群����は向きを保

つ微分同相群 ��	� �� の弧状連結成分のなす群として定義される� 同様に閉円板� を固定する写像類群����

を�の各点を保つ微分同相群��	�
��� ��の弧状連結成分のなす群として定義する� � � �� �について� 写像類

群���� は曲面の整係数 �次ホモロジー群に作用するが� この作用の核を 
������群 ���� と呼ぶ� また� �次巡回

群を �� と表すとき� レベル �写像類群�������とは� 写像類群から曲面の �� 係数 �次ホモロジー群への作用の

核として定義される�

本論文の動機は写像類群の指数有限部分群の低次整係数ホモロジー群を決定することにあるが� �������� ���

により� 
������群を含む写像類群の指数有限正規部分群は� ある �についてレベル �写像類群を含むことが知ら

れており� この意味でレベル �写像類群は写像類群の基本的な指数有限部分群である� なお� 特にレベル �写像類

群の整係数ホモロジー群は� � � �についてはレベル �構造をもつ�������面のモジュライ空間の整係数ホモロ

ジー群に一致することが知られている�

これまでに知られている指数有限部分群の安定ホモロジー群に関する結果は� 次のものがある� まず� 写像類群

は曲面のスピン構造全体からなる集合に作用するが� �つのスピン構造を固定する写像類群の元全体のなす部分群

はスピン写像類群と呼ばれ� ホモロジー群が計算されている� まず� ��������������� ��!" �#�は 
$� � �!� �%����

と呼ばれる曲面のスピン構造と関係する解析的数を用いて� スピン写像類群上に準同型を構成した� さらに&����

���はスピン写像類群の �!�'�複体への作用を調べ� アーベル化の位数の上からの評価が与え� 種数について安定

的に決定した� またさらに� 安定有理係数 �次ホモロジー群も決定した� (��� �!) ���は安定ホモトピー理論を用

�



いて� スピン写像類群の安定��* �コホモロジー群を決定した� また� 著者は ����において� �重被覆の構造を保

つ写像類群の部分群について� 被覆曲面と底曲面それぞれに定まる 
$� � �!� �%����を用いて加群への準同型を

構成し� 安定的にアーベル化を決定している� また� +�$�)�� �,�は 
������群上に� 現在 +�$�)��準同型と呼ばれ

る加群への全射準同型を構成したが� �が奇数の場合について� -����� �.�� -! ��� ����はレベル �写像類群上に

+�$�)��準同型の��* � ��*!� ���を拡張し� 本論文とは独立にアーベル化を決定している� また� 一般の �につ

いて -! ��� ����により �!�'�複体への作用を調べることにより� 有理係数 �次ホモロジー群も決定している�

以下� 本論文の結果について述べる� まず� レベル �写像類群のアーベル化は次のように表される�

定理 �� � � �のとき�
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写像類群は曲面の整係数 �次ホモロジー群に作用するが� 整係数 �次ホモロジー群の交叉形式に関するシンプ

レクティック基底を �つ固定すると� シンプレクティック群への全射準同型 � 0���� � 1%
��/��が定まる� 特に�

レベル �写像類群の �による像はシンプレクティック群の主 �合同部分群 2� ���に一致し� 次の完全列が成り立つ�

� ����� ���� ����� ������� ����� 2� ��� ����� �

これはホモロジー群の間に完全列
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を誘導し� 特に上で述べたレベル �写像類群のアーベル化を用いて� � � �として次が得られる�

� ����� �� ����� ��
����/��� ����� ��
�������/�� ����� ��
2����/�� ����� ��

�が偶数のときについて� レベル �写像類群からレベル �写像類群への自然な包含写像の誘導するホモロジー群

の間の準同型を調べることにより� 次のように �� 拡大を除いてアーベル化が決定される�

系 �� � � �� �が偶数のとき�

�� ����� ��
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2� ���/�� ����� ��

上で述べたレベル � 写像類群のアーベル化の決定は� 具体的に加群への準同型を構成することにより行わ

れる� 写像類 	 � ������� を用いてファイバーの閉曲面 �� を貼り合わせて得られる写像トーラスを 
� �

�� 	 ��� ���
�

�� �� 
 

� ��と表す� 写像トーラスをスピン多様体として境界にもつ 3次元多様体の符号数を用

いて� ���$���関数と呼ばれる写像トーラスのスピン構造全体からなる集合上に���に値を持つ関数が定まる� こ

れを用いてレベル �写像類群から加群への準同型を構成した� この値は� 写像トーラスに埋め込まれた曲面に定

まる -��� 構造の 4��5�不変量� もしくは� 写像トーラスの表すスピンボルディズム類を用いて言い換えること

ができる�

特にこの準同型はスピンボルディズム類の言葉では次のように表せる� 写像類 	 � �������について� 議論を容

易にするため写像トーラスではなく� �	�� �
�に沿って写像トーラスに手術を施した閉 �次元多様体
 �

� 0�



���	�
��� 
��	���を考える� この多様体の �次ホモロジー群には自然に同型��



�
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が定まる� この同型は
 �

� から 6����"��7��������空間 �
��
��/���� ��への連続写像のホモトピー類を定め

るが� これを代表する連続写像を �つとり � 0 
 �

� � �
��
�� /���� ��とおく� また� 多様体
 のスピン構造全

体の集合を )%��
 と表すとき� 自然に全単射 � 0 )%����

� )%��
 �

� が定まる� これを用いて� � � )%���� につ

いて� �
��
�� /���� ��の �次スピンボルディズム群への写像
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を 	 �� �
 �

�� �
��� � �と定義すると� これは準同型であることがわかる� &��% �3�は写像類群の部分群の降下列で

ある +�$�)�� 9� �� ���において� このスピンボルディズム類を用いた準同型を既に構成していたが�その値につ

いては 9� �� ���の �番目である 
������群について数例が計算されているのみだった� 本論文の準同型はこの自

然な類似物であり� &!�%$���) �:�の得たレベル �写像類群の生成系について�この値を具体的に計算することに

よりこの準同型の像を調べ�レベル �写像類群のアーベル化に単射を誘導することを示し�アーベル化を決定した�

次に �が奇数の場合について述べる� 先ほど述べた群の完全列から誘導されるホモロジー群の完全列について�

この場合は次のように )%�� することがわかる�

定理 �� � � �� かつ� �が奇数のとき�

��
�������/�� � ��
���� /������
2� ���/���

なおここで� ��
����/��� は +�$�)��により計算されており� ��
2� ���/�� は �������� ���� もしくは� 4�))�

�������1���� ���による合同部分群に関する結果を用いて� 本論文において計算している�

手法は� 
������群上の +�$�)��準同型の��* � ��*!� ���を� レベル �写像類群上に拡張し� ホモロジー完全列

の )%��  ��7を構成することである�
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