
論文の内容の要旨

Singularities for Solutions to Schrödinger
Equations

(シュレーディンガー方程式の解の特異性)

毛　仕寛

この論文では、調和振動子ポテンシャルをもつ変数係数シュレーディン
ガー方程式について研究した。また、定磁場中の変数係数シュレーディンガー
作用素についても考察した。この論文の目的は解の特異性を超局所の視点か
ら初期値を用いて特徴付けることである。

以下のような線形シュレーディンガー方程式を考える。{
Dtu+Hu = 0,
u(0) = u0,

(0.1)

ここで、u = u(t, x) ∈ L2(Rn)は各 t ∈ Rについて、時刻 t での波動関数を表
す。ここでDt =

1
i ∂tと書いた。また

(0.2) H = −1

2

n∑
ij=1

∂xiaij(x)∂xj +W (x)

はシステムのハミルトン演算子である。

シュレーディンガー方程式は量子力学の基本的な方程式であり、その数学
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的構造については、スペクトル理論、散乱理論、基本解に関する研究を含め
て、多くの研究がある。（たとえば、テキスト [27] 等を参照せよ。）。

この論文においては aij(x)とW (x)に関する適当な仮定の下で、超局所的
な特異性の伝播について考える。シュレーディンガー方程式に関しての特異
性の研究はBoutet de Monvel[1]から始められた。その論文において、Boutet
de Monvelはシュレーディンガー方程式の解の特異性が無限大の速度で伝播す
ることを示した。これは波動方程式と大きく異なる性質である。Hörmander
の有名な特異性の伝播定理から波動方程式の特異性は有限の速度で伝播する
([10])。しかし、Boutet de Monveの論文においては、シュレーディンガー方
程式の解 u(t)の時刻 tでの特異性と初期値 u0との関係は与えられなかった。
Craig, Kappeler and Strauss [2]は 1996年で変数係数シュレーディンガー方程
式の特異性の伝播について考察した。彼らはこの論文において、nontrapping
な測地線に沿って、解の滑らかさは初期値の漸近速度に対応する錐形状領域
での減衰から従うという smoothing propertyを証明した。その後、多くの関
連する研究が行われた。（[3–5, 7, 11, 17, 23, 26, 30]等を見よ。）

2004年の論文 [9]において Hassell とWunschは、Melrose [22]によって
定義された散乱多様体上でのシュレーディンガー方程式の解の特異性の特徴付
けについて研究した。また、Nakamura [24]は変数係数シュレーディンガー方
程式に対して異なる手法を用いて、違う定式での特徴付けを得た。Nakamura
の方法は比較的簡明であり、その結果は散乱多様体や解析的特異性などへ拡
張された。（[12, 18–20, 25]を見よ。）

一方、摂動した調和振動子の基本解の滑らかさ、解の特異性の伝播につい
ては、[6, 8, 13–16, 21, 28, 29, 31–35]などの研究がある。これらの論文の多
くは、定数係数のシュレーディンガー方程式についての研究である。すなわ
ち、aij(x) = δij の場合を考えている。本論文においては、調和振動子に対す
る変数係数の摂動を考える。また、同様の挙動を示す系として、定磁場をも
つシュレーディンガー作用素の変数係数の摂動も考察する。具体的には、以
下の問題を研究する。

• 調和振動子の短距離型摂動：すなわち、式 (0.2)でW (x) = |x|2
2 + V (x)

の場合を考える。aij(x)と V (x)は滑らかな実数値関数で、以下のよう
な条件を満たすとする。

Assumption A. 各 x ∈ Rnに対して (ajk(x))j,k は正対称行列 である。
さらに、µ > 1が存在して 任意の α ∈ Zn

+に対して Cα > 0が存在し∣∣∂α
x (ajk(x)− δjk)

∣∣ ≤ Cα⟨x⟩−µ−|α|,∣∣∂α
xV (x)

∣∣ ≤ Cα⟨x⟩2−µ−|α|

を満たす。ここで、⟨x⟩ =
√

1 + |x|2である。

ii



この場合については、[24]の手法を拡張することにより特異性の特徴付
けを行う。この問題については、古典的な散乱データと摂動していない
調和振動子H0 = −1

2△+ 1
2 |x|

2の時間発展を用いて解の特異性を特徴付
ける。詳細については、第２章で述べる。

• 定磁場の短距離型摂動：以下の形のハミルトン演算子を考える。

H =
1

2

2∑
j,k=1

(
Dxj−(Mx)j−Aj(x)

)
ajk(x)

(
Dxk

−(Mx)k−Ak(x)
)
+V (x)

ここで、

M =

(
0 1

2
−1

2 0

)
とする。摂動については、上の調和振動子の短距離型摂動とほぼ同様の
条件を仮定する。すなわち、ajk(x), Aj(x), V (x)は滑らかな実数値関数
であり、以下の条件を満たすと仮定する。

Assumption B. 各 x ∈ Rnに対して (ajk(x))j,k は正対称行列 である。
さらに、µ1 > 1, µ2 > 1, µ3 > 0が存在して 任意の α ∈ Zn

+に対して
ある Cα > 0に対して∣∣∂α

x (ajk(x)− δjk)
∣∣ ≤ Cα⟨x⟩−µ1−|α|,∣∣∂α

xV (x)
∣∣ ≤ Cα⟨x⟩2−µ2−|α|,∣∣∂α

xAj(x)
∣∣ ≤ Cα⟨x⟩−µ3−|α|

を満たす。

第３章においては、調和振動子の短距離型摂動の場合と同様の手法を
用いて、古典的な散乱データと摂動していない定磁場ハミルトン演算
子H0 = 1

2(Dx −Mx)2の時間発展作用素を用いて解の特異性を特徴付
ける。

• 第４章においては、第 2章の結果の長距離型摂動へ拡張を研究する。す
なわち、第２章での仮定の中の µ > 1 を µ > 0に置き換えた場合につ
いて考察する。ここでは、[25]の手法を拡張して、修正された自由発展
作用素を構成する。さらに古典的な散乱データと摂動されていない調和
振動子H0 = −1

2△+ 1
2 |x|

2の時間発展作用素を組み合わせて、シュレー
ディンガー方程式の解の特異性を特徴付ける。

本論文の内容の一部は中村周教授（東京大学）との共同研究に基づいて
いる。
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