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本論文では、Carleman評価と呼ばれる偏微分方程式の解に関するア・プリオリ評価を用いた係数決定の逆

問題について考察する。

係数決定の逆問題とは、偏微分方程式系で記述されるモデルの中で、(直接測定できないなどの理由で)未知

の係数を、解の部分的な観測情報をもとに回復する問題である。こうした逆問題の数学解析で基本的になるの

は、逆問題の一意性と安定性である。一意性とは、その観測によって係数を一意に定めることができるかとい

うことであり、安定性とは、観測に伴う誤差やノイズが、係数決定にどれだけの影響を与えるかということで

ある。

本論文では、弾性論・材料科学・個体群動態学などにおいて提案されているモデルに対し、その係数決定の

逆問題を定式化し、一意性と安定性を示すことを主眼とする。

特に本論文で取り扱うのは、以下の問題である。

• 粘弾性モデル (Kelvin-Voigtモデル)の係数決定問題

• Phase Fieldモデルの 1成分のみの観測からの係数決定問題

• 構造化された人口モデルに対する係数決定問題

1 粘弾性モデルの係数決定問題

ここでは、粘弾性体を記述するモデルの中でも、基本的なモデルである Kelvin-Voigtモデルに関する逆問

題を考察する。

等方的な Kelvin-Voigt モデルに関して説明する。Ω ⊂ R3 を有界領域とし、T > 0 とする。このとき、
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Kelvin-Voigtモデルは、

Pu(x, t) := ρ(x)∂2
t u(x, t)− Lλ,µu(x, t)− Lη,γ(∂tu)(x, t) = f(x, t),

(x, t) ∈ Ω× (−T, T ) (1)

という形で記述される。ここで、u = (u1, u2, u3)は弾性体の変位を表すベクトルであり、ρは密度、f は外力

項である。Lλ,µ は、等方的線形弾性体における Lamé作用素

Lλ,µu := µ∆u+ (µ+ λ)∇divu+ (divu)∇λ+
(
∇u+ (∇u)T

)
∇µ (2)

であるとし、λ, µは弾性係数、η, γ は粘性係数とし、これらは正の値を取る。

この方程式に関して、次のような係数決定問題を考える。

■係数決定問題 uが (1)を満たすとし、外力項 f は既知とする。Γ ⊂ ∂Ωを Ωの部分境界とするとき、観測

データ
u|Γ×(−T,T ), ∂νu|Γ×(−T,T ), u|Ω×{0}

から、密度 ρ、弾性係数 λ, µ及び粘性係数 η, γ を決定せよ。

この係数決定問題問題に対して、適切な観測を 2回行うという条件のもと、逆問題の一意性と安定性を証明

した。

Theorem 1.1. 密度、弾性係数と粘性係数の 2 つのセット (ρj , λj , µj , ηj , γj) (j = 1, 2) は、Γ 上で ρ1 =

ρ2, λ1 = λ2, µ1 = µ2, η1 = η2, γ1 = γ2 を満たすとする。また、u
(k)
j (j, k = 1, 2)は次を満たすとする。

ρj∂
2
t u

(k)
j − Lλj ,µj

u
(k)
j − Lηj ,γj

(∂tu
(k)
j ) = f , (x, t) ∈ Ω× (−T, T ) (3)

u
(k)
j (x, 0) = p(k)(x), ∂tu

(k)
j (x, 0) = q(k)(x). (4)

また、p(k),q(k) は、ある正値性の条件を満たすとする。また、

M :=
∑
j=1,2

∑
k=1,2

∥u(k)
j ∥H5(−T,T ;H2(Ω))

と置く。

このとき、dist(ω, ∂Ω \ Γ) > 0を満たす任意の部分領域 ω ⊂ Ω∪ Γに対し、M と T に依存する定数 C > 0

と κ ∈ (0, 1)が存在して、であるならば、

∥λ2 − λ1∥H2(ω) + ∥µ2 − µ1∥H2(ω) + ∥γ2 − γ1∥H2(ω) + ∥η2 − η1∥H2(ω) + ∥ρ2 − ρ1∥H1(ω)

≤ C
(
M1−κBκ +B

)
(5)

が成り立つ。ただし、ここに

B :=
∑
k=1,2

(
∥u(k)

2 − u
(k)
1 ∥H5(−T,T ;H2(Γ)) + ∥u(k)

2 − u
(k)
1 ∥H6(−T,T ;H1(Γ))

)
であるとする。

上の評価で、M は解に関するア・プリオリな情報であり、B は観測データの誤差を表すし、評価自体は条

件付きの Hölder型評価である。
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2 Phase Fieldモデルの 1成分のみの観測からの係数決定問題

線形化された Phase Fieldモデルを考える。

∂tu+ l∂tv = ∇ · (K∇u) + a11u+ a12v +A11 · ∇u+A12 · ∇v + f1 in ΩT := (0, T )× Ω (6)

∂tv = ∇ · (M∇v) + a21u+ a22v +A21 · ∇u+A22 · ∇v + f2 in ΩT := (0, T )× Ω (7)

u = v = 0 on ΣT := (0, T )× ∂Ω (8)

ここに、uは温度、v は状態変数、K とM はそれぞれ熱伝導係数と易動度を表すスカラー関数である。この

モデルに対して次の係数決定問題を考える。

■係数決定問題 ω ⊂ Ω を部分領域、θ ∈ (0, T ) とする。また、M と K 意外の係数と非斉次項は既知とす

る。観測データ
u|(0,T )×ω, (u, v)|{θ}×Ω

から、熱伝導係数K と易動度M を決定せよ。

この逆問題に関して、観測領域 ω におけるデータは uのみである。実際上こうした観測はより望ましいも

のであると考えられる。なぜなら、現実問題として、温度 uは状態変数 vよりもはるかに測定しやすい量だか

らである。

この逆問題に関して、以下のことを証明した。

Theorem 2.1. (uj , vj) (j = 1, 2)は、上の (6)–(8)において、M = Mj ,K = Kj としたものを満たすとす

る。次の仮定をおく。

• ∥ajk∥L∞(Ω) , ∥Kj∥L∞(Ω) , ∥Mj∥L∞(Ω) ≤ R (j, k = 1, 2),

• ∥Ajk∥(L∞(Ω))n ≤ R (j, k = 1, 2) ,

• ∂ω ∩ ∂Ω = γ であり、かつ |γ| ̸= 0である。また、∂ω は C2 級である。

• |A12 · ν| ̸= 0 on γ,

• ある δ0 > 0が存在して、Ω上で |∆u2 (θ, ·)| , |∆v2 (θ, ·)| > δ0 が成り立つ。

• ∥u2∥C(ΩT ) , ∥v2∥C(ΩT ) ≤ R.

また、Ω上で u1 (θ, ·) = u2 (θ, ·)かつ v1 (θ, ·) = v2 (θ, ·)であるとする。このとき、Rに依存する定数 C > 0

が存在して、

∥K1 −K2∥H1(Ω) + ∥M1 −M2∥H1(Ω) ≤ C
(
∥u1 − u2∥H2(0,T ;L2(ω)) + ∥u1 − u2∥H1(0,T ;H2(ω′))

)
が成り立つ。

3 構造化された人口モデルに対する係数決定問題

構造化された人口モデル (structured population model)とは、生物群などにおける個体の年齢やサイズ分

布を考慮に入れた人口モデルであり、具体的には次のように記述される。個体の特性を表す変数として、年齢

aとサイズ sを導入し、u(t, x, a, s)を、時刻 tにおいて、場所 xにおける、年齢 a、サイズ sの個体密度を表
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すものとする。このとき、uは以下の偏微分方程式を満たす。

∂tu+ ∂au+ ∂s (g(s)u) = α(x)∆u− γ · ∇u− µ (x))u,

(t, x, a, s) ∈ (0, T )× Ω× (0, a1)× (s1, s2) (9)

ここで、αは拡散係数、g は個体の成長速度を表す係数、γ = (γ1, γ2, γ3)は個体の走性を表すベクトル値関数

で、µは死亡率を表す。

このとき、次の逆問題を考える。

■係数決定問題 Γ ⊂ ∂Ωを部分境界とする。また、g は既知であるとする。観測データ

(u, ∂νu)|(0,T )×Γ×(0,a1)×(s1,s2), u|t=θ

から、α、γ、µを決定せよ。

この問題に関して、十分な回数の適切な観測のもと、以下の安定性評価を得た。

Theorem 3.1. uj (t, x, a, s; q)は、{
∂tuj + ∂auj + ∂s (guj)− αj∆uj + γj · ∇uj + µjuj = 0 in QT

uj(θ, x, a, s; q) = q(x, a, s) in Ω× (0, a1)× (s1, s2)

の解であるとする。

pj ∈ C2 (Ω) (j = 1, 2, . . . , 5)に対して、

Assumption 3.2. 1. g ∈ L∞ (s1, s2)、かつ、M > 0が存在して ∥g∥L∞(s1,s2) ≤ M である。

2. α1, α2, µ1, µ2 ∈ L2 (Ω) γ1, γ2 ∈
(
L2 (Ω)

)3
3. |α1| , |α2| ̸= 0 on Ω.

4. α1 = α2, γ1 = γ2, µ1 = µ2 on Γ.

5. 行列 
∆p1 ∂1p1 ∂2p1 ∂3p1 p1
∆p2 ∂1p2 ∂2p2 ∂3p2 p2
...

...
...

...
...

∆p5 ∂1p5 ∂2p5 ∂3p5 p5


−1

Ω× (0, a1)× (s1, s2)が存在する。.

6. ∥uj(·, ·, ·, ·, ; pk)∥C2(QT ) ≤ M.

ω ⊂ Ωを ∂ω ∩ ∂Ω ⊂ Γかつ dist
(
ω, ∂Ω \ Γ

)
> 0を満たす任意の領域とするとき、M と T に依存する定

数 C = C (T, ω) > 0と κ ∈ (0, 1)が存在して、

∥α1 − α2∥L2(Ω) + ∥γ1 − γ2∥(L2(Ω))2 + ∥µ1 − µ2∥L2(Ω)

≤ CM1−κ

 5∑
j=1

(
∥u1(pj)− u2(pj)∥H0,2(ΣT ) + ∥u1(pj)− u2(pj)∥H1,1(ΣT )

)κ

(10)

が成り立つ。

4


