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本論文の目標は，非可換係数の Reidemeister torsionのMorse理論的或いは力学系的な表示を記述するこ

とと，後述する ‘高次の’homology cylinderたちの成すmonoid及びその homology同境群の代数構造を非可

換係数の Reidemeister torsionを用いて調べることである．　

向き付けられた滑らかな閉多様体 Xに対して，その上の Riemann計量と S1-値Morse関数 f : X→ S1で

あって，臨界点の安定多様体と不安定多様体が全て横断的に交わり，∇ f の閉軌道が全て非退化であるもの

を選ぶ．生成元 t ∈ π1S1を S1の標準的な向きとは逆行するものとし， f∗ : π1X→ 〈t〉に付随する Z[π1X] の

Novikov完備化を Λ f，1+
∑
γ∈π1X,deg f∗(γ)>0 aγγと書ける元から成る Λ f の単数群の部分群をWとする．

まず，Wのある可換商Wabを考え，‘非可換な’Lefschetz型 zeta関数 ζ f ∈ Wabを以下の式によって定義

する：

ζ f =
∏

[1 − (−1)i−(o)[σooσ̄o]] (−1)i0(o)+1
．

但し，積は像を 1周だけするような閉軌道 o: S1 → X全体の集合のパラメータ変換 U(1)による商集合に

渡って取るものとする．ここで，i−(o)，i0(o)は各 oに対して決まるある整数であり，また，σo，σ̄oは任意

に選ばれた Xの基点から o(S1)への道とその逆，[σooσ̄o] は道の合成 σooσ̄oが定める π1Xの元である．任

意の積の順序に対して，この無限積が意味を持つこと，更に，ζ f はその積の順序，道 σoの選び方に依らな

いことが確かめられる．可換化写像 π1X→ H1(X;Z)が誘導するWabから Z[H1(X : Z)]の Novikov完備化の

単数群への準同型写像によって，ζ f は ‘可換な’Lefschetz型 zeta関数に写される．

次に，poly-torsion-free-abelianである群Gと α ◦ ρ = f∗となるような準同型写像 ρ : π1X→ G，α : G→ 〈t〉
を取る．群環 Z[G]，Z[Kerα] は Ore整域であり，それぞれの商体 Q(G)，K に埋め込まれることが知ら
れており，半直積分解 G = Kerα oθ 〈tl〉 に対応して，Q(G) = Kθ(tl) と表わすことができる．準同型写像
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ρ : π1X→ Gは Laurent冪級数環Kθ((tl))への準同型写像 Λ f → Kθ((tl))に自然に拡張されるが，これを再び
ρで表わす．群Wabと同様に構成される Kθ((tl))の単数群のある可換商 Kθ((tl))

×
abを考えると，誘導準同型

写像 ρ∗ : Wab→ Kθ((tl))
×
abが得られる．

準同型写像 ρに付随する局所系の homology群 Hρ∗ (X;Kθ((tl)))が消えるとき，ρに付随する Reidemeister

torsionτρ(X) ∈ Kθ((tl))×ab/±ρ(π1X)及び f が定めるKθ((tl))上のNovikov複体の代数的 torsionとしてNovikov

torsionτNov
ρ ( f ) ∈ Kθ((tl))×ab/ ± ρ(π1X)が定義される．このとき，主定理は次の通りである．

定理 1. 上のような (ρ, α)に対して，Hρ∗ (X;Kθ((tl)))が消えるならば，

τρ(X) = ρ∗(ζ f )τ
Nov
ρ ( f ) ∈ Kθ((tl))

×
ab/ ± ρ(π1X)．

これは可換表現の場合に Hutchings-Lee，Pazhitnovによって得られていた公式の非可換係数への一般化と

なっており，Cochran，Friedl，Harveyらによる higher-order Reidemeister torsionの積分解を導く．

（空でもよい）n個の境界成分を持つ種数 gの向き付けられたコンパクト曲面を Σg,n と書き，Γm :=

π1Σg,n/(π1Σg,n)(m+1)と置く．まず，与えられた整数m≥ 0に対して，‘マーキング写像’ i± : Σg,n→ ∂Mが同型写
像 Γm→ π1M/(π1M)(m+1)を導くような homology cylinder (M, i±)として，Σg,n上のm次の homology cylinder

を導入する．これらm次の homology cylinderの同型類の集合 C(m)
g,n，3次元多様体として既約であるものたち

の成す部分集合C(m)
g,n は，cylinderの ‘積み重ね’ によってmonoid，submonoidの構造を持つ．また，homology

cylinderからの inclusionが基本群の同様の可解商の上に同型写像を導くような，滑らかな homology同境に

よる C(m)
g,n の同境群H (m)

g,n を導入する．群H (m)
g,n は Σg,nの写像類群の一つの拡大を与えていることが確認でき

る．曲面の写像類群の Dehn-Nielsen写像の類似として，自然な準同型写像 C(m)
g,n → Out(Γm)及び誘導準同型

写像 C(m)
g,n → Out(Γm)，H (m)

g,n → Out(Γm)が考えられ，これらの核をそれぞれ IC(m)
g,n，IC

(m)
g,n，IH (m)

g,n とする．

次に，Reidemeister torsionと上の Dehn-Nielsen型準同型写像を用いて，準同型写像

C(m)
g,n → (Q(Γm)×ab/ ± Γm) oOut(Γm)，

H (m)
g,n → (Q(Γm)×ab/ ± Γm · 〈qq̄〉) oOut(Γm)

を構成する．ここで，Q(Γm)×abは Z[Γm] の商体の単数群の可換化であり，·̄ : Q(Γm)×ab → Q(Γm)×abは Γm上の

involusionγ 7→ γ−1が誘導する involusionである．これらは Cha-Friedl-Kimによって構成された C(0)
g,n，H (0)

g,n

上の準同型写像の拡張になっている．また，以下の定理が示される．

定理 2. (g,n) , (0,0), (0,1)のとき，全ての正整数 mに対して，準同型写像H (m)
g,n → Hg,n，IH (m)

g,n → IHg,n

は全射ではない．

更に，Σg,n × [0,1]，S3の結び目補空間を各結び目に沿って張り合わせることによって，C(m)
g,n の元を構成

する方法を与え，その Reidemeister torsionの計算を行う．帰結として，以下の定理が得られる．

定理 3. (i) IC(1)
0,2 , IC

(0)
0,2．

(ii) IC(1)
1,0 , IC

(0)
1,0．

(iii) (g,n) , (0,0), (0,1), (0,2), (1,0)のとき，全てのmに対して，IC(m+1)
g,n , IC(m)

g,n である．

最後に，n > 0のとき，Q(Γm)×ab/ ± Γmからある自由 abel群への全射を構成することにより，以下の定理

が示される．

定理 4. n > 0かつ (g, n) , (0, 1), (0,2)のとき，全てのmに対して，IC(m)
g,n は有限生成ではない．

この定理は合田-逆井によって示された C(0)
g,nの非有限生成性の類似的結果と見做せる．
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