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On sait que tout élément d’un groupe de Lie nilpotent connexe est contenu
dans un sdus-groupe a un parameétre, et que le centre d’un tel groupe est
toujoursk connexe (voir Y. Matsushima [3]). Nous appellerons un groupe de
Lie connexe G de type (E), si tout element de G est contenu dans un sous-
groupe & un paramelre, et donnerons dans cette note une condition nécessaire
et suffisante pour qu’un groupe de Lie résoluble connexe et simplement connexe
soit de type (E) (voir Théoréme 1, §3). Nous démontrerons que le centre
d'un tel groupe est toujours comnexe (Théoréme 2, §3).

Cette note se divise en quatre paragraphes

Dans § 1, nous envisageons d’abord le probléme de classification cles algébres
de Lie résolubles non- -nilpotentes sur un corps quelconque qui ont un idéal
abélien de codimension 1. Puis, nous classifions les algebres de Lie résolubles
de dimension 3 sur le corps des nombres réels et les représentons par des
algebres de matrices, et en déduisons des propriétés des groupes de Lie simple-
ment connexe de ces algébres de Lie.

Dans § 2, nous consideérerons en particulier I'algébre de Lie du groupe des
motions d'un plan et une extension centrale de cette algébre, que nous appelle-
rons respectivement de classe € et de classe . Ces algébres joueront des
réles importants dans cette note.

Nous démontrerons dans § 3 les Théorémes 1 et 2, qui sont les résultats
principaux de cette note.

§4 a un caractére d'appendice. Il concerne les algébres de Lie résolubles
en général. Nous démontrerons que le rang du groupe quotient du centre
d’un groupe de Lie résoluble simplement connexe G par sa composante connexe
est borné par la différence de la dimension de I'algébre de Lie g de G et la
dimension du plus grand idéal nilpotent de g (Théoréme 3).

Je désire exprimer ici ma reconnaissance & Monsieur N. Iwahori pour ses
suggestions utiles et son cdnstant encouragement au cours de ce travail.

Notations. Dans cet article nous entendons par un groupe de Lie simple-
ment connexe toujours un groupe de Lie connexe et simplement connexe.
Nous désignerons des groupes de Lie simplement connexes et leurs algébres
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de Lie par des majuscules et par des caracteres gothiques correspondants.
Les représentations adjointes des groupes de Lie et des algebres de Lie sont
dénotées par Ad et par ad respectivement. Le corps des nombres réels est
toujours désigné par R.

§1. Nous commencerons par démontrer la Proposition suivante:

Prorosition 1. Soient g1, g2 des algébres de Lie résolubles non-nilpotentes
de dimension n sur un corps K, a1, 0o des idéaux abéliens de dimension n-1
de a1, o, L1, Lo des éléments de 1, a2 wappavienant pas & oy, ap et fl, zg les
restrictions @ a1, a2 de adly, adL, respectivement. Alors, une condition
nécessaire of suffisante pouy que (1 et Ga Soient isomorphes est qu'il existe un
éléement o de K dzjﬁ’érent de zéro tel que a:fl et Zg ont les memes diviseurs
slementaires.

En effet, supposons d’abord que g; est isomorphe avec gz Soit @ un iso-
morphisme de g; sur gz. 1, a2 étant les plus grands idéaux nilpotents de g,
g2 respectivement, on a évidemment @(0;)=ay, et il existe un élément « de K
différent de zéro tel que Ly=a@(L;) (mod ay). Nous désignons par @ la
restriction de @ a a;. Des relations [ Ly, »(X)1="Lap(Ly), @(X)1=p( Ly,
XD, (Xe ap), 11 S'en suit zg o= an;. La matrice qui représente zl par
rapport 2 une ‘base Xi, -, Xpu-1 de a; est donc la méme que celle qui
représente ]':2 par rapport a la base @(X1), -+, P(Xu-1) de az. Par suite
al; et I» ont les mémes diviseurs élémentaires.

Supposons réciproguement que afl et L, ont les mémes diviseurs élémen-
taires. Alors, on peut prendre des bases convenables Xj, -, Xx-1 de a; et
Y:, -, Yp-1 de ag, de sorte que les matrices représentant a21 par rapport a
Xy, v, Xy-1 et Zz par rapport & Yy, -, Yn-1 sont identiques. En définissant
une application @ de g1 sur ¢, par les formules @(aL)=L; et p(Xi)=Y;
(1ZLi<n—1), on obtient un isomorphisme @ de g, sur g.. La Proposition
1 est donc démontrée.

Considérons en particulier le cas #=3. Pour que cxfl et L, aient les
mémes diviseurs élémentaires, il faut et il suffit que I'une des deux conditions
suivantes soit satisfaite:

1) Zl et Zg sont représentés par la méme matrice scalaire®

i) Ni Iy mi I nest scalaire® et TW(aly)=Tw(IL,), det(aly=det(Ls).

*) Nous appellerons scalaire une matrice qui est une matrice unité multipliée par une

constanté. Des transformations linéaires qui se représentent par des matrices scalaires
s’appelleront scalaires. ’
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En utilisant ce résultat, on peut énumérer les classes (au point de vue
de Tisomorphisme) des algeébres de Lie résolubles de dimension 3 sur le corps
des nombres réels. On désigne par o' I'algébre dérivée d’une telle algébre g.

(1) dim ¢ =0. g est une algebre de Lie abélienne. Il y a une seule
classe de telles algeébres.

(2) dim ¢ =1. 1l y a deux classes. L’une est celle des produits directs
des algebres de dimension 1 et des algébres non-abéliennes de dimension 2.
(11 est a remarguer que des algébres non-abéliennes de dimension 2 constituent
une seule classe.) L’autre est celle des algebres mnilpotentes non-abéliennes.
(De telles algebres constituent aussi une seule classe.)

(3) dim g’ =2. g n'étant pas nilpotente et ¢’ étant abélienne, on peut
utiliser la Proposition 1. Dans ce cas, T est inversible ; car dans le cas
contraire ¢ serait de dimension 1. Quatre cas arrivent selon la nature de 7.

(3.1) L est scalaire. Les g avec cette propriété forment une seule classe.

(3.2) L n'est pas scalaire et (Tr Z)Z/det z=a:\;O. Les classes ds ces g
coincident en méme 'temps que les valeurs de «.

(3.3) Tr =0, det L>0. Ces g forment une seule classe que nous notons
par 6. Cette classe va jouer un role important dans la suite.

(3.4) T»r f=0, det L<0. Ces g forment encore une seule classe.

Les structures des algébres de Lie g (et des groupes de Lie correspondants)
a dimensions 1 et 2 et de celles & dimensions 3 dans les cas (L), (2) étant
bien connues, étudions-les maintenant dans le cas (3), en représentant g (et
les groupes correspondants) par des matrices. Considérons donc la représen-
tation adjointe de g¢:

ad g:{(§f§>; re R2, teR},

ou L est représenté en forme de matrice et R2 désigne P'espace des vecteurs
a 2 dimensions aux coefficients réels. Nous écrivons désormais X 2(0 t£>
On voit immédiatement que le centre de g est {0}, et par suite la représentléltion
adjointe de g est fidéle. Nous I'identifions donc avec ¢, et écrivons g={X}.
Nous avons

710
exp X _C'th:)kcxp 17 )

ol f est une fonction entidre; L

(2=0)

1
ﬂz)‘{_é’i:l_ (230),

g
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Posons
. 1 0 \
5 ¥ = X == ~ 1 2 .
(%) G {1: (ﬁ exptL) fe Rz, teR}

Alors il est clair que G¥ est connexe, et l'algebre de Lie de G* n'est autre
que g. Examinons maintenant si G* est simplement connexe et si G* coincide
avec {exp X; Xeg}. Supposons d’abord que g n'est pas de classe €. Alors
les valeurs propres A, ¢ de I ne sont pas purement imaginaires. Donc pour
ix0, exp L n'est pas la matrice unité et il s’en suit sans peine que G* est
simpiement connexe. Nous pouvons donc écrire G au lieu de G* en conformité
avec notre convention sur notations, ce que mnous allons faire désormais.
Puisque les valeurs propres de f(tf) sont f(A) et f(w), ils sont différents de
zéro. f(if) est donc une matrice inversible. Soit maintenant ¥ un élément
de G. Alors £ est déterminé par x et 'équation linéaire f(tLN)g.—:B admet une
solution unigue . Donc il existe un seul élément X de g tel que x=exp X,
ce qui montre la Proposition suivante:

Prorosition 2. Soit G un groupe de Lie résoluble simplement conmexe,
dont algebre de Lie g est de dimension aw plus 3 et w'appartient pas @ la
classe €. Alors pour tout élément x de G il existe uniquement un élément X

de g tel que l'on ait x=exp X.

Considérons maintenant une algebre g de classe €. Puisque dans ce cas
les valeurs propres A, u de L sont purement imaginaires, (x) montre que G*
est alors le groupe des motions d'un plan. Ce groupe G* n'est pas simplement
connexe. Nous désignons donc par G le groupe de recouvrement universel de
G*. Nous allons faire remarquer quelques propriétés particulieres de g et G.

a) g admet un seul idéal propre, qui est de dimension 2. En effet, il s'en
suit du fait que A, g sont purement imaginaire, qu'on peut prendre une base
L, A, B de g, de telle sorte qu'on ait (L, A1=2B, [L, B]=—A, [4, B]=0.
On en déduit a) immédiatement.

b) {exp X; Xeg} ne coincide pas avec G; il en forme une partic propre.
G se représente fidelement comme suit par des matrices de degré 5:

1 0 0 0
% exptlL 0 O
G=lx= - B 0
() {x o o 1 ol eR,teR}.
0 0 i 1

¢ admet, comme algebre de Lie de G, une représentation fidele de degré 5:
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0 0 0 0
{X: g L0 0 ; re ke teR}
0 0 0 0 .
0o 0 it 0
On a alors
1 0 0 0
| fGDx exptL 0 0
exp X=\" 0 1 0
0 0 t 1

A

Or, la base L, A, B de g étant prise comme tout a Pheure, les valeurs
propres de I sont +¢/—1, et par conséquent, f(tf:) se réduit & la matrice
zéro pour f=2mk, ol k est un entier différent de 0. Il en résulte que six est
un élément de G avec 03¢0, t=2mk, k=1, £2, ---, il n'existe aucun élément
X de g tel que Ton ait x==exp X.

¢) Le centre de G est Uensemble des éléments x = exp 2wkl on k est un
entier. On le constate immédiatement de (wx).

Remarque. Si g est une algébre de Lie résoluble de dimension au plus 3
et n'est pas de classe €, le centre de G est connexe. Surtout dans le cas des
algtbres non-abéliennes de dimension 2 et des algebres du cas (3) qui ne sont
pas de classe 6, le centre de G se réduit a I'élément unité de G. On vérifie
tout ceci aisément par un calcul simple.

§ 2. Nous supposerons désormais que le corps de base est celui des nombres
réels.

Considérons une classe des algebres de Lie résolubles de dimension 4 dont
la structure est donnée par les formules suivantes par rapport a une base
L,ABC:[LAl=B,[LB]l=—A, [A,B]=C, [L C]l=[A,C]=[B,Cl=0.
Nous désignons cette classe par ©. Une algebre de classe D est une extension
centrale d’'une algébre de classe € ayant le noyau abélien de dimension 1.
Une algebre de cette classe admet deux et deux seuls idéaux propres, l'un de
dimension 3 et I'autre de dimension 1.

Prorosition 3. Soit 'g une algebre de Lie wésoluble. Supposons que g
contient trois éléments L, A, B différenis de zéro tels que (L, Al=2DB et [L,B]

=—A. Alors § coniient une sous-algebre de classe & on de classe D.

Posons A=A, B;=B et C;=[A4, B]. Nous définissons comme suit des
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éléments A;, Bi, C; par récurrence; Ai=[Ai-1, Ci—1], Bi=[B;-1, Ci-1], Ci=[A4;,
B;]. Par Iidentité de Jacobi, on a des relations [L, A;1=Bi, [L, Bil=—A4;,
[L,Ci1=0. Soit Di(y) la i-ieme algebre dérivée de g. Alors A;, B;e Di(a) et
Cie Di*l(g). ¢ étant résoluble, il éxisle un entier positif & tel que C,=0 et
CiZ 0 pour 1</ <<k—1 Si Ar:0, trois éléments L, Ay, B, engendrent une
sous-algebre de classe €. Si Ax=0, quatre éléments I, Ap-1, Bp-1, Cy-1
engendrent une sous-algebre de classe ©. La Proposition 3 est donc démontrée.

Prorosition 4. Soient § ef §* des algebres de Lie résolubles et @ un
homomorphisme de ¢ sur §%. Sig* contient une sous-algebre de classe € ou de
classe D, q aussi contient une sous-algébre de classe € on de classe D.

Il y a trois éléments ¥, A*, B* dans g* tels que [L¥, A¥]= B* et [L¥*, B*]
=—A* Soient L, A/, B/ des éléments de g tels que @(L)=L¥, @(A)=A*¥,
@(B')=B* 1 le noyau de I'homomorphisme @ et Dy, ---, Dy une base de n.
On a alors les relations

[L, A"]=B'+ &1 @i Dy, (L, Bli=—A+36:D;, L, Dz-3=§’31 ¢ji Dj.
= 1= j=

oll &;, bi, ¢i; sont des nombres réels. On posé la matrice de degré m C=(ci;)
et la matrice de degré 2m :

7:(? —é), (I signifie la matrice unité de degré m).

Si y est inversible, on peut trouver des nombres #z, ¥ (1 X7 <m) tels que
Von ait [L, A]J=B,[ L, BJ=—A pour A=A’+§_}lxi D;, B:B’-i'}m_;yi D;. Dans
i= 1=

ce cas ¢ contient une sous-algebre de classe € ou de classe ® par la Pro-
position 3, v

Si det y=0, la matrice C admet au moins une valeur propre V' —1 par
la formule def v =det (C+vV —1I) det (C—v'—11). C étant la matrice
représantant U'opération de adl dans n, adl admet un sous-espace introverti
de dimension 2 et nous avons les relations [L, D]=E, [L, E]=—D pour une
base convenable D, E de ce sous-espace. Alors la Proposition 3 montre qu’il
v a une sous-algebre de g de classe € ou de classe D, ce qui démontre la
Proposition 4.

Remarque. En fait toute extension d'une algebre de classe € ayant le
noyau de dimension 1 est ou bien iessentielle ou bien de classe ®. Toute
extension d'une algeébre de classe ‘E)XI ayant le noyau de dimension 1 est
inessentielle.
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§3. Définition. Un groupe de Lie comnexe G est dit de type (E), si
pour tout élément x de G il existe un élément X de g tel que x=exp X. Une
algébre de Lie g est dite de type (E), st le groupe simplement connexe dont §
est 'algebre de Lie est de type (E).

Remarquons tout de suite que, si un groupe G est de type (£), les groures
quotients de G par les sous-groupes invariants fermés de G sont aussi de

type (E). Cela résulte de la commutativité du diagramme:

@
G——G*

exp @ exp
g ——g*

Dans tout ce qui va suivre, nous faisons constamment usage de trois faits
suivants, d'ailleurs connus, en dehors de la remarque précédente:

(i) Un idéal minimal d’'une algébre de Lie résoluble sur R est abélien
et de dimension au plus 2. Cela résulte du Théoreme de Lie qui affirme
qu'un idéal minimal d’'une algébre de Lie résoluble sur le corps des nombres
complexes est de dimension 1 (voir par exemple la démonstration du Lemme
3, §5 de G.D. Mostow [4]).

(ii) Les sous-groupes analytiques d’un groupe de Lie résoluble simplement
connexe sont fermés et simplement connexes (voir la Proposition 1 de C.
Chevalley [1]).

(iii) Les groupes quotients d'un groupe de Lie simplement connexe par
les sous-groupes invariants fermés connexes sont aussi simplement connexes
(voir par exemple le Lemme 3.14 de K. Iwasawa [27]).

Tutoreme 1. Pour qi'un groupe de Lie résoluble simplement connexe G
soit de type (E), il faut et il suffit que son algebre de Lie g ne contienne
aucune sous-algebre de classe 6 ni de classe ®. S’il en est ainsi, Uapplication
exponentielle de g sur G est biunivogque. '

Soient a un idéal minimal de g, A le sous-groupe analytique de G engendré
par a et @, ¢ les homomorphismes canoniques de G, g sur G/ A, g/a respective-
ment.

Supposons d’abord que G soit de type (£). Nous démontrerons par récur-
rence sur la dimension # de g, que g ne contient aucune sous-algebre de
classe € ni de classe D, et en méme temps que I'application exponentielle de
g sur G est biunivoque. Si n=1, I'assertion est évidente. Suppcsons qu'elle
est vraie pour les groupes de dimension <n. Nous démontrons d’abord que
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g ne contient aucune sous-algébre de classe € ni de classe D. Supposons que
g contienne une telle sous-algébre . On a immédiatement a/\ 23 {0}; car
dans le cas contraire on aurait h~ @(l), ce qui est absurde par Ihypothése
de récurrence, comme g/a est de type (E). Nous considérons quatre cas
séparément. ,

(a) 1 est de classe € et dim a=1. On doit avoir a ), ce qui est im-
possible puisque ) ne contient aucun idéal de dimension 1.

(8) Y est de classe € et dim a=2. Par la méme raison ona dim (a/N\}§)
21, donc ac=h. Soit ¥ un élément arbitraire du sous-groupe analytique
H de G engendré par f). En vertu de Uhypothése sur G, il existe un élément
X de § tel que x=exp X. H/A étant de dimension 1, il existe unique élément
Y* de @(h) tel que @(x) =exp Y*. De lautre cOté, on a @(x) = exp p(X).
Par I’hypothése de récurrence, on a @(X)=Y*e ¢(l). Puisque } contient a,
on a Xel), contrairement a I’hypothese que § est de classe § et par suite
n’est pas de type (&).

(¢) b est de classe D et dima=1 On doit avoir acCl), ce qui est
absurde puisque g/a est de type (E) et §/a est de classe €.

(d) Y est de classe D et dim a=2. Puisque ) ne contient aucun idéal de
dimension 2, on a a ) et dimaN\h=1. Alors &(§)) est de classe €, cont-
rairement 2 ’hypothése de récurrence.

Ainsi nous avons établi que g ne contient aucune sous-algebre de classe
€ ni de classe D.

Ensuite nous démontrerons que lapplication exponentielle est biunivoque.
Supposons r=exp X=exp ¥ olt xeG et X, Yeg. Par 'hypothése de récurrence,
on a @(X)=@(Y) et donc X—Yea Soient ) la sous-algebre engendrée par
X et les éléments de o, et A le sous-groupe analytique de G engendré par ).
OnazxeH, X, Yeb et dim§<3. Nous avons déja démontré que g ne contient
aucune sous-algébre de classe €, et par conséquent §) n'est pas de classe 6.
Donc on a X=Y par la Proposition 2, ce qui démontre notre assertion.

Supposons réciproquement que g ne contienne aucune sous-algébre de
classe € ni de classe ®. Nous démontrons que ¢ est de type (E) par récur-
rence sur #. Si z=1, ’énoncé est évident. Supposons qu’il est vrai pour les
algebres de dimension <#. g/a ne contient alors aucune sous-algébre de
classe € ni de classe D; car si elle contenait une telle sous-algébre, g aussi
contiendrait une telle sous-algébre par la Proposition 4, ce qui est absurde.
Soit x un élément quelconque de G. Par Thypothese de récurrence il existe
un élément X* de @(g) tel que @(x)= exp X*. Soit X’ un élément de g tel
que X*=@(X’). On a alors z~lexp X' e A. Soient §) la sous-algébre de g
engendrée par X’ et les éléments de a, et H le sous-groupe analytique de G
engendré par §). § est de dimension au plus 3 et n’est pas de classe € par
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I’hypothese sur g. Donc elle est de type (E), et il existe un élément X de §
tel que x=exp X, et par conséquent ¢ est de type (E). Le Théoreme 1 est
donc démontré. :

On a immédiatement le Corollaire suivant:

Cororraire. Toute sous-algebre d’'une algebre de Lic résoluble de type
(E) est aussi de type (E).

TutboreMme 2. Si G est un groupe de Lie visoluble simplemennt connexe
de type (E), le centre Z de G est connexe.

Nous suivons la méthode utilisée dans la section III de C. Chevalley [17.
Soit ¥ un élément de Z. On a x=expX ol Xeg. Soit H le sous-groupe
a un parameétre de G engendré par X. Puisque exp X est central, le groupe
AdH est compact et donc la représentation adjointe de X dans g est semi-
simple. On a une décomposition suivante de g en somme directe de sous-
espaces introvertis simples par @dX:

g=ay-+ - +ar+ars1+ - +as.
Soient dim a;=1 pour L i <7 et dim ;=2 pour r+1 <7 <s. Soit A; une

valeur propre de 'opération de adX dans ;. N est de la forme 2kiy/—1
ot k; est un entier. Pour i<# on a k=0 et pour /<7 on a k0. Donc
[X, 0;1=0 pour <7, et pour 7># on peut trouver une bhase 4;, B; de a; telle
que [X, Ail=2wuk; B;, [ X, Bi]=—2mk; A;. Si s>, on voit en appliquant
la Proposition 3 aux trois éléments X, Ai, Bi (i>#) de g, que g contiendrait
une sous-algebre de classe € ou de classe D, ce qui est impossible par le
Théoreme 1. On a donc s=y». Par suite X appartient au centre de g, et
r=exp X appartient a la composante connexe de Z, ce qui démontre le
Théoréme 2.

Remarque. La réciproque du Théoréme 2 n’est pas vraie comme le montre
Pexemple suivant.

Soit g l'algébre de Lie résoluble de dimension 4 dont la structure est
donnée par les relations ci-dessous par rapport & une base L, A4, B, C: [L, A]
=B, [L, B]=—A,[A4, B1=0,[L Cl=C, [A, C]=[B,C]=0.

g n'est pas de type (E) puisque les trois éléments L, A, B engendrent une:
sous-algebre de classe €. Soit G le groupe simplement connexe ayant g comme
lalgeébre de Lie. Le centre de G se réduit a lunité {e} de G. En effet,
soient m, n et § les sous-espaces de ¢ engendrés par {4, B}, {C}, et {Z, C}
respectivement. Alors m et n sont des idéaux et §) est une sous-algébre de g.
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Soient M, IV, H les sous groupes analytiques de G engendrés par m, n, I, et
@, ¥, ¥y les homomorphismes canoriiques de G, G, g sur G/M, G/N, g/n
respectivement. Soit maintenant x un élément central.de G. @(%) est alors
un élément central de G/M. Mais G/M étant de dimension 2 et non-abélien,
@(x) n'est autre que I'élément unité de G/M. Donc on a xe]ﬂ. De Yautre
cdté Yr(x) est un élément central de G/N. Mais g/n étant de classe €, y(x)
est de la forme exp 27hyr(L) ol & est un entier, et donc xe H. Puisque
hA\Am={0} entraine HN\ M= {e}, on a x=¢. Donc le centre de G se réduit
a I'élément unité.

§4. Soient G un groupe de Lie résoluble simplement connexe, Z le centre
de G et Z° la composante connexe de Z, Z/Z0 est alors un sous-groupe
central discret du groupe de Lie résoluble simplement connexe G/Z0 1l est
donc un groupe abélien sans torsion de rang au plus dim G/Z° (voir le Théo-
réeme 1 de C. Chevalley [1]). Plus précisément on a le Théoréme suivant.

TutorEme 3. Ufilisant les notations ci-dessus, soit w le plus grand idéal
nilpotent de Ialgebre de Lie g de G. On a alors Uinégalité suivante ;

0 rang Z/Z0 < dim g—dimn.

Soit N le sous-groupe analytique de G engendré par n. Nous démontrons
d’abord quun élément ¢ de Z tel que ¥ ¢ Z° n’appartient pas & V. Supposons
que e N. N étant nilpotent, il existe un élément X de n tel que x = exp X.
Puisque x est central dans Vet le centre de Vest connexe (voir Y. Matsushima
[31]), X appartient au centre de n. Mais par 'hypothese, X n’appartient pas
aun centre de g. Donc la représentation adjointe de X dans ¢ admet au moins
un sous-espace introverti simple de dimension 2. Par rapport a une base
convenable A, B, on a [ X, Al=2wkB, [ X, B]=—2wkA ol k est un entler
différent de zéro. En vertu de ces relations, A et B appartiennent a 'algébre
dérivée o de g. o étant contenue dans m, on a A, Ben. Cest absurde
puisque X est central dans n, ce qui démontre notre assertion.

On peut aisément montré qu’il existe un sous-groupe discret D de Z tel
que Z soit décomposé en produit direct de D et Z0. Puisque D N\ Z0={¢}, on a
D N\ N={e?}, et donc DN/N est isomorphe & D comme groupe abstrait. Par
la méme méthode que dans la démonstration du Théoreme 1 de C. Chevalley
[1], on peut montrer que DN/N est un sous-groupe discret du groupe G/N.
Donc DN/N est un groupe abélien sans torsion de rang au plus dim G/N.
Donc rang Z/Z° < dim q—dim 1, ce qui achéve la démonstration du Théoréme 3.
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