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まえがさ

人間の脳は,ニューロン (神経細胞 )という比較的単純な素子が多戯集まっ

てできている.ひとつひとつのニューロンの特性はだいたい分かっている (と

思われている)が.それらがどのようなネ-/トワークをつくって脳の捷乾を実

現 しているのか,また.そのネットワークがどのように形成されるのか (発生.

学習の問題)は,一部を除いて殆ど分かっておらず,これを解明することは人

類に残された最大の謎のひとってある.この謎を攻埼するためには生理芋のみ

7LJらす様々な手法が必要であり,数理工学的な手法もそのひとつである.脳内

の神経回路粥は複雑かつ351大な数の二ュ-ロンを含んでいるので.個々のニュ
ーロンの特性から回路網全体の動作を知ることは容易ではない.ここに脳の数

理モデルをたて,それを理論的に,あるいはシミュレーションによって.解析

する数理的な研究方法の活躍の喝があると期待されている.

脳の研究,理解には幾つかのレベルがある.罪-に,脳を形作っているニュ

ーロンは.その膜の電気的興奮によって信号処理をしているのであるから.棉

経顔やシナプスの働きに着目し.その分子化芋的メカニズムを明らかにしよう

とする研究分野がある.すなわち分子のレヘルとニューロンのレベルの間をつ

なごうとする研究である.ここでは.解明されるべき現象は ｢ニューロンの興

奮｣や ｢シナプスの増強｣であり,そのために使われる言葉は ｢リセブタ｣や

｢イオン.チャンネル_'などである.この分野には.退伝竿における分子生物芋

の大成功に勇気づけちれた数多くの分子生物芋者.生化学者が参入しており,

現在も盛んに研究が続けられている.

第二に.ニューロンやシナプスの働きは事実として受け容れ.脳内を涜れる

情報の処理柱式を明らかにすることによって脳の低能を説明しようとする研究

分野がある.これは個々のニューロンと脳の既能をつなぐ神経回路網のレベル

の研究である.

第三は,脳の統能に関する ｢巨視的｣な現象論である.これには自分自身や

他人の ｢こころ｣の動きに関する日常的な観葉や精神医学.心理芋などが含ま

れる.

この論文は言うまでt,なく.第二の.神経回路網のレベルに位置づけちれる

ものであるが,このレベルの研究の日伝をはっきりさせるために,これを続計

力学になぞらえてみよう.よく知られているように.気体の巨視的な性質に関

しては現先論的な熱力学があり,そこで用いられる特念は ｢泡度｣,r圧力J



など我々の日常的な感覚に馴染みの深いものである･巨視的な実射 こよりボイ

ルの法則,シャルルの法則などが得られ.これらは自己完結した終糸を成すが･

これらの法則の成立する理由をその休系の中に求めることはできなかった･と

ころが.気陣は実は巌大な数の分子の集合体であることが理解されると.放視

的な分子の運動に基づいて ｢i孟度｣.I-圧力 ｣などの巨視的な粒食が再克美さ

礼.これらの間に成立する法則が説明された.これが読計力学てある.

これを神経回路粥の研究に対応させると次のようになる･すなわち現象論的

な桑力学に対応するのが,第三のレベルの脳研究である精神医学や心理学であ

り,そこでは r温度｣, ｢圧力｣と同じように ｢記憶｣, ｢至芸覚 J･ ｢夢 ｣･

r本能｣.r欲望_. ｢自我｣など我々の感覚に馴染みの深い料念が用いられ

る.我々は,これらの料念に関する観察結果の粁大な蓄積を所有しており･般

っかの法則t,知られているが.それらが成立する理由に除け るいかなる説明も

精神医芋や心理芋のなかに求めることはできない そればかりか･例えは･精

神医学や心理学は ｢欲望｣という概念に関するする客観的な定義を持ち合わせ

ていない.削 ､ていえば ｢欲望｣は ｢人間をある行動に駆り立てる感情｣であ

るが.こう定義すると. ｢彼にはこのような欲望があったからこういった行動

を起こした｣なとという説明は全くの トー トロジーになってしまう･このあた

りの事情は.続計力学以前の温度の定義は結局 ｢温度計で計られるもの｣であ

り,つきつめればボイルの法則から逆に定義しているのと同じことであったの

と酷似している.

もちろんこれは.精神医や心理学者の怠慢によるものではなく･精神医学や

心理学が本来そういうものだからである.すなbち･これらの字間の目的は ｢

巨視的な_概念によって脳の技等いを放棄し,観察結果をそれらの概念の使え

る範囲内でできるだけ少数の簡潔な法則にまとめ上げることなのである･そし

てこれらの字間は,現曳論的燕力芋と同株に有用である･

統計力芋になぞらえ九は,第二のレベ/レの脳研究の最終目的は･脳がニュー

ロンという比較的単純な旗能を持つ多数の素子の集合休であるという事実に立

って.精神医学や心理学で用いられれいる概念を再定義し,それらの間に成 り

立つ法則を説明することにある しかし全く新しい臥念が削 ､られ それらに

ょる新しい法則によって脳の機能が説明される可能性もある･

さて回路網レベルの研究は主に生理字音によって進められているのてあるが･

彼らの研究は脳の周辺部から出発して徐々に脳の中枢に向かっている･周辺部

とは,情報の入口と出口,すなわち感覚器とそれに連なる感覚軌 及び運動野

とそれによって制御される反射系である･また大脳の下部プロ七､･ノサと考えら

れる小脳についてt,ある程度理解が進んでいる･もちろんこれらの部分につい

ても理解が十分とはいえない.しかし最も深い謎に包まれているのは大脳皮質

連合野や視床下部,大脳辺縁系などである.これらの部位は記憶,感情など脳

の高次捜能に関係していると考えられているが.どの部分がどういった扶能に

関与しているといった漠然とした知識は得られているt,0)刀.その践能がどの

ような回路によって実現されているかについては殆ど分かっていない.そんな

なかで大脳辺縁系の海馬およびその周辺の回路については最近急速に研究が進

んでいる.

生理学者の網いる研究の手法は近年急速に進歩しているが.基本的には故小

電極による比較的小数のニューロンの活動の記録とHRPなどを用いた化芋的

な手法によるニューロン間の結合関係の推定,および実験動物の脳のある原域

を破増してなにができなくなるかを見,それからその預域の司っている最能を

推定しようとする板場実態などである.故′ト'右転によるニューロンの招動記録

は,そのニューロンに関してかなり詳細71,情群を与えてくれるが.描動を記銘

できるニュ-ロンの糸が回路網をかたち作るニューロンの数に較ぺてあまりに

少ないので.群盲象をたでるといった結果に終わることがある.例Lはある行

動に伴って必ず発火するニューロンが発見されたとしても,そのことだけでは

そのニューロンがその行動を引き起こしているのか.それとも,その行動の結

果そのニューロンの発火が誘発されるのかは決定できない.

このような局所的な情報を寄せ集めて神経回路網の推定をする際に役立つと

期待されるのが.化学的な手法によるニューロン間の結合関係の推定や岐填実

敏なのであるが.これらの手法で分かることは領域のレベルの分解能しか持っ

ていないので.神経回路の推定に関しては十分な情報を与えてくれないことが

多い･例えば.HRPによる結合関係の推定では.脳のどの範域が他のとの穎

域から投射を受けているかということが分かるだけであるが.神経回路網の推

定に必要なのは.どの発火バターンを示すニューロンがどの発火バターンを示

すニューロンとつながっているかというような借碍なのである.そこで.神経

回路網の推定は.十分な根拠のない仮説に.ある程度頬らざるを得ないことに

なる.

また,実は仮説には次のような持極的な重要性がある.仮に脳内の全てのニ

ューロン間の結合をなんらかの方法で調べることができ,これを超大型超高速

のコンピュータでシミュレー トして人間の脳と同じ欝能を実現できたとしよう

これによって何が分かるのであろうか.せいぜい脳の低能にはなんの超自然的

実在の関与もないことが証明されるだけであり.これは殆どの脳研究者にとっ

ては証明の必要のない大前提であろう.このことからt,明らかなように,神経

回路網の研究者が目指しているのは単なるニューロンの結合関係の記故ではな



く.それを情報処理という臥在から解釈することである.神経回路の推定に用

いられる仮説には,通常この解釈が含まれている すなわち,我々は.脳のこ

の部分はこのような俵能が3)る,それにはこのような情報処理をおこなってい

るはずだ,そのためにはこのような結合があるはずだ.というふうに仮説を立

てるのである.

工学者や数学者が神謹回路網の研究に貢献できるのは,この仮説作りの段階

においてである.なぜならば.脳を形作っているニューロンの数はあまりに多

いので.ある構造の神経回路網を仮定 したとき.それがとのような続能を持つ

かは,それほど明らかではなく,これを予測するには.理論的な解析やコンピ

ュータによるシミュレーションが必要だからである.

一方.工字の立喝からみ九は,脳は情報処理という明らかな目的を持ったシ

ステムであり.しかも我々にとって未知の原理に基づいて設計されており.逮

想記憶.高速高精度のパターン認識,例示による芋雷など,既存の情報処理装

置にはない数々の特長を持っている 脳という情報処理装置の設計原理を解き

明かすことができれば,われわれの持つコンピュータも飛花的な発展を遂げる

ことになるはずである,

神経回路網の理論的あるいは工芋的な研究は,1943年のW.S..qcCullochと

Ⅴ･Pittsの形式ニューロンの研究に始まるといってよいだろう.彼らはニュー

ロンをしきい論理素子としてモデル化し,これを組み合わせることによって任

意の論理関数が実現できることを示した.

それから15年後の1958年には,F･Rosenblattが最初の学習神経回路網である

パーセプトロンを提案した.パーセプトロンは脳の大きな特長である例示によ

る学習を実現している.パーセプトロンの中で学習を行っている部分だけを取

り出したものを単純パーセプ トロンと呼ぶが,パーセプトロンが媒案されたの

と同じ1962年.H.D.Blockは.学習すべき判別関数が,卓絶パーセプ トロンに

よって実現可能であるならば.単純パーセプトロンは,どんな初期状態から学

習を開始しても.有限回の芋晋で,その判別関数を実現できることを示した.

これが単純パーセプ トロンの収束定理てある.ところが,1969年,D.Marrは.

小脳はパーセプトロンであるという説を発表した.少し遅れて1971年.∫.S.

Albusも同様の説を発表した.この説は,その後.生理字音によって実額的検証

が進められ.現在では最t'有力視されている.ここに.神経回路網の理論と生

理学における実額的研究の理想的な相互作用をみることができよう.

これらは.神経回路網理論の歴史の初期における重要7LJ結果であるが.その

後アメリカでは.19bO年に人工知能の大京である.q.MinskyとS.Papertによっ

て書かれた-perceptron･JrLIntroductiontoCo叩utatlOnalGeoznetry■-という

本の影響で神経回路網の研究はあまり行われなくなってしまった,彼らはこの

本の中で.数多くの重要な問題が.パ-モアトロンには学習不可能であること

を示した.しかしパーセプトロンはたった 1層の学習層しか持っておらず,比

較的簡単な問題を非常に短い時間で解くのに適した回路である.小脳のモデル

になっていることからも明らかなように.逐次的,lGr論理の積み上げによって解

くような問題に適さないのは当然であり.そのような問題にはまた別の回路を

考えなければならないのである.ところが当時は,パーセプ トロンの限界が神

経回路網そのものの限界のように考えられてしまっ7こ.また-この種の神経回

路に.理論的に可能なあらゆる入力に正解を出すことを要求するのは適当で杏

い喝合がある.問題によっては90%の正答率でも十分役に立つこともあるのだ

が.彼らはあくまで100%の正答率が得られるかどうかを問題にしたのである.

アメリカで神経回路網の研究が下火になっているあいだ.神経回路網の研究

は主に日本とヨーロ yパて続けられ,鮭つかの重要な発展があった.パーセプ

トロンに約15年遅れて1972年.中野誓.T,Xohonen等の数人の研究者によづて

独立に,連想記憶モデルが提案された.これは現在.海馬との関係が議論されて

いる.また,C.YonderMalsburgによるトポグラフィック ･マッピングの形成

モデルの提案も重要である.こちらはその後.甘利俊一によって数字的な解析

が行われている.また.甘利は神経集団ダイナミクス,ランタム神経回路網の

読計神経力学,Hebb学習による牧念形成.基本歳合系や神経喝における興奮パ

ターンの解析など,神経回路網理論全体にわたって,ほぼ共通のニューロンモ

デルを用いた統一的な仕事をしている.

1980年代に入って.神経回路網の理論は新しい時代を迎えた.そのきっかけ

は.D.已 RuJnelhartらによって提案されたバック .プロパゲ-ションと,∫.

∫.tlopfieldやG.E.Hintonらによって神経回路網のタイナミクスに導入された

｢エネルギー｣であろう.多層神経回路網の芋習法のひとつであるバ ック ･プ

ロバダーションの考え方は.実は以前から知られていたのであるが.1980年代

に入ってから多くの研究者がこれを様々を問題に応用しはじめた.特にT.J.

Sejnovskiは,これをソナーの反射音による岩石と鉄の判別に使って,教練した

ソナー員に匹敵する成績をあげた.Hoprieldは神経回路のダイナミクスにエネ

ルギーを定義し,これが単調に減少することを利用して,神経回路を損失関数

最小化問題に適用 し,PiTp-完全間送のひとつである巡回セールスマン問題を解い

てみせた.Hintonの提案したボルツマン .マシンは情報理論の敢点からt,非常

に興味深いものがあり,また統計力学と神経回路網の頴似性を明らかにした.

ここにきて前にのべた統計力芋におけるスピングラスの確論と神経回路網のア

ナロジーが単なる哲学以上の意味を持ち始めたのである.



現実問題への応用の可能性が見えてきたことによって･多くの工学者が神経

回路網の分野に参入し･また･読計力学と神経回路網の類似性が明らかになっ

たことにより･多くの物理字音が神経回絡網の分野に参入 してきた.神経回路

網の研究者の数があまりに急速にふくれあがったために･過去の研究の歴史が

正しく評価されず色々なことが ~再発見｣された時期があったが.その後新し

い結果が着実に蓄積されはじめる時期に入ったようである.

前述したように･脳の研究は出入口から進められているのだが.中枢部の研

究が尭しいのは･そこで用いられている信輔表現の形式がよくbかっていない

からである･例えば･網膜の出力裾胞は･網膜状の一点にfrJ遠する光の量に応
じて発火する ここては情報の表現形式は明らかである･また,筋肉は司令繊

維の発火の穎度に応じた強さて収縮する･ここでも情報の表現形式は明らかで

ある･しかし脳の中枢に近付けは近付くほど情報の表現形式は嘆味になり,価

々のニューロンの発火の意味は不明となる.情祁表現の形式が分からなければ

情報処理のモデルを立てることは不可能である

古くからある･おばあさん細胞説とパターン認識説の対立もこれと関わって

くる･生理学では 1個の馴 巨の活動を削 ､電極を用いて調べる研究方法が主流

であるため･おばあさん細胞説が根強く.サ/レの顔ra胞の発見なと.これを裏

付ける研究結果も多い･しかし人間が扱う何食には･幾らでも特殊で高度をも

のがあり (｢おばあさん｣という概念t,非常に特殊なものの代表として選ばれ

たのであろうが･今思うと十分でなかったようである),これらすべてに別々

のニューロンが対応しているとはとても考えられか ､.

しかしパターン認識説に立つとしても･個々の的念に全く相関のか 1パター

ンが割 り振られているとしたのでは･情報処理の臥卓からは,おばあさん細胞

説と同乱 あまり意味のあるモデルは立てられか 1だろう.開削 こすべきは.

外界における摂念同士の関係が･情報の表現にどの棟に反映されているかであ

る･例えくま･我々が二等辺三角形･直角三角形･二等辺直角三角形を思い浮か

べたとき･各々に対応するバターンが脳内に生ずるとすれば.それらのバター

ン同士の関係はどうなっているのだろうか.

本論文には･大きく分けて四つの研究が納められているが.それらはすべて

脳内における情報表現の問題と深く関bっている･第 1章では.充期記憶のモ

デルと目されるランダム回鞄の平衡状態を取り扱う 脳内に固定対称結合のラ

ンダム回路があり･この回削 こ存在する平衡状悠力鳩 期記憶を担っているとす

る説があるが･回路の規模にたいしてどの程度の平衡状態があるのか,また平

衡状態の数を最大にする発火率はとのくらいなのかを求めた.

第 2卓では･ボルツマン マシンの芋雷を幾何芋的な見地から研究 し,Hebb

学習によって隠れユニット群の中に作られる結合の幾何学的な意味を明らかに

した.

第3章では歳合的な隠れユニ･./卜をもつ三層神経回路粥の芋習モデルを理論

的に取 り扱 う,このモデルでは.さらに直接的に情報の内部表現の問題が取 り

扱われ.学芸'3Tによって形成された隠れユ二･･'トの情報空間における分布が何に

よって決定されるかが明らかにされた.

第4童では.脳のあちこちに見られるトポグラフィック ･マッピングの自己

韻特化による形成モデルについて述べる.トポクラフイツク ･マッピングの形

成は,信号空間の トポロジーが学習によって神経喝のうえにそのままうつしと

られてしまうという,情報表巧いこ関しては,現在愚も興味深い現象の一つであ

る.

また.このモデルをつかえば.以下に述べる二つの情報表現形式の問の変換

器を自動的に形成することができる.平面上の位置を表すのに次のような二つ

の情報表現を考えてみよう.ひとつは2次元の神経喝を考え.その上の一個の

細胞が発火することによって平面上の位置を表す方法.これを喝表現と呼ぼう

もう一つは平面上の位置を座標を使って2個の実数におきかえ,これを2個の

細胞の発火率によって表す.これを座標値表現と呼ぼう.喝表現のほうは随分

無駄の多いや り方のようだが.利点t,多い 例えば,この神経場にたった一個

の出力細胞を付け加えれば,平面上の任意の関数が学習可能となる.

いま.暗闇の中の一個の光点を目で追っている人間を考えると.視覚覇では

場表現.眼球運動を司令するニューロンの出力は座捨値表現をとっていること

になる.従って.脳のどこかでこのふたつの表現形式の間の変換がおこってい

るはずである.喝表現から座標値表現への変換器は誤り訂正芋習によって作る

ことができるが.その逆の座昏値表現から喝表現への変換器はそれほど簡単に

はいかない.トポグラフィック･マッピングの形成モデルを使えばこの変換器

を学習によって作ることができる.

第4章では,トポグラフィック ･マッピングの形成モデルにおけるハイパー

･コラム梢道とコラム稲造の形成に焦点を当て,この種のモデルとしては最も

単耗なKohonenのモデルを用いてこれらの稲造が形成されるための条件を求める



第 1章 ランダム対称結合を持つ回路の平衡状態の歎

菖10 は じめに

パーセプ トロン,アソシア トロン[う】.バ ック ･プロパ グーシ ョンな ど従来の

学習･記憶モデルは ･中-長期の記憶に関するものであ り,すべて .記憶の案

件をシナプス荷重の変 (巳に置 くt'のである.現在 ,長期記憶の少なくとし一都

はシナプス荷重の変化によるものだとする考 えは ,研究者の間で広 く認め られ

ているようである･これに対 して .短期記憶の正休については .いまだによく

分かっていない･フィー ドバ ック ･ループを持 った神経回路の中に院持 され る

興奮状態 (平衡状態 )であるとする考 え方が古 くからあるが.1万では,10秒

程度でコンタクタンスが大 きく変 化するシナ7'スが海馬で見つか ってお り,短

期記憶の正体 もまたシナプス荷重の変 化であるとする説 も有力にな ってきてい

る･また .次 さに述べる事実 もまた,短期記憶がシナプス荷重の変化によって

起こるとす る説 を有力視させ るものである.

シナプスでは ,シナプス前紹胞か らシナプス後細胞へ信号が伝bるのである

が ･ここではシナプス前膜 とシナプス後膜が.シナプス間隙 と呼ばれ るごく小

さ7L.-間隙 を挟んで接 している･シナ7ス前膜はシナプス前沼胞の軸索の祥瑞部

分の讃胞腰であ り.シナプス後膜はシナプス後裾砲の樹状突起か らさらに乳頭

状に突出 した .スパ インと呼ばれ る択′トな突起の先端部の細胞膜である.シナ

プスにおいて .電気的な信号は一旦 化学的な信号に変換され る.すなわち,シ

ナプスに到着 した電気的信号の強 さに応 じて何個かのシナプス小胞がシナプス

前膜か ら放出される.シナプス小胞は伝達物質と呼ばれ る化芋物質 を含んでお

り,これがシナプス後膜 を刺激 して .そこに電気的興奮 または抑制を引 き起こ

す ,

シナプス荷重の変化のメカニズムに関 しては様 々を説があるが .スバ インの

形の安化によるとす る説 t,その一つである.スパインの形状の変化は実際に散

案 されているし.またスパイ ンから茄郡 区の収縮に関揺する蛋白質が発見 され

ているの もこの説の傍証の一つである.ところで ,本 当にシナプス ･コンダク

タンスの変化がこの蛋白‡=こよって起こされるのであれば .それは我 々が手足

を動かすの と同 じくらい素早 く起こるはずであ り.これは短期記憶のメカニズ

ム として も十分な速 さなのである.

しか しこれ らの二つの可能なメカニズムの一方だけが脳内で使われていると

一卜



考える必要はなく.実際はシナプス荷重の変化と神経回路のフイ- ドバ ･/ク ･

ルー7･に保持される興奮状態の二つが複雑に絡み合っているというのが.現在

最も妥当な見方であろう.

本章ては.まず宮下が短期記憶の正体に迫るためにおこなった実敏と-それ

に関連した森田のモデルを紹介 し,つきに森田のモデルで最も重要を役割を果

たしているランタム対称結合回路の平衡状馴 こついて理論的な解析をおこな う･

§1.1 宮下の実額[7,8】

宮下の実射 ま,遅延見本合わせ課題と呼ばれるもので･サルにある凶形を短

時間 (0.2秒間)見せ,その後16秒間何も見せか ､でおいて,16秒複にふたたび

Eg形を0.2秒間見せる･二度目に見せる図形は･一度目に見せたt,のと同じ場合

もあれば,違 う場合もある･サルに課せられた課題は･この二つが同じか違 う

かを判定することである.

第-の図形を見ると.サルは図形が消えてからも16秒の臥 この情報をなん

らかの形て符号化 して蓄えて,次に見る図形と-款 しているかどうかを判定す

ると考えられる,宮下は.サルが初めて見るような無意味図形を用いて記憶期

間中の IT野における二.1-ロンの輿盲を調べた･

言下が用いた固形は.コンピュータを使ってフラクタルを作る要韻で生成 し

たものてある.こうすれば,サルが今までに見たことがか ､無意味な図形をい

くらでも必要なだけ簡単に生成できる.生成 した図形を二つに分け･100個の図

形からなる一つの図形群については,これをもちいて何回t,ゆっくりと予備実

敦をおこなった これによりサルは.実額課題を習得するととい 二･これらの

固形を長期記憶に蓄えるはずてある1一方･やはり100個の別の図形からなる固

形群があって,これらの図形は本実験の際に初めて用いられた そL'て･ ｢使

用済み｣の馴れた図形と,初めて見る新 しい図形が,短期記憶の情輯表現の上

でどう遠 うかが調べられた.

実験の結果をまとめると.次のように解釈できる･

1)サルが図形を見てからの10秒間･IT軒には.ある輿盲バターンが保持され

る.16秒が経過 し.次の固形が提示された時点でこの無音は消える･

2)この輿育バターンは.見せた図形によって異なるが･図形の移軌 拡大.節

小.回転,色の付いた図形から白黒画性への変換などによって影響を受けな

い

ち) この興宮パターンは.図形のいかなる幾何学的な特徴を反映 しているように

t,見えか ､.つまり.比較的似通った興育パターンを引き起こす二つの図形

-7-

の間には何の共通性も兄いだせない.

4)初めてみる図形に対する興奮パターンと,見馴れた図形に対する声音バタ-

ンの間には質的に大きな差がある.初めて見る図形に対 しては.比較的低い

い頻度て./卜さい比率のニューロンが発火する.見馴れた図形に対 しては.

興奮が少 し強くなると共に.約2-3%のニューロンは,極めて強い興奮を保

持する.

5)学習時に見せる固形の順序を一定にすると,芋習した図形に対応する興奮パ

タ-ンは,時間的に近接したものほど強い相関を持つ すなわち.一つの滞

胞に着目すると.その細胞は.それが巌も強く反応するパターンとその前後

に見せた数個のバターンに反応する 反応するバターンの数と反応の強さは,

前にt,後ろにもほぼ同程度である.

二の実態ににおいて,サルが一枚目の図形を見ている0.2秒間に IT野に現れ

る興奮パターンは.それにつづく16秒間の興育パターンとは異なるものである

という.これは.図形を見ることによって神経回路に初期状.H._3.が与えられ.こ

こから虚寄 りの平衡状態へと回路の状態が変化 したのだと考えられそうである.

このような平衡状態を持つ最も簡単を神経回路モデルは.ランタムて対称な結

合を持つ回路である.

ただ単に各結合を独立で平均0の確率分布で定めると,リミット･サイクルは

数多く存在するが,回路の平衡状態の個数の期待値は,ニューロンの数にかか

わらず1となる.ところが,任意の二つのニューロンの間の話合が対称であると

いう条件を入れると,各素子の動作を非同期に行 う場合は.ポテンシャルが存

在 し.リミット･サイクルは無くなる.素子の動作を同期させた喝合でも.リ

ミット･サイクルの周期は高々2であることが証明できる.よってランダムで対

称な結合を持つ回路には.多くの平衡状慾が存在すると期待される

§1.2 ランタム対称結合を持つ回路の平衡状態の数

この回路の平衡状態と外界からの入力との間を連想記憶で結び付けるのが.

森田のモデル[2】であるが.これによれば,宮下の実態結果の最も奇妙な部分,

すなbち.3)比較的似通った興奮バターンを引き起こす二つの図形の間には何

の共通性も兄いだせないということをうまく説明できる.

森田のモデJレでは,外界からの刺激は,適当な前処理ののち.海馬及びその

周辺に存在する (と仮定する)ランダムで対称な結合を持つ回路における平衡

状態と.海馬における連想学習によって対応づけられる ランダム対称回路の

状態は次 JTに各安定状慾を巡って変化 しており.各刺激に対 しては,たまたま

~)~



その利親が到着したときのランダム対称回路の状態か.いわば ｢内部コ- ド｣

として割 り当てられる.したがって.似通った刺激に対 しても全く無関係をコ

ー ドが割 り当てられることになり.うまく3)を説明てきるのである.ランダム

対称回路の状態が.ある平衡状態からそれに比較的 -近い｣つまり相関の高い

状野へと変化 していると考えれば.宮下の実態のう)もうまく説明できる可能性

がある.

森田のモデルの淀を握るのは.いうまでもなくランダムで対称な結合を持つ

回路の平衡状態であるが.それならばこの平衡状態はいったい何個ぐらいある

のだろうか.Tanaka良Edwardl9二は,次の±1-モデルに関して平衡状態の数を

計算 した.

[±トモデル]

x.(t十1)-sgn【∑,W.,x.(t日. i-1.l n. (1.1)

1.x≧0,

但し, sgn[x]- く

-1,x<0,

Y.,-～,.･- N(0.1).i.i.d.. i.j-1.･ ,n.

結果は.n個の神経細胞に対 して約e3 -99n個であった.

彼らの方法は読計物理学的な手法によるものて.非常に複雑であるが.我々

は.新たに一つの確率変数を導入することによって計算を簡単化できることを

使って,01-モデルの平衡状態の数を計算した,

[01-モデ/レ】

x.(t十1)-1r_∑,W.,x,(t)-e]. i二-1.･ n. (1.'Z)

1,x≧0.

但し, 1[x〕-i

0,x<0.

W.,-yJ.I- N(0.日,Ii.d..i.j-1.1･ ∩.
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その刺激が到着 したときのランダム対称回路の状態が,いわば ｢内部コー ド｣

として割り当てられる.したがって,似通った刺汝に対しても全く無関係をコ

ードが割り当てられることになり.うまく3)を説明できるのである.ランダム

対称回路の状態が.ある平衡状態からそれに比較的 ｢近い｣つまり相同の高い

状態へと変化していると考えれば.宮下の実験の5)もうまく説明できる可能性

がある.

森田のモデルの鍵を握るのは.いうまでもなくランダムで対称な結合を持つ

回路の平衡状態であるが,それならばこの平衡状態はいったい何個ぐらいある

のだろうか.Tanaka良Edyardl9]は,次の±1-モデルに関して平衡状態の数を

計算 した.

[±1-モデル]

x.(t十1)-sgn[∑jY-jXJ(t)]. i-1.･･･,∩. (1.1)

1.x≧0.
但 し. sgn[x]- 1

-1.x<0,

7.J-Y.I--N(0,1).i.i.d‥ i,j-1.-･,∩.

結果は,n個の神経細胞に対 して的 e8 199n個であった.

彼らの方法は続計物理学的な手法によるもので.非常に複雑であるが,我々

は,新たに一つの確率変数を導入することによって計井を簡単化できることを

使って.Ol-モデルの平衡状態の数を計箕した,

[01-モデル]

x.(t十1)-1[∑jY.,XJ(t)-e], i-1,･･･,n, (1.2)

1, x≧0.
但 し, 1〔x]-i

0.x<0,

7日-YJi･- N(0,1),i.i.d., i.j-1.･･･,n.

-5-



α x.十βa.i-1.2.- .m.

U.-( (I.6)

αx.. i-m十1.m十2. n,

x.,a- N(0.1),i.i.d.

として.(1.ち)を満たすようにa. βの値を決めると,

a=/(1-1/m). β-l/√皿 (l･7) 0.189

となる.αとβが.この値を持つとき･(1･4)と(l･6)で与えられたU.の分布は

等 しくなる.そこで以技は.(1･6)で考えることにする･

状態(1.3)が.平衡状態であるためには･

U.>8. i-1.2.I . m.

u.<8, i-n十1.m十 2.- .∩

が成立することが必要十分である･この確率は･8によって変化するが,いま

は確率が長も大きくなる

8--F-1(p),

の場合を考えることにする.ここにFは標準正規分布の分布関数

F(x)皇(I/√27E)I_:expt-t2/2tdt,

である.q-p-1とおくと.求める確率Pは

p-probく(<､二U.>8)̂ (̂ .･:･川 <8))

-prob.Ê L_lαx.十βa>etqnq

(1.8)

log｡(平衡状態の歎)

ニューロンの数

0 0.30

図 1.1

(1.9) 01-モデルにおける発火率と平衡状態の数の関係

となる ここで事象U.<8.i-m十1･m十2･･ nは.(1･b)より･(19)7)杏

かで∧で結ばれている他の事茨と独立であることを使っている･さらに･事焦

‥5∴

可能な状態の数は,p-0.5のとき巌も多くなるが,それにもか

かわらず.平衡状態の数は.p-0.30付近で最大になる

-7-



αx.十βa>8,i-1.2,. nは,a.をB]定すれば互いに独立であるので.

p-E.【TTJprob(x.-βAノ/a>e/α)3qnq

-(1/√2,I)/e.YP卜 a2/21F(γ-8)hdaqnq (l.10)

ここに.

T-Ba,/a+(i-1/a)8

-a/√(m-I)十(I-√m/√(皿-1)〉C

であり.E.は,aを固定 したときの条件付平均を表 している,(1.10)の領分は鞍

点法をつかった数値計算で求めることができる.その結果を図 1.1に示す.

このモデルで,βを変化させると.全体の発火率pが,変わってくる.それに

つれて平衡状態の数も変化する 発火率を与えたときの可能な状態の数は,p-

0.5のとき長も多くなるが.それにもかかわらず,平衡状態の数は.p-0.30付

近で最大になるのが興味深い.

本章では.～.,の分布は平均0.分散1の正規分布であるとと仮定 したが,実は.

分布は正規分布である必要はなく,平均0,分散1の任意の分布でよい.各 W.,が,

i.i.d.でその様な分布に従っていれば.中心極限定理により,m(発火 してい

る細胞の救 )が十分大きいとき,(1.4)と(1.6)で与えられたU.の分布は漸近的

に等 しくなる,よって本章の結果は成 り立つ.

文献

l.上坂,尾関.連想記憶の二,三の性質･信芋論.559.323-330,1972.

2.森田昌彦.記憶の海馬モデル.コンビュー トロール.2A.46-52,1988･

3.NakユnO.K,.Associatron1-amodelofassoclatlVeneJnOry.IEEE

trans.星型二呈,pp.381-388.1972.

4.Anari.S..Learningpatternsandpa.tternsequencesbyself

organiZingnetsofanalogneuron-likeelernents.IEEEtrans,C-21.

pp.1197㌧1206.1972.

5. Amari. S.. Cha,rac ter istic s o f sparselye ncodeda ssociativem emory,

Neura.Inetworks.toappier.

-8-

6 Amit,D. J. etal･. Spin-glassmodelsofneural neth･Orks Phys.

Rev.旦呈.pp.1107-1018.1985.

7 Mi)aShita. Y , Chang , H. S., .1'eura l corr e la,te ofthepictorial

short-te n memoryin the primatetempor止 J cortex. A-ユtUr亡. 331. pp.

68-70.1988.

8.1lliya.shitl,Y.,YeuralcorrelateofvISUallong-termmemoryinthe

primatetemporalcortex.h-ature.335.pp,817-820.1988.

9.Tanaka.F‥ Edwards.S･F..And.lytictheoryofthegroundstate

propertiesofa-spinglass:I IslngSpinghSS.J PhyS.Flib,

pp.2769-2778,1980.

一9-



第 2章 ポ/いソマン ･マシンの幾何芋

§2.0 は じめに

Hintonら[3.5]ほ.続計力芋的なアイデアを取 り入れた神経回路モデル,ボル

ツマン ･マシンを提案 し,さらに,このモデルに対 し芋雷と反学習を組み合b

せた新 しい芋習別を提案 した.ボルツマン .マシンは個 での細胞が確率的に発

火する自己組銭神経回路モデルとして,いくつかの詩鞍と理論的な見通 しの長

さがあり.思考能力をもつ知能炭積を梢成する際の絹成要票の候補として看過

すことのできないものがある HintoI】の提案 した芋習別によって.ボルツマン

･マシンには自分の出力の確率分布を外部から与えられた確率分布に近づける

ように学習 していくことがてきる.本章では.ボルツマン マシンが実現でき
る確率分布の集合を.あらゆる分布の集合の作る多按体のなかに埋め込まれた

部分多様体としてとらえ,これを情報幾何芋の手法を用いて解析 した.

ボルツマン ･マシンのニューロン素子間の結合荷重としきい値には,スピン

グラスの理詰とのアナロi/一においては.二つのスピンの問の相互作用および

外部堤均という意味づけがなされていたが.梢輯殻何字の立喝からの結合荷重

としきい値の確率論的な意味をあきらかにする.さらに与えられた分布と,そ

れに対 してポ/レツマン ･マシンの芋習別が実現する分布の関係を殻何字的に論

じ.芋習別の幾何芋的な意味つけをおこなう.

ここての考察はアナログ .ボルツマン ･マシンやn∑マシンなどの喝合にも

一般化できる.

§2.1 ボルツマン ･マシン

2.1.1 ボルツマン ･マシンの動作

まずHlntOnらによって提案されたボ/いソマン ･マシンについて簡単に紹介 L

よ う.ボルツマン .マシンは,神経讃胞に似たn個の素子とそれらをつなぐ結合

から成 り立っている.各 々7)素子は二つの状慾をとることができる これを5.

-0.1.i-1,･I,∩,で表す.i番目の素子とj番目の素子との結合に対 して.

その強さを表す実数値 V.,- ～,..i≠j,i,j-1. .n.が定義されていて.

その値は芋習によって変化する.また.それぞれの案子には.その素子の発火

し易さを表す実歎W .,i-1.I ,n.が定義されていて,これt,芋雷によって変

-ll-
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化する.均合によっては,この うちのいくつかを0または他の値に固定 してもよ

い.
各素子は,自分への総入力に応 じて自分の状態を更新する. i番目の素子の等i:i

人力は.

u.-∑,I.～.JS,+W.

て定義される.つまり神経回路の言葉に直せば, W,.i壬J,はシナプス態度.

しきい値は-yてある.これらのパラメタをまとめてWとかくことにする.従

来の神経回路モデルとの重要な違いは,状慾の更新が素子間で非同期に行bれ

ることと,確率的に行bれることである,話を簡単にするため .時間は若散的

に進み.各時刻に,状腎を更新する素子かn個の素子の中から.全くランダムに

それぞれ1/nづつの確率で選ばれるものとしよう.実はこの仮定は重要ではな

く,例えば.ある順列に従って次々と素子を選んで状態を更新することをくり

返 しても梢bない.重要なのは.更新が非同期に行われることと,つきの確率

である.i番目の素子が状態を更新するとき新 しい状態が 1になる確率は.

p(S.-1)-1/ (1十expt-U./T日 く2.1)

で与えられる (図 2.1).ここでTはr温度｣と呼ばれる正のバラメタである.

各素子は.Tが大きいときはほぼランダムに確率 1/2て0,1の値をとり.Tが0

に近いときは.ほぼ決定論的にしきい値論理に従 う.

ある時刻におけるボルツマン ･マシンの状態は全ての素子の on.offの組み

合わせ S - (S.)∈(0,1Inで表される.この2n種類の状態に番号α-1.2.･

2nをつけ.i番目の状慾をS (a)- (S.(a))と書く.α番目の状態に対 して｢エ

ネルギー｣En(α)が次の様に定義される.

En(a)--∑W.S.(a)-∑日,～,S,(α)S.(a).

定理2.1〔5]

任意の初期状態から出発して各素子が動作を続けて行くとボ ルツマン マシ

ンはW.,によって定まるある確率的な平衡状態に近つく そのときボルツマン ･

マシンが状態aをとる確率p(a)は次の式で与えられる.

p(α)-Cexp(-En(α) T〉

-12-

(2.2)

図2.1ボルツマン ･マシンの葉子の発火確率

(2.1)によって与えられる素子の状態変化の確率･入力U･が大き

いほど新 しい状態がlになる確率が大きい･またTが大きいときは･

ほぼランダムに確率 1/2で0,1の値をとり.Tが0に近いときは･

ほぼ決定論的にしきい値論理に従 う.
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証明

式(2.1)で与えられたボルツマン ･マシンの状態変化は一つのマルコフ連袋を

定義する.このマルコフ連削 こおいては.ハミング距軒が 1であるような二つ

の状態間で状態が推移する確率は全て1より小さい正数である･またその他の推

移確率は全て0である.よって,このマルコフ連削 ま強連結であり･任意の初期

状態から出発して各素子が動作を続けて行くと.初期状態によらないある確率

的な平衡状態に近づく.

っぎに.その確率的な平衡状態が(2.2)によって与えられることを示そう･そ

れには.各々の状態について,その状態に流れ込む確率の稔和と,その状慾か

ら涜れ出す確率の捻和が.つ り合っていることを示せばよい･すなわち･

∀α:∑,.AP(a lβ)p(β)-∑B.Ap(β la)p(a),
ここにp(a Iβ)はある時刻にマルコフ連餅の状態がβであるときに.次の時刻

に状態がaに移っている確率である.

しかしボルツマン ･マシンの場合は更に強い,詳細釣合(detailedbalance)

と呼ばれる条件が成立する.これは任意のふたつの状態a,βについて･aか

らβに推移する確率とβからαに推移する確率が等しいという条件である･

∨α: ∀β:p(α lβ)p(β)-p(β lα)p(α)

これが成 り立てば.各々の状態について.その状態に戻れ込む確率の捻和と.

その状態から涜九出す確率の捻和が.つり合っていることは明らかである･ボ

ルツマン ･マシンの場合,p(α Iβ)は.αとβのハミング臣常が2以上のとき

Oであり,詳削 勺合の式は成 り立っている.αとβのハ ミング距束がlのときは

(2.1)より.

p(a lB)-1/(n(I+exp1-u./TiH.

p(β lα)-(1/ ∩)-p(α lβ).

となる.但し.αとβで状態が異なっている素子はS･で,S･(a)-I.S･(β)≡

oであるとする.これと,(2.2)を用い,エネルギーが.S･の状馴 こよる部分と

よらない部分に分けて.

14-

En(a)--U.(α)S.(α)千 〔S.(a)によらない部分]

と書けることに注意すれば.詳細的合の式が成立することは簡卓に確かめられ

る.aとβのハ ミング距叢が0であるときはα-βであり.このとき詳頴釣合の

式は自明に成立する･ q.e.也.

式(2.2)をBoltznann分布と呼ぶ.Cは確率の諾和を1にするための正規化定款

てある.ボルツマン ･マシンは全く自由に動作する碍合もあるが,いくつかの

素子を0または1に固定して動作させることもある.その均合は可能7Lfαに関す

る確率の総和が1になるようにCをとる.

2.1.2 ボルツマン ･マシンの芋習

ボルツマン ･マシンには自己想起型と相互想起里があるが,まず自己想起里

の学習から説明する.自己想起型ではn個の全素子は1個のV素子とm個のH素子

に分けられ (1十m-∩),V素子群が出入力ポー トの役割を果たす.H素子は無く

てもよい.学習の目的は,外部から与えたV素子群上のパターンの出現呼率 (

望ましい分布.分布環境と呼ぶ)を,入力のない自由を動作状態において,で

きるだけ忠実に再現することである.学習はW.,とW.を変化させることによって

行b九.その芋習別は.

Aw.,- e(p..-p'.,),
(2.3)

JV.-e(p.IP'.). 0<eくく1

で与えられる.右辺のp●‥とp'.は.それぞれポ/いソマン ･マシン全体を全く自

由に動作させたときの平衡状態における55一とS.の期待値である.よって式の

上で明記されてはいないがこれらはWの関数である.p.,とp.については以下の

とおりである, 'ヽ素子群の状繁に関 して外部から与えられた分布環境を p(γ)

としよう.ここにγ-1.2.･ 2■.はV素子芹の状璽 su∈iO.1〉lに対してつ
けられたと番号である.V葉子群をγに固定 してH景子群を動作させたときの

平衡状態におけるS.S,およびSの期待値をそれぞれp.,(T)とp (γ)とすると,

p.Jとp.は
.Ltー

p‥-∑,p(γ)p‥(γ). p.- ∑,p(㍗)p (γ)

- 1 5 -



二 二-::--:-

自己想起型ボルツマン ･マシン

二三
相互想起型ボルツマン ･マシン

図2.2 自己想起型 と相互想起型のボルツマン ･マシン

自己想起型のボルツマン ･マシンは出入力ポー トの役割を果た

すV素子群と,それ以外のH菓子群か らなる 相互想起型のボルツ

マン ･マシンは. Ⅰ素子群.0葉子群.およびH素子群からなる.

Ⅰ素子群と0素子掛 ま,それぞれ入力ポー ト,出力ポー トの役割を

果たす.いずれの場合 も特殊な場合としてH素子群を欠くものを考

えることができる.

16-

で与えられる よって,'L盲目とj番目の素子が共にV葉子である場合はp.ii

p(γ)のみによって決定されWにはよらt>･いが,それL;)外7)はあいは.p _はW

の関裁て.ある.同経にpは.i書目の嘉子が ●ヽ葉子で3)る均合は Wにiiよらない
が.H素子てある場 合はWの関数である.

相互思起里のボルツマン ･マシンては,全案子tik個3日 葉子,h個の○素子.

応I遍のH素子からなる. 1葉子群と0素子群は,それぞれ入力ポー ト 出力ポー

トの役割を果たす･芋習別は,やは り(2,3)を用いるが,この場合,p ..p'..

p , p■ は

p･,-∑L,P(,:)p(T 壬)L二S･S.:be.γ二. p㌦ -∑.p(三)E∴5.ら,:吾1,

p-∑.,p(,e)p(γ I…)L [S .言,7･∴ p■-∑.p(,a)E】こS.:=コ.

て与えられる ここに,tと入,,a-1.2.I ,2,A-1.2. .2､.は Ⅰ素子

群 と○素子群の状態に与えられた番号で.p(言)は外部からの入力て Ⅰ葉子群が

三に固定され る確率.p(γli)は入力引 こ対して出力側に状笹γが出現すべ き

確率.E_:,言,γI,EU:こE二は各,ポー トをそれそれの状態に固定 した とき,w

a)与える平衡状態での期待値てある.この喝合は.p(inγ)を分布環境と呼ぶ

シミュし-シ ョンては.V素子群あるいは r素子群と0素子群を分布耳境に

よってB]足 して動作させてp .を求め , Ⅰ素子群だけを固定 して動作させて

p■.,を求ゎる.p.,を求め るフェースを比噴的にTL鑑状_ft?.p■ を求めるフェ

ースを唾鑑状態 と呼んでいる.

言 うまでもtJ((2.3)の p.,の項は Hebb別に対応するが,-p-,はその逆

で.同時に発火する葉子の問の結 合を弱めること意味 している.これはCrickや

Hopfieldの夢のモデル こ(二に似ている点でt,興味深いが,実はこの芋晋別には次

に述べるよう7-J理論的択拠がある[5I.

§2.2 ポJLツマン ･マシンの芋習とKullbacLdivergence

先ず自己想起聖の精舎を考えよう.外から与える分布環境p(T)と.実際にバ

ラメタWのボルツマン ･マンンによって実現 される分布p-(r,W)との~違い｣を

表す尺度として

G(W)圭D(p(γ).p●(r:W))

-∑,p(rHog(p(γ)′p'(T,W)I.

を考える,こi=ま統計芋では KullbユCkdiyergenceとよばhI.D(p.p■)≧ 0

-1丁-



(等号成立は P-P･のときのみ)を満たす･HintonらはこのGに関して次の定

理を得た.

定理2.2〔う〕

∂G//∂W..--(p.I-p..,)/T

(2.4)

∂G/∂W-- (p.-pl.)/T

証明

ここでは . W.,に関する式にたいする証明を与えておく･W･に関する式の証明

も同様に証明できる G(W)をh･,二で約分する>_･

∂G/ ∂W.,--∑, (p(T)/p'(r))(∂p'(r)/ ∂叫.,) (215)

を得る.さらに,この式に現れるp'はく2･2)のpであるから.

∂p'(γ)/ ∂Y.,-∑ts.(γ.E)S,(γ.∈)1(S(γ.,a))//BT

-∑tA(S(γ,,a))∑t,,S.(γ.i)S.(T.f)A(S(γ.E))/ BET (2･6)

を得る.ここに

A(S(γ.E))皇 expI-En(γ,i)/T〕

-expi(∑ .く,V..S.(γ.i)S.(T.i)十∑ys･(γ,,a))/TL

B王1/C

-∑､,A(S(γ.∈))

である.(2.6)の右辺の第 1項と第2項はそれぞれ･

∑ts.(T,E)S,(γ,,a)A(S(γ.E))/BT-E[S･S,[γ]p'(γ)//T

-∑tA(S(γ,bE))∑t,S,(γ.i)S,(γ.,a)A(S(γ.書))/82T
-p●(γ)E[S.S.]-p■(γ)p-‥

-18-

となる,これらを,(2･6)に代入し,さらに(2.5)に代入すれば.証明すべき式

(2･4)を得るI qe･_d

この定理によれば.学習則(23)はGを短小にするWを最急降下法によって求

めているわけである.さらにH素子の無い碍合には.次の定理が成 り立つ.

定理2.3[う]

H素子が寮け九は,Gの極小値は高 JIl個である.

この定理の証明は.定理2 5の証明の過程で得られる.

相互想起里のボルツマン ･マシンに対してはGの定義を

G(W)-∑.,p(E)D(p(γ ISe).p'(γ I∈;W))

とすれば.やは り定理2,2.2.3が成り立つ

喜2.3 ボルツマン マシンの情報幾何芋的楕造

本節と次の §2.4ではH票子なしのボルツマン･マシンについて考える.以後

簡単のためT-1と仮定する.

ボルツマン ･マシンの平衡状態における分布関数は(2.2)で与えられるが,こ

れは

p■(XE)-eXP(W!X■-め(Wl)) (2_7)

と書き直すことができる.ここにX.とlV-(1≦ l≦K.X'-n(n+1)/2)はそ

れぞれ.Xl(S(a))-S.(a)5.(α).S(a)およびWl-～ .吋(1≦ i<
j ≦ n)を表 し.二つの添字 i,jをまとめて一つ3)添字1として書き直したも

のである したがってベクトルX- (.Y')は川.lik上の任意の値をとること
ができるゴ)けではなく,S(α)の関数として決まるもの,すなわちⅠ-(i.j)の

とき.X1-5.S,という制約を満たすものたけを考える.分布(2.7)ち,その様

なXTについてのみ定義されているとする.め(W】)は∑p'(X:)-1とするため

の正規化定数である.なお式 (27)のなかで.lVIXIは∑TWrX】を意味し,読

字 Iについて和をとる記号を省略した記法である.

(2.7)のような形の分布を統計学では指_n分布族と呼んでいるが,この梢道を

知るためには情報殻何字的アプローチが極めて有効である[2] 以下,ネ節では
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ボルツマン ･マシンの情報幾何学的稲造について考案を加える.

まず.ボルツマン ･マシンのとり得るすべての状.53の集合上の確率分布を考

i.二九をp(α)と表す.aは,集合日,2,･ ,2ni上の確率変節で.状だf

s(a)の出現する確率がp(α)である.p(a)の うち,全てのαについて

p(α)>0を満たすものの作る空間をSとする.このうち.適当な重みWlを持つ

ボルツマン ･マシンで実現できる分布 p(a,W)の作る部分空間をMとする.

Sの元 p(a)に対 して l(α)-logp(a) とすると,I(a)は S (α) を用

いて次の棟に展開できる.

1(α)-elS.十82,S.S,十83 Jks.5,51十 ･･･

- ･十 en123 nsIS2-･Sn-少(8). (2_8)

ただし,ここでt,捻和記号∑が省略されており,Oの冗長性を除くために.右

辺を第2項については, iくj,第3項i<J<kを満たすものだけの和を考える.

第4項以下も同株である (2.8)は.Sもまた指数分布族であることを示してい
る.さらに(2.8)の第 1項と第2項は(2.7)のW ZX'(α)(W l-82日.XI(a)

-S (α)S,(a)に対応 しており.Mは 3次以上のOを0と置いてできる部分空間

であることが分かる.～.W‥(i≠j)は.I(α)を展開したときの 1次と2次の

係数に対応する.

W.-el･, 打.,-82㌧ i±j.

ここで,与えられた確率分布に対する8座無の意味を明らかにしておく必要

がある.Oのうちで,第j次の座e-ej･1 日ま,j個の確率変数S .,S 2.

S.一の同時確率分布に対 して,より低次の交互作岡に帰着できないj次の交互作

用を表 している.とくに,h1.,-82Jは,各素子の発火顕度の積では表せt.:い

同時異音の度合.83日kは2次以下の相互作用には分解できない直接の3次の交

互作用を表す.これより.ボルツマン ･マシンにより.実現出来る確率分布は,

各素子間の3次以上の交互作用を含まないものであることがわかる.これは神経

回路網が.直接には.2素子間の結合で相成されていることからくる制約といえ

る,後でのぺるki矢ボルツマン マシンては,あるkに関 して.k次以下の交

互作用が実現できる.

では,βの直接的な意味は何であろうか とくに.ボルツマン ･マシンに関

係の深いニューロンのしきい値-～,とニューロン問のシナプス荷重 rN,,の確率

論的7L.･意味は何であろうか これはつぎの定理て与えられる.いま,第i番目の

-2〔-

景子に看目し.他のすべての葉子が興奮しないという条件のもとで.i番目の葉

子が興育する確率をql.興奮しない確率をqa基1-qlとする.同じく1番目とj番

目の二つの素子に看目し.他の素子がすべて興奮しない,1いう条件o)乙>_で.

両方が共に声音する確率をqll, i番目の葉子だけか異音する確率をq.3.J番目

の葉子だけが舞育する確率をqQ,i番目もj番目も共に奥書しないしない確率を

qg魯皇1-ql.-qH-p31とする･

定理2.4

しきい値およびシナプス荷重は,確率分布と次の関係で信ばれている.

W.-log(ql/qQ), W.,-log(qHqa9/qtBq81) (2.9)

証明

(2.2)より.

q9-1/ (1十e.yp(W,i).ql-eXply.I/(1十explw.)).

これより,

V.-log(q】/qa),

を得る.また,

qt､-expiw.,十}十W,i/C-, q83-I/C..

q川-eXPtw.I/C'. qal-eXplw.)/C'.

ここに.

cl圭exptw.J十 hr.十W.L十explwi+explw,1十1･

これより.

W.I-log(qHq8匂/qlaq2'),
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を緒 る q.e.a.

なお -高次の項8,･. Jも同様の解釈がで きるが .これは省時す る.

S内の分布 pを表 すバ ラメ タと して 8のかわ りに ,その双対座房 77をとるこ

とがで きる.

77･.1,211.,(p)-Epr_s ts2 - 5.,1

ここにEp[3は分布 pの下での期待値てある.特に 771.-p'., 772.,-p' . ,

で あ る.

これか らは 2n-1個の 8座舞を一列に並べて l個の深手 1を使 って 8-

(8･), i-1,2,･ 2n-1. と書 くことにする.i--1.i ,冗.K-

n(n千l)/2までが l次 と2次の項 8'･. 82･Jを表 している.77座標 も同様に 77-

(77,). i-1.･ 2n11. と表す .77座標 と8座転は次のLegendre変換によっ

て結ばれている.

8↓-∂¢ (77)/ ∂ り.. 77.=∂dl(8)/ ∂8･,

¢(8)十4'(77)-8･77.-0,

ここに.少は .式 (28)の正規化定数すなわちキ ュム ラン ト母関数 .-4'は .エ

ン トロピーであ る.

さて .情HL虚 何字に従 って フ イツシャ-計量 g‥ と2種類の接続

｢HJHk.｢ '-日 ‥- を導入 しよ う.

g.,(8)-E【∂ .I(α)a,l(α)コ.

｢日' .i(8)-E〔∂.∂.I(α)∂tI(a)].

｢'-日.‥ (8)-E【∂.占,L(α)T∂.I(α)a,I(a)∂.I(a)〕.

ただ し.a.皇∂/∂8.である.これ らの計量 と接続に関 して次の ことが知 ら

れている【21.

補題 2,1

1q;

el(77.)の うちの幾つか をある値に画定 して得 られ るSの部分空間は

｢日 .,･.(｢'-日 .メ.)に関 してflatであ る.

楕題 2.2

8･の うち .i ∈ ∧l⊂<-El

部分空間 と.77.の うちで i∈

^ .∩< 1.-23 の とき.計量 g

補恕 2.3 (ピタゴラスの定理 )

S内に 3点 p.p'.p■-をと り.

p■■を 1-測地線で結んだ とき.

ラスの定理 .

つ･ .21-日であるt,のを固定 して得 られ る

^-I ∈ .＼ を固定 して得 られ る部分空間は ,

,の下で直交する.

p と p'll-測地線 (-I-flatな曲線).p●と

二つの測地線が p■で直交す るな らは ,ピタゴ

D(p,p")-D(p.p')+D(pl.pll). (2.9)

が成 り立つ (図 2.3)

以上の三つの補選によ り.外部か ら与えられた分布にたい して ,ボルツマン ･

マシンの実現す る分布 を陽に与 える次の定理 を得 る.そのため に,Sの分布 を
次の混存座伝票て表そ う.Sを表す座無系 として 77㌧ 772‥ と3次以上の 8
座巨 83 ㌧ eAH k.･-, en12 nをとると.Sは図 2.11のよ うに表 され る.

定理 2.5

H素子の無 いポJL･ソマ ン ･マシンに確率分布 p- (77D,, .･.77P̀. 8,̀ ･1

日,8,")を分布環境 として与 えた とき,ボルツマン .マシンの実現す る分布は ,

射影 p- p'- (77B､.･･･77DK.0,0.日･.0)で与 えられ る.ただ し,K-

n(n十1)/2.N-2n-1であ る.

証明 p と p●を -1一測地技で結ぶ と,それは り.- T7B., i-1,･ .Kで表

され る部分空間に含 まれ .従 って .8･-0. i-K十1. ･.lVで表 され るM と直

交 している.Mは 1-fla,tなので,M上 に pllをとると p■と p"を結ぶ測地

視 g'は Mに含 まれ .よって gと g'は直交 している.従 って補題 2,3よ り

D(p,p')≦D(p.p")

-2:,-



図2.3 Sにおけるピタゴラスの定理

S内に3点 p.p',p"をとり.p と p'-1-測地線.p'と p-

を 1-測地線で結んだとき.二つの測地線が p-で直交するならば･

ピタゴラスの定理が成 り立つ (図 2.3).

図2.4 確率分布の空間Sの稲造

Sは,3枚以上の8-constによって定義される1-flat7LJ多脚 本

の栢み重ねに分朋され.そのうちで3次以上の8-0に対応するの

がMである.

-PEl一

が.すべての.tI上の点 pllに対してなりたつ q. C.d.

ここで定理2･3の証明をしておく.あるpに対して,D(p,p')を極小にする

p'が二つ存在したとする･これをp.1.p●2とすれば.pとこの二つを結ぶ-1一測

地線は.Mに直交 している.よって,(2.9)より

D(p.p-2)-D(p,p.1)十D(p'1,PT2). ′

D(p.p'-)-D(p,p'2)十D(p'2-P..).

この2式を辺々加えて.

I)(p'-.p'2)十 I)(p●2,P'1)-0,

を得る.これより.

D(p'1,P-2)-D(PIE,P'1)-0.

よって,p''-p.2となり.Gの極小値は高々1個であることが証明された.

q.e.d.

§2.4 重みが限りなく増大する場合

ボルツマン マシンを動作させたとき.平衡状態に達するまでの時間は.

lIwIFが大きいほど長くなる.従って芋習が進むにつれて IJwHが無限大に発

散する喝合には,p.‥ p■‥ を測定するための動作時間をどんどん長くしてい

かなければならない.よって.どのとうな環境分布を与えるとIEwEfが.発散す

るのかを知ることは有意義である.前節で述べたIMに対 して.座際系として

(Y.,～..)-(8.･.82･J)あるいは(p..p.,)-(771.. 7?2.,)をとることがで

きるが,(p.,p.A)によってlWを【0.1]̀ に埋めこむことができる.この埋め込

みによって.Mは[0,1】<中で開集合となる.lFwF7-∞ としたとき.ボルツ

マン ･マシンはMの境界に近づく.

(p･. p.,)が,ある確率分布 (ボルツマン .マシンで実現できなくてもよい)

の 1次と2次の相関となっている領域 をS.とする.

S-- ∫(p..p.,)I

∃p(a).p.-∑AS.(α)p(a),p.,-∑cLS,(a)sJ(a)p(aH.
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S'⊂【0.1]【はSの (p.,p.,)による像であるI
sの内点 (全ての状態 αについて,p(a)>0であるような分布 )は.Mの内

点に写る_しかしSの内点てない点のなかにもMの内点に写るものがある･

例2.1

0 状態 aにおいて発火している素子の数が偶数であるとき.

p(α)- t

l/2n-. 状態aにおいて発火している素子の数が奇数であるとき,

とすると,p(a)は,Sの内点ではないが,任意のn個 (D≦ n-1)に関するp(a)
の周辺分布は一様分布のそれと一致する.よって.p(α)はMの内点 (p‥ p=)

-(0.5.0.5.1 ,0.5.0.25.0.25,-I,0.25)に写る･

また.M⊂S■なのでS'の境界はMの外側にある.よって S■の境界上の 2

次相関p.,を持つ分布環境はMの内点に射影され得ず,学習時に LIwllが無限

大に発散してしまう.これより次の定理を得る･

定理2.6

次の三つの条件の内の少な(とも一つが成り立てば,その分布項境は LIwtl

を無限大におしやる.

a) ∃i:p.-1or0_

b) ヨi:∋j:p.-p.J.

C)ある素子の集合Qに対 して.1-∑opi十∑｡p‥-0･

ここで.∑｡は.Qに属している素子i.jについてのみ和をとることを意味して

いる.

証明 p‥ が2次の相関であるためには

0≦p事≦1.p‥≦pl

-2'-

が必要である.よって等号が成立すれば,p.,は S.の境界上にある.e)も同

様であるが C)の式の左辺は｢Qに含まれない素子は何れも発火しない｣という

事象の確率の上限を与えている.しかし,これらの条件をすべて合わせていt

wIFが,無限大に発散するための必要条件にはならない.それを示すのがつぎ

の例である.

例2.2

n個のV素子だけからなるボルツマン .マシンを考え,その内のk個 (0 ≦ k

≦n)が発火するバターン (nCk個ある)を等確率で出現させるような分布は

lEwJl-∞ で,ちょうと実現できる.

証明 対称性よりW.-U. W.I-V. (i≠j)とおいてよい.するとn個中,m個が発

火するパターンのエネルギーは,

En--Elu-m(a-1)V/2.

である.よって,

aA-(En.m(m-1)/2)T. W -(U,V)T,

とすると,そのバターンの出現確率は.

p.(W)-C(W)exp((a.,W)).

て与えられる.ここで 'は転置,(.)は内符を表す.ph(W)/p一(W)-0.m≠
k とすればよいのだが.そのためには.

log(p.(W)/p.(W))-(a｡-a,(.W).

であるから,この式の右辺を全ての n≠kについて負にする w Dをみつけて,

W -rwも.r-∞ とすればよい.実臥 W｡-(kl0.5,-1)Tとすれば, ～

(a.-1..W)-((m-k. ;m(mll)-k(k-1),L ?_)I.(k-0.5,-1)T)

-- (帆-k)2 2<0. m≠k,
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を得る.この例で n-5.k-3と置くと.定理 2 6の条件C)を満たさないこと

が分かる.

§2.5 ボルツマン ･マシンの一般化

2.5.1 連続値型ボルツマン･マシン

通常のボルツマン･マシンの素子は十1と-1の 2億しかとらないが.これを,

3個以上の崇敬値.あるいは連続値をとるように一役化することができる[4].

ここでは.つぎの連続値型ポJいソマン ･マシンにたいして.§2.3の般何字的理

論が成り立つことを示す.

このポ/いソマン マi,ンでは,素子の状態は.〔-1.日の速読値をとり.そ

の状態変化別は.

p(S.)-Dexpは.S.十∑,W.,S.sJl. (2.10)

で与えられる.この式は5.が状態変化を起こすとき,新しい状態5,の確率密度

が,他の素子の状態 S‥ j≠i.によって決まる桂子を表している.よって,Dは,

右辺を5.で-1から十1まで積分したとき,積分値が1となるようにきめられた正

規化定数あり,S.以外のすべての5.の関数である.S.が-1と十1以外の値をも

とるので,ら.とS.5.は一般に異7LJる.そのため ,W.とwHは別物である.

この系の状態をα∈[-1.1]∩で表すことにする.αに関してつぎのエネルギ

ーと平衡分布密度が導かれる.

En(α)ニー∑.～.S.(a)-∑..JW.,S.(a)S,(α),

p(α)-Cexpl-En(α)～ (2.ll)

この分布が平衡分布であることは.つぎのようにして確かめることができる

ボルツマン ･マシンの状態が(2.ll)の分布に従っていたとする.ここでS.が

(2･10)に従って状態を変化させたとする.このとき状態変化のT.{の確率密度

p.(α)を求めると.

p.(α)-p(S.!α.)p(α.)
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(2.12)

となる.ここにα.は,i番目の素子を除いたボルツマン ･マシンの状慾を表 し.

p(α･)は.状態変化前のα･の分布 (α .は変化 しか -ので.これは状態変化後

のarの分布でt,ある).p(S･lα.)は,α.によって決められる新しいS.の分

布て･ある.よって.(2.10)より.

p(S･Ia.)-p(sr)-D(α.)exp(W.S.十∑,b･.,S.S,i. (2.13)

D(α )-1/,[_;exp〈ys十wHs2-∑,..W.ss,(a.Hds,

また,(2.ll)より.

p(α.)-C!.:exp(-En(a)〉ds..

1 ここで,En(α)をS,に関係する部分とそうてない部分En(α.)に分けると.

fn(α)ニーiw.S.(a)十∑,W,.S.(α)S,(α)トーEn(αl). (2.14)

これより,

p(α1)-Cexpト En(a.))I.:expty.S.十村1.～.2+∑日 .～.,5.5.(a.)lds

-Cex pト En(a))I/D(al) (2.15)

(2.13),(2.15)を(2.12)に代入 し,(2.14)を使うと,

p.(α)-p(α),

を得る.よって,(2.ll)は.平衡分布である.

式(2.q)については.つぎのようになる,

Y -(1/2)log(pl/p-,).

hF‥-log(∫ (PIP-)/pB). W.,-log(pHpO/p.p｡,)

ここに.pl(p-1)は.i番目の素子以外の全ての零子が0であるという条件の下で,

1番目の菓子が1(-1)となる条件付5'率密度である.また,pl.(pal)は,i番目
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とj番目の素子以外の全ての素子が0であるという条件の下で , 1番目とj番目の

素子が1となる (i番目の素子が0.j番目の素子が1となる)条件付確率密度であ

る.

その他の喜2.3と§2.1の議論はすべて成 り立つ.

25.2 n∑素子のボルツマン ･マシンとk次のボルツマン ･マシン
n∑素子とは,入力 x -.x2, ,X｡にたいして出力,

y-f(∑一.～.JX.,Y.T∑.V.x.-8).

を出す葉子である.これを用いてn∑ボルツマン ･マシンをつくることができ

る.つまり,i番目の素子への琵入力を.

u.-∑, . t い ,<kW..kS,Sk十∑, t .～..,SJ+W..

とするのである.求 (2,1)によって状態を更新していくとエネルギー,

En(a)--∑H,.kY.HS.(α)S一(α)sk(a)一∑.〟..S.(α)S,(a)

-∑.～.S.(α).

に関して式(2.2)が成り立つ.ただしこの式のなかの最初の∑では,i<j<kを

満たすi,j,kの組み合わせについて和をとり.2番目の∑では.i<jを満たす

1,jについて和をとる.

n∑ボルツマン ･マシンによって実現される分布のなす集合をM-とすれば,

MTは式(2.8)の4次以上の項を0と置いてできる部分空間てある.この点を除け

ば §2.3の議論は全て成り立つ.

さらに次のように1次からn次 (nは素子の数)までの任意のk次のボルツマ

ン ･マシンを定義することができる. i番目の幸子への鑑入力は.

u-yl.十∑W2.,S,←∑ が ,LS,S､十 ･

･-十 ∑wt.,1.2 ･,卜 tS,lS,こ-･S,‥ 1

エネルギーは.

En(a)ニー∑ h･1.S (α)- ∑ h･2..S (α)5,(a)

-川-

-∑W3.,-5.(α)S,(a)sL(a)-･･･

･--∑wk,1.2 .kS.～(a)S.2(α)-･S.k(α).

となる.ただし,入力を与える式のなかの∑では.添字j.,j2,･･は何れもiに

等しくなく. Jlくj2<･-を満たしているものについて和をとり,エネルギーを

与える式のなかの和は , it< i2<･-を満たしているものについて和をとる.普

通のボルツマン ･マシンは2次のボルツマン ･マシン.n∑ボルツマン ･マシ

ンは.3次のボルツマン マシンである k次のボルツマン ･マシンによって

実現される分布のなす集合をM-とすれば,M-は式(2.8)のk+1次以上の項を0と

置いてできる部分空間である.この点を除けば.やはり§2.3の議論は全て成り

立つ＼

§2.6 H素子があるときの幾何学

H素子があるときの幾何芋は.ふたとおりの考え方が可能である.一つはV

素子群の状態のみの確率分布のつくる空間を考える喝合.もうひとつは.H素

子を含めたボルツマン ･マシン全体の状態の確率分布の成す空間を考える場合

である.先ず,V素子群の状態のみの確率分布のつくる空間を考える喝合につ

いて述べる.

V素子群の素子の状態をx,.H素子群の菓子の状態をy.で表すことにする.

平衡状態における確率分布は次の式で書ける.

p(α)-Cexp(∑.,,～.,x..Y.十∑ .V..Y.

+∑..,u‥x.),十∑.,一V.,yy,十∑.V.∫.i.

この式はy.を固定すると.W'‥-W.,,W'.-W十∑,U‥y,であるようなH素子

のないボルツマン ･マシンの平衡分布と見ることができる.これを,

p(γ lE)と書き.この分布の作る空間をM(i)と書くことにする.α-

(γ.E).γはV素子群の状態,,EはH素子群の状態をあらわす,

p(γ I,a)-C(E)exp(∑.,.～..x.x,十∑ W.x十∑ .,u‥.Iyl,

M(be)主ip(γ Ibe)).

個々のM (b-A)は,1-rlatてある.V素子群の状態3)分布は.
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p(γ)-∑.p(γ,∈)

=∑ t (C/C(E))exp(∑ ,I.yl-y.yJ十∑,Y.∫,lp(γ lE).

よって,p(γ)は.M(E)に含まれる分布を重みをつけて足 し合わせたものであ

ることが分かる.すなわち,p(γ)のつくる空間MはtM(E日の11測地線によ

る凸包の部分集合である.これは.もはや1-flatではなく.与えられた分布か

らの1-測地線による射影は一意には決まらない･

っぎに.H素子を含めたボルツマン ･マシン全休の状態の確率分布の成す空

間を考えてみよう.この場合は.H素子のない場合と同様ボルツマン ･マシン

の実現する平衡分布の集合Mは,1-fla.tな部分空間となる.しかし.外から与

えられる分布はV素子だけに関するものなので.空間内の 1点を指定すること

ができず,つぎのような確率分布の集合T (p(γ))を指定することになる･

T (p(γ))-(p(γ,E)1∑.p(γ,E)-p(γ)I
-(p(γ.E)I⊇p(E Lγ):p(γ.E)-p(γ)p(E Iγ日.

p(γ,g)とp'(γ,E)のXullbackdiyergenceを計井すると,

D(p(γ.E).p'(γ,E))-∑.,p(T,E)log(p(γ.E)/p■(γ.E))

-∑.,p(γ,E)logp(γ,E)-∑..p(γ.E)logp'(γ.i)

-∑..,p(E Eγ)p(γ)logp(E lγ)p(γ)

-∑t,p(E Lγ)p(γ)logp'(E 1γ)p'(γ)

-∑,p(γ)logp(γ)十∑,p(γ)∑.p(E lγ)logp(E Iγ)

-∑,p(γ)logp'(γ)-∑,p(γ)∑.p(E Eγ)logp'(E Iγ)

-I)(p(r).p.(γ))十∑,p(γ)D(p(E rγ),p■(E lγ)).

ところが,上式中のp(E tγ)は.実際には与えられないので.

D(p(γ.E).p■(γ,E))を最小にするp'(γ,E)とp(e tγ)を求めると,

p(e Iγ)-p'(e Iγ).

と,D(p(γ).p'(γ))を最小にするp'(γ)を得ることになる.そこで.

T (p(γ))とMを括ぷ1-測地線のうちで長充のものを求めれば.そのM上の足が

p(r)を長もよく近似するp'(T)となる.
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図2.5 日素子があるボルツマン ･マシンの実現する分布.

a)はV素子群の状態のみの確率分布のつくる空間を考える場合.

b)はボルツマン ･マシン全体の状態の確率分布の成す室rgLlを考え

る場合の図である.a)では,ボルツマン .マシンの実現する分布

のなす空間Mは1-flatでない.b)では,Mは1-flatであるが.芋習

すべき分布が空間内の一点を定めない.
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本章では･ボルツマン ･マシンについて-幾何学的な見地からその性質を明

らかにしてきた･すなbち･ボルツマン .マシンの実現する分布は.分布密度

閲見の対数をSの多項式に展開 したとき2次までで打ち切られるような分布であ

る･葉子のしきい値Wと結合荷重 W,(i≠j)は･それぞれ1次と2次の罵関係数

とみることができる.このような分布全件の3)なす多様体は.接続 ｢ ･-.･ .kに

関してflatである･このことを利用 して外部から与えられた分布にたいしてボ

ルツマン ･マシンが実現する分布を院に与える定理を導いた.さらにこれらの

議論が連続値型ボルツマン ･マシンやn∑ボルツマン ･マシンでも成 り立つこ

とを示した.
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第 3章 競合的な隠れユニットをもつ三層神経回路網の学習

§3.0 はじめに

ここで論ずるのは.外から与えられた出入力関係を芋習することのできる.

ある種の神経回路網である.回路は,入力層.中間層 (隠れユニット群 ).出

力屑の三層からな り.情報は入力層から中間層を経て出力層に伝えられる.中

間層のユニットは.たがいに競合するように結合され,全体として最大値検出

回路として捷能するようになっている.学習は,入力層と中間層の間の結合,

および中間層と入力層の間の結合を変化させることによっておこなわれる.中

間層の層内結合は.変化しない.このモデル自陣は新しいものではないが.哩

L 論的な研究は少ない･

この回路のパフォーマンスは.どのような隠れユニットが形成されるかにか

かっている.本章では,与えられた入力分布に対する,隠れユニットの形成に

関する理論的な考察を行い,隠れユニットの数が非常に多い場合の,摺れユニ

ットの重みベクトルの分布を求める.これにより,出力の平均自乗誤差を最小

にするためには,芋習時の入力分布を,実用時の入力分布とは少 し異なったも

のにしたほ うがよいことが導かれる.この結果を一言で述べれば."むずかし

いことは.何度も練習すべ し.'となる.

フィー ドフォワー ドの多層神経回路の学習別としては,バ ック 1プロバグー

ション【10コが有名であるが.この方法は,現実の脳のモデルとしては.不自然

であるし.さらにフィー ドバ ック話合のある回路にたいしては.結合荷重の変

化を計算するために別の回路を必要とする〔9).

ここでは.与えられた出入力関係を学習することのできる,ある種の三層神

経回路網について理論的解析を試みるが.中間層のユニット (隠れユニ ット)

間に競合的なフィー ドバ ック結合を仮定 し,中間層と出力層の間の結合は誤 り

訂正学習,入力層と中間層の間の結合はHebb芋習によって変化するものとする

隠れユニット間の結合は固定する.

隠れユニット間の結合によるダイナミクスを記述するために,隠れユニット

は連続時間モデルで扱 う.出力層のユニットには.この必要が無いので.その

出入力関係は.単なる関数として表す.入力層に一定の入力が与えられると.

隠れユニットの出力は.始めのうちは変化 しているが.やがて一定値に収束す

る.このとき.出力層のユニットの出力も一定値に収束 しているが,これを.
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与えられた入力にたいする,この回路の出力と考えることにする･

一般に,三層回路では,中間層にどのようなユニットが形成されるかが学習

の成否を左右するし,またシミュレ-ションによって形成される隠れユニット

の反応に意味つけが可能な場合もあり[8〕.非常に興味深い.ユニットの特性が

線形の場合には主成分分析と関†系した隠れユニットが形成されることが知られ

ているが[2.3.4.5].非線形ユニットの場合,それを理論的に予測することは,

学習の多安定性のため一般には襲しい.

本章て扱うモテルは,それ自休新しいt,のではないが[b],筆者は隠れユニッ

トの数が非常に多い極限て,学習の結果,形成される隠れユニットの結合荷重

ベクトルの分布を理論的に求めることができた.

本章では,まず,この回路の中間層を成す基本競合系について.簡単に解説

し,つぎに芋習別について述べ,隠れユニットの学習別がポテンシャルを持つ

ことを示す そして,隠れユニットの数が非常に多い極限で,このポテンシャ

ルを極小ににする荷重ベクトルの分布として.学習の結果得られる荷重ベクト

ルの分布を導く.さらにこの結果を用いて.出力の平均自乗誤差を最小にする

ための教育法 (学習時の入力の与え方)について考察する.

§3.1 基本競合系

本モデ/レの中間層は.M個のユニットからなる基本競合系[1]をなすような内

部結合をもち.最大値検出器として働く.まずこれについて述へよう.基本競

合系の各ユニットは,ポテンシャルと呼ばれる内部状態をもっている.そして.

ポテンシャルはひとつの実数で表される.全部でM個のユニットを考え.そのう

ちのi番目のユニットのポテンシャルをu.と書くことにする.ユニットの出力は.

1 [u.]で与えられる.ここで,1[u〕は,

1 (u>0),

1〔u]- i (3.I)

0 (u≦0),

なる関数である.各ユニットは,自分を含む中間層内のすへてのユニットに抑

制性の信号を送っている また.自分自身にはこれに加えて興奮性の信号を送

っている.U.のタイナミクスは.つきの式で表されるものとする.

,%u.(i)- - U.(t)十C-1[U.(T.)]- C2∑ .1[u(t)j十S., (3.2)

i-1.2.･ .M.

:'b-

図3.1 基本競合系

図が複雑になり過きるのでi番目のユニットから他のユニットへ

の結合だけを示 してあるが.実際はユニット間の結合は完全に対

称的であり,全てのユニットから他のユニットへこれと同じだけの

結合がある.
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ここにclとC2はそれぞれ･輿誉性と抑制性のシナ7･ス強度を表す正数 -S･Iii番

目のユニットが入力用から受け取る信号で･

-1≦S.≦1,

を清たすものと仮定する･シナプス強度C･･ C2が･

2< C2. C2十 1< C.< 2C2- I,

を満たしているとき,この回路は･最大値検出器としてはたらく･

(3.!)

(3.4)

定理3.1

基本競合系 (3.2)において,シナ7･ス強度cl･ C2 が一条件(3･4)を満たし,入

力S.,i-1.2.- .Nが･条件(313)を満たし･また.あるS,について･

S,> S.,i*j,

が成 り立つとする･さらに全てのu･に等 しい正の初期値uBを与えて,入力S･を

固定したとする.このときS･･i-1r2･････N･によらずに定まるある時刻ま

でに.j番目のユニットだけが,出力1を出し,他の出力は0になる･

証明

次の二つの補座による･

補穎3.1

t=Oにおいてすべてのu.が等 しい初期債を持つならは･t>0の任意のtにおい

てU.(t)の大′ト関係はS.のそれに一致する･すなわち

Vt>o: U.(t)≧U,(t)⇔ S.≧ sJ

補選3.2

定理3.1の条件が成り立つとき,時刻tで出力1を出しているユニットの数を

∩(t)とすると.つぎの二つが成立する･

i) n(t)≧2のとき,すべての非負のu.は･減少し, sl･i-1･2･･ IM.に

ょらずに定まるある時刻までにU.(t)<2となる･
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図3.2 ユニットが2個で.sl>S2の場合の式 (3.2)の解

式(3.2)の解は指数曲線をつなぎぎ合わせたものになっており.

つなぎめのところではU.(t)の うちの何れかが符号を変えている.

また.十分小さなt>0に対して.U.の大小関係はS.の大小関係と

一敦する.そして.これ以後U.の大小関係は変化しない.u.>0で

ある素子が2個以上の場合は,すべての非負のU.は減少 し.やがて.

そのような葉子はただひとつになる.

一門-



ii)n(i)-1のとき,ただ一つの正のU.は,ある正の値に漸近し.他のu.は.

それぞれ,ある負の値に漸近する.

補選J'3.1の証明

U (I)のうちの何れかが正から負へ..JT)るいは.負から正へと符号を変えな

いかぎり.求 (3.2)の右辺の第2項以下は定数である.よって,求 (3.2)の解は

桔戯曲譲をつなぎぎ合わせたものになっており.つなぎめのところではu (i)

の うちの何れt･か､,その符号を変えているはずである.t-0で.すべてのU.が

等しい正の初期値を持っていると,しばらくのあいだは,全てのユニットの出

力は1である.よって,(3.2)式の右辺の四つの項のうち.第3項までは.すべて

のiについて等しい.このため.十分小さなt>0に対して.U.の大小関係はS.の

大小関t宗と一決する.そして,これ以後U.の大小関係は変化 Lない.なぜなら.

大小開院の変化が何度か起こったとして.そのうちの最初の変化でulとu2の大

小関係がu->u2からul<u2へ変化したとすると (こう仮定しても一般性は失わ

れない).次の三つの式が成立しなければならない.

sl>S2. ul(tt)-u2(tl).

,%ul(tl)≦彪 U2(tl) (3,5)

ここに.ttは.最初の大小関係の変化が起こっ{=時刻てある.ところが,これ

らの式の最初の二つと(3.2)式から,

%ut(I.)>銘u2(t.).

が導かれる.これは明らかに(3.5)に矛盾するので. u (t). i-1.･ IL1の大

小関係は変化 しないことがわかる, q.e.d.

補題 3.2の証明

n(i)を使って(3 2)式を書き換えると.

it;U.(i)ニーu.(i)十clHu.(i)〕-C2n(t.)十S., i-I.2,. ,日.

となる.これと.S.,C,. C2に関する条件(:i3),くさ.4)より

I)n(i)≧2のとき.u.(i)≧07LJらば,

-1lO-

屯_fu (i)≦el-2C2十l<0.

となり. U.(t)は減少する.また, S..i-I,2,･ ,M,によらずに定まる時刻

i-ub/ (-Cl十2C2-I)までにU (t)<2となることが分かる

li) ∩(i)-1のとき,u (t)>0ならば.

%U.(t)--u.(t)T C.1C2+S.,

となり.U.(t)は.C'-C2十S.に漸近する.条件(3,3)(3.4)より,これは正であ

る.また.U.(t)≦0ならば.

%U.(t)-⊥ U.(t卜 C2十S..

となり,U.(t)は ,-C2十S.に漸近する.条件(3.3)(3.4)より.これは負である

q.e.d.

以上の解析から,基本競合系は,ら., i-1･･･m,のうちの最大値を検出する

ことがわかる.さらに,つぎの系が導かナしる.

系3.1

シナプス態度cl. C～が.条件(;.4)を満たし.U.の初期値U.(0). i-1.2,.

,MのうちのあるU,(0)について,

U.(0)>uJ(0), i≠｣.

が成 り立つとする.全ての入力S,を0に固定 し.(3.2)式のダイナミクスを働か

せると十分な時間の後.j番目のユニットだけが.出力1を出し.他の出力は0に

なる

この系は,基本競合系が.多安定な完であることを表している.

§3.2 モデル と学習則

本章て扱う三層回路の入力層には,L⊥1個7)ユニ.･'トがあり,ここに外部か
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図3.3 競合的な隠れユニットを持つ三層回路網

中位l層のユニットは図3.1と同じ相互結合を持ち基本競合系を

成している.この部分の結合は固定しており.芋習は入力僧から

中間層への結合と中間層から出力層への結合を変化させることに

よっておこなわれる.

-EIfZ:

らの入力x-(･yt. x2, -XL. X_･1)'が与えられる.入力ベクトルのユークリ

-,ドノルムは,常にlであると仮定する.つまり,x∈SL(SLはRL･1中の単

位球南)である.入力層のJ番目のユニットから中間層のi盲目のユニットへの

シナプスの強度を.wl.とし.これをjについてまとめてw l - (Ⅳ1... W .2.

, w l･し.Wl.し･l)Tと表す.すなbち中間層のユニットの入力は.

S.- (x.wl,). 1-1.2.･ .tl. (3.6)

で与えられる･回路への入力同鎌,シナプスベクトルW '.i,SL上に制限される

と仮定する.これにより.式(3.3)の条件が満たされる.

出力屑は･N個の鴇形な特性を持ったユニ･./トから成っており,その出力つま

り回路の出力は,つぎのように与えられる.

y(t)-(y-(t),y2(t),y3(t), ,yN(t))T,

(3.7)

y.(t)-∑.･W2.,1[U,(t)〕, i-1.2,･ .N

以上.式(3･1).(3･2),(3.6),(3.7)で,この回路網の出入力関係が完全に

記述された･すべての躍れユニI.'トの内部状態 u.を.等 しい正の値にリセッ

トしたのち.入力層をあるx∈SLに固定してしばらくすると.中間層のユニッ

トのなかで最大の入力を受け取るものだけが1を出力するようになる.そのユニ

ットをk(冗)春日と書くことにすれば.求(3.7)より.その時点で回路の出力は

y･(t)-W2･日., i-1.2.･ .lVとなっている.これを入力xに対するこの回

路の出力 y.(.T()であると考えることにする.

入力の空間 SLを,k(x)によって.そのなかでは.k(冗)が一定であるよう

な部分集合

V,圭(冗Ik(.Tl)-i1

-I.7(I(x.W.)>(W,x,),j-1.2.･ i11.i-1.I .n.

に (V.の境界は除いて)分割すると,この回路の出入力関係は.
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hr2.1 X ∈Vt.
W2.2. X ∈ V2.

y2.3. X ∈V3,

y.- i (3.8)

y2..l. X∈Vn. i-1.2.･ ,Y.

という階段関数になる.この分割は, 卜vll. W .2. I. W.1日こよって･ SL上

に生成されるポロノイ ･ダイヤグラムである･

芋習は.隠れユニットを等しい初期値にリセットし･回路網に入力を与え･

シナプス強度 wl.‥ 打2.,を変化させることを掠り返しておこなわれる･中間

層内部の結合は固定する.学習の目的は与えられた出入力関数 f･SL-良"I

∫(x)-(fl(x),f2(:i).- ,fN(x))Tをできるだけ正確に近似することであ

る 中間層と出力層の間の結合は誤り訂正学習によって変化させる･

y2..:- y2.,十e 2Jtf.(x)-y.(x)日:u.]
- W2..十e 2tf.(x )- V‥日〔U.],

i-1,2, .N.j-1.2, ･･,M.

(3.9)

0<e2<<1.

ここで :-は更新を表す.

入力屑と中間層の間の結合w t.の学習はHebb学習によるが･W -Lは ･ SL上に

制限されているので,学習を与える式は次のようになる･

wl.:-(W..十e.1【U,]x)/ "wl.十ell〔ul]xu. (3･10)

i-1.2.･ .M,

0<eIくく1,

§3.3 隠れユニットの分布

回路網への.入力の頻度分布が,p(x), x ∈ SLてあるとき･学習の結果ど

のような結合が形成されるかを考えよう.バ ックプロバデーションと違って,

中間層と出力増の間の結合 y2.,は中間層のユニ･t,トの活動に影響を与えか ､

-EIEl‥

図3.4 L-2の場合のポロノイ･ダイヤグラム

(鈴木敦夫博士の御厚意による)

空間をその中に散らばる可算個の母点によって.各母点の周 り

の ｢なわぼり｣ (ポロノイ領域)に分割したものがポロノィ.ダイ

ヤグラムである.空間内の各点はその点に最も近い母点のポロノ

イ領域に属する.もともとポロノイ･ダイヤグラムはユークリ･yド

空間の中で考えるのが普通であり.ここに示した例もそれである

が,ここでは球面 SL上のポロノイ･ダイヤグラムを考える.しか

し,母点の数が非常に多く.各々のポロノイ帯域が非常に小さい

場合を考えるので.局所的にはポロノイ･ダイヤグラムは接平面上

のそれで十分近似される.

-El己-



ので,先ず入力層と中間層の間の結合 W-.の形成だけを考える･これが決ま

れば, W2.,の形成は.後で述べるように大変簡単に分析できる.

直観的に言えば,トト個のベクトル w lは互いに反発 し7Lfがらp(I)の大きい方

へ動くので.i,L SL上にいくつかのp(x)のピークがあ り,隠れユニットの

数がそれとほぼ同じならば,椅子取りゲームの様なことがおきる･ここでは隠

れユニットの数が非常に大きい喝合を考え, w i.の SL 上での分布p(x)を

考えることにする.

隠れユニットの数が非常に多く,SL上で混み合っているとき.個々のポロ

ノイ菰域 V.(t)は,非常に小さなものになる このとき式(SILO)から導かれる

平均学習方程式〔日はつぎのように近似できる･

.形_W-.(t)∝ m.(t)-､Vl.(t). i-1.2.･ M･ (:,･11)

ここに m.(t)は.i番目のユニットが発火 しうる入力の集合すなわちV.(t)の,

p(x)で重みを付けた重心である.式(3.ll)はつぎのかたちのポテンシャルをも

つことが分かっている[71.

E(W-.,wt2, .,W'｡)-∑./U,llx-W､.I12p(汰)dx･ (3･12)

それては Eを最小にするwl.の分布とはか こか.隠れユニットの数が非常に多

いとき.局所的には p(I)は一定で , w l,の配列は局所的には-様な最古柏道

を実現 しているt,のと考えられる.任意の点x8付近のポロノイ領域の直径を

a,(x｡)とすると.a(xg)∝ p(x匂)-1/し,一つのの領域内で.p(x)はp(xa)で

十分よ(近似される.よって,この付近での一個の領域内ての IEx- w l･lI2

の積分 e(a(x｡))は,y-(x-W､.)/a(:{8)と変数変換することにより,

e(a(x旬日-/U.llx-wl,ll2p(x)dx

= ] ｡ .′HTma(xa)21ly lI2p(xa)a(x8)Ldy

-p(:(a)a(xa)し◆2e(1)

∝p(xe)p(.Tto)-tL.2''し (3.13)

ここに,V./a(x｡)は.(y la(xB)y十wl.∈V.tによって定義される直径lの

霞城である.また.萩城V.が十分小さく,その内部てのp(x)の変化が無視でき

るため,箭域内て p(I)- p(xB)が成 り立つことを使っている

単位捧持あたりのポロノイ帯域の数がpだから.

-ilb-

E- /sLP(:{)e(a(x))dx

- :S▲p(冗)p(x)12/Ldx (3.14)

となる.これを最小にするp(x)を,/sLP(x)d:(-1という条件下で突分法

をつかって求めると次の定理を得る.

定理3.2

中間層の素子の数が十分大きいとき.学習則(3.10)による学習が完了したとき

の中間層の素子の分布密度は,

p (x)∝p(x)L'tL･2' (3.15)

によって近似される.

V2.,の学習の結果は.(3.9)式から得られる平均学習方程式,

鬼打2.,-/U,tf.(x)-hr2,7p(冗)dx, (3.16)

の平衡状態として,つぎのように得られる.

W2L,-lu,f.(:()p(.T()dI(/ /U,p(冗)d:(

-)U,tf.(m,)十▽f.(m,) (x一m,)Tp(x)dx/ /U.p(x)dx

-f.(m,) (3.17)

ここにm,は,V,の重心 (L=2ならば正六角形の中心 )である.

§3.4 平均自乗誤差を最小にする隠れユニットの分布密度

前節ではHebb芋富によって形成される隠れユニt･/トの分布を求めたが.これ

とは別に,この回路で実現される出入力関数y (x;wl,Wこ)と,与えられた閑散

f(x)の平均自乗誤差 (MSE)を最小にするためには隠れユニットは.どのよう

に分布すべきかを考えよう ItSEはつぎのように書ける.

.qSE-/sLHi(x)-y(x:W一.V2日I2p(x)dx

-∑.,HSE.,.

‥Eh-

(3.18)



HSE,,- /uJ(I.(x)-V2.,)2p(x)d.T(

=p(m一)/U,∇[(m,) (x一m,)2dx

-p(m ,I/ ーJ V (xITTLJ)(:(一m,)Tv.'dx

-p(m,)V.C,v T. (3.19)

ここに.V.-∇f.(m.)(横ベクトル ).C.-/U,(x-m,)(冗-m,)'d:くで

ある.

本節でも.隠れユニットは.局所的には最奮構造になっているという条件下

で HSE を最小にする分布を考えることにする.つまり.∇f.(m,)と直交する

方向に薄く延びたポロノイ績域を作るようなことは考えない (そうすれば同じ

ユニ･ソトの密度て MSEを減らすことができる).なぜなら,その様な配列はHe

bb学習によってつくることができないからてある.しかし.最密稲造のポロノ

イ領域は球ではないので.これをどの方向に向けるかという間掛 ま残る (つま

り.L-2の喝合ならば,正六角形の角を∇r.(mJ)に関 してどちらに向けるか

という問穎) これに関してはつぎの補題がある.

補題3.3

ポロノイ帯域が最密稽道になっているとき. V.CJv Tは.V .の方向によら

ない.

証明

C,は対称行列なので.適当な直交行列Oを用いて,C,-OT̂ O,∧-

diag(人1, 人2. ･. 人し)と分解できる.また,V一の対称性から.いくつかの直

交行列0｡に対 して.09TC,O｡-C,となる.これより.Q-00｡O'-

(q‥)とすれば,

′＼-QT∧Q (320)

ここで.一般性を失 うことなく.A.≧人'-≧ ≧人Lと仮定する.式(3.20)の

(I.1)要素に着目すると,

入1-∑k人kq-12 (3.21)

Qも直交行列だから.∑-qkl-1-1.よって.qt.≠0であるよう7LJkに対して.

-48-

A--人 tとなる.すべてのkに対 して適当tJ09がとれるので,詰局∧-All,

よって0_-人lIを得る.Lたがって･/.CLv.'-人Illv.lI2 q.e.d.

この補担によりMSEを最小にする隠れユニ ソトの配置間Fiiiは.(.の変化の二次

以上のオーダーを無視すれば,密度p (:{)のみを問題にすればよいことがbか

る.

C,の定義より式 (3.19)から,A..はポロノイ領域V｣の直径のL⊥2乗に比例す

る量である.よって式(3.13)と同様に,

HSE.,∝p(m,Hrv.(m,)!12p(mJ)~u･2レし (3,22)

を得る.これよりMSEは,

MSE-∑.I.tlSE.,
-JsLp(x)∑.llv.(xHl2p(x)-(し･2レLp(x)dx

∝/sLZ(冗)p(x)~2/Lp(.T()dx. (う25)

ここに Z(汰)-∑.llv.(冗)lr2- ∑ ▲Jl∇f.(xH;2は,x∈SL付近で.関数

I(I)が,どのくらい速く変化しているかを表している こttはこの付近での,

この関数の学習のむずかしさを表すひとつの尺度と考えていいだろう.

式(3.23)を最小にするpを,求 (1).15)と同様に求めることができる.

定理 3.5

中間層3)素子の数が十分大きいとき,平均自乗誤差を最小にする中間層の素

子の分布密度は.次の式で近似される.ただし,中間層の素子は紋視的には最

密指遠を作っているとする.

p(x)∝ くZ(x)p(x)卜目し･2' (3.24)

式(3.24)は.式(3.15)の p(x)を Z(x)p(I)て置き換えたものにはかならな

い.従ってつぎのことがいえる.ある入力分布 p(.T()に対 してHSEを最小にした

いのなら芋習の際は入力分布としてp(x)の代わりに.Z(I)p(x)使 うべきであ

る.これを一言でいえば.''むずかしいことは何度も練習すべ し''ということ

である.
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§3.5 誤差について

前節で取り扱ったモデルは与えられた非線形関数を階段関数で近似するもの

であるから.その誤差の解析は容易である･

まず学習の際の入力の提示確率としてp(x)をもちいた場合は.(3･15)より

p(x)-C～P(x)し/(L◆2'

となる.ここにMは隠れユニ.yトの絵数,Cは.

C-1/ Jp(x)し′̀し◆2'dx.

である.よって.x付近でのポロノイ領域の直径a･(x)は.

a(x)-(p(x)Y)-1'L

-(YCIり-1/Lp(x)Il′(し◆2'

で与えられる.ここにYはL次元の最密配列を母点とするのポロノイ領域 (i-2

ならは正六角形 )で直径が1であるものの体積である･すると.学習すべき非線

形関数とこのモデルの実現する閑散の差は.点x付近のポロノイ帯域の境界で

は,

e.(x)-a(XHLv.(x)"/2

-(ycN)-1′Lp(x)-.,'L･2'LIvl(x)"/2,

となる.ただしこれは同数の第i成分に関する誤差である.

学習の際の入力の提示確率としてヱ(x)p(x)をもちいた場合も同様に,

el.(x)-(yC'M)一.′Ltz(x)p(x)ド.''し◆2'"v i(x)lI/2.

ただし.

C'tl/ /tZ:(x)p(x))い'L'2)dx.

と求めることができる.

いずれの場合も誤差はN-1/しのオーダーであるが.xによって変化する部分を

比較すると.学習の際の入力の提示確率としてZ(x)p(x)をもちいた場合は･

-50-

"V.(x)llが大きいところでは Z(x)-｣'{い～'は小さくなる傾向があるので誤

差の変化はe.(x)よりe'.(x)のほうがなだらかになる.特に出力層が1個のユ
ニットからなる精舎は.2,(x)-ilvl(I)Elだから,

e'1(x)-(VCH)~､/Lp(x)~1,LL･2'llvl(xHいし･lレ■L･2'/2.

となる.

§3,6 パ ック ･プロバゲーションを用いた場合

バック ･プロパゲーションは,本来フィードバック結合のない神経回路の学
習法として提案されたものであり,一般にフィー ドバ･.'ク結合のある神経回路

の場合に.拡張 しようとすると.結合強度の変化量を局所的かつ並列的に計算

することがきてない.しかし本章で取 り扱ったモデルでは.その因襲を回避す

ることができる.

このモデ/レにバ ック .プロバダーションを適関すると.まず中間層と出力層

の間の結合に関しては,誤り訂正学習であるから,(3.9)と同じになる.問題は

入力層と中間層の間の結合W-.である.

ある入力が回路に与えられたとき,その入力に対する回路の出力を入力xを

正解に近付けるように結合を変化させて行くのがバック ･アロバデーシ≡ンの

基本的な考え方である. xが何れかのポロノイ領域の内点であるとき, w l,に

統少な変更を加えてもxが属するポロノイ領域は変bらず,よって,出力に変

化はない.出力に変化があるのはxが二つのポロノイ領域の境界上にあるとき

だけである.このとき,その二つのポロノイ積域の母点 く中心の点)をw l.

wl,とすると.中間層のi番目とj番目の素子への入力が等 しくなっている.す

なわち.

(x.wl.)-(;(.W.,), (3.25)

がなりたつ.I,Lxが.w t.の周 りのポロノイ領域に入れば出力はW 2 -

(yZ1.,W22., .V2N.)-.W-,の周 りのポロノイ筒域に入れは出力はW2,-

(W2､,. W22‥ , y2N.)7.になるのであるから.W2.とW2,の うち,正解

f(x)に近い方の出力を出すようにするには.

r-り x - W 2,日2-日 x - W 2,Il2
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を使って.

w t.:≡wl.十 e,rx/ 日wl.+E.rx IL

(3.26)

w l.:=lVl.- e.rx/ LIw l.- e ;rx ll,

とすればよい (図3.5).これを条件(3.25)が成立する均合にのみ実行するの

である.

いうまでもなく.入力xがちょうど二つのポロノイ範域の境界上にくる確率

は0である.よって.ここで述べた学習をそのまま実行 したのではいつまでたっ

てt,回路は変化しない.そこで実際には,条件(う･25)は次のように安更Lf,Lけ

九はならない.

11(:(,wl.)- (冗,wl,Hr<d. (327)

この精舎 (:(.w l.)と(.i(,Wl,)は,(x,wl-). (冗,W .2), ,(xIW lV)の

うちの最大のふたつ.またdは適当な正の数である･こうするとxがポロノイ領

域の境界にある程度近い喝合にW-,を変化させることになる･

また,wl.を変化させる場合とそうでか ､均合の間を連続的につないで,

wl.:-w t.十e,rgTく/ LIw l + elrgXLI,
(ち.28)

wl.･-wl.IelrgX/ llw l.-elrgX".

としてもよい.ここに.

gA-a,(((x.W･.)-(x.W ､,)〉/d), (1,･29)

4,(I)は,たとえはexp卜 x2)のように Ixi-∞てOに収束する対称tJ単調減少

関数である また,

1, Lxl<1,

¢(x)圭 I

O. x ≧1.

-52-

図3.5 学習則(3.26)の意味

入力xが二つのポロノイ領域wl..wl,の境界上 (もしくは境

界のごく近く)にきた場合,正解 f(x)とW 2.,W 2.を搬ぺて近

い方の出力が出るように母点wt.,lVIJを動かす .
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とすれば,(3.26).(3.27)と同じになる･

(3.27),(3.29)において,dは定数とせず,芋習の初期では.ある程度大きく

しておき.次第に0に近付けるようにしたほうがよいだろう.

条件(3.27)が成り立つかどうかを判定するには.中間層の素子の中で最大の

入力を受け取っているものだけでなく,その次に大きな入力を受けている素子

を見つけなくてはならない.それには,次のようにすればよい･

まず,中間層の全ての素子に対して共通に,新たな制御用の入力∂を設ける
この入力は.各素子に対して等しいシナプス荷重1で請合している･

9iu.(t)ニーU.(t)十cll亡U.(t)卜 C2∑,1[u,(t)〕十S+8. (3･30)

i=1,2.･ ..q

Sは61>0と0の何れかの値をとる.8を0に固定すると(3･ち0)は(3･2)に一致す
る.

C,.C2.81は(3.4)に加えて.

2C2十 1-81くcl<3C2-1一∂., 2<81く3 (3.31)

を満たすようにとる.これを満たすcl.C2.8.が存在することは容易に確かめ

られる.実際例えば,C1-4.7.C～-3,8.-2･5とすればよい･(3129)のダイ

ナミクスについて.補選 3.2と同様に.次の補蓮が証明できる･

補選3.4

基本競合系(3.3O)において.8-8tとする.シナプス強度C-,C2が･条件

(3.4),(3.31)を満たし,人力S..i-I.2.･ .Mが.条件(3･3)を満たし･ま

た,あるS‥ S.について.

S,>5.5->5..i≠j,k

が成 り立つとする.さらに全てのu.に等 しい正の初期値を与えて･入力S･を固

定し.∂も∂1に固定したとする このとき.

I) ∩(i)≧3のとき.すべてのu･は.減少 し,S･･i-ll2･ IH.によらず

に定まるある時刻まてにU (t)<3となる

ii)n(t)-2のとき.二つの正のU.は.ある正の値に前近し,他のu･は･
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それぞれ.ある負の値に漸近する.

証明

(3/>0)において.8= 8.とし,n(T)を使って苗き直すと.

,Yu(t)ニーU.(i)十cll[U.(i)】-C2n(i)十S-61.

これと,ら.,cl.C2に関する条件(3/>).(331)よ･)

i)n(t)≧3のとき.u(t)≧Oならば,

%U.(t)≦C,-3C2+1十61<0,

とな り,U.(t)は減少する.また, S.,i-1.2.A .H.によらずに定まる時刻

i-ua/(-C,十3C2-1-81)までにn(i)<3となることが分かる.

il)n(t)-2のとき.U.(t)>0ならば,

,A,tiu.(t)--U.(t)十C--2C2十S.十St,

となり,U.(t)は,C.-2C2十S.十Sに漸近する.条件(3.3).(3.31)より.これ

は正である.また.U.(t)≦0ならば,

>clu.(i)--u.(t)-2C2+S.十3..

となり.u.(t)は,-2C2⊥S.十Sに漸近する.完件(3.3).(3.4).(31L)より.

これは負である. q.e.d.

また補題 3.1は基本競合系(3.29)に対しても成り立つ.補&-3.1と補選 3

.4から.定理3.1と同様に次の定理を得る.

定理3.6

基本競合系(3.30)において.補婚3.4の条件が成り立つとすると, S..i-

1,2.･ ,M.によらずに定まるある時刻までに.最大の入力を受け取ってい

るものと,その次に大きな入力を受けている章子の二つが,出力1を出し.他

の出力は0になる.
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入力xが与えられたら.しばらくの間 8- 8-としておき,中間層の素子のな

かで最大の入力を受け取っているものと,その次に大きな入力を受けている葉

子の二つが.出力1を出し.他の出力は0になるまで待つ･そののち,oh-0とし

て,最大の入力を受け取っているt,のだけが残るのを持てばよい.

§3.7 モデ/レの簡単化

本章では.入力xとwt.の絶対値を1に制限したが,この制限を用いないモデ

ルを作ることもできる.

入力層に.L個のユニットがあり.ここに入力x- (x..x2. ･,XL)'が与えら
れるとする.入力ベクトルのユークリッドノルムを1てあると仮定 しないかわつ

に,次元がL十 1か らひとつ減ってLになったことに注意されたい.これに伴って,

中間層の素子の荷重ヘクトル lvl.のaJT'元もひとつ減る.中間層のユニIyトの入

力には,(3.6)のかわ りに,

S-h(III-w l.il).i-1,2,. 11, (-).32)

を使 う.ここで,h(x)は,-1<h(x)<lを満たす.単調減少関数である･芋習

則 (3.10)は .

wt.二-(wl.+e.1:u:(冗-wl,)1'.i-1,2.･ .M. (3.33)

0<et<<1,

と変更する.(3.26),(3.28)も同棲である.

このモデルに関して本章で述べられたことは全て成り立つ.

最後に.本章では.入力ははSL全体に分布 していると仮定 したがSL上の次

元の低い.なめらかな部分多様体上に分布していたとしても,同様な議論が成

り立つ.ただしその喝合.Lは.その部分多様体の次元となる.それでは.入

力が帖 元 (X≦L-I)のなめ らかtJ多様体に沿った非常に薄いK+1次元の多棟体

上に分布 しているとき,Xを部分多様体の次元と解釈すへきなのか.それともX

十1を部分多様休の次元と解釈すへきなのか この判断は中間層の章子の数とも

関係してくる.ポロノイ鱗域を.q次元多様体上で考えたときの直往に叔ぺて,こ

の日-1次元多様体の厚さが十分小さいときは.Kを部分多様体の次元と解釈すべ

-Tt)-

さである.逆に直径の方が厚さと較ぺて十分′トさいときは,K+1を部分多様体

の次元と解釈すべきである･
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第4章 トポ7'ラフ ィ.ソク ･マ ッピング形成の数理

§tq は しめに

bれわれの網膜上に与えられた視覚情報は外側膝状体 (LnBまたはLGy)の詞

胞を経由して大脳皮質徐部の視覚領の第 17野に送られる･外側節状体も大脳

皮質t,層状梢遠を7LJしてお り,何校かの 2次元の神経均と考えてよい.胡膜の

出力細胞は神経節細胞と呼ばれるが,1個の神謹節.W胞は外側膝状体の比較的

狭い範囲の細胞に結合 している (投射するとい う)が.網膜上でF.葺合 う神経節

頴胞が投射する領域は.外側膝状休上でもやは り隅合っている.すなbち,網

膜から外側膝状体への投射は トポロジカルなマ ′ビングになっている.外側膝

状体から第 17野への投射も同様てある.したがって.網膜と第 17野の細胞

の対応関係t,やは りトポロジカルである.ただ し.視野の中心付近の網膜では

周 りと較ぺて視紹胞のサイズが小さく.単位面積あた りの細胞数が多くなって

いる.この部分は ,第 17野では広い面積を占めている.このため網膜と第 1

7野の細胞の対応関係は.トポロジカルではあるが,歪んだものになっている.

魚題や両棲類など大脳皮質の未発達な脊椎動物では,視覚の中枢は大脳視覚領

ではなく中脳の上丘と呼ばれる部位であるが,これ らの動物でも網膜 と上丘の

間に同按の連続的な話合関係が観察される.

このように,二つの神経喝の間の トポロジカルな投射のことをトポグラフイ

あるいは トポグラフ ィック ･マ ッピングとよんでいる.視覚系に見 られる.網

膜と関係 した トポグラフ ィック ･マ ッピングを.特にレテ ィノ トビィと呼んで

いる.しティノトビィは.外側膝状体と第 17野だけでなく.視覚講のさらに

高次の部分で t,ある程度保存されている.

脳のなかには.レテ ィノトビイに限らず,さまざまな トポグラフィック ･マ

ッピングの存在が知 られている.たとえば,運動野と体性感覚野には.それぞ

れ全身の皮膚との トポグラフイがあって,手のように碑雑な運動をする部位は

運動野て広い範囲を占めてお り,舌のように感覚の細やかな部位は慈覚野で広

い範囲を占めている.

第 17野のレテ ィノトビ イについては.以下に述べるように-さらに細かい

梢迄が知られている【6ト 第 17野には.網膜上の特定の位置 (受容野 )に特定

の傾きの線分あるいは明暗の境界 (エ ･L'ジ)が現れたときに反応する単純型細

胞と.網膜上のある領域内に特定の傾きの抜分あるいは明暗の境界 (エ t.,ij)

が現れたときに反応する梓経堂細胞があるが.これらの細胞は,同じような方

-うり-



図4.1 視覚節のコラム捕道とハイパ- ･コラム梢連の模式図

コラムの特性には遥択方向の他に上図左側面に示された眠使泣

性がある,そして.脱つかのコラムにまたがって.臥iHJ(性を持

つプロップと呼ばれる禎域がある (国中の円柱).

-6【卜

向の線分やエッジに反応するものが皮質上でも隅合うように並んでいる.した

がって.第 17野の表面に一本の直線を引いて,それに沿って紳胞の反応を見

て行くと,細胞の受容野の位置と反応する詫分まT=はエ･･'ijの方向の両方が変

化していく.しかし受容野の位置の変化は.反応する線分またはエ･･Jijの方向

に較ぺて.遥かにゆっくりしたt,のになっている.また.受容野の位置にかか

わらず,ある方向の線分またはエッジに反応するすべての細胞の分布を調べる

と,ちょうど指紋のようになっていることもわかっている.この ｢紋｣の縞の

宿すなわち方向の変化の -波長｣は,サルの場合数百Jlである.

さらに細かく見ると.滞胞の受容野の位置と反応する線分またはエッジの方

向の変lLは速読的なものでなく,ところどころで小さなジャンプを繰り返す階

段関数のようなものになっている.これは,大脳皮質に広く存在するコラム楕

道のひとってある.大脳皮質はコラムと呼ばれる小節域に分割され,ひとつの

コラムがひとつの捷能単位として働いている.第 17野の場合,同じコラムに

含まれる細胞は,単純型,複雑型など細胞の種頴は追っても.ほぼ同T=位置の

受容野と反応方向をもっている (図4.1)

第 17野上で.直径数百〟の範BfI内に存在するコラムの集合を考えると,そ

のなかには.視野上の一点に提示されたすべての方向の線分またはエッジに反

応する綿胞が揃っている.これを一つの民能単位と考えることもできるとこか

ら,これをハイパー ･コラムと呼ぶ.

視覚策に見られるこのようなモザイク状の複雑な稲造は,2次元の大脳変質

に,2次元の視野とその各点に与えられたさまざまの情報をうまく配置する役

割を果たしていると考えられる.

それでは.このような捕遠は,なにによって作られるのか.遺伝子によって

あらかじめ決まっているとする説と.生後与えられる視覚情報に応 じて自己雑

技によってつくられるとする説とがあって,未だに完全な決着をみてはいない.

しかし,脳のどの部分のどの種類の細胞がどの部分のどの種類の細胞に投射す

るかなどの大まかをところは遺伝子によって決定され,神経回路の細部は自己

組織によってつくられるとみるのが妥当であろう.

hlillshowとMユlsburgr_10二は,レティノトピーの形成のモデルを発表した. 彼

らのモデルの神経均は,入力周,出力屑ともに直線上に並ん1=神経細胞群であ

る.入力屑の細胞は外部から与えられた入力によってのみ発火し,入力層の甜

胞間の結合や出力層からのフィード･バI./ク話合はない.入力屑に隣合っtL:ひ

とかたまりの細胞が同時に発火するようなパターンが与えられる.出力層では

近くの細胞同士は互いに興奮性の結合て結ばれ.少し鼻至れた細胞同士は逆に抑

制性の結合で結ばれているため.一つの滞胞が発火すると.その周囲のある範
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園の細胞がまとまって発火する.そして.入力層と出力層の間の結合はHebb別

によって形成される.ランダムな結合から出発したシミュレーションの結果.

入力層から出力層への連続的な結合が形成されることが示された.

これに先立って.Malsburg【9]は,単純型細胞に相当する方位選択細胞の喝の

形成モデルも発表している.このモデJLの神経喝は入力層,出力層とt'に平面

状に並んだ神経細胞群である.入力屑に与えられる入力は9種類の方向の異な

った直線バターンで,方向の似通ったパタ-ンは.共通に発火する讃胸の数が

多くなっている.Lたがって.これらのバターンの集合はTt(円環)の指道を

持っている.その他はレティノトピーのモデルとほぼ同じである.やは りラン

ダムな結合から出発したシミュレーションの結果.出力層において近くにある

細胞同士は似たような方向の入力に強(反応するようになった.

ALmriら[5,9]は,WillshowとMalsburgのレテ ィノトピーの形成のモデルとほ

ぼ同様のモデルを解析し,1次元の入力層の一定の長さの区間に含まれる細胞

を同時に発火させて学習を進めたとき.入力層の神経均と.1次元の出力層の

神経喝との間の.連続なマッピングが安定に保持される条件や,出力層におけ

る分解能などを理論的に求めた.また.連続なマッピングが不安定になる場合

には.コラム状の紋細梢道が形成されることをシミュレーションによって示し

た.Xohonenも同標のモデlレに関して様 々なシミュレーションをおこなっている

[7】.Xohonenのモデ/レについては, §4.2で詳しく述べる.これらのモデルは.

脳内に普遍的にみられるトポグラフイの形成原理に関する仮説となっている.

以上の四つのモデルの共通の特徴を.次の三つにまとめることができるだろ

う.

1)入力層に与えられるパターンの集合 (信号空間)はパターン間の内積の大

きさによって定義されるトポロジーを持っている.

2)出力層ては近くの細胞同士は互いに興奮性の結合て結ばれ.少 し離れた細

胞同士は逆に抑制性の結合で結ばれている.このため-つの細胞が発火す

ると.その周囲のある範囲の細胞がまとまって発火する.出力層はこの発

火バターンによって定義されるトポロジーを持っている.

3)入力層と出力層7)問の結合はHebb別によって形成される.

もちろん,入力層に与えられるパターンの集合も出力層の細胞の集合も有限

集合であるから.ここでいうIIトポロジー●1は厳密にいえば比時である.

この三つの特配にもうひとつ付け加えるとすれば.これらのモデルでは,い

ずれも入力信号の次元が出力屑の次元と同じかあるいはそれ以下である.しか

し.例えば網膜のあちこちに様々な方位の線分が写るよう7Lq:状況を考えると.

‥も声一

信号空間B

信号空間C

図4.2 信号空間の次元が出力僧の次元より高い場合に予想される

マッピング

出力周の細胞にそれを最もよく興奮させる信号を対応させる.

出力層から.信号空HL'lへの写性を考え,Ll'.力屑が li欠元で信号空

樹が2次元の椙合に予想されるマッピングをこの写他の性によっ

て示し.[=.Aは信号空rL.]が広い平面の場合.Bは細長い帯状V舐域の

場合.Cは細長い円柱の川面である場合てある.
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入力信号は, D2×Tl(円板×円環)すなわち3次元の稲造を持っており.こ

れに対して脳内の神経喝は2次元である.このように.入力信号の信号空間の

ほうが出力層より次元が高い精舎には,位相幾何学の教えるところによれば,

入力信号空間から出力層への 1:1の双方向に連続なマッピングは存在しえな

い.大脳視覚領に見られるハイバ- ･コラムのような複雑な構造は.この不可

能を克服するために自然が苦し紛れに作 り出したものなのではないだろうか.

それならば,Villshow.NalsburgやAnariのモデルはこの囲窪を同杖の方法で回

避するのだろうか.

ここで.この種のモデルの解の振舞いについて.直観的な分析を加えておこ

う.もしも出力層に興奮性の相互結合がなく,相互抑制だけがはたらいていた

とすると,これらのモデルは第3章のモデルと同じようなものになり.前述し

たように,各出力素子の荷重ベクトルは,お互いに反発し合いながら信号空間

のなかの出現確率のピークに向かって引き寄せられ.その結果いわゆる椅子取

りゲームのような事がおこる.しかし,これらのモデルでは,興奮性の相互結

合のために,出力層で隣合った素子は.同じ入力に対して同時に発火 しやすく.

その結果隣合った素子の荷重ヘクトルの間には.逆に引き合う力がはたら(.

隣合った素子の荷重ベクトルの問にはたらく引力と少し寂れた素子の荷重ベク

トルの問にはたらく反発力,この二つの力のために,荷重ベクトルは,ばらば

らになることもなく.一点に集中することもなく.順序よく信号空間の中に鉱

がっていくのである.したがって,もし信号空間の次元が出力層の次元よりも

高い喝合は,信号空間内の荷重ベクトル群の作る曲面は余分の次元を埋めるた

めにひだを作ってうねることが予想される.信号空間の余った次元の方向の頂

が厚いときは桂JTな不規則なうねりかたが可能だが.その方向の偏が汚いとき

は.うねりかたが,比較的規則的なものに限られるのではないだろうか (図1

.2).

次節 §4.1では.この間題にボルツマン マシンの理論を応開し,入力屑が2

次元で出力層が 1次元である場合に,ハイパー ･コラム状の捕遠ができること

を示す.さらに§4.2では,Kohonenのモデルに現れる単純連続解の安定性を調

べることにより.入力信号の信号空間のほうが.出力層より次元が高い#31台に

ハイパー ･コラム状の絹道ができるための条件を求める,また,現在までのと

ころではArnariのモデル以外のモデルでコラム状の稲造ができた例はないが.コ

ラム状の微細構造の形成されるための条件を解析して,XohonenのモデJLては.

コラム構造はできないことを示す,さらに.モテルをより自然なものに改良す

ることによってコラム状の構造を作ることができることを示す.
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§4.1 ポlレツマン ･マシンを応用したトポグラフィック ･マ.･'ビング形成のモ

デル

4.1.0 ボ ルツマン ･マシンをモデルに応用することの意味

第2章で詔'介したHintonの定穫 (定理2.1)によればボルツマン ･マシンに

HIntOnの字富をさせた場合,結合はV素子に与えられた分布を再現するように

変化する.フィー ド･バック話合をもつ芋雷神軽回路モデJLの場合,神経輿盲

のダイナミクスと学習のダイナミクス3)関bり合いの耶折が神経回指モデルの

解析の本質的な部分であるが.ポIL,ツマン マシンの場合は.それがたった 1

本の方程式(2.4)によって,簡潔かつ非常に一倍的なかたちで表されているのは

実に驚くべきことである.ボルツマン マシンを応用 した学習神経回路モデル

は.定哩ョ 1を使うことによって非常に簡単に解析することができる.すなわ

ち.ある分布を与えて学習させたときどのような結合ができるかを知 りたいと

きは,学習のダイナミクスを追いかけるのではなく.その分布を再現するよう

な結合を探せばよい.どのような結合がV素子に与えられた分布を再現するか

がわかれば,すくなくとも,その話合状態が学習に関して安定であることが直

ちにわかるのである.しかし不思議なことにこのような考え方にたって,ボル

ツマン ･マシンをモデルの解析に応用 した例は束だないようである.

4.1.1 ポJレツマン神経場

ここではボルツマン ･マシンによる神経喝を考えるが,その茎環となるのが.

第 2章の例2.2である.それによると.n個のV葉子だけからなるボルツマン

･マシンにおいて,その内のk個 (O≦ k≦n)が発火するパターン (nC.個あ

る)を等確率で出現させるような分布は

bl.-r(k - 0.ラ).

V ,--r, i ≠ j,

として r-∞ の極限で実現てきる.

さて.n個の素子を考え.この結合によって.そのうちのk個だけが輿育す

るように相互抑制性結合を定める つぎに.これを環状に並べ.隅合っ{=素子

だけを.ある程度の強さの輿盲性話合でつなぐと,結果として.Malsburg,

Amari7LLfとの仮定 した結合と同じt,のかできる(図4.3)

←もil;



W.-r(k I 0.ラ).

W ,=~T.i≠ j.j二日aLOdn)

W,--｢(l千b),i-j=l(modn)

bが十分小さけ九は･隣合った素子どうしの結合に付け加えられた興奮性結合

rbがエネルギーに与える影響も小さく･興奮する葉子の款がk個のときのエネル

ギーがそれ以外の数の葉子が興奮する場合のエネルギーより低いという性質は

保存される･しかし興奮する素子の数の等 しいバターンのエネルギーの問には,

興奮性結合の影響で歓妙な差が生ずる･興奮性結合によるエネルギーの減少は.

発火パターンに含まれる拝等合ったペアの数に比例するから.bを十分小さくとれ

ば一r無限大の極限で･連続したk個の葉子の発火だけが起きるようにてきる.

これは･甘利の神経喝モデル日･5･9]における局在輿盲目oca1eycitat川n)に相
当している.

4･1･2 1次元から1次元への トポグラフィック マッピング

･ilJLツマン ･マシンの学習別は･V素子群に関 しては.教師付芋習である.

したがって-これをトポグラフィック ･マッピングの形成モデルに応用 しよう

とすると･出力層をV素子群と考えることができか ､･そこで.入力層をV素

子群とし･出力層をH素子群とする･通常の トポグラフィック ･マッピングで

は･入力層から出力屑に向けてのみ結合がてきるが.ポJLツマン ･マシンでは,

すべての結合は対称なので･ここでは･入力層と出力層の間に対称な話合が形

成されるモデルを考える.

前節で考えた n個の素子からなる環状のポJL,ツマン神経喝を考え,隣合った

2個の素子だけが･発火できるように結合を定める･環状の均を考えるのは,

境界の影響を除外するためである･これが出力層すなわちH素子群である.A

力層すなわちV素子群t,同じく環状に並んだ n個の葉子からできている.V素

子群の馴 臼は･すべて等 しく高いしきい値をもっているとする,V素子群内部

には結合lニ考えなし- またH景子群内部の結合も固定され.学習はV.H素子

群の間の話合でのみ起こるものとする.

このボルツマン ･マシンのV素子群に隣合った2個の素子が発火するパター

ンを等確率で指示して HlntOnの学習別に従って芋雷と反芋雷をくりかえすと,

ポ/いソマン ･マシンは･その自由な動作状態において,V葉子群に持合った 2

個の葉子の発火を等曙率て再現するようになるはずてある･では.それを可能

16t)-

図4.3 ボルツマン神経場の内部結合

この図では , W‥のところにしきい値W,を示 してある

入力層 (V) 出力層 (H)

図4.4 ボルツマン神経場における

1次元から1次元への トポグラフィック ･マッピング

入力周と出力周の細胞を一つずつ順序よくつなげば.入力層に

与えられた分布を実現できる.
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にする結合は,どのようなものなのだろうか.V素子は,高いしきい値をもっ

ているので,H素子からの正の入力がなければ.ほとんど発火できない.H素

子群は.緯合った2個が発火 しているのだから.V素子とH素子を順序よく1

対 1に等 しい強さの正の結合でつなげれば.H素子と同時にV素子も同じ発火

をするようになるはずである(図4.4).

ただし.この結合の強さは.V素子のしきい値に較ぺて十分強く,H素子間

の結合に較ぺて,十分弱くなければならない.これはH素子からの入力がV素

子を1に近い確率て発火させることことがてきるためと.V素子からの入力が

H素子群の発火パターンを乱さないためである.もちろん,任意の初期値から

出発して.この状態にflJ違する保証はない.多くの極小値が存在するはずであ

る.しかしこの トポグラフィックな結合状態は.HlntOnの学習別に関して安定

である.

4.1.3 2次元から1次元への トポグラフィック マッピング

この椙合も.H素子群の梢道は.1次元から1次元への場合と同じてある.

ただし.素子の数はmn個であるとする.一方.V素子群の方は,mxn個の

長方形に並べ.さらに向かい合う辺と辺を貼り合わせて.T2(トーラス)の摺

遠をもつようにする.やはり.V素子群内部の結合はな(,すへてのV素子は,

等しく高いしきい値をもち,学習はV素子群とH素子群の間の結合だけでおこ

なわれるものとする (図4.5)

さて,V素子群上に.任意の隈合った2×2個の素子の発火が.等確率で提

示されたとする.これを再現するにはとんな結合を作ればよいのだろうか.図

4 6に m-∩-4の喝合の解を三つ示す.ここに示された解の結合はすべて

同じ強さVてあり,1くくV<8<2V をみたす.このとき,自由な動作状態

において,入力層の素子は2個の出力層の葉子から同時に入力を受けていると

き.そのときに限り発火する,解 1は,マ-'ビングによる出力層の像が,入力

層に螺旋状に巻き付いている解で.ハイパーコラム状の構造を示 している.解

2は少 し異なるが,やはりハイパーコラム状の楕遠を示す,解 3は,やや不規

則な解である.mとnが大きくなるにつれて,このような不規則を解の数が増

えてくる.しかし.m.n共に小さい場合や.nだけが大きい,細長い領域の

場合は.不規則な解は多くない

本節では.芋習神経回路網における神経輿盲のダイナミクスと芋筈のタイナ

ミクスの関わりあいを.ボルツマン マシンをつかって説明し.さらにその応

用として.トポグラフィック ･マッピングの形成モチ/レを構成した.このモテ

168-

入力層 (V) 出力層 (H)

図4.5 2次元の入力層と1次元の出力層の素子の配列

oro'.9回 iol'○loi｡ oi5'.亘ol
oJolool '石.'立石:9. 01○!○LOI. a

OIOIOl.0. 0lol.olol olorolOl

ち'Ot○rol ofolOrOl' ○●5'○●6' A
解 1 解2 解3 凡例

図4.6 2次元から1次元への トポロジカル ･マッピングの解の例

これらの図は,すべて入力層の素子を表している 上下と左右の辺は.

それぞれつながっていて.全体は トーラスになっている.凡例中,例え

ば線分 aは.1個の出力層の素子が,枠 Aて囲った6個の葉子と結合

していることを示す.線分 bは,出力層で,それに隣合った素子が.枠

Bで囲まれた6個の素子と結合していることを示す.これらの二つの葉子

が同時に発火すると,点 Cの周 りの4個の素子が鬼火する.
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ルでは.Hintonの定理のおがげで,非常に簡単にはなしがすむが.そのかbり,

結合の対称性の制約のため,出力層から入力層への話合を導入せざるをえず.

モデルとしては,若干の不自然さがのこる もっとも,この結合は.反芋習の

ときにしか使われない.また素子の数が有限3)蔽散的な喝のモデルなので.コ

ラム稲造の形成を取 り扱うのが焦しい.この間題は次節 §4.2で取り扱う.

パ ック プロパダーションによる学習では.望ましい出力と回路の出力の平

均自乗誤差が学習のポテンシャルになっており.ボルツマン ･マシンにおける

比ullback divergence と同様の役割を果たす.しかし.バ ック ･プロバゲーシ

ョンは.フィー ドバ ック結合のない回路にしか適網できない.一般の神経回路

にバック ･プロパゲーションを拡張することは籍しいが,隠れ素子群にある種

の一棟性を仮定すれば拡張は不可能ではない.このような場合は本節と同様の

議論を組み立てることができるかもしれない.

§4.2 Kohonenのモデルにおけるコラム稲造とハイパー ･コラム梢遠の形成

本節では.Kohonenのモデ/レの単純連続解の安定性を解析することにより.こ

のモデルにおける.コラム梢道とハイパー ･コラム梢遠の形成の可能性を調へ

る.そのために.まず.hlohonenのモテルの簡単な解説をおこなう.

4.2.1 I(ohonenのモデル

Kohonenのモデルは3章で取 り扱ったモデルと関係が深い.入力屑は,Mals-

burgや Amariのような多数の素子からなる神経喝ではなく,比較的小数の細胞か

ら成る.ここでは,入力層の細胞の数をL十1とする.入力層に与えられる入力

信号y∈ R L'tの絶対値は3章同様.1に制限されている.出力層は.3章で取

り扱ったモデルの中間層にトポロジ-をいれたt,のと見なすことができる_素

子は2次元に並べられ.そのおのおのが荷重ベクトルW ,を持っている (図4

.7).荷重ベクトルの絶対値も.3卓のモデルと同様,すべて1に制限されて

いる.

;ly Ll-lr EIw･･-=l･i.j-1.2･･ ,M･ (4･1) t

出力屑の各葉子の受け取る総入力も3章同様,入力信号と荷重ベクトルの内

積 (y,W.,)で与えられる.各素子にはそれぞれの近傍IT(i.J)が定められている

通常は.その素子自身とそれに隣合う4個または8個の素子を近傍と定める

すなわち.

-70-

/ 3 冨 冨

0 0 0 0 0 0 0

◎ 〇 〇 〇 〇

y･10 0 ◎ ●◎ 0 0 0 0

yl y2-0 0◎ ◎ ◎000 0

y3-0 000 00000

＼呂 00 000000 0 00000

00 0 00000

回4.7 Kuholle11のモデル

入力信号によって一つの菓子 (●)が発火すると.周凹の8個

の素子 (◎)も同時に発火し,HeL'b別にしたがって学習する.
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yS(i,j)皇†(i.i).(i=1.J),(1,j=l)).

(4.2)

19(1.j)三.l'～(i.j)十I(i±1.j十日,(i±.j-1日,

である.出力層が 1次元の場合は.その素子の両側の何個かの葉子を近傍とす

る.

ND(i)圭 ii, i±l,i±2.･1.i=D.I,D-1,2,･ (4.3)

入力層に入力信号yが与えられると.出力屑の細胞のうち,最も大きな入力

を受けている素子の近傍に昂する葉子が発火L.これらの讃胞の荷重ベクトル

が正規化付きのHebb別によって変化する.

W ,十ey/ iJw.,十ey H (i.∫)∈N(i¥.j*)

W ‥ :- i

w.‥ (i.j)∈N(i幸,j¥)

ただし. (17=,j*)圭(1*(y,W).j¥(∫,ヽV))

-argm xh ,-∫(y.W ..))

(4.4)

(4.5)

Xohonenのモデルは.それ以前のモデルと次の2つの点で異なっている.第-

の点は入力層が比鞍的小数の素子から成っている点てある.入力信号は.L十l

次元空間内のL次元球面S-または,その中のさらに次元の低い部分空間から選

ばれて入力層に与えられる.この信号空間の次元が.qalsburgや 加ariのモデルに

おける入77屑の次元に相当している.入力のノルムがlに制限されているので,

他のモデルと同様に信号空間が内積で定義されるトポロジーを持つようになっ

ているが.入力層の素子の数が少ないのでシミュレーションが容易である.

第 2の点は.出力層における相互話合とそれによるダイナミクスを省略して.

その代わりに各点の周りの孤立局在興奮に相当する近傍を導入した点てある.

これも.このモデルのシミュレ-ションを容易にしている 出j7屑の トポロジ

ーはこの近傍によって定義されている.

42.2 Xohonenのモデルの簡単化と連続化

KohonenC)モデ/Lの数字的取り扱いを有馬にするためにS3.7で3垂のモデル

‥ii吊‥

に対しておこなったと同じ簡単化をおこなう.

まず.入力層の素子の款を一つ減らしてL個とし.その代b り入力信号のノル

ムを1に制限することはし7L>･い.これにともなって.出力層の黒子の荷重ベクト

ルもL次元とな り,ノルムに関する条件もな(7LJる.

入力,Bに入力 Yが与えられると.出力層の葉子のなかで.これに巌i,近い荷

重ベ クトルを持った素子の近傍が発火し.これらの葉子の荷重ベクトルがHetJb

別に従って変化する.元のモデルと違って正規化はおこなわない.次長古以後で

Ttり扱 うのは出力屑の;大元がlI):元のときだけf>-ので,その碍合の式を書いてお

く.

八･ 二= 〈

W.⊥ E (y-W.). Ii-i*l≦D,

W . ii-i*l>D.

(iI.ら)

ただし. 1*-i*(y.W)-argmln.= y-W,日. (4,7)

このモデJレは,元のモデルを球面S-の桜平面上で近似したものになっている

したがって.元のモテルの信号空間が.SL上のこく小さ7LJ領域である場合は元

のモデルの解の振舞いをよく近似する,またそうてない喝合ても,トポグラフ

イ･･/ク ･マッピングのモチ/レは,局所的な相互作用によって全体のマ･.Jビング

を作りあげていくものでJi)るから.この近似はモデルの本質をのがしていない.

i,とt,と我々は.SLの トポロi/-の大域的な性質そのJt,のには何の貝環もない

のである.

このモデルにおける信号空間の位相は.信号空間がRL全体の喝告は.通常ヵ

RLの位相が信号空間の位相となり.R･の部5T空間でf)るときは,通常のPLLの

位相から導かitる相対位相が信号空間の位相となる.

次に.無限個の葉子から或る出力層を考えることにより,このモデルを連続

化する.境界条件を考えないですむように乗取に長いli大元の神速喝を考える.

喝所＼∈Xにある素子の荷重ヘクトILきW (.t)∈Yとする.均所xの近鰐は,

yD(x)卓二xID.LTD:. D>(), (4.8)

となり,芋yEa51別は,
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W (x)十 e(y-W (x)), ix-xH ≦D,

W (x):- (

＼V(x). lx-x*l>D.

ただ し. x*-x書(y.W)皇argnin<‖ y-W (,TL)H . (4.10)

となる.

4.2.3 Kohonenのモデルの単純連続解の安定性.

本筋では前節の最後で導いた連続化されたXohonenのモデル (4.9).(4.川)を取

り扱う.

4.2.3.1 帯状2i欠元鎖域の信号空間からl次元の神経喝への トポグラフィック

･マッピング

境界の影響を考えないですむように 出力層は実数全体とする,入力層は2

個の素子からな り.入力信号は信号空間Rx[-a,十 aL a>0,から,-様な確

率で遥はれ.入力層に与えられる 信号空間の次元の方が入力層の次元より高

い場合を考えるわけてある (図4.8).信号空間をYで表 し,Yに属する信号

をy-(yl,y2)Tで表す.

y∈Y. y-(y-.y2)T.JV!∈R,y2∈卜 a.十a],a>0_

出力層の神経場はXで表 し.その一点をxで表す.

x∈X-氏.

Xohonenのモデルにおけるトポグラフィック ･マッピングは.Wによって決まる.

信号空間Yから神経椙Xへの写像,

y-x-x*(y.W)皇argminJ Hy-W (x)lH .

と見ることができるが.Yの次元の方がXの次元よりも高い均合には.通常こ

の写像は,無限個のyを1個のxに対応させてしまうのて.逆にXからYへの写

像.

一hEt:

x-W (I)-(wl(,Y).W2(:())T∈Y,

を主に取 り扱 う.当然ながら,もしW (Y)が単射てあれば,この二つの写像のあ

いだには,

x*(y.W (x))-x,

なる関係が成 り立つ.

椙所xの素子に最大の入力を与えるような信号の集合をM(x.W)⊂Yと書くこ

とにする.

M(x.W)- iy Fx-x*(y,W)).

喝所xの素子は.xの近傍ND(x)-[x-D,x十D]に罵する素子に最大の入力を与え

るような入力に対 して発火する.その様な入力の集合をR(.i(.W)⊂Yと書くこ

とにする.

R (x.W)- くy 事x*(Y,W)∈ND(x)I

-∩" u tl,M (x.W).

氏(x.W)を素子xの受容野 (receptiyefield)という.

曲線 Vヽ(冗)がなめ らかで.その うね りが十分′トさい均合.すなわちW2(x)と

Ⅳ2.(x)が十分0に近い場合はM(x.W)は,点W (x)における曲技W (.Y)の法線とY

との共通部分とな り.したがってR(x,W)はYのなかで.M (XTD,W)と

丸l(x-D.W)すなbち点W (.YID)における法線と点W (.t ⊥D)における法線に挟ま

れた部分になる (図4,8).ここに 'はxによる純分を表す.

入力信号がYから一律分布に従って選ほれるとすると.モデJL(ll.9),

(4.10)の平均学習方程式はつぎのようになる.

彪 W (:(,t)-/日 .い Hy-W(I.t))/2aidy

-(I/2a)JRtx.〟 ydy-(1/2a)/ R (Y.U)W (JY)dy

-(事R(x.W)l/2a)g(x.W)-(IR(x.W);/2a)W (x)

-Rlよ -



-G(x,W )- S(x.W )W (x) (4.ll)

G(;(.W)主( R(I.ヽⅤ)-/2a)冒(ヽ.≠･). (4.12)

S(x.W)皇IR(i.W)I/2a. (4.13)

y～a

W(x-D)=IrJ:;.,0 :lf.:■W (x十D)

図4.8 音読28:元締攻から1次元の神謹喝へのマ ッピング

曲技W(x)のうね りが十分小さい精舎.M(x.W)は.点 W (x)に

i'3ける由詫tV(x)7)法誼とYとの共通部分とな り.受容野R(_Y.W)

IiYの7L>･かて.ll(＼十D.lv)とim(x-D.W)すな..17ち点W (.Y-D)と

点W(㌔-D)における法線に挟まれた部分になる.

また. R(x.W):. g(.I,W)は,それぞれR(Y.y)の面槽と重心である.

l氏(x.wH - /々 くT.】'dy.

g(x.W)-/9日 .リーydy/ ER(x.W)I

しかし,このままでは解W (x)が,xに関して非常に細かい変動を起こす可能

性がある.一方もともとの離散モデルではWの変動に素子の間隔以下の周期の

成分はない.そこで.変動の高周波数成分を抑えるため .Wのタイナミクスに

拡散を付け加える.

A;W (,Y,t)-G(x.W )-S(x,W )W (x,t)十 o△ W (x,t). (i.14)

△- ∂2/ ∂x2.o>0.

これらの量は.つぎの p (.Y,W)皇(p. q,m.n)'('は転置を表す)を使って

表すことができる.

p(x.W)主yl(x-D)十 W2(x-D)y2'(x-D)/W.(x-D),

q(x,W)基wl(x十D)十Ⅳ2(x十J))打之●(x十D)/wl(x十D).
(4.15)

m(x.W)主IV2'(x-D)/～:I(x-D).

n(,Y.W)圭一y2-(x+D)/W…'(x十D).
1/mとpは.それぞれ点W (x-D)における曲線W (x)の法線の傾きとyl軸切片,

1/nとqは点W(x十 D)における法緑の傾きとy:粒切片である これ らを使うと.
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IR(x.Y日 とg(x.W)は,

!R(x,～)E-2a(q-p),

I(q十p)/21T 王a2(n2-JE2)/ 12(q-p)チ

g(I,W)-( )

a2(n一m)/3(q-p))

と表される.この式の導出は付き.責1に示してある.これを使って(4.12).

(4.13)のGとSを求めると,

S(.Y,W)-q-p, (4.16)

G(x.W)-G(p(x,W))

- (く(q2-p2)/21+ Ia.2(n2-Jn2)/ 12㌢.a2(n一皿)/3)T (▲1.17)

となる.

式 (4.14)はつぎの自明な定常解を持つ.

W (x,t)-(x,0)†

(LD-n-O.p-x-D,q-x十D)

これを単純連読解と呼ぶことにする.この節の目的は.平均芋習方程式(4.14)

の単純連続群 (4.18)の周 りの安分を求め.解 (418)の安定性を調べることであ

る.これを次のような手順で求める.まず.求 (1.15)から作用素行列 (dp/d

w ),また(4.17)から行列 (dG/dp)を求め,これらにW (x)- (x.0)を代入す

る.同様に.(4.16)から作用素行列 (dSw/dp) r u三 一, 匂't,求める.最後に

これらの値から変分を計算する.

解(4 18)からのWの統少な変化を∂W-(Sh･1.Syこ)'として,式 (4.15)より.

作用幕 (dp/dw )の各要素を求めると,まず(∂p/ ∂W.)は,

(∂p/ ∂wl)Sw-(:()-

o～W'(YID)-N2(A-D)}2-(,Y-D)8wI(x-D)/wl'(x-D)-'

-78-

となる.これに. Vヽ-(x,0)を代入すると.

(∂p/∂ytH .H t_0-8yl(x)-∂hl(x-D). (4.19)

となる.同棲に,

(∂p/∂y2)8V之(:()
-(Sw2(x-D)y2'(x-D)十 W2(x-D)awe,I(x-DH/y:I(.Y-D日.

(∂Q./ ∂h･1)6W-(x)

-Sw.(x十D)-y2(x十D)W2'(x十D)8hll'(x+D)//～,I(x十D)2,

(∂q/∂W2)8>12(x)

- (o～W2(x十D)W2'(x十D)+W2(x十D)8W2'(x+D))/yl'(x十D)?.

(∂Ln/ awl)Sw-(x)-吋2-(x-D)Sy.I(x-D)/wl'(x-D)2

(∂血/ ∂vi)5V2(㌔)ニーSv2'(x-D)/wl'(x-D)2

(∂n/ ∂vl)Sy､(x)- Y2'(x十D)8wt'(x十D)/TI､■(x+D)2

(∂n/ ∂wLl)Sw2(x)ニー8hr～r(x十D)/b･t'(x+D)2

これらに, Vヽ-(x.0)を代入すると,

(∂p/∂hrZ)I～.(..匂,∂wZ(x)-0. (i.20)

(∂q/ ∂yl日 uH ､8'∂wl(x)-3yl(x十D). (4.21)

(∂q/ ∂y～)∴ =`.8'0hw2(x)-0,

(∂m/ ∂W')luZh いSw､(x)-0,

(∂m/∂W～日 】 .h a,Sw2(Y)ニーSw2'(x-D)

-70-

(J22)



(∂n/ ∂Y.)I."'t.2'Syl(x)-0,

(∂n/ ∂V_')I.暮(t.J】Sw2(x)ニー8 W2'(x十D),

を得る これらをまとめると,

(dp/dw )l】ヱ(t,3'Sw (x)
-(S y,(x-D)).SV.(x十D),18 W2'(x-D).-3 W2.(x十D))T (4.23)

となる.

-jぎに.(4.17)から,行列 (dG/dp) Ju 土 日 .a,を求めると.まず.

-p q -a2m/6 -a2n/6

(dG/dp)- (

これより,

(dG/dp) I】H y,= - (

0 0 -2a2/3 2a2/3

-x+D x+D 0 0

).

),(4.24)

0 0 -212/3 2a2/3

を得る.

つぎに,(4.16).(4.19)-(422)から, (dSw/dp) IU.(Iq'を求めると,

(q-p)wl

(dSw/dp) l】Hx.= Sw-d/dW ( )l】=日.3'Sw

(q-p)y2

(∂vl(x⊥D)-awl(xID))x十2D8yl(x)

- (

2t)Sy2(x)

(4.25)

最後に.(4.23).(4.24).(4.25)から,aLwを支配する変分方程式を求めると.
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a.)V.に関する不安定性

b)y2に関する不安定性

図4.9 2種類の不安定性

Y2に関する不安定が生ずると.曲技W(x)が,y=方向にうねり.

ハイパー ･コラム状の指道が形成され始める.hr.に関する不安定

が生ずると,曲線上に等間隔に並んだ点に向かって付近の荷重ベ

クトルが集中し始め.コラム状の統紺捕道が形成される
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,68W (x.t)-日 dG/dp) (dp/dw )- (dSw/dp)IF 】.日.い Sw

十G△Sw(x)

-(
D(o～yl(x+D)T8W:(x-D)-28yl(x))十6△Syl(.Y)

).

-2a.2(Sw2'(x十D)-Sy2.(x-D))/3-2D∂W_･'(x)十6△0hh･2(.t)

(4,'_J6)

となる.この方程式をよく見ると,o～ W-とo～y2に関する方程式が互いに独立し
ており,別々に解ける形をしている.

これから,この方程式の安定性を調べるが.そのまえに,それぞれの不安定

性の持つ意味を述べておく.W2に関する不安定性は.曲線W (x)が,y2方向にう

ねることを意味している.その場合はxが.局所的にはy2方向の座標,大域的に

はyl方向の座標になり,結果としてハイパー ･コラム状の梢道が形成される.

恥に関する不安定性は.曲技tv(x)の形を変えることはないが,曲謀上に等間隔

に並んだ点に向かって付近の荷重ヘクトルが集中し始めることを意味する.こ

の結果コラム状の繊細構造が形成される (図4.9)

(426)の安定性を調べるため,

Sw(x.t)-e,ypく人t十Id)XIw匂

W8-(wgl,W82)丁

を(4.20)に代入すると.固有値問題

人W8- (

- (

(D(expliwD〉十 exp(-iuD〉-2)-odJ2㌢7'8.

トー(2ia)a2/3)(exptl(JD:-expト ia)Di)-2D-cTw2〉wq～

2D(cosh)D-1)-aa)2 0

0 (LIwa2./3)sin(UD-2t)-a(J 〇

一82-

) w J

を得る.この固有値問題は自明に解ける.すなbち固有ベクトルe.-(1.∩).

e2-(0.I)と.それぞれに対応 した固有値入1. 人～を得る.

人.(W.D,a)-2D(cosbD-1)IOa)2

(4.28)

入2(W,a.D,6)-(4ua2/3)sindJD-2D-G山2

この二つの固有値が.あるd)に対して正になると,その周波数の外乱に対 し

て不安定となる.ただし(4 ll)は.一様捕迄である.すなわちy一方向の平行移

動に関して不変なので.A-(a,D.6)は山-0で0になる.これは,固有値

A.(0.D,o)-0に対する固有関数の表す外乱が解をyl方向に平行移動させるこ

とを意味しているからである.(4.14)のすべての平衡解は,yl方向に平行移動

に対して''無抵抗■'であり.このような系における解の安定性は,位置を変化さ

せながらt,その波形のみ尿持しようとする性官と考えなければならない.この

ような安定性を波形安定と呼ぶ.この場合,A,は山-0のときを除いて他はい

つも負.また人2は任意のd)に対 して負である,逆に.入1. 人2に関 してこれら

の条件が成立するとき.その筋を線形安定と呼ぶ.正確には,線形安定性は波

形安定性の必要条件であり,従って,線形不安定性は波形不安定性の十分条件

である.本章では.もっぱら不安定性の方に焦点を当てて考察を進めるので.

以接簡単のため,線形安定を単に M安定'tと呼ぶことにする.

(4.28)の楊合は.まず,人',人2は両方共eJの偶開穀なので.a)≧0のときだ

け考えればよい.Alは.バラメタa.D, 6をどんな値にとってt,.u-0のと

きを除いて他はいつも負である.これは.コラム稲造が形成されないことを意

味している.人2は.

sinuD>(3D/2a2)((1/W)十(o山/2D)〉 (4.29)

のとき正になる.この式の右辺は.a>0を大きくしていけば,0に近付き.aを

0に近付け九は無限大に発散する よって,a,が十分小さいときは(4.18)は安定

であるが,cfとDを固定して,aをしだいに大きくしていくと.ある限界値

a.辛(D,6)を越えたとき鰐 (iI.18)は不安定になり,うねり始める (図4 10)

a*(D,6)に関 しては次の定理が得られる.

定理-I 1
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(3D//2a*2)((1/u)十(o山/2D))

sina)D

図4.10 単純連続解の安定条件

a,が,だんだん大きくなり.単純迎読解の安定性が保たれなくな

るぎりぎりの値a*に達したときのようすを示す,

-8∠卜

a事(D,d)に関して,次の不等式が成 り立つ.

(3/2)I'2(crD)レー≧a*(D,a).

等号が成立するのは,

/(2D3/a)-(2n+0.5)7E,∩-0.1.2.･･･

のときである.

証明 (4,29)式の右辺の山に関する変化を見ると,α-∫(2D/♂)のとき長′ト
値(3/2a2)∫(dD)をとることがわかる.この値が1より大きければ入2はいつも

負である.これより定理の不等式が導かれる.等号が成立するためには,最小

値を与えるa)で(4.29)式の左辺が1になっていなければならない.それが,定理

で与えられている条件に他ならない. q.e.a.

4.2.3.2. 拡散を含まないモデル

ここで拡散を含まないモデルについて考えてみよう.前節で最後で外乱の高

周汝数成分を抑えるためにモデルに拡散項を付け加えたが,この影響は(4.28)

の^1,人2のなかの-d W2に現れている.もしcr-0とおいて,拡散の効果を

取り除くと.固有値は.

人1(W.D.0)-2D(cosd)D-1).
く4.30)

^～(a),a.,D.0)-(4d)a,2/3)Bind)D-2D.

を得る.これらの固有値を解析することによって.出力層の素子の数を無限に

多くしていった極限の状況を知ることができる.出力層の素子の数を増やして

いくと規らでも高い周波数の外乱を考えに入れることになるからである.

まず.人1は.すべての山に対 して0以下であるが,a-2n万/Dで0になり.

これらの周波数の外乱に対しては不安定ぎりぎりであることがわかる.人2の方

からは.どんなバラメタに対しても必ず不安定になることがわかる.これは.

帯状信号空間がいくら細くても.出力層の素子の数をどんどん増やしていくと

梶(4.18)はいつか必ず不安定になり,ハイパー ･コラム状の補遺を作るように

なることを示している.
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4.2.3.3 出力JYにアナログ素子を使った場合

今まで扱ったXohonemのモデルでは.出力層の各素子に対してそれぞれの近傍

が定義されており.ある素子が最大の入力を受け取ると,その素子の近傍内の

素子が等しい強さで発火し,等 しい強さで学習がおこなわれる.しかし,モデ

ルをより現実に近付けるためには,出力層の細胞の発火レベルはアナログ債を

とると考えた方が良い.ここでは簡単のため,素子の発火レベルは,最大の入

力を受け取った素子で1.その周BfIの素子では,最大の入力を受け取った素子か

らの距軽Eに応じて決まる関数r(E)で与えられるとする.国数r(E)は,正数

吉に対 して定義され,

｢(∈)-r(一書), r(0)-1.

を清たす関数である.通常は図4.11のa)のような,lE Iに関して単調滅少

な関数を用いるが.b)のように発火鏡域の周 りに負の抑制領域を持つものを考

えることもできる.

この発火レベルに比例してEIebb学習が起こると仮定すると.(4.ll)の十亡あ り

に.

W(x):- W(x)十er(x-x+)(y-W(x)), (4.31)

x◆圭 a.rgJtinTHly-W(x)") (4.10)

となる.rを.

1. 1E I≦D,

r(E)-rD(E)圭 1

0. 1il>D.

とすれば.(4.31)は(4.ll)に一致する.

このモデルt,(4.ll)同様に一棟補遺なので.その平均学習方程式は単純連携

解 (4.18)を持つ.

r(E)をいろいろなDのrD(x)の重ね合わせと考えれば.(4.31)の右辺は.いろ

いろなD>0に関して(4.ll)の右辺を重み-r'(D)をつけて稽介したものであるこ

とがわかる.学習方程式から平均学習方程式を求め,その変分方程式に(4.27)
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の形の固有国数を代入 して2次元の固有値同類に帰着するオペレーションは線

形である.また,すべてのDに関して.この2次元の固有値同産の固有関数は共

通なので,固有値も各々の場合の重ね合わせである.よって,このモデルの単

純連続解の安定性を支配する固有値は(4.28)の固有値を重み-r'(D)をつけてD

で樺分することによって得られる.

入1(W,r(x),0)--/:Al(a,X,d )r'(冗)dx

--I:2x(coswx-1)r'(x)dx-dW2,
(4.32)

入2(a),a.r(x),6)--/:人2(U.a,,X,d)r■(x)dx

--/:〈(4山a.2/3)sink)x12xlr'(x)dx-da)2.

この式から直ちにわかるのは.x-2n7F以外のときにr'(x)<0である場合は.

拡散のない場合でも,すべてのa)に対して^.<0となり,(4.30)のようにW三

2n方に対 して不安定ぎりぎりというようなことがなくなることであち.さらに

詳しく見るために二つの例に関する計井を示す.

例4.1

r(∈)- (

1- lEl/D, IE l≦D,

0, lil>D,

の場合に(4.32)を具体的に計井すると.

入t-(1/I))/:2x(cosux-1)dx-od)2

-√(D2a)2十1日sin(D血)十1)-′(D26)2十1)I/Do210a)2,

人2-(1/D)/:((4血)a.2/3)sina)D-2D)〉dx-aW2

-(4a.2/3D)(llCOSdJD)-D-d山2.
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__ 二 二 ∴ _ _ _

図4.11 アナログ素子の発火バターンを決める関数r(E)の例

図4.12 アナログ素子を使った場合の単純連続解の安定条件

aが,だんだん大きくなり,単純連続解の安定性が保たれな(な

るぎりぎりの値a*に連したときのようすを示す.
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となり,AIは.拡散のない場合 (a-0)を含めて,a)-0のとき以外はいつも

負である.

人2が正になるのは.

-cosd)I)>(3D/4a2)(D十 dW2)-1.

が成立するときである.この式の左辺はa)=0で最小値3D2/4a.2-1をとる.一

方右辺の最大値は1(図4.12).これから次の定理を得る.

定理4.2

発火バターンが(4.33)で与えられるモデルの単純連続解が安定である限界の

aの債a+(D.d)は.次の式を満たす.

a,*(D.a )>/(3/8)I)

01素子のモデルの場合.拡散を考えないときはy2方向の不安定は必ず起こっ

たが.この定理は.アナログ素子のモデルの場合.拡散を含まない場合でも.

且が小さけ九は単純連続群は安定であることを示している.

aがa+(D.6 )を越えて大きくなるとき最初に不安定を起こす周波数u+(D,d)

は,拡散のあるときは,

0<u事(D.6)<方/D. D>0,

W+(D,a)- 7r/D.(0-0),

であるが, 6-0のときは,a)辛-(2n-1)Tr/D,n-1.2,-･で同時に不安定に

なる.

例4.2 (発火バターンが抑制範域を持つ場合)

1. IEI≦D.

r(∈)- (-5, D< le l≦2D. S>0. (4.33)

0, 2D< lEl,
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の場合の固有値を計算すると,

人1-2(1十S)D(coswD-1)14sD(cos2OD-1)-d a)2

=2D(cosh)I)-1)(1-35-4scosd)D)-d al2.

人2=(4ua2/3)((1+ら)(sinaD-2D)-S(sin2uI)-4I))i-6dJ2

-(4d)a之/3)((1十S)sinuD-SSin26)D十2D(ら-1)I-crw2,

(4.28)の場合と同棲に人2は,任意のパラメタa.,S,I).6.に関して,あるa)

において正となり.ハイパー･コラムは必ず生成される.人1は(4.28)の場合と

異なり.あるバラメタに対して正になる.特に.拡散のない場合は,

S>1/7.

の場合に,コラム積道が形成される.

4.2.3.4 円柱状3次元領域の信号空間から1次元の神経場への トポグラフィッ

ク ･マッピング

本節では.信号空間を円柱状の3次元領域

Y-RxD2(a).D2(a)土日y2,y3)Iy22十y32),

から,1次元の神経場X-Rへの トポグラフィック ･マッピングを4.2.3.1節と

同様な方法で解析する.

入力層は3個の素子からなり,そこに与えられる入力y-(yl,y2,y})は,Y

のなかから一様分布に従って.ランダムに選ばれる.

yl∈R, (y2,y3)∈D2(a).

(4.ll)のモデルをこの場合に適用 し,平均学習方程式を求めて,前節と同様.

外乱の高周波数成分を抑えるために拡散項を加えると,
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図4.13 円柱状3次元領域から1次元の神経喝へのマッピング

この図は図4.13の3次元版である.曲技W (x)の うね りが十分

小さけ九ば,受容野R(x,W)は.点W (x-D)と点W (.Y十D)におい

て曲技W (x)に直交する平面がYから切 り取る立錐となる.

､＼･､
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彪W (x,t)-IRh..'((y-W (x))/ 7ra2〉dy+CAW (x)

-(1/7ra2) /Rh..,ydy

-(1/7日 ,2)JRfx.N'W (x)dy+d上w(x)

-(lR(x,W)l/ 7日 .2)g(x,W)

-(I氏(x,W日 /7ra2)W (x)+CAW (x)

-G(x.W)-S(x.W)W (x)十d△W (x), (4.34)

ここに, G(x,W)-(IR(x,W)I/ 7ra2)蛋(x.W).

S(x,W)- I氏(x,W)l/ 7ra2,

A主∂ 2/ ∂y12十∂ 2/ ∂y22,

また, lR (I,W)lとg(x.W)は,それぞれR(x.W)の体積と重心である.

I氏(x,W)I-/舟 x̀..)dy.

g(x.W)-/早くt.N'ydy/ I良(x,W)r.

曲線W (x)の うね りが十分小さけ九は.受容野R(x.W)は,点W (x-I))と点W

(x十D)において曲扱W (x)に直交する平面がYから切り取る立体である (図4.

13).

(4.35)は,つぎの自明な定常解を持つ .

W (x,t)-(I.0,0)T (4.37)

G(x.W)とS(x.W)は.つぎのp(x.W)圭 (p,q,■2.13,n2,n,)Tを使って表す
ことができる.

p(x,W)去(W '(x-D),W (x-D))/Y.'(x-D)
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q(x,W)圭(W '(x十I)).W (x+D))/Y.'(x十D)

m(x,W)圭(1,R2,EL3)'圭 一W '(x-D)/I.I(x-D).

(4.38)

n(x.W)圭(1.n2.n3)T圭-W '(x十D)/Trl'(x十D).

m(x,W)とpは.それぞれ点W(XID)において曲技W (x)に直交する平面のy,軸

切片とその点における曲操の接ベクトル.n(x.W)とqは,それぞれ点

W (x十D)において曲技W (x)に直交する平面のyl軸切片とその点における曲投の

接ベクトルである.解(4.37)の場合は

p(x,W)=x-D, q(i,W)-x十D,

m(x,W)-(1.0,0)T n(x.W)-(1,0.0)'.

となる.これらを使 うと, IR(x.～)Iとg(x,W)は.

l氏(x.Y)l- 7ra2(q-p).

-(J122十JL32-n221m32)/2

g(x,W)-r2/4(q-p)( zL21 n2 )

■3- m3

(q+p)/2

十( 0 ).

0

(4.39)

(4.40)

と表される.この式の導出は付鐘2に示してある.これを使って.(4.35).

(4.36)のS.Gを求めると.
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S(x.W)-q-p.

-(■22十)32-n22-n32)/2

G(x.W)-r2/4( ■～-n2 )

L3~n3

(q2-p2)/2

十( 0 ), (4.42)

0

となる.

併(4･18)からのWの微少な変化をBLw -(Cyt,6■2)'として,式 (4.38)より,

作用素 (dp/dw )の各要素を求め ると.まず (∂p/ ∂W)は.

(∂p/ ∂W)ew (x)-i((8W (x-D),W '(XID))

十(W '(x-D),Sw (x-D))7.I(XID)
-(W (x-I)),W '(XID))Sy.I(x-D)I/yl'(x-D)2.

となる.これに.単純連続解W-(x.0.0)Tを代入すると,

(∂p/ ∂W)I..(1.I.n ew (x)-3yl(x-D),

(∂q/ ∂W)l..'x,0.8'Sw (x)-3yl(x十I)),

となる.

同様に,

(4.44)

(azL2/ aw)Sw (x)

-1Y2'(x-I))Sy.I(x-D)+Sy2-(x-D)yl'(x-D)I/Y1'(x-D)2,
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これより.

(∂血2/ ∂W)Sw (x)l‥(I.a,〇一Sw (x)-Sy2'(x-D), (4.45)

を得る.以下同様に.

(∂zL3/ ∂W)ew (x)l._lx.8.8'ew (x)-813'(x-D), (4.46)

(∂n2/ ∂W)Sw (x)I..(I.a.B一ew (x)-6-72'(x+D), (4.47)

(∂r.こ/ ∂W)Sw (x)Iu一rx.0.8-Sw (x)-3Y3'(x十I)). (4_48)

を得 る.

つぎに,(4.42)から.行列 (dG/dp) r】,H.8.日を求めると.まず ,

-P ~q -JLL2 -IL■3 JLn2 LLn3

(dG/dp)- ( 0 0 -〟 0 - 〟 0 )

0 0 0 〟 0 〃

これより.

(dG/dp) ト,(,,8.8)
-ヽ■

-x十D x十D -JIE2 -JLJL3 JJn2 JLn3

- ( 0 0 - JJ O -JL 0),(4.49)

0 0 0 〟 0 〟

を得る.ここに,J1-a2/4である.

つぎに.(4.41).(4.43),(4.44)から, (dSw/dp) J..H.8.日を求めると,
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(dSw/dp)l‥(1.8.日 Sw(x)-d/dW ((q-p)W)l.I(,.A." ew

(erl(x十D)ISyl(x-D))x十2DSyl(x)

- ( 2I)aLy2(x) ).

21)Sy3(x)

(4.50)

最後に,(4.43)-(4.48).(4.49).(4.50)から.Swを支配する変分方程式を

求めると,

KSw(x.t)

I)(SVI(x十I))十8yl(x-D)-2Syl(x))十dAen (x)

- ( -(a2/4)(6-72'(x十D)-Sy2'(x-D))/3-2DSy2■(x)十 dA6.72(x)),

-(a2/4)(Sy3'(x十D)-3T3●(x-D))/312DSy3'(x)十dA8.T3(x)

(4.51)

となる.この方程式をよく見ると,3本の方程式はすべて互いに独立 しており.

erlに珂する方程式は2次元の場合と同じ.872,Sy之に関する方程式も.一

部の係数を除いて2次元の場合と同じである.よって以後の解析は,拡散項の

ない場合,アナログ素子の場合を含めて2次元の場合と同様である.

4.2.3.5 発火パターンが変化するXohonenのモデル

4.2.5.3.1 1次元から1次元への楊含

前節までで取 り扱ったXohonenのモデルでは.出力層に起きる発火バターンの

波形r(E)は,最大入力を受け取っている素子の周 りの素子への入力の大きさに

依らず一定であった.しかし.この発火パターンは出力層内の相互結合によっ
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て保持される孤立局在興育なのであるから,本来.入力によって変化しうるも

のなのである.もっとも.これを変化させるようなモデルを作っても,それに

よって新たに説明できる現象がなければ,そのモデルはいたずらに複雑なだけ

であって.それをあらためて授業する意味はない.本筋ではKohonenのモデルを,

発火バターンが変化するように改良し.このモデルでは.いままでのEohoneDの

モデルでは不可能だったコラム状の微細捕連の形成が起きることを示す.

ここでコラム状の散紳輔迄が形成されるメカニズムについて直観的に考えて

みよう.2次元の信号空間から1次元の神経場への トポグラフィック ･マッピ

ングの場合.コラム状の微細捕連が形成されるためには.Sy.に関する方程式

の固有値入lがあるa)において正になり.図4.9のa)のような外乱が生 じたと

き,それがさらに助長されなければならない.図4.9のa)の場合,信号空間Y

において信号ylは荷重ベクトルWが集中している部分にあったとしよう.この

信号が与えられると.最大入力を受け取るx+(yl,W)付近の素子はW(x暮)七近

い荷重ベクトルを持っているのであるから.それらの素子も場所x事の素子と殆

ど同じ入力を受けている.いいかえれば.信号y.はx事を中心とした広い範囲の

素子に大きな入力を与えている.このような場合の孤立局在興菅は.範囲も広

く輿育度も強いはずである.すると,そのとき発火した素子の荷重ベク トルは,

Febb学習によって,より強くylに引き寄せられ,こうしてyI付近にはますま

す荷重ベクトルが集中することになる.

lJLariのモデルは,孤立局在興奮を保持する神経興奮のダイナ ミクスをそのま

まモデルに組み込んでいるので,モデルは複雑だが,y -のような入力に対する

払立局在興書の幅が拡がる効果を取り入れることに成功 している.ただし数字

的解析を可能にするため.素子の出力を1または0の2億とするので,輿音の強

さの変化はモデルに取りいれられていない.一方Xohonenのモデルでは,払立局

在興菅のバターンを一種掛 こ限ったために,モデルI享簡単になったが.コラム

構造を形成することができなくなってしまった.

そこで･Xohonenのモデルの簡単さを損なわを_いきうにしながら一県軍バPr
ンの変化を取り入れた新 しいモデルを提案する:土の-モデルでは..瓦立局在重こ1◆
曹を表す奥書バターンの幅は変化しないが興奮度が変化する.信号yに対 し.

荷重ベクトルWを持つ素子は.3章の(3.32)式と同じく.入力h‖ y-w ll)を

受け取る.ここにhは,非負の実数xに対 して定義された.

h(0)-1.h'(x)<0. forVx>0, (4.52)

を満たす関数である (図4.14).h(llyt-y211)は,y.と名付けられた信
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号から最も大きな入力を受け取る細胞が,y2と名付けられた信号からどの程度

の入力を受け取るかを定義する関数である.従って,信号と重みベクトルが球

面上に分布 し,入力が両者の内積で与えられるもともとのKohonenのモデルにか

えって考えると, y .と名付けられた信号とy2と名付けられた信号の内接ある

いは相関にあたるJである.弗書の領域は従来と同じく.

ND(x)-tE∈X lHE-x ll≦D), (4.53)

とする.入力yに対 しては場所.

x●(y.W)圭 a.rglaXxth(lly-w ll)i.

-a.r帥 inx川 y-W (x)lH.

の素子の近傍ND(x*(y,W))が発火する.これも今までのモデルと同じである.

近傍内の全ての素子は等 しい強さで発火するが,その強さは近傍内の素子の

受け取る入力hの総和によって決まると考える.すなわち発火の強さA(y.W)は

l(y,W)圭 F(JNDh.'h(=y-W (x日日dx) (4.54)

によって与えられる.ここにFは,

F(u)≧0, F'(u)≧0,

を満たす関数である (図4.14).F(u)≡1とすると.モデル(4.9)と一致する.

信号yに対する学習は,yの引き起こす発火領域に属する素子の荷重ベクトル

に.その発火の強さに比例した変化を起こす.

W (x)十el(y.W)(y-W (x)),lxIXtl≦D.

W (x):-i

W (x). Ix-x*r>D,
(4.55)

x+-x+(y,W)主ar印 iny川 y-W (x)l日. (4.56)

以後.4.2.3.5節では.コラム補遺の形成に焦点をあてるので.さしあたって
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図4.14 出力層の細胞への入力hと発火の強さF(本文参照 )
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信号空間は多次元である必要はない.そこで.信号空間はRであるとして話を

進めろ.便宜上 h(-∫)圭h(y)(y<0)により,hをR全域で定義された馬関数で

あるとする.考慮する解Y(x):良-Rを,連続で単調増加かつ上にも下にも有界

でないものに限ると,x+(y.W)-Y-.(y),が成 り立つ.よってlは.

A(y.Y)=F(Il.-H,卜D..-H,=Dlh(∫-Y(Y))dy)

-F(/_:h(∫-Y(I-I(y)十V))dy). (4.57)

と書き表すことができる.A(y,Y)という表現は.Aがyという実数とYという関数

によって決まることを意味している.Yという接合があるところへ,信号yがき

たときにおこる興亨の強さが1である.計井の都合上,関数Bを,

B(x.Y)圭F(/_:h(I(x)-Y(x十V))dv), (4.58)

と定兼して,

A(y.Y)=B(7-I(∫),Y), (4.59)

と表しておく.

信号空間Y-R上の-様な確率分布によって,入力信号yがランダムに選ばれ

るとき.(4.55)の平均学習方程式は,

Ky(x.t)- 八 日1-日.Hl.DHl(y.Y)(y-Y(x))dy+dAY(x) (4.60)

となる.今までと同様に拡散項をつけておく.

Yの変分を8■として,この式の変分方程式を求めると,

K ey(x,t)-A(Y(x十J)).Y)(Tr(x十D)-Y(x))Sy(x十D)

-A(Y(x-D),Y)(Y(x-D)-Y(x))Sy(x-I))

-/(.(x-い..(x.D=1(∫,～)Sy(x)dy

十JEu'x-D'.uh.DH(∂▲(∫,Y)/ ∂Y)Sy･(y-Tr(x))dy

十dABLy(x), (4.61)

となる.この式の右辺の4番目の項の(∂l(y,Y)/ ∂Y)はl(∫,Y)を関数Yで偏微

分したものであり.作用素として次のSyに作用 している.ここに単純連続解

-100-

I(x,t)-日x)-x(Iは恒等関数をあらわす )を代入して.単純連続解の安定性

を調べたい.そのためにまず.A(∫.日と求めると,(4,58)㌔(4.59)より.

A(y,I)=B(y,I)

-F(/_:h(y-(y+V))dv)

-F(1:h(Y)dy),

-F(2/:h(V)dy),

を得る.これは,A(x,I)が.xによらない数であることを示している.これを

α (D)とおく. 'J

α (D)-8(x,り-F(2/:h(Y)dy). (4.62)

これより.

∂B(x.I)/ ∂x-0, (4.63)

を得る.つぎに.(∂1(y.～)/ ∂Y)を求めると,(4_59)より,

(∂A(y,Y)/ ∂Y)87-(dB(rl(y),Y)/dy)Sy

- ∂B(Y-I(y),Y)/ ∂xS(Y-1(y))

十(∂B(Y-I(y),Y)/ ∂Y)Sy_ (4.64)

ここで(∂B(Y-I(y).Y)/ ∂Y)は作用素である.(4.58)から,これを求めると,

(∂B(7-I(∫),Y)/ ∂Y)87-Fl･Jlh'･(Sy(x)-Sy(x十Y))dy.

となる.ただ し,ここで,F■.h'はそれぞれ, ､･

F'-F'(/lh(～(x)-～(x+Y))dy).

h'-h-(■(x)-▼(x十Y)),

である.ここに.7-Ⅰを代入 して,(∂B(rt(y),I)/ ∂Y)Syを求めると,まず

F'は.
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F'-F■(⊥:h(Y)dy)

-F-(2/:h(Y)dy).

これは.xによらない定数なのでβ(D)と書くことにする.

β(D)-F'(2J;h(Y)dy).

また,▼-Ⅰのときh■は.

h'-h.(-Y)--hT(Y).

である.よって.

(∂B(r t(y).Ⅰ)/ ∂Y)Cy

--β(D)I-:h'(V)(Sy(x)-Sy(x十V))dy. (4.65)

を得る.(4.64)に7-Ⅰを代入して.(4.63),(4.65)をつかうと.

(∂1(y.I)/ ∂Y)ey-β(D)/_:-h'(Y)(Sy(x)-ey(x十Y))dy, (4.66)

を得る.ここで,いよいよ(4･61)にY-Jを代入 して.(4.62).(4.66)をつかうと,

7-1の周 りの変分方程式.

KSTr(I.t)-α(D)D(Sy(x十D)十CY(x-D)-2Sy(x))

十β(D)I-:I-:-h'(Y)(Sy(x+y)-Sy(x十y十Y))ydvdy
+OA67((I).

を得る･これにey(x.t)-explAt十io)xIを代入すると.

(4,67)

人(a.D.a)-2α(I))D(cosuDll)

十4β(D)(sina)D/d'2-Dcos伽D/a))/:-h'(Y)sin山Ydy

~qW2･ (4.68)

と固有値が得られる.

前述のように･F(u)=1とすれば本筋のモデルは.通常のモデル(4.9)に一致
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するが･その場合は･α(D)≡1,β(D)≡0とな り･ここで得られた固有値は(4

.28)の -̂(dJ.D,o)に一致する.

-つの例について計箕 してみよう.

例4.3

F(u)-.ax(0･u),h(Y)-γ(D2-Y2)/2,γ.>0とする.このとき.

a(D)-2γJ)3/3, β(D)-1.

人(a,,D,6)-(4γD-/3)(cosa'D-1)

十4γ(sinwD/a,2-Dcosa,D/a,)2-6W2 (4.69)

=ldu2-(1/30)γW-I)8十0(a)B).

となる･この固有値は･入(2万/D･D･6)-γD4/7{2-407C2/D2となるので.

拡散がか ナ九は･D>0･γ>0の億に依らず.いつも不安定であり,コラム捕進
が形成される.拡散のある場合は,

γ>4d方l/D8, (4.70)

が,不安定のためのひとつの十分条件になる.

.lで'

4･2･3･5･2 2次元から2次元への場合

前節で示した･発火バターンが変化するKohonenのきデルにおける単純連続解

の不安定性を信号空間と神経場の両方が2次元の場合に付いても示 しておく.

X-Y-R2･とし,神経場上のx-(x･･x2)が最大の入力を受け取ったとき,

同時に発火する領域ⅣD(x)は.xを中心とする半径Dの円内とする.

ND(x)圭 Ix'∈R21日x-x■Il<D2). (4.71)

これをB(D･x),8(D,0)をB(D)と書(ことにする･その他は, 1次元の場合

と同じである.

xの受容野R(x･W)-W (ND(x))は･単純連続群W (x)-1(x)-xの場合,

ND(x)と同じになるが.括合状態がこの解から僅かにずれると,受容野の形-ち

変化する･この形を･xから見た8方向の境界ま.での距ガ r(8.x.W)で表すこ
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とにする (図4･15)･すなわちβ方向の単位ベクトルをe(♂)≡

BH .15 受容野3)変化の蓑しかた

突(LLT=受容野の形を.＼から見た8方同の境界までの距讃rて来

すことにする.

b)

ELT-1.i6 二つ31lauT有Ftq.歌の塵1･a合わせによって'得られる変形

a)互いに直交する二つのWについて(｣75)を重ね合jlせた均合.

b)は.互いにbO●の角度ををfJす二つのd)に対して重ね含.i_1せた埼

令.国中＼＼･は横根か{)宗隻iL 実線に向かって集まるのて.その結果

黒丸に漁L.Wが集中する.

-1り1-

(cosβ,sinβ)'と書くことにすれば.

r(8.x.W)-JmXit>OIx十te(8)∈R(tx.W)),

となる･特に･r(8･x･[)は.8.xに周わらずDである.･また.Wが,Iから僅

かに変化 して･W=T+Sw となったときのrの変化6･rは ,x十De(8)におけ

るWの変化の e(♂)方向の成分であるから,

Sr(8･x)-(Sw (x十De-(e)). e(8)). (4.72)

と与えられる･Swに蘭する変分方程式は･テ1次元の場合と同様に考えると,

この ♂rを使って.

,GSw (x,t)-D2α(D)/T Sr(8,x)e(8)d8

- 7rD2a (D)Sw (x.t)

十β(I))/B川.x'/a(8.7'-h'(lJv=).

(V/ llv IF,Sw (x十y)TSw (x十y+V))ydvdy

-dASw(x.t), ･

となる.ここに. '

--･~･-｣ト･･-_

a(D)圭F(lBtいh(Irv IJ)dv), β(D)圭頼111{仙 h(=v lr)dV-).:
-し- 一一 F_ー｣

である･ l

つぎに.この式に Y ~ ◆ 一一 一

ew (x･t)-wBeXP(人t十i(a,.x)I, (4.73)

を代入するのであるが･この系の等方性より,a'がe(0)方向を向いていると仮

定 Lもやは り一般性を失わか ､･そこで･u-(u･,0)と書くことに しよう.す

ると.固有値問題

人wB-(L-uuh'- da)12日 w o. (4.74)
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を得る.ここに,

cos2β 0

レ皇l)2a(D)(2/:cos(Dutcose)( )d8-7日).
O sin2♂

cose

u 圭/;dr/:dersミn(wlrCO58)( ), (4.75)

O

cos∂

u h圭/;drJ:de-hr(r)sin(a).rcose)( ),

0

である.

(4.74)は固有ベクトルe(0)-(1.0)Tとe(7r)-(0.1)'を持つが,このうち,

e(7r)の固有値が必ず負になることは容易に分かる.e(0)の固有値に関しては

このままでは,よく分からないので.1次元のときとおなじく例4.3について

考えてみることにしよう.この場合は.h■(r)ニーγrなので,

u h= ru,

となり,B]有償問題(4.74)は.

人wo-(L-γuuT-au12Ⅰ)W白, (4.76)

となる.この式より.γが大きいとき,e(0)の固有値はγに近いことがわかる.

従ってその実部は正である.いまは(4.73)においてWがe(0)の方向を向いてい

ると仮定しているが,一般のd)に対 しては,γが大きいとき,a)方向の固有ベ
クトルが正の実部を持つことが分かる.

d)と固有値wBが等しいとき,(4.73)は,Wに直交する等間隔の平行抜群に向

かってWが集中するような変形を意味している.このような変形を,互いに直

交する二つのd)について考え,それらを重ね合わせると.正方格子上の各点に

向かってWが集中するような変形が得られる.また,互いに60oの角度ををな

す二つのWに対する変形を重ね合わせると.六方格子上の各点に向かってWが
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集中するような変形が得られる (図4.16).実際に生じる不安定はこのよう

なものだと思われる.

.●_

4.2.4 imariのモデルとの比較

4.2.3.5師で,Xohonenのモデルを改良すればコラム状の歓紳構造が生ずるよ

うになることを示 した.ここで例4.3に関する理論的な考案から分かったこと

は,コラム状の敬神構造が生ずるような不安定の鍵を握っているのは.バラメ

タγであるということである.そしてγは.信号空間の信号間の相関に相当す

る関数hが.信号空間にとられた座標の変化によってどのくらい速(減衰するか

を表すバラメタであった.得られた結果を定性的に述べれば,hの広がりが狭い

ときに単純連続解は不安定になり,コラム状の微細構造が形成されるというこ

とになる.

ここで,コラム状の微細構造の形成が理論を数値実験で示されているADa.riの

モデルと本論文で得られた結果を比較しておこう.Aznariのモデル[5.9]は.コ

ラム状の微細構造が自己組織化によって形成されうること示した最初の,また

本論文以前の唯一のモデルである.

4.2.4.1 山ariのモデル

IJIa,riのモデルは.入力神経場Y,出力神経場X,抑制型の神経細触群 l-の'三

つから成っている.文献[5,9]では.X,Yが一次元の閉区間である場合が破り

扱われているが,ここではX-Y-Rの場合を考えよう.これは,一つは簡単

のため,もう一つは単純連続解 (このモデルに'ぉける単純連続解の正確な定義

はあとで述べる)におけるXとYの対応の比率を変化させたいからである.Y

に与えられる興育バターンは.定まった興奮パター(5,'aを､様々な場所に平締移動

させたものに限られる.例えば.y'の周 りの興奮ならばa(y-y')である.a,は一

山の正の偶関数である.Y上の興奮はYからXへの一括合Y(x.y)によって,Xに

興奮を引き起こす.X上の細胞は,Yからの入力のほかに Ⅰからの抑制性の入

力巾と,X内部の相互括合yx(x.x･)-yx(x-x■症 よる入力を受けセいる.

yx(x)は偶関数で,lxIが小さいとき正,やや大き(なると負に転 じる.X-上

の細胞は,第3章のモデルのように,一個の実数u(x.t)で表される内部状態を

持つ.u(x.t)のダイナミクスは次の式で与え1られる, ､

T'彪u(I,t)--u(x,t)十Jyx(x~-x')llu(x'.t)】dx' l 一

十 /Tl(x,y)a,(y-y')dy-78lh. (4.77)
▼1
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y◆を固定してしばらくすると,u(x.t)は,y■.Y.yoによって決まる平衡状態に

収束する.読 (4.77)は一般には多安定であるが.通常 /Y(x,y)a(y-y■)dy-yB

を最大にするxの付近に,u>0となる興育領域を生ずる平衡状態がある.これを

U'(x.yl.Y,yo)と書くことにする.Yが単純連続解に近い場合はこれ以外には平
衡状態はない.Xohonenのモデルにおけるxの近傍ND(x)に対応するのは.u>0と

なる興菅領域である.この定義から明らかなように.この興菅領域はXohonenの

モデルのND(x)と異なり.y', I,TI8によってその広さが変化する.これがコラ

ム状の敬紳輔遠を形成する原因だと考えられる.

YとrBは.Hebb学習によって変化するが.それにはu'(x.y●.Y.yo)が用いられ

る.すなわち,YとyBの変化はu(x.I)の変化に較ぺて遥かにゆっくりしており.

Yに与えられる入力の位置y●(t)ち.u(x,t)がu'(x.y',Y,yB)のそばに十分長く

留まっていられるようしばらくは一定の値に留まったのち他の値に変わる場合

を考え.いわゆる断燕近似を用いるのである.

丁度Tl(x,y.t)--I(x.y.t)十ba(∫-y■(t))1[ul(x,y'(t),～,78日.

(4.78)

T,Ky8(x.t)--YB(x.t)十b'1[U'(x.y'(t).Y.Y8)],

yxは変化しない.

y'(t)が.Y上で一様かつランダムに選ばれるとして(4.78)から平均学習方程

式を作ると.次のようなトバラメタの単純連続解の族があることが容易に確か

められる.すなわち.Yに対する入力a(y-y')に対して上の輿菅領域が[y'/p

-D(p).y■/p十D(p)]となるような解である.u■(x,y'.Y,yO).r(x,y),YO(x)

の具体的な形はこの条件から一意に定まる.pとD(p)の関係は次の式により定ま

る.

H(I).p)圭 X(2Dp)-Y(2D)-h-0

～(y)圭 -/:rx(x)dx, X(u)圭 /;k(y)dy,

k(y)tb/a(y')a(y'+y)dy'-b'
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ここ に ,

である.

一つのpに対 し(4･79)は･2個のDを解としてあたえるが･小さい方の解は不

安定な興奮を表 し･大きい方の解が安定を興奮を表していb･.よT;てD(p)としI
ては大きい方をとらか ナ九はならか ､･このD(p)に関しては(4.79)に加えて.I

∂H(D･p)/ ∂D<0一･ (4.80)'-● 丁ヽ

が成立する〔5】.

これらの単純連続解は･k(2Dp)が負のとき安貫,正のと一き不安定であること

が知られている【9】･これは･kの広がりが大きいほど不安定になり易いことを

意味している･これを前節で取 り扱った･改項 されたEo-honenのモデルに対応さ

せて考えると･山はriのモデルのkb.･･改良された払honenのモデルのhに,ははi1
対応している･ところが.改良されたXohonehのモデルの場合は.丘の広がりが

小さいほど不安定になり易い. --;.
トJl

この定性的な食い速いはどこから生するあであろうか･4･2･3.5節の最初で.
荷重ベクトルW (x)が信号空間のある点yの周 りに集中し始めたとき,信号yが

xに引き起こす奥書パターンが強<なればコラム補遺ができるはずであると述

べた･lJuriのモデルの場合･Xにおける活動度をⅠからの入力が制御してお り,I●
この強さが学習によって変化するので･Xにおける興奮はaの広が りの大きいと

きでも･いわば･ぎりぎりのところで保持されている･このため,荷重ベクト

ルが信号空間のある点の周りに集中し始めたとき_の輿書の変化は.改良さ丸太II
xohonenのモデルほど明らかではない･そこで(41791)を使って,これを計井して

1.～-
みよう･pは･Xの耕胞の荷重ベクトルのYへの集中度わ逆数と考えられる.,そ
こでdD(p)/dpを求めてみると, l㌔:'I

ヽJ～.ヽ

dD(p)/dp- -(∂打/ ∂p)/ (∂fl/ ∂D)

-12DX'(2Dp)/ (aft/ aD)

--2Dk(2Dp)/ (∂打/ ∂D).

となる･よって･dD(p)/dpが正のときに(4･80)よりk(2Dp)も正とな り,単純連

続解は不安定となる･つまり･Aiariのモデルの場合は.本論文で扱ったモデル

と異なり･Xの細胞の荷重の集中が興奮領域の幅を狭める効果が働くときにコ
ラム補遺が形成されるということが分かった.

これは直胡的には理解しにくいことである･おそらくAJmriのモデルでは.コ

ラム捕道の形成に関して･抑制性のシナ7･スが非常に重要な役割を果たしてい
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ることがこの違いをうむと思われる.

4.2_5 Malsburgのモデルとの比較

本節では発火領域の幅が変化しうるモデルのもう一つの例であるNalsburgの

モデルに関する理論的な解析をおこなう.XohonenのモデルとNalsburgのモデル

の違いは,発火箭域を†D(x+)のような予め決まったバターンで与えるか.神経

場のダイナミクス.

rlKu(x,t)--u(x,t)十 /yx(x-x')llu(x',t)]dx'十 /h(Y(x)-y)dy.

(4.81)

によって決定するかという一点である.このダイナミクスは,山ariのモデルの

(4.77)と同じである.入力信号)･をEa定 したときの平衡解U'(x,y,Y)が正の部分

だけで学習がおきる.X-Y-R.▼:X-Yとする.

Y(x):-Y(x)十ellu-(x.y,Y)](∫-I(x)), (4.82)

場所xの細胞の受容野R(x,Y)圭 LY∈Y lu'(x,y.Y)≧0〉を〔r.(x.Y).r2(x.Y)].
rl(x,Y)<r2(x.Y).と書くことにすると,(4.82)の平均学習方程式は.

彪Y(x.t)--(r2-rl)((r2十rl)/2-7(x.t)I+d△Y(x.t). (4.83)

となる.今までどおり拡散項を付け加えておく.これから単純連続解.

Y(x)-x,rl-X-D.r2-X十D.

の周りの変分方程式を求めると.

Y(x)-x十eSy(x,t),rl-X-D+eSr.(x.hr).r2-X十D十eSr2(x,Y),

(4.84)

X Sy(x.t)-2Dt(er2十Sr.)/2-Sy(x.t日. (4,85)

を得る.
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いま,信号yに対して神経場の領域 [x..x2],Xl<x2,が発火したとする.つ

まり.

r2(xl)-r'(x2)=y, (4.86)

とする (図4.17).このとき,

h(y-∨(xl))-h(∫-▼(x2))-Ⅴ(xl-x2), (4.85)

が成立する〔1】.これに単純連続解を代入すると.

h(D)-～(2D), (4.86)

を得る.また,(4.84)を代入すると,

xl十I)十eSrZ(xl.Y)-X2-D十eSrt(x2.Y)-y. (4.87)

h(∫-xl-eey(x.,t))-Y(x2-X,).

(4.88)

h(x2十eSy(x2,t)-y)-Y(x2-Xt),

を得る.J主Y11･hとして.(4.88)をeで展開し,高次のオーダーを無視すると.

J(y-xI)-eJ'(∫-x.)Sy(xI)-x2lXI

J(x2-y)-eJ■(x2-y)Sy(x2)-x2-Xl

これに,(4.87)から得られる,

x2-X.=2I)十e(Sr2(xt)-3rl(x2)).

y-xl-D+eSr2(x.). x2l∫-D-eSrl(x2)

を代入して展開し.(4.86)をつかうと.
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1 ~1十c Srl(x2) Sy(xt)

) ( )--ct(lrーliて
-1+c 1 Sr2(x-) Sy(x2)

(4.89)

最後に･(4･87)より･x～-xl十2D十0(e)なので･(4･89)において,0(e)を無
祝して,xlをxと書き直せば.

-1 1十c crl(x+2D) ey(I)

( ) ( )-C( ), (4.89)

1十C -1 Sr2(x) ;- 4 Sy(x十2D) 1

を得る･ここに.C圭 一 J･(D)-h･(D)/yJ(2D)>0であり･Cが小さいほど,発火

領域の幅の変化が大きくなる･しかし･C=Oの場合でも▲Nalsburgのモデルは,

xohonenのモデルに一致するわけではない･Xohonenのモデルでは,発火領域のト

中心iま削 こx事(y)であったが･Malsburgのモデル'Q)場合1ま･一般に-は発火領域の
中心とx*(∫)は-敦 しない.

∫;-～
(4･87)において･yが全ての実数を動くとき･xlは全ての実数を動くので,(
4･89)は･任意の実数xについて成 り立つと考えてよい･これにey(x,t)-

exptiwx一人tは 代入して･erlとSr2を求め.(4･85)に代入すると.

人-2D(cos2a,Dll)/ (2+C)-6ai2, (4.90)

I
を得る･これより･Nalsburgのモデルの単純連娘は.Xoh｡nenのモデルと打丸
コラム捕遠の形成の方向には･拡散のか ､ときに不安定ぎりぎりであることが
分かる.

4･216相互括含のないモデル. しこ

発火強度が変化するように改良されたEohonenの､モデルでは･その変化率カモい

かに小さくても･単純連続解を不安定にすためには十分であった.しかし肘 ,_

burgのモデルは一発火帯域の幅が変化する性質を持っているにもかかわらず.

そして･確かにその傾向が強まれば強まるEit･固有値入は大きくなるのだが,

不安定性をおこせない･その理由を理解するために･つぎのようなモデルを考
えてみよう. 1

I～

Y(x):-I(x)十el〔u(x,yJ)](y-Y(x)),
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U(x.∫.～)- h(I(x)-∫)-e_

このモデルは,神経場のなかに相互結合を持たないのでトポグラフィック ･

マッピングのモデルとしてはtrivia.1であり,単純連続解の安定性解析をおこな

えば,拡散を付け加えなければ,全てのWに対して入-0という結果を得る.い

うなれば.これこそが本当に ｢不安定ぎりぎり｣のモデルなのである.しかし,

このモデルは.▼(x)の集中にともなって発火領域が広くなるという性質を持っ

ている.従って.このモデルより発火領域の広がり方が弱いモデルでは.コラ

ム形成がおきないと考えられる.

このモデルでは受容野の広さが一定に保たれていることから考えると.もし

ち,あるモデルにおいて.▼(x)の集中にともなって発火領域が広くなり.その

括果受容野が広くなれば.コラム横道ができるのではないだろうか.すなわち.

単純連続解yl(x)-PXにおける発火領域の幅を2I)(p)とするとき.

dlpD(p)i/dp<0

が成立すれば.コラム補遺が形成されると思われる.

これを一般的な枠組みで証明することはできないが.Xohonenのモデルで確か

めてみよう.(4.85)より.∫(pD)-2Dを得る.H(p.D)-∫(pD)-2D-0とおいて.

まずdD/dpを求めると.

dD/dpニー(∂H/ ∂p)/(∂打/ ∂D).

--I)J'(pD)/ (pJ'(pD)12).

これより.

d(pD(p))/dp-2D/ (2-pJ'(pD)).

J'(pD)は負なので.dipD(p))/dpは正である.

本章では.トポグラフィック ･マッピングの形成モデルにおけるコラム構造

とハイパーコラム補遺の形成に焦点をあて.ますボルツマン .マシンの理論を

応用 したトポグラフィック ･マッピングの形成モデルを捕成し,ハイパー･コラ

ム柵連を表す解が安定であることを示 した.つぎにKohonenのモデルの単純連続

解の不安定性としてこれらの構造の形成される条件をt,とめた.その結果ハイ
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バー･コラム補遺はどのモデルでt,神経葛の細胞が十分多け九は必ずおこること.

コラム相違の形成はは通常のXohonenのモデルではおきか ､がモデルを改良すれ∫

ばおきるようにできることがわかった･またMalsburgのモデルでは.コラム補

遺は形成されないことが分かった.

コラム構造ができるかどうかという重要な点でモデ′レ問に定性･bqtを不一致が

あるということは看過できない事実である･脳内のコラム稚造が.伽bb型の自
-ITtll

己租積化で形成されるのかどうかを考え-るにあたって∴このボー頭の厚田を明

らかにしておくことは･何にもれ て重要である:また応用の釈点かえご毒同
語を眺めると･神経場をシミニレー トするような礁輔で信号垂間の･トポロ空
を抽出しようとする場合･コラム稚連の形成は避けたい場合が多いと思われる.
よってコラム構造の形成条件は応用上も重要である. 一

本章で得られた結果･コラム補遺の形成を促す要因として.
q二T.'1

1)信号空間における荷重ベクトルの集中柵 細 の発火バ?-ンを.ty準するこ

と.た':JL･興奮領域の拡大よりは興i鹿-b土如 iZ.うが有効らしhr.l .--,I
2)神経場に生する興育バターンの周臥 こ負わ鵬傾 城が表在すること.
3)神経場全体が抑制入力を受けてお り･そのシナ7.スの学習によって神経場の
興奮度が制御されていること.

の三つが考えられることが分かった･3)の仮定は神経場の細胞のしきい値が変二ヽ

化するという仮定と同債である･これらの性別 土.現実の神経場のモデJ1,とし

て不自然なものではなく･特に1)と2)は極めて白鍵で･.トポグラフィ.,〆 .-マ
ッピング形成モデルに共通な内部結合を持った神経場がもし現実にあたば,程

度の差こそあれ 殆t'避けがたく生ずる性質であるといえる. -
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本論文では･付和の表現形式という側面から脳ををがめ,それに関する一連

のモデルにたいして歎理工学的な解析をおこなった･各章で明らかにされたこ1>
とがらは･まえがさでまとめておいたので･それを改めてくり返すことはしな
い.

現在･神経回路網の分野では現実問題への応用が盛んなため,扱われるモデ

ルと脳との関連が次第に薄れていく傾向がある･パック ･7･ロバダーションも

G'の学習モデルとしては･かなり不自然であるし,我々が巡回- ルスマン同

居を解くとき･Hopfieldの回削 こおけるような7･ロセスが脳の中で起こってい
るとはとうてい考えられない.

応用の立場に立てば･この傾向を-鞍に悪いものと決めつけることはできな

いが･本論文では生物学的常識に反するモデルは取り扱わなかった.よって.

ここに登場するモデルは･脳のモデルとしての権利を放棄していか ､ものばか
りである.

しかし･かといってここで述べられたモデルが･J;･のどの部分にあるのかと

問われれば･いまのところ確証をもって答えられるものはか ､.第 1章のラン

ダム対称結合が海馬とその周辺にあるとするのが森田のモデルであるが,これ

は今のところ･興味深い作業仮説であるに留まっているし･第3章の打ebb学習

をおこなう成合的な細胞群も今のところ見つかっていか 一･第4章のトポグラ

フィック ･マッピングの形成モデルf土盛父系のモデルであるが.未だに実戦的
には確詑されていない.

しかし･まえがさでも述べたように･数理工学的な脳の研究の目的は生理学

者に仮説を凍供することなのである.いつの日にか･ここで述べられたモデル

のうちのいずれか一つでもrパーセ7･トロンの行った道を辿り,ここでおこな

われた解析が･脳の情報処理の本賓を規分かでも捕らえていることが明らかに

なれば･著者にとってこれに過ぎる幸せはか 1.
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付銀 1

帯状の信号空間における受容野R(x,W)の- JR(x･W)Iと重心g(x.W)
を求める･R(x-W)は･yly21平面において･.(p一o)を通 り傾き1/Ⅱの直臥 (q1>}
･o)を通 り傾き1/nの直線･および2直線y号-±aの計4本の直か こ由ま涙 台ZLl

形の領域である (図A･1)･まず- -ま･台形DGHJI-長方形FBCE-≡

角形AFG十三角形ABH十三角形DE- 三角形DCJ-長方形FBCEよ
り.簡単に

J氏(x.W)I-2a(q-p)

と求められる.

重心も同様に長方形FBCEと四つの三角形について計箕したものを足 し引

きして求める･とりあえず皿>0･爪>0の場合を考えると.それぞれの帯域の重

心と面積は表A･1の様に求められる･この裏では･引かなければならか ､部分

の面軌 ま負にしてある･これらの重心をそれぞれの両横の重みを付けて平均す
ると,台形GHJIの重心

g(x,W)- (

t(q十p)/21+Ia2(n2142)/12(q-p))

a2(n一土)/3(q-p))

)

を得る･ここでは止 nが両方とも正であるとして計井したが,この括異はAとn

の符号がどの棟を組合せの場合でも成 り立つ.
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表A.1

領域 重心 両横

長方形FBCE ((p十q)/2,0)T 2a(q-p)

三角形AFG (p十aD/3,2a/3)7 - a2L/2

三角形ABH (p-a･m/3,12a/3), a2../2

三角形DEI (q+Fn/3･2a/3), a2n/2

三角形DCJ (q-an/3,-21/3)T -a2n/2

AJ'ti DEⅠ
固A･l R(x.W)の而棟と重心 (2次元の場合)
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付銀2

円柱状の信号空間における受容野R(x･W)の体馴 R(x.W日 と重心

g(x･W)を求める･基本的な計文法は2次元の場合と同じである.すなわちR

(x･W)は,yly2y3-空間において･yl軸を中心とした半釦 の無限円柱須域C-

((y一･y2･y3)Tly22十y32≦a2秒 ら･(p･o･o)丁を通 りベクトルm-(1,q2,■3)Tに
直交する平面と･(q･0･0)Tを通 りベクトルn-(1･n2･n3)Tに直交する平面によ

って切 り取られる立体である (図A･2)･ベクトルmは･こゐ立体の内部を向

いており･ベクトルnは･外部を向いている･この立体の体棟と重心を2次元

の時と同様に5個の立体の足 し引きによって求めるのだが･そのうちの4個は,

円柱の底部から･底面の直径を通る平面で切り取られる形の立体である.この

形の立休の鯛 と重心を求めると･つぎのようになる･すなわち.Cから角度

8をなす2平面y1-0･∫--y2taneによって切り取られる立件 (図A.∋)の体

積と重心は･それぞれ(2/3)r2tane･((3/32)方rtane･(3/16)方r,0),であ

る･これをを用いると5個の立体の体積と重心は･それぞれ蓑A･2の横に求め
られる･表A.2において.

t(m)-√(n22+.32)･t(n)=/(n22+n,2),

g(m)-(3/16)方a(t(m)/2･-2/t(m)I-2/t(m))T,

g(n)=(3/16)好a(t(n)/2･-02/t(n),-n2/t(n))T,

である.これより.

I氏(x,W日 -(q-p)方a2.

1(正22十暮32-ni21n32)/2 (p+q)/2

g(x･W)-a2/(4(q-p))( L～-n2 )十( 0 )

L3~･.n3
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表A.2

預域 重心 体積

団A･2 R(x.W)の形 (3次元の場合)

臥 し 3 円琵I')底部から･底面の直径を始る平面て切･)釈/}九る形の立維

((p+q),･'2･OpO)' 7Ea2(q-p)

(p･r)･U)'Tg(m) -(2/;)i-t(m)

(p･0･0)'-g (m) (2/3)a･,ち(m)

(q･0･O)'十g(n) (2/3)a3t(n)

(q･O･0)T-ど(n) -(2/3)a,t(∩)
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