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LL体の神経系が行なう記憶や′､;':門は,シナプス (synapsc)の蘇介不.tlffLJ.が適J心的に変化す

ることによって起こるとltl(からJeえられていた.このJe-えをFyj柵な形で仮脱として初

めて提唱したのは心那;I:R Hcbb(1949日18】であった.この倣脱を偶成的な研究とし

て鼓初に具体的な形にしたのは心即学者 Rosenblattである.彼は1961イF:･にパーセプ

トロン(Pe.てeptlOn)の学習アルゴリズム 【47]を捉案し,lIl:閂機械の研究に人きな影響

をL5-えた.与えられた例過からlLHj一窄IEUの二分割を学'rqするパーセプトロンは,決定問

題の基本的モデルであるが,T3loぐk(1962日14】によって収成定FE!が証明されることに

より,理論的背巌が一j･えられた.パーセプトロン流の決定識別判のi;I:習横磯については

いろいろな議論【1540】があるが.M‖lSkyal-dPapelt(1971日32】はその図形処稚

能力を計算幾何学に盛づき議題している.-JJd,例題を与えながらバラメタを史新する

タイプの学習を,パターン認識における識別関数と結び付けて確準.論の観,(.7.から統 一的

に扱う理論もある.Alnall(1967日2】はこの立場にたち,I-1摺 速度とfll1度のfljJのl対係

などを論じている･また般近では HeskesalldKappeI-(1991)【191がマルコフ過程を

用いて学習のダイナミクスを解析している.学習機械の理.論的研先は1960勾:･代の初期

の研究以降はしばらく沈滞していたが,1986年にRulllCulart.HlntOrlalldWllllalnS

(48,491によって発衣されたConnccf･1011lStModelによって再び活性イヒされた.特に

彼らの提案したMultlL.,IyCINctworkの Back-PI,OI)agat】On学習法は神経回路網の桝

在能力の高さを一般に知らしめた.このlq路網と学習法はすでに初婚JのLl)f先により指摘

されてはいたが,回路構造が比較的 一様であるために計f)機で'j:税が布あであり,なお

かつ椴近の計井機能)Jの向上により非′.;;1;に人規模の回路網が構成できるようになったた

め.初めて実用に耐えるようになったといえる.彼らは,両像処軌 77声認乱 デ-タ
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9,-1窄 持論

圧縮,ロボットをはじめとする非線形システムのIuJ走や制御などさまざまな炎例を′Jけ

ことにより,パーセプトロンでは限られていた応用範BtlをIi.げ数々の分野への止川は 促

した.また中側屑に形成される特徴紬flJ.機構あるいは内部裁判と,実r祭のLJT_物が持って

いる特徴fdl出機械との州心づけなどLt物が4iなっているfr-i報処理の虫に潜むある棟の梢

造の解明といった魅力的な問題をも捉′Jtした.彼らの研究に触発されて現イ亡では様々な

機棟と学習法が提案され,摘ノ｣的に研究されている.

実際の問題に対 して適切な回路網を段,汁,あるいは選択 しようとした場合,次の2

つが並安な問題として浮かび上がってくる.ひとつは横磯の人きさ,すなわちn由に史

新できるバラメタの数をどのくらいにすれば良いのかという問越であり,もうひとつは

どのくらいの例過を躯めて学習を行なえば良いかというItり越である.この2つのrlり過に

J対して従来はJ,と体的な解決策はIj-えられておらず,設.itJRのi:.観,縦験に斬ったり,読

行釘誤を繰り返 したりしていたが,ようやく放近になっていくつかの研究が稚く1,'される

ようになった.

機械の大きさの問遇は,たとえばMultlLayelNet,wo-kであればlrl問屑の#･(･数を

決めることに対応する.j6-(一数を増やしてILII路を大きくすれば,回路網の衣硯ノJは:'iか

になり,与･えられた例題に対 しては正解を出しやすくなるが,'7=習に要する時仰 ま抜く

なり,また例題以外の新しい入jJに対 しては非常に大きな川違いを犯してしまう･･T能件

が描 くなる.逆に崩(一致がイこ卜分であれば例題すら補足に衣別できないことになる.こ

のように機械の大きさは機械の汎化能Jj,学習時閑と寄席にf対わってくるため,過yJな

機械の大きさを何らかのノブ法で求めることは,学習機械の稚ノJを f一分に発押させるため

にも7rf.要なFlij過である,この間過にrAJしては,多 くの研究満一により阿路網の-#･(一数を叫

変にするアルゴリズムが故実されている.しかしこうしたアプローチは一般にドり掛 こ依

iT-･する場合が多い.より一般的な枠組での評価としては銃.汁の分野でモデル選択のBi唯

として用いられるATCや MDL漫唯iriを,7:習機械の選択に応用しようという試みが,

柴田 (1990日30】, 利口は よび川人 (1991日61),FolgCl(1991日17]などにより拙策

されている.しかしこうしたアプローチもilJ=習と規雅量の本質的なIW係を議論していな

い場令が多く不十分な点が多い.

例題数の問過に1対しては,まず BaL11n al-dHausslcl(1989日13】がVallallt【60】に

始まる PAC学Plの枠組に VC次元を殺人し,機械の複雑さを走'F註化することによっ

て,学習に必要な例題数の粂作を求めている,しかしながら彼らのFj･えた1LlLはhL'監評価

であるために, 一般にその評価値はかなり大きくなり,実用向きでないという批判も多
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い･また,LevulTisht)∫alldSolla(1990日31】は多数の均 ･なjk-1-が41日[_に作用し

ながら動作する神経回路網の特徴にXl:目して,推定されるバラメ-夕の分,(げに Glbbs

分布を仮定し,統汀tノJJ7Cを用いた桝PT･を祁なっている 彼らは i仰の例題で学門した

機械が新規の入)Jに対 して犯す.どさりをgcllClall-,"tt101IPllOlと定点し,ペイズの;L域

からその平均的な振舞いを論じている･また RISSanel-(1986日43】により提案された

prcdlCtivemlnllllllmdf･scllPtlOnlcllgthmctl10dとの㈲係にもLB-及している.ただし

rR際問題として gcllぐIallY,atlOl- PrrOrは計紫が困難である場合が多いため,annealed

appl･OXlnlationという近似計質に頗ることになるため,'R川的な指針としてはまだイく

｢分である･このような統計力学的なアプローチはSctlllg.SomI)OllllSkyandT)shby

【54,55,56】などによっても進められている.

本研先は,機磯の良さを計る評価対数として損失rAJ数を4vj_大して,17'-剛 川を走式化す

ることにより,機械の人ききと例題数の関越を統一的に考えるものである.機械の大

きさ,構造および例題数が損失f対数にLj-える影宅tを明らかにすることによって機磯の.没

計 ･選択等に対してひとつの親準をLj-えることを目的とする.

本論文の構成は次のとおりである.

第 2章では本研先で対象とするシステムと,それを近似するためのモデルの概念を

定遜する.またシステムとモデルのrlUの農を計る擬距離JAJ数として損失関数および1':均

損失関数を走丑し,これにi巨づいて例巡からの学習という概念をE判確にする.

W,'3帝では捌火J対数を用いた学習の中で,捉′TTされる例題のJIVり1;に依存する逐次和

学胃を扱う.逐次Jiy_;;I:閏には多くの))̂法が考えられるが,ここでは捌失f娼数を川いた娘

ち)を本的なプj法として確率的降下法を用いる.まずシステムが時イこ変な場合について学
習法の益本特性として速度と梢度を調べ,その収東のための条件を明らかにする.17甥

の特性としては,例題による学習を終えた機械が,例題以外の新しい入)Jに対 してどの

程度の損失を持つかを考える.この損/̂･を(,測損失と言い,さらにこれを例趨数のFA)数

としてみたとき学円曲線とFTう.本論文では確率論の手法を用いてこの学習曲線の漸近

特化を明らかにする.またシステムが時変な場合については,学習法の追従特性を調べ

ることができるが,これを用いて苧閉曲線の動特他についても考える.

qJ.4串では捌失IAJ数を用いた学習のrflで.提示される例越の)帆i;によらない非逐次

雅学習をとりあげ,その学習特唯を解析する.学習の特化としては,逐次弛学PTとrr,j林

にT･測損失に盛づくJlI'-･mdLI線を考える.また例題により′IL:mした機械が,例題そのもの
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に対しては持つ損失として′7=罰捌欠を'jE遺し,これを予測ifi火と同時に考え,2つの損

失の漸近特性を明らかにする.またこの宗一i兄に盛づいて般尤推必 こおけるモデル選択Bi

幣であるAIC規唯;止を拡･lBL,平均損失関数を用いた,7:PZでのモデル選択Bi唯を捉'R

する.

第 5帝ではIj･えられた例題だけでは般適なモデルのバラメタを 一.S:に決めることが

できないような,特殊な協介の′声門を考える.この種の問題の学習曲線の年汁l三を求める

ことは一般に人解決ではあるが,問題を人Jj信号空間の -.分割問題に限'定すると.r'Ⅰ雛

に導かれる損失にr判しては緩い 1-.脱を求めることができる.これを川いると,1{tl3-空間

の-_分割問題における一､/'Imllll線の漸近特性に関して最悪評価をキiなうことができる.



第 2章

学習系と擬距離関数

2.1 システムとモテル

人力 t7;を受け,肘ノJyを4城 する特定の計節機構を対象とし,あるモデルの小か

らその機構を止棚.に,あるいは近似的に衣硯するものを選iF(することを考える.まずシ

ステムの概念を述べておく.入出力f児係を炎現する計算機偶はその中に決まった加別を

41-し,与えられた入ノJからその艶別にしたがって.Ljl力をit.[｣け る.また,入ノJは計節機

構を取り囲む環境によって作成されるとする.以 Fでは環境と計節機構をまとめてシス

テムと考え,次のように定遜する.

定義 2.1入力をT∈R'L,.luJJをy∈R7-'で表すものとする.このとき次の2つの

柵率符皮関数の射1をシステム S

S-(p(3,),P(yr3;)) (21)

と定題する.

確率密度 1,(I)は人ノJを支配する環境の性質を点し,粂作つき確率密度 p(ylx)は人

LIJ.)J関係を決定するシステムの本質的な部分を衣す.すなわち人力 Tは確率 p(I)に従

い発生され,出)Jyは条件つき確率 p(yr･T)に従い生成される(bx121)･ 以 Fでは確率

密度 p(tT)を環軌 条作つき確率襟度 1)(ylT)を入出)jFAl係と呼ぶこともある.また混

乱のない限りJ:と･L/の同時秒 宰

p(3;.y)-1)(ylx)7)(3;)

をシステム,あるいはシステムの確率と呼ぶこともある

5

(22)
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X
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図21 システムの概念.

システムは確率'#.'･度により衣jRされるが,デルタF対数 (deltafllllぐholl)を中人する

ことにより入出ノブr対係が特定のI淵数によって表現されるシステムも同様に扱うことがで

きる.すなわち,人出)JlAJ係が

y-/(I)

で与えられるシステムSは

S-(p(I).6(y-I(3,)))

のように表すことができる.

一方,モデルとしては次の2つを考えることにする.

(23)

(24)

定義 212入力 1･に対してtlJ.ノJyが -.･2:に決定される横磯を確定的機械 (detel1111nlStl(

machlne)という.バラメタ0∈R'77を持つ確定的機械を(対数

y-I(T･0)

で表現する.このときバラメタCを持つ関数の族を確定的な m 次元モデル

MEI-(/(I;e)le∈Rm )

(25)

(2.6)

と定轟する.

定義 2.3入力 2=に対 してLLIJ.))I.(/が碓竿竹に生成される横磯を確率的横磯 (st.o(hstlC

111aCh】lle)という.バラメタ0∈Rm を持つ確率的機械を灸作つき確率'#.'度

p(三両,0) (27)

で虎視する.このときバラメタCを持つ粂作つき確率の族を紗率的なYlt次ノ己モデル

M,-ip(y卜,0)lO∈R" ) (2.8)

と定義する.
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確率的なモデルは人)JT に対してfIJ.))する yは紗 彰変数となる -jj確延的なモ

デルは人)32:が )̀-･えられると特走の y.いわば出力の代衣!.'､,:となる他を計節し出)Jす

ら.機械が確走的な助命でもデルタ1脚数を川いれば,

p(ylx.0)-6(･y-∫(ユlo))

のように確率密度として哀IRできる.あるいは 0に依存しない加法的雑音 n(.1)を用

い,∫(I:e)によって決定される確定値を確率変数 J(∫0)+n(a)として.確率的な横

磯として扱うこともできる.このようにして確定的な機械を便宜的に確率的に動作する

ものとして扱えば,確定的なモデルも確率的なモデルもともにバラメタ Cで特徴づけ

られる,また,次節で走遜する損失E淵数は機械が確定的であるか篠平的であるかという

ことにf淵わらず走点される.以下では必紫のない限り2つのモデルを区別せずにモデル

〟 としてあつかう.

定義 2.4確定的なモデル M,1または碓準的なモデル MsのバラメタCの族をMt次ノ亡

モデル

M -LOFOERm)

と定題する.

なお以 FではバラメタCの各要劇 ま

β-(♂1､β2. ､β…)

(2.9)

(2.10)

のように表す.パラメタ0の各安来にrAする偏微分は

･-(∂182･ .∂nt)-(品 意 意 , (211)

のように略;-で衣す.またパラメタの安諺および偏微分の添'11にfAJしてはJT,告なしに
EIIISteinの記法を用いる.

次にモデルの),L体的な例をあげておく.

例 1(MultiLayerNetwork) 次の税別にしたがって入ノJT∈R77Dから山)J･L/∈

R''Iを計算する機械を考える.

I,i-- tat-tl ∑ wl;zyL
J=l

･ - (zP ･･zE｡)

･J - (2',･･･.2:")

i-1 nk. ん-1 .i

(212)
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ただし,

炉Ⅰ22MultlLaycrNetwolkの例.

et-e-I
taulhL=一 一
eL+e-I

(213)

である.これはfced-RoIWald)班の MultlLayerNetwolkと呼ばれる,ik･も邦楽に利用

されるタイプの神経回路網である.名Zい -1 .I-1は申閉演(-(hjddclltlllit)と

呼ばれることもある.また同一の んに屈する菜f-をまとめて小IW,n lllddclllaycl.)と

呼ぶこともある.

この神経回路網の入IHl.)Jl姻係は明示的に憑き下すこともできるが,以下では

O-(W,A,.hf). も-1 nA3-1･ -7もん-1ん-1. .L (214)

とまとめて簡単に

1V-/(3;,0) (2.15)

とコ.!!くこともある.

典体的な例として2人ノJllLJr.ノJJuのr児数を図22に示す. lHLu肘は1層,lflHu盛J'
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L対23 競合系による2次ノ己Vorono1分'JilJの例.

は 4京子,各パラメタは L- 2.no-2.†ll-4n2-1で

(W,1)-

1 1

2 2

2-1

1-2

-2

4

3

-3

･W･12J,- (1-1 -1 1) (′障 (1) (2･16,

となっている.

例 2(ⅩohonenMap) 入)Jを 1･∈R",山jJを y∈R"'とする ･U,∈R'''.

W.∈R''なる ん佃のベク トルの組

(V,.W.) 1-1. ..ん (217)

を考える.機健は次の規則にしたがって出ノJを計算する.

y-V).1-arglnln川叫-Ill) (218)

これは蚊合系あるいは KohollenMap と呼ばれる神経回路網による関数近似法であ

る.この機械は人)Jィ.7号空間を Vo10nOl価城に分割 し(l対23),各領域ごとに侶)J榊

を決める(図 2,4)一棟の階段f娼数である.

以下では

0- (Vト .V人.u,1. ,叫) (219)
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B(]2.4:競合系による阿段偶数近似の概念Bxl,

として.機械の入出力IAJ係を簡単に

y-9(1･,0)

と貯くこともある,

10

(220)

例 3(DeterministicDichoto-yofR") 入))が ′l次ノ亡,'lu力が 1次ノ己の Multl

Laycl.Network/(∫0)を考える.次式にしたがって入)Jlrけ 空間R')を 二分割する.

D+-13.I/(x･0)≧0). D--tTIJ(.T.0)<0)

D+nD一-0. D+UD_-R" (221)

この分判にしたがって人))ィ.亨サ JJをJLlrロー1,1)に変換する機械 h(T.e)を考える.

機槻の出力をyとしたとき

y-I"TO,-(_::;;:二 (2･22)

と記述できる.単純パーセプトロンでは1請E3一空間の超平l白日こよる分割しか許さなかっ

た.そのため,二分割される信号が空けi]内で線形分離可能でなければいけないという

強い制約が課せられていた.MultlLayelNctwolkを用いるとその制約はやや怒和さ

れ,空間内を桝田で分割することになる.図 25は式 (216)のMlllt)LaycINctwolk

/(ェ,0)を用いた2次ノ己'C刷の二分割である.イー脳 のLllJ.JJに応じて人力空f'luを '.分捌し

ている.分割は左凶の濃淡によって/示している.
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陛】25 2次元*JF'りの確定的な分割の例.

例 4(StochasticDichotomyofR'') 入)Jが Tも次Jt,汁.JJが 1次ノ己の Ml11tl

LayelNctworkJ(T:0)を考える･次式に/Tけ 確準にしたがって(-11)をILH.)Jする機

械 p/(ylx･e)を考える･

p/(lll.e) - ん(/(I0))

p/(llrx0) - 1-A(I(IO)) (2･23)

ただし,関数 kはβを止の定数 (温度バラメタ)とし,

ん(a･)-
1

1+exp(-βx)
(224)

で定められるとする.この機磯は人力伝号空間を確率的に分割することになる.例 3で

は確定的に空間を分割していたが,この横磯は境界付近ではj=1の出る確牢がほほ5分

5分となり,境界領域がぼやけた分割を行なうことになる.なお,β一% においてそ

の動作は例 3の確'jE的な機億に近付いていく.

図2627は式 (2.16)の MultlLayel･Network∫(.T.0)をfrJいた2次元'C17iIの確

率的な分割である.図26はβ-05.図27はβ-100とし,y-1の確率'#JHEを

図′JJ;したものである.β-100ではほとんど確定的に動作していることがわかる.
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2.2 損失関数 と平均損失関数

モデルの中からシステムを近似するために適､うな機械を選択する､際,その良!享を判

断する｣占唯をあらかじめ決めておく必要がある.ここでは,システム 17(.T.y)からモデ

ルの 1点0への隔たりを計る -桃の擬距離関数として1':均捌失関数を中人する.

まず,システムの つ の人出)Jの組に対 して決まる損失を定点する.

定義 2･5人出)J(汁,y)に対 してモデル M Lの 1!.i)､Cがれう損失をd(ll.1'J.0)でよ

し,これを損失J対数 (lossfLlll(･tiol一)という.

損失関数には次のような粂作を課しておく.これは以降の解析を行なうために必要

な条件となる.

対象とするシステムの収率分JTJの族を S としたとき,作Iまの分JTJP(ユ,y)∈Sに対 し

ての次の値が確走する.

(LFl) /ld(Tly:0胸 (,.y)dXdy< ∝
(LF2) /laLd(,ye,a,EL(I.yCb(I.y)血dy< x
(LF" /l∂,. ∂･.A(I･州 ,(JM IELy<% A-1･ ･5

注 粂作 (LF3)は必ずしも ん- 5までは必箕としない 後述する.tlL妹での学習を近

道するためには ん-1までで 卜分であるが.那 4群や節 3竹においてfi':'Eqの諸特性を

解Urするためには ん-5まで必繋となる.

損失関数はモデルの 1点 Cが人山ノJ(Ty)を表現するのにどのくらい捌矢を持つか

を適すものである.確定的なモデルでは機械 βが入力 .TからT,測する'lLUJIJ'とシステ

ムのL出力 y とのJIUの 一種の.誤ば であり,モデルの予測に対する罰金にあたる.モデル

のIT,測出力 y'とシステムの出)Jyが近ければ胴金は/J､さく,農が脚 ナば.ri'r椎 を人きく

するようにすればよい.具体的には2乗誤fSなどを考えればよい.

一方確率的なモデルでは機械 Cが (I.y)の発生は確や%.:度 p(yrT･0)であると予

測 したその予測の確からしさをはかる規準になる.システムが実際に人山ノJ(3,y)を

行なったとき,モデルが (T.y)の発生確率は小さく滅多に起こらないことだと予測 し

ていたら罰金を人きく,発LE-_仰平は大きく良く起こることとJT,測 していたら罰金を′ト

さくすればよい,例えば符合を･e･慮 した対数尤JiEなどが考えられる.いずれにしても跳

失l対数は特定の人tLJJ.ノJに関してモデルが行う1,洲に対する捌欠を表している,具体的な

a(IIJ0)の形状はシステムSの構造やモデル M の設計 ･刑 朽)]一法に依存する.
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次にシステム〃(J･JJ)とモデルの1.[.'1.0との隔たりを‖平価する悦数を定遜する.

定義 2･6平均捌火J脚数 (avclagPdlossfill-CtlOl-)を

D(1,･β)-/a(Tyl"7,(- (･L･,CL,,Ly (225,

で定義する.

注 ここでpはシステムの分布 (人目ll力のI,11時分布)p(Jl.y)を歳している

1':均損失rXl数は拙文関数をシステム p(I.y)によって1'lJ(-)化 したものである.liiJJ.

lRJ数がシステムのただ 一つの入出ノJの組に).[して走適されていたのに対し,1':均損失IXJ

数はシステムのあらゆる入出)jの組に対する屯みつき郁分で定適される.損失l淵数はあ

る人山))(xy)に対してモデルが行う川 Jに対する捌火を衣している.出)Jyは碓準

頼政 J)(yJx)にしたがって生成されるので,この人力 .7:に対してモデル Cは1-i均的に

dy(1･le)-/a(TU G,p(yFT,dy (226,

だけの損失をもつ.同様に人ノJJは称や'&,:度 p(I)にしたがって/L成されるので,シス

テムをモデルCで近似したときには,,I':均的に

D(,,･C)-/dy(2:0)p(T)血 (2･27)

だけの損失を持つわけである.

､I'A-均損失関数に)占づいた評価塊唯に)占づき,Lbと過な機械は次のように定適される.

定義 2･7平均捌失J対数を馴 ､イヒするパラメタ COP'

D(p･OopL)-n評 D(p0)) (228)

をシステムSの般適バラメタと呼ぶ.

確定的なモデルは,デルgf対数を用いるか,あるいは加法的雑音を加えるかするこ

とによって確率的なモデルと見倣せることはすでに述べた.モデルを確率'#度F娼数の形

に衣したとき,モデルの忠実度 (fidcllty)という概念をn雛に殺人できる.

定義 2･8システムの人LtIJ･)コ偶係をp(ylx),モデルを ip(呈小,♂H O∈R川)と衣した

とする.

p(ylx)∈ip(yEl･0))

が成り立つとき,モデルは忠実であるという.

(229)
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これはシステム Sの入JJ.JJ関係をモデル M が完全に令んでいて,モデルが火に

ll:.しい人山ノJf対係を或攻できることを!5:味する.逆にモデルがシステムの人.日りJJ淵係を

冷ます,近似的にしかシステムを衣硯できないとき,このモデ)i,を非,'i'.尖なそデ)i,とい

う.また忠実なモデル M においてはIi扶 f脚数の粂作を次のように.1‡Jき【托しておく.

(LFl′) Jld(.7･.y･0)I-'p(ylll.0')J'(1･)dJ･dy<冗

(LF2′) Jl∂,EL(T･y:0)a,a(Jy0)17,(y卜,0')p(3.),Ll.dy<冗

(LF3′) II0.. ∂.▲d(∫.ye)は)(yrJlC')p(ユ)EL.LAy<x. 人･-1.. 5

ただしOC'∈M であり,1)(I)は対象とするシステムの任LT:の環境である.

モデル M が一'irRな場令,tC∈R''')の巾にシステムの人LLIJ.)Jl対係を記述するバラ

定義 219モデル M を息災とし,システムの人LIJJ･jJl対係を,r己述するパラメタをOsy｡∈

Rm とする･作意の環境 p(x)のもとでモデルの娘適バラメタ Oo),Lとシステムを.,上述

するバラメタOsy,が 一致するとき,損矧脚数は一致作を持つという.

一般に,モデルが,liT/Rではあるが ･軟性を持たない捌火l脚数,またはモデルが非.lil.

rRな場合には叔適バラメタはシステムの環境の変化に応じて変化 してしまう.とくにモ

デルが非忠実な場令には,lulじモデルを川いても損失関数のとりノ)-によって般適バラメ

タは興なる.

以下に前節で述べた例の損失関数をあげておく.

例 1(MultiLayerNetwork) 求 (2･12)で走鼓した MtlltlLayerNctwoLkを考え

る.このとき2来誤差によって損失関数を定義する.

d(I y･0)-喜 "y-∫(ll.0)‖'2 (2･30)

システムの入出ノJl娼係が確定的で

S-(p(3;).6(y-I(TOopL))) (231)

と1かナるときには,UJらかにモデルは.li'.'iuで,しかも1二のiii矧対数は 一致性を持つ.ま

た,)gJ待佃が 0で)t･分散がJJ一界なjJu法的雑甘 ･II(.T)∈R''Lがあって,システムの人出)J

l娼係が

･J-I(T･OopL)+77(T) (2_32)
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とかナる,すなわち ′J(T)の分Jl''をJ'(TJFT)としたときシステムが.

S-(1,(叶 p(y一/(I:Copt)ll)) (2･33)

でよされるならば,1二のBl失悦数は忠実で ･敦性を持つ.

例 2(XohonellMap) 式 (218)で定適した Koho1101Mapg(.Tle)の損失関数と

してはp来誤差を考えることにする.

d(,..y.0)=土Jly一g(T.0)IIp (234)P
平均損失の埴小化は,p-2なら通常の馴 ､2乗娩唯に 一致し,pが 卜分大きけれ

ば,近似的に損失の殺人1lliをLbl･小にすることになるのでミニマックス規唯に近イ小,てい

く.ただしこの損失例数では 1附微分がイく連続となるため.捌火l児数の粂作(LF3)が

完全には満たされない.

例 3(DeterministicDichotomyofR'') 信ぢ劉 Uを 二分判する機微 h(tT､0)の

損失関数をMulLILayrLINctwolkI(T,0)を用いて次式で延題する

d(- 0,-( 紳 T.二畔 :tlh'C3"Ol'sc'0 (235,

例題を生成するシステムがこの磯椀に食まれるとき,すなわちこのモデルが′恕'Rな

らば,この損失J対数は馴らかに一致性を持つ.しかし,有限偶の例掛 こ対してこの捌矢

を0にするようなバラメタCは無数に存在する場合がある.この問掛 こついての考察

は節5車で行なう.

例 4(StochasticDichotomyofR") 信号空間を分割する機械 p/(ylrtO)の載扶

関数を次式で定義する.

d(ユ･,y･e) ニ ーlogp/(yFlt0)

- 6)(y)log(1+cxp(-βf(∫.0)))

+6-1(y)log(1+cxp(Pf(J･,C))) (2.36)

ただし

β.(y)-
1.･L/-I

0.otllerWISC
(237)
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である･この捌失関数はシステムの入出力関係 ♪(yI.T)から見てKuuba'.k-Lcll)1crの

dlVClgCllCCを駄小にするようにパラメタを決定する親幣になっている.DIVelgCll(･ぐの

iJfJryから,モデルがJL','Rならば,この損失JAJ数は 致性を持つ.

2.3 例題からの学習

あるシステムへの人.'日.JJが観測できる状況 Fで,システムの内部構造や惟質が',lt食

にわかっているならば,その知譲を)左にモデルを構成することは'45易である.しかし適

'.F.'システムにf対して11与られる知掛 まほんのわずかで,モデルを構成するために'Ji際に利

用できるものはシステムを観測してキミきられる人.lti力の如だけである場合が多い.例題の

先議を明確にしておく.

定義 2･10システムの人Ll'ljJの観測1LL..の糾 E- (T.7J)を例過という.例掛 まシステム

の確率 p(T,y)に従いLi:.成される.狐､T_な i偶の例題を

EL-I(.Tいy.).令-1. .,i) (238)

によって表す.

本研究で扱う;;I:閂を次のように定点する.

定義 2･11例題の机E'から泣適パラメタ Ool,Lを探索することを学習と走裁する.

例魅のみを用いたモデルの決定を学'lqと出題するのである.もちろん41-阻個のデー

タしか使えなければ.平均損失関数を妓ノJ､化する最適バラメタを完Jiに求めることはで

きない.孜々は何らかのJJJ法でその近似値を求めるに過ぎない.

学習は,例題 Eの提示されるAfl肘 こよって推定されるバラメタが異なるか貞かに

よって2つの場合に分けられる.バラメタの願序に依存するIi潤 を逐次軌 依存しない

′■ir=習を非逐次型と呼ぶ.非逐次型学習の場合,観測のlぎiJ例題は完全に同 -の分,lFにした

がっていると考え,I)-▲えられた例題 Elから経験分布

1,[如,I-喜t5'TI J:いy-y,) (2･39'㌔-･｢

を構成し,これを疑似的にシステムと見倣し,磁適パラメタを推定することになる.i,L

体的な手続きは第4帝で述べるが,学習の川5･えられた例題を令て記憶しておかなけれ
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ばならない.また,例題を観測する閲にシステムが変動していくような場合,イf効なパ

ラメタ推定が難しくなる. -)I.,逐次三秒一声河は例題の系列に応じてできるだけ良いバラ

メタ推定を行なうように設計できるので,システムが変動する城令にJIJ効である.また

観測と学習を同時に17Jなえば,観測した例過の全てを記憶しておく必繋がないr7=うり系を

作ることもできる.ただし,システムが変動しない場合には,例過を全て記憶しておく

JF逐次型学習の)1-がより高い梢度のitmが行なえる.このような●rifILIに関しては那47:守

で議論する

一般に広 く使われている神経Ll･l路網の'7:'Lq))'式は本質的に非途次型学習である場介

が多い.はじめに例題を多数集めておいてバラメタを推起するか,もしくはその中から

-つずつ例題を捉′Jそして,疑似的に逐次liu.li'昭 を行ないパラメタを推定する.また多く

の場令 offllHeで非逐次)i'J_学習を行い,JR際に使うときには17=門を行わない魅令が多

い.lIFl経回路網のL̀t':甲能JJと2つの出の!';'=河の特性を考えると,非逐次型学mで榊卿 ,l

路綱を初期化 しておき,遂次型学習を行いながら 0111日1Cで利川するのがもっとも?Ji

しいであろう.

2.4 学習曲線 と学習関数

心理学,特に数粗心鞄午と呼ばれるの分野では,学習の進41-･状況を知るためにjii':m

曲線というものを描く【22].苧別 lt線 (lmlnll一gCu】VC)とは,機軸に試行l"l数とか緋

PII馴 Uなど学習に#･した時FTIJをとり,縦軸には,君主答数とか, -延;l上の作業を行なうのに

必安な所要E馴 ほ どのiiJ'門の成織を評仙する!■;昭 の測度 (‖leaSlllぐOflcaln171g)をとっ

てLlll'(いたl"1線のことである.学習曲線を見ることにより,/7:'Plの進4-i状況,行動改井の

程度,課題の難易度,f17:閉居の能力などを此観的に知ることができる.また人例などの

iiL昭 の進行過程を点した学習曲線にはある及則性が見られるため,これを数式化しよう

という試みが古くからなされてきた.i;J=判曲線は,試4-TF･,l数あるいは練習時rEuを tと

し,学習成節をLとすれば,

I-C(i) (2.40)

と衣すことができるが,このようなr対数 Cを学習関数 (leamll.gr111-ぐtlOn)とよんでい

る

本研究では心理′声で利)Tlされるこの学閉曲線の概念を'll/=円系の評価に持ち込み,こ

れによってモデルの能ノJを評価する.我々は平均損失関数を''i適し,それを泣小化する
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ことによって学習を'jii適したのであるから,縦軸にあたる′;/甥 の測度,すなわち成桃の

評価には平均抗矧対数を川いるのがtl然であろう.横軸には例逆数をとることにする.

非逐次型学習における'7=習曲線については節4牢で,逐次Ji!J.;;I:邪における′;I:鞘曲線につ

いては第3帝で議論する.また都5帝では特殊な場合として,ll-阻伸の例題では般適バ

ラメタが一昔に決められないようなhrl矧脚数を用いた学習における学円曲線について議

論する.



第 3章

逐次型学習の特性

3.1 逐次型学習と確率的降下法

提示される例過のWUf,によって,推起されるパラメタがjlは るt-fL習方法を逐次ltu.,Lil

閏と定義した.時刻 Lにおいて t布目の例趨 Etが与えられるような状況を増えたと

き,逐次型学習としては現時刻からん凧1は での例題(トL.+I. .E,を用いて17-EJ捌矢

を滋小化するようにバラメタを史新していく)1-法が考えられる.ここでは,その城も単

純な場合として k-i.すなわちその時刻においてLj-えられた例題のみを川いてバラ

メタの更新を行なうことを考え,31-体的な･7=門方法として以下に述べるような確率的降

下法を導入する.

以下では損失r対数 d(3:,y,0)がパラメタ0に関して微分=｣一能であることを仮起し,

Amall[2]によって捉案された確率的降卜法の定数を述べる.この方法は後述する例

によっても示すが,MultlLaycINetw10kに用いられる B̀t･.k-PIOPagatlOll【48,49】

や,KohonenMapに川いられる LcalnlngVec･toIQuantl･,Ja†.onl291などの ･般化

になってる.以降でおこなう推定されるバラメタの期待1Itf,分散等の学習の特性解析は

Amarl【21の解Ur法に2占づいて行なう･なお,分散に関する朋折は Amarl【21の解Urを

柵密化している,

モデルのパラメタ Cを,与えられた例題 (ry)に)占づいて逐次修正していく!7'･m

系を考える.例題 (T･L/)はシステムの入出)Jの同時分布 1)(.?y)に従って狐､工に作成さ

れるものとする,修IE1-.ll171のパラメタを0,修EE後のバラメタを0',修JE耳ほ 60とす
る.

0'-0+60(∫.y.0)

20

(31)
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修11三項 60は捉′TJ1-された例題 (∫y)と修止前のパラメタ C に依存する.修JE項 紺

はDD,.e)を減少させるように選びたいが,1171均損失-f対数 D(p.0)が未知であるため

D (p0)を減少させる)j向を完全に知ることはできない そこで'jえられる例題の分/Ti

I)(2,y)に塵づいた期待1Llr_の.Ltl･:味でD(J'.0)を減少させるように修lI:.項 60を遊ぶことを

考える.

修正項 60の期待イl如ま

E'(6β,-/60(Ty･C,p(LTy"Tdy (32)

と点すことができる･.7亡t,IEEはE-(ユ･.y)の分Jlip(1･.7J)にl対して期待佃を計懲する

ことを表す･同様に Vfにより分Jl了p(tl.y)に関して分散を計節することをよす.1回

の修正による平均捌矧脚数 D(p,0)の変化は

6D(7).0) - D(pO′)-DO,.0)

- ∇D(p0)TSC+0(ll60Lr2) (33)

とかナる.60が微小iJiであるとし,2次以上の微小ili-を軽視すれば変化分SD(p0)の

PJ待イかま

EE(W (p0))-∇D(7',0)'rEf(60) (34)

となる.バラメタの史新により平均載扶 rXJ数を殺小化するためにはこの値をrlにしなけ

ればならないが,そのためには ▽D(p,0)と EE(60)とが鈍Jljをなさなければならな

い.このためには過､klな1Ⅰ三の数 E と適､klなJl三先伯行列 C-(('})を用いて

EE(60)- -EC∇Db)C) (35)

ならば十分である.

･Db,10,- ∇力 (T･y0,p(Iy,dTdy
- EE(∇d(T･y.0)) (36)

であるから,式 (3.5)を満たすためには,

∂0(S∴y.0)--EC∇d(T.y0) (37)

とすればよい･以 卜より確率的降 F法を次のように定義するt2】
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定義 3.1提′Jモされた 1個の例題E'から推定されたバラメタを0,で適す.新たに例題

(1'+トut+1)がLj.えられたとき,バラメタ0,の修正を次J=tによって定める

0/+L-OII EIC/∇d(コ[+1yl+10I) (38)

ただし. EIは止の'R数で'7J'関係数という.また C1は適､ulなIEl.延仲子i列である.

一般にE.Cは時刻tに依存するが,以 卜の議論ではそれぞれ定数,正数行列とし

て扱う.すなわち

EL- E Cl-C. i-1.2. (39)

とする.このとき t一 ㍍ においてバラメタOIは一つの1Lll.に収火しない.収火を厳密

に保言iF.するためには,時刻tにおける学関係数 Elを粂什

llmE1-0(.･.一･00三E,-冗
f=0 (310)

を満たすように選べば 卜分であることが,確率的近似法によって′Jiされる 【46).ll湖

的に説明すると, 卜分な時問がたったとき'7:関係数が Oに近付くので修正項は限りな

く/トさくなっていくが,修正の利は発散するため,パラメタ賀川のあらゆる%･Jyrに到

迂することができるのである.ただし,'li'l-'Iy係数をこのように選ぶと収東が非常に遅く

なる.また,あとで.議論するようにシステムが時変であるとき,これを追従することが

榊雛となる.このため,Ii;I:関係数に対する1二のような制約条件は:ik;川上あまり怒味がな

い .

注 d(I,y.0)は Cにl対して少なくとも 1附微分uJ能であれば確呼的降 F法は適川

できる.ただし以降の′;I:習特性の解析においては高阿微分がイlJfすることを仮走してい

る.

以下に前章に例として載せたモデルの修正式を示す.

例 1(MultiLayerNetwork) 捌矧娼数の偏微分はt(ulll:rの微分が 1-tal山'2:r

であることを利川すると附 糾こ計許できる.まず,efを次のように定める.

e!- -(y,-zf) (311)
lI▲◆l

et'- ∑ cIl,;+Ill-(zS'1)2)W,E,十1 人-1 ･L11 (312)
p-I
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これを川いると偏微分は

蒜d(ユy10,-cf･1-(珊 zJL-] (313,
∂

珂d(･7.y.0) - eH1-扉)12) (3.14)

で'J'･えられる.

このは Baぐk-P10PagatlOnと呼ばれる.汁flJj法である 【48.49ト 各バラメタの史新

liは Fpe(1-forwardnFJ_の MllltlLaycINetwolkを逆向きに辿ることによって計節でき

るため,非常に効率のよい並列演算を構成することができる.

ilnl失関数 d(Ty.0)の2階以上の微分も同様にして計節できるが,これらは 1附微

分ほど単純な形で成規することはできない.

例 2(KohonenMap) KollOnCllMapを9(9.I,e)とし,損火r児数として 2廉.luUl':

を考える.このとき,損失l淵数の偏微介は次のように計算される.

人)j tが (W.)の形成する VoroHo.領域のrLJ部にあり,)-argllllll(llu,.-1･ll)

のとき,

孟 d(Ty:0,-

孟 d(3･ylβ,-0

(.,J13J)I1-3

0. ot】1el,WIS(､

(3.15)

人ノ｣･7･が †叫)の形成するVo10･10･領域の墳非 Lにあり,7,ん-algnliHiHw,-

1日)のとき,

孟d(T･y-0,- 0

孟d(ェ･yO,-
一

一

∫

J

I=J

I=Jc (3.16)

0. otllerWISe

境界領域での偏微分にJXJする議論は1｣刊 (1968)[8】などにある.

これは LealnmgVc(t･olQuant17Jatl0112と呼ばれる学門法と同価である 【29).た

だし通常の場合境卯部分に入力先HJがある確率は 0なのでIk際には,人)J1-lJH;･が機外

をrトL､とする微小なi;',･状領域に入ったときに学習を行なうことになる.このたG),I;'=閏効

率は一般によくない･これに関する考察は阪【卜 村rEl(1990日511などにある.
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例 3(DeterministicI)ichotomyofRn) 磯億 的 .0)の捌失関数の偏微分はバ

ラメタ0の第 t成分を0'としたとき次式のようになる.

g d(- 10,-( - yJ/'Tl"'P.-); /'xe'･ ;lh'pI"Ol'sc'0 (3･17,

p-2ならば BP とIlf順 に,Nc･twolkを逆向きに辿るようにして偏微分が計節でき

る･なお,この税失関数には 一般に p階まで微分が存在 し, (Ⅰナ1)隅までは辿続とな

る.

例 4(StochasticDichotomyofR'7) 機械 1,/(yIコ0)の捌火例数の偏微分はパラ

メタ0の節 8成分をe'としたとき次式のようになる.

孟 d(1;,州

-Pal(y) β6ーl(y)

1+ex諭 i(r=,o))+1+e立p(--3/I(I.e))); /(JIG, (318,

なお,β- cxlにおいて機械の動作は例 3の確定的な磯城に近ィ､)いていくが,偏微

分は 0となってしまうので,この損失関数ではバラメタの推定ができなくなってしま

う.

3.2 確率的降下法の基本的特性

この節では確率的降 ド法の)占本的な作質を調べるために.ある初期バラメタから出

発した学習系が時刻 Jにおいてもつバラメタの期待値と分散を求める.この 二つの:諒は

それぞれ学習の速度と柵度を衣す -つの指標となる.バラメタの期待JLlf.がどのように殺

適バラメタに近付いていくかをiJ.ることによって学習の進行状況を調べ,バラメタの分

散の変化を見ることによってrL71円されたバラメタが蔽適バラメタのまわりにどのように

広がっているかを調べることになる.rlJTINJで述べたようにE は徴/｣､なイL/I:に,C は適ikI

なIE定借行列に同定し,そのときの学問特性を解析する.

パラメタの期待佃や分散を求める前に,まず微分可能な 0の1対数 J(0)に脱して 一

般に成り立つ補規を証明しておく これはrXJ数 /(0)が学習の進11･にともなってどのよ

うに変化していくかを衣している.時刻 tに'ナえられる例題をE,- (.71ト肌)とLl‡く.
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時刻 tに得られるバラメタ0,はバラメタの初期偵 Ooと捉′J-;される例越の列

E'- ifl.E2- .E,)

- i(Tl･ylH T_,･y_').･ (.rL.yL))

25

(319)

のJ娼数

OI-CL(Oo.El ,EI) (320)

である･例題の組 E'は木尖兵がシステムの回時分Jhl'(tTy)に従って紗 1<･的に選ばれ

るので.初期値 Ooをlhl起したとき.0,はf/に依存する確率変数となる.以 卜では 01

の確率密度を qt(OLJOo)とし-この分村こIX]する平均を計紫する株作を Eo,lo｡で適す

このときf(O')もEEに依/i:する確率変数となる.時刻 tにおけるr児数 /(0,)のjyrT,1･1L出
をJJで表すことにする.

JJ- ∫/(βo)

- Eo.10.(I(0,"-//("qL･OPo)dO

9.,(C) - E((∂.a(Iy･0)a,a(Fly-0))

q.](0) - EE(∂.0/1(Fly0))

また次の二つのiFIJl:を

(3.21)

(322)

のように定益し,これから こつの行列

G(0) - EE(∇,I(Ty0)∇El(a･.y0)T)
Q(0) - EE(∇∇d(2=･y:0))(-∇∇D(p,0)) (323)

を定義する･ただし. ∇∇ は∂,a,をl行J列成分とする行列Jt!J.の淡Tlll-である.また

以下では tlは行列の トレ-ス (tlaCe)を計第する淡紫F.とする.以 l二の記弓のもとで

次の補選が成 り立つ t2】･

補題 3.1才′は漸化式

J.,'Z-i,-EEC,loo((∇f(el))Tc∇D(1,0,))
)

･享tlEo.po(CG(0,)CT∇∇′(0,))･o(E･') (324)

を満たす.
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証明 時刻 tにおけるバラメタを0,畔刻 t+1におけるバラメタをel,時刻 1+1

に提′Jたされる例題をミニ(.t･.y)でよすことにする.例題Eの確宰密度 p(()はシステム

の入出力の同時分JbJI)(,･.y)に3-･しい.このとき

0'(f0)-0+60(E.0) (325)

と点せる･まずCをFhl起したときの 0′の確平衡度,すなわち粂作つき紗辛璃度 q(e'EC)

を求める.バラメタが R川の知形領域

(o1..0'l+dO'l]× ×【o'"7.0'川 +dO′m] (326)

にある確率は q(e'FO)dO'であるが,O'とEが桜分変換のf対係式

dO,-里里欝 ,LE ,327,

を滴たすときには

q(0′IO)dO/-p(E(0.0′))dE(C O′) (328)

と掛 ナる･ここではEのBl1分倒壊が Cと0'によって決まるため,ry]/I-,'的にEをOと

0'の榊数として掛 ､ている･式 (328)のイJT辺は例題 E(0.0′)-(J..7J)が領域

lJl.Ill+a.7ll)×･×【ご"I"+daノー】

･lyl.y'+dy']x ･×【y"I.1J'''+dyrJ'】 (329)

に入る確率を衣している･バラメタ Cは分Jl･q,(OEeo)に従う紗宰変数であるから,式

(328)の両辺をql(OIOo)にf兇して平均することにより時刻 1+1におけるバラメタの確

準寄度が得られる.すなわち

qL･I(OIEOo,dO'-(LEE".q,0'p,q,,elOo,dO)dO,
1∈Rr'l
p(E(0･0'))llE(0C′)q,(OEOo)dO (330)

である.i(0.0')は Cを固定しても0′が RMの全域を動くときR"+r7'の令域を動く

から.Rm全域の節分はR''+"'令域の横分に符き換えられ.

jL･.-/0,ERJ,0',- (0/po)dO'
- LeRll."′L eR rrlI(0'(E0,,〟(- I"a"00',ql,0100,dO

-/(/I(Ol(EA)7,(E,dE)qt(OFOo)de
- Eoto｡(Ef(/(0'(1･･y･0)))) (331)
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が成り寸二つ.3'がe+beであることを用い,さらに 60が ()(E)であることに7ほ す

ると.

E((/(e')) - E((/(0+60))

- EE(/(0,-∂J(岬 ･喜∂･8,I(- beJ+0tE●},)
- I(0)-E∂J(0)CリEE(aJd(r･y･0))

I

･妄 ∂･D,/(e)C叫 IEE(∂AA(Iy･0)Old(∫･y:0"+0(Elユ)
)

- I(0)-Eat/(Ok･り8,D(p0)･%∂,0,/(0)ル g̀AI(0)
+o(㌔)

)

- I(0)-E∇f(0)Tc∇D(1,･0)Ii t-CG(0)C'r∇∇f(0)
+o(㌔)

が,T{される･この1･T･j辺をql(OIOo)で平均すれば補選が41''られる. 1

(332)

上の補過を用いると時刻 tにおけるバラメタCの期待1Lliと分I'kを求めることができ

る.定理の説明の前にいくつかの記Piを定題する.時刻 tにおけるバラメタOIの期待

佃と共分散行列をそれぞれ 0l Vlで衣す.

0'- Eo,lO.(OL) (333)

B,- Eo,lO.((OLlb,)2) (334)

また,システムp(31･y)に対する殻適バラメタ C.p'における行grjG(OopL)～a(COP')を

G,Qと書くことにする.

G - (9,J)-(Ef(∂.a(T･y;OopL)aJd(31!JOopL))) (335)

Q - (q,))-(EE(∂,aJd(ごyleop'))) (336)

このとき行列 G は定義より非ilklLt主桁列となる.また行列 Qは平均捌火rAJ数 D(p.0)

がバラメタ OopLで戟小イヒされることから非不定他行列となるが,ここではlI三走佃行列

となることを仮定しておく.さらに行列に作用する2つの線形h'f)Jl-を次のように定遜

する.

定義 3.2M Aをmxm のlUj行列とする.線形淡紫(-≡′l.軋tを次のように定遜

する

=IM - AM +(AM)T (337)
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OIM - AMAT

A∈Rmx… を止肌 aを作意のrj:数とするとき,この 二つの淡倒:/･は次のような

惟質を持つ.

≡l¢1- ◎ノl≡J

◎l-■三1 - ≡_l◎ _ト ー

こnl= aこ l

軋▲l = a2¢′l

(や.1)n- ◎̂ N

9

nU

l

ワ
)

3

3

.4

4

4

.4
-

3

3

3

3

3

特に二つの淡罰[了･が対称手付 IJM ∈R川Xmに作用する域令には

≡l:-▲lM - (2E一三.I)M (3.44)

申I,._ノIM - (E一三▲l+◎jl)M (345)

なるf娼係が成 り立つ.またそれぞれの淡紫(-のBMj値にIXJしては以 卜の補選が成 り立つ

【25ト

捕題 3･2行列 A∈R'"×川の榊イJJll/I:を 人,.I-1. nlとする.このとき≡tの凹イ(

佃は

人.+A) (2･1-1･ m) (346)

で点される.

証明 まず,行列の直積と列矧井Jを立並する･BC∈R川×m とし.行列 Aの t行 J

列成分を (a.})でよす･このとき,行列 A B の直積 A⑳Bおよび行列 Aの列巌F剤

csA を次のように定遜する.

A@B- ( (:,I.I.BB

∈R"''7×'川 (347)

csA- ('Llトa21, .amla12.al22. .(I,"m)′r∈Rm''t (3.48)

次に ABCの列展開を考える.Cの那i列をC.とすると,

cs(ABC)-(ABcl.ABc_' ABcm)T (349)
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である･ABc.にだけ注Fル Aの節 ノ行をa,,Bの第 人列をbんとして,

alCll 'H ale,1H

alJZCll一. amCmt

29

- (C.T@A)CSB

ゆえに

'S(ABC)-(CT⑳A)rSB (351)

が成り立つ.

演算 (-= ′lは m xMも行列からm xm 対称行列への線形淡f)Jl･であるから,17捕

借を求めるた捌 こは,対称子けりをM ∈RIHXM として,守TyUノJFE'式

AM +(AM)T-AM (3.52)

を考えれば良い.

AME+EMAT-AM (353)

として列展開を考えると,求 (352)は

(E⑳A+A⑳E)(･sM -ArSM (354)

と等価であることがわかる.行列 (E⑳A+A⑳E)∈R川川X川川の囲イJllt互を考えると,

入.+入} (り -ll 1m) (355)

であるから,これが淡紫(-≡.1のrflイ1-億となることがわかる. 1

補毘 3.3行列 A∈RM×'r'のr?･147倍を 人..1-1 m とする.このとき 軋 1のけMIJ

値は

人,人ノ (七･J-1, ,m) (356)

で適される.

証明 前補題の証u)Jとrl71様にm 次托jI行列をM ∈RmX川 として,4-i列ノブ和式

AMAT-AM (357)
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を考える.両辺を列展開すると,等価な式

30

(A⑳A)(･sM -AcsM (358)

が得られる.ここでキf列 (A⑳A)∈R"n-XM川の固有価を考えると,

入.AJ (I.j-1･ "7) (359)

が ◎.tの固有値となることがわかる. 1

注 補遇から明らかなように三lは対称1JJ･列に作用し,なおかつ Aの任.辻の2つの岡

イr値の利が 0とならないときには逆淡紫f-が存才l=.する. 一般の｣l:.)1才J･列は対称守J'ylJと

交代符列 (歪対称行列)の利に分けられるが,交代行列部分にr対しては逆ih/紫 Jは小延

となる.また 申A はAがlEJ川ならば逆滋邪二Fが存在する.

以上の記号と補迅31を川いるとOoJ"の近傍における0'の搬夕糾､を,,8じることが

できる･はじめにパラメタ0/のjyJ待1Lliに(刈する定理を述べる【2].

定理 3.1時刻 tにおけるバラメタ0/の純綿催O/は

O'-OoJ,I+(E-EC(2)∫(00-eon,)

となる.

(360)

証明 まず D(plo)が eopLにおいて篠値をとることに注TI:すると∇D(p･Oo,,I)-0,

また ∇∇D(pCop()-Qであるから,

Db･β)-D(1,･COP,)+喜(CIC0,,I)1'Q(0-eat,I)･0川O-COP･II3) (361)

と展開できる･Cが Ooptの近傍で Il0-007,LHが卜分小さいとし.r':L次の微 小 ;''LO(II0-

Oop,"3)を47略すると, D(p.0)のgladlCntは

∇Db 0)-Q(0-Oof,1) (362)

とlEL1-ける.また補遡31において

/(♂)-♂

とすると,時刻 tにおけるIの)脈字イlriLま

j,-∂′

(363)

(364)
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となり,関数 /(♂)の微分は

V/(0) - E

∇∇J(♂) - 0

31

となる.Eに関するrl.Lr次の項を箭略するとeJの漸イヒ式は

0,.'-6,-ECG(0,-Oop,) (367)

とかける･Ooを初婚柵 としてこの漸化式を解 くことにより正朔!が甜yjされる l

同様にしてパラメタOIの分散,にf対しては次の定理が成 り11:つ

定理 3.2時刻 土におけるパラメタ OIの分散 01は

0,- tE-(E-E=rQ)I)iE(=cQ)~1cGCT)

-((E-E≡(.a+E-'¢C･Q)I-(E-E≡cQ)′)(00-Cop,)(00-Ool,/)■

(368)

となる.

証明 まず補題 31において

/(o)-ool

とすると,時刻 tにおける /のガ)待値は

jt-Eo,lo.(O'O'T)

となる.ここで /(0)の t行 j列成分を

rJ(0)-0'eJ

で表すことにすれば,

(369)

(370)

(371)

∂J｡(0) - ∂ん(0'0])

- aL･0'+榊 7 (372)

∂ん∂JrJ(0) - ∂L∂L(e'eJ)

- ∂L'Sl+∂弼 (373)
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となる.ただしSlEまKIOIIC(ke.･のデルタである･前走確の証明とruj掛 こ(･'古次の微小 :1:_

0(lleleop,"3)を省略 して

∇D(p0)-Q(0-0opL) (3･7J)

とし,C(～(O-eopL)の節 L成分を(C(ラ(0-Oop'))-とEIFくことにすれば,

∇I(0)Tc∇D(p･0)- (∂〟'J(0)(CQ(0-Oop'))A)

- ((bLO'･伊 )(CQ(O-001,,))A')

- ((cc2(0Ieon/))10'･(CQ(0-00,,I))JC')

- C(フ(0-001,,)OT+(C(ラ(0-Oof,,)O')'r

- =cQ(010op,)Orr

となる.また CG(0)Crrの 8才13列成分を(CG(0)C'r)りで点すことにすれば,

cG(0)C'.1∇∇/(o)= ((cG(0)CT)AI∂人∂′/り)

- ((cG(0)CT)u(816JL･+朋 ))

- ((cG(0)CT)''･(cG(0)CT)J')

- 2cc(♂)CT

(375)

(376)

となる･分布 qL(OLIOoにf対して平均を計紫するとき,G(0)をOop'のまわりで展l崩し

て高次の項を省略 し,さらにLの こつ式を川いると,補遜31より

恥 ..100(eLeLT)- Eo.loo(OLOL'r)-E≡cQEo.00((OL-OopL)Ot')･E2cGCll

- (E-E='Q)Eo,loo(OLeLT)+E≡(QOo,,'6,'r･E2cGCT(377)

が得られる. 一方,定理 31の証明より

♂,.-BL..' - I(E-EC(油 +EC(プOO,,,日(EIECQ)6,+ECQOo,")'r

- (E-E三(･Q)CL6,T+EE(･QOop,6;㍗+E24,rQ(CI-Oo,")(0,-Oop,)rr

(3.78)

が計策される.よって式 (377)(378)からVlにF対する漸化式

t',+I



那 3帝 逐次型学習の特性 33

- E0...=O.(0㌦)-bL'LGL.,■

- (E-E≡(･Q)(Eo,oo(0'0,T)-締T)

+E2cGC1-E-'◎rQ(βr eop,)(0,-oap,)I

- (E-E=(･Q)VI+E2cGCT-E2◎cQ(C,loo,,I)(0,-Cop,)1 (379)

が得られる.ここで延F捜31と淡紫(-≡ ◎ の性質を用いると,

OcQ(01-00,,,)(0,I0oTy)]

- ¢ぐQO(I..-EC･Q)I(00-0opL)(00-0.p,)l

- ⑳C(2(4,E1-ECQ)I(o0-00,,,)(00-oap,)I

- ◎(.a(E-E=(.Q+E2◎(･Q)((OoICol,,)(00-001̂)rl､

- (E-E=(･(2+E2(D(.Q)I◎⊂Q(OolCoJ,/)(OoI00/,,)( (380)

であるから,

V,- V,-E(三rQ)-1cGC"l (381)

uI- E'2(E-E=cIQ+E'2◎(･Q)'◎CQ(00-Col,I)(00-Oop,)I (382)

とおくと,

つまり

Vt+I
ut+1)-(

vL+l- (E-E=cQ)vL- ul

ut.1 - (E-E=(･Q+E2◎(･Q)叫

E-E=(･O -E

o (E-E三cQ+E袖 (Q)

(383)

(384)

)(:,,) (3･85,

なる2項間漸化式が得られる.波列ll-の吋換性に往な してこの漸化式を解 くと

( :,, )-R L (:Oo )

となる･ただし,RLの ト行J列成分r:)は

rLi- (E-E≡√･Q)∫

ri2 - -(E2◎"?)~lf(E-E三cQ+E2◎cQ)I-(a-E=(.Q)I)

r;I- O

r;,- (E-E三(･Q+E2(DrQ)I

(3.86)

(387)
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図 31.逐次7日_学閏の進行にともなう分散の変化.

で与･えられ,初剃他 vo uoは

･J0 - -E(=C･Q)-1cGCT (388)

uo - E2(DcQ(OolCoJ,/)(00-Col,/)1 (389)

である.よって

vL- VL-E(=cq)-'cccT (390)

- -(EIE=(Q)'E(=CQ)-lcGCT

-((E-E三(･Q+E2¢(Q)I-(EIE三cQ)I)(oo-COP,)(e0-00,,I)T

(391)

となり,これを整理することによって定哩が証明される. 1

定理によって分散の広がり方は初期値を殺適バラメタから遠い.糾ことった場令ほど

遅くなることがわかる.股適バラメタから離れているときには,どのような例題がつえ

られてもほとんどの場合バラメタは叔適バラメタの方向に移動していくのに対 し,駐適

バラメタに近いときにはいろいろな例選に対して平均をとるとバラメタはほとんど動か

ない,つまりiR一過バラメタを中心に)I.がっていく方向にバラメタが移動するという;;'=Pl

の性質を表している(凶 31).

例 5(計算機シミュレーション1･) 人力 LT;-(J′1,JJ2)が 2次ノ己,(]｣■)JIJが 1次ノ己で

1)(1.) ト11】×[111]上で一様分Jlけ (392)

1'(yLx) y-tanh(x■+1･2)+,7 り-N(0052) (393)
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図 32.位過バラメタにおける機械の入出)Jl対係.

であるようなシステムを.確証的モデル

Md-ttanh(0.I,I+C2T2)rO-(0).02)∈R2) (394)

で近似する間題をJe'える.捌失IW数として

d(T･.tJ0)-喜(y-tanh(01Tl+02]･,))2 (395)

を用いて学習を行なうと,これはある人JJTに対するシステムのlgJ綿佃をLtH.力する横

磯が得られる.ここでは逐次噌ノ芦習によるバラメタの変化を迫った計第億シミュレー

ションの結果を示す.なお.,7=閏にIllいたバラメタは

C=E. E=001

で,初軌パラメタ,および泣過バラメタは

Oo-(05810) OopL-(101O)

である.

図 32に殻適バラメタでの僚機の人出ノJ関係を示す
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炉)33は 1台の機磯のバラメタ変化を例遡 10個ie=に女示したものである.,R線は

理論的に導かれたバラメタの期待JLlfの軌跡を表している.

図 34は100命の磯健のバラメタの､I'-一均値を例遜100個毎に女示したものである.

'A級は理論値である.

図 3･5は 100fTの機械のバラメタの1甥 倍と分散を例巡 500個似 こ衣示したもの

である.

図 36は理論的に蝶かれるバラメタの期待他と分散を例題 500側 毎に哀′Jミしたもの

である.

例題数が少ないところでは砧次の項の影響のためずれが人きいが.例退数が f･分多

いところではかなり 一致している.

3.3 確薮的降下法の収束

確率的降下法による'1-71円は少なくともE→ 0としない限り推定されるバラメタが -

,[:丈に収束することはない.

しかし,前節の2つの走Fuからlll:ちにやかれる次の系から,推起されるバラメタの

分JTについてはその平均と分散が収火することがわかる.

系 3･3Eが 卜分′トさければ.確率的降 F法により推定されるバラメタの)切符lLM lと分

散 叫 はそれぞれ

,lLniO,= eopL (396)

IIpnnVL - E(三cQ)~lcGCT (3･97)

に近づく.

証明 まず行列 A∈Rm×m ,および線形作用素 三′l◎4のノルムを次のように左道

する.

IIAII- suplAXJ
lll≦1

日=̂ 11 - sup H=/tXH
llYll≦1

ll¢4日- sup 仲IIXH
H,Y"≦】

ただし3:∈Rm.X∈RmXrnである.
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定義より行列 C･Q の榊イf佃はすべてJEとなる.したがって行列 C(フの囲イflLti.も止

となるが,これを′トさい願に舷べて人卜L-1 7--とする.納題3.2.33に経.lS:する

と

"EIECQrl-ll-EAll (3101)

IIEIE三(･qIF-ll-2E入ll (31O2)

llE-E≡(a+E2◎(･QIF-"OFJl_{-rQH-ll-E人.J2 (3103)

となり, どが微小ならいずれのノルムも1より小さくなる.よって

,lLni(E-ECG)I-o (3104)

,liI芝(E-E≡cQ)I-o (3105)

,lima,(E-E=cQ+E24,(･Q)I-O (3106)

が成り立つ.以上より系が∃肘刺される. 1

この系は,適当な初糊イLtiから1･分な時JF'り学習を行なうと,バラメタは初肋イL如こよら

ず位適パラメタを小心に0(E)の分散を持ってばらつくことを｡掛味している.0/は例題

を']--えられる限り修正され掛 ナるので,舷適バラメタのまわりでゆらいでおり,特定の

確率変数に収虎することはない.この系によれば.バラメタ CIはある方蛇 ･iF.･系列に収

束していくことがわかる.次の定掛 ま特性関数を用いてさらに強い.な味でバラメタ 0,
の法則収束を保証するものである.

定理 3.4i- ∝ E- 0においてバラメタOiの分111'はd:.BL分JfJ-

N(0.p,.E(=cQ)-)CGCT) (3107)

に近づく.

証明 以下では同相 のためバラメタOは滋適バラメタ OoI,LをJl;';,[:I:とするような嬢横糸

でJg-えることする.時刻 tにおけるパラメタ0,の r次モーメントの11､ も2, ll,成分

を(OJLOJ2 07r)IとLl!くことにすると,補退31より

(0-事 07r)/.L - (0'l Ctr)∫-E∑C',i-qk,(071 0'9-】OJO'･'1 0'r),β=1

･妄∑ C7･,C瑞 (0-L O73-･0,,I,- 0,･･1.0･･･+･ 0･r',
.†.きl=l

+o(㌔) (3108)
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となり, ,次モーメントは (r-2)次モーメントをmいた漸化式でよすことができる

ただし∂,D(pe)･9,L･(C)はJL･;I(.:のまわりで巌糾し･高次の項を邪略してq,lCl･9,1と

した･∑sr=.C'･んqi,を演紫 (-としてみたとき,その間有償は榊 JC(フの岡イ[11tiA,.7=

1 .771を用いて

人,I+A,,+ +A., (ll.I_'･ 2,-1. .m) (3109)

となる･これは((0'll e'.-1eJO'･'1 0'r),:3- 1 川)に対する糊イ1-1ulrIを令ての

S-1. rについてJeえることにより′[;古れる.よってEを卜分′トさく選ぶことによ

りEIE∑;=.CrSL.(/人,の州イJllI,.は1より小さくなる. 7-2次のモーメントについてイf

界性と収火を仮定することにより,P,lI納的に各モーメントの収火を′Jけ ことができる,

さてZ-(I,)∈Rm として

/(o)-e':･or (3110)

とおく･時刻tにおけるf対数Jの期待伯は分布q/(0,leo)の特性f対数となるが,これを

pl(I)で表す.

Eo,loo(∫(0'))-pL(I) (3111)

またバラメタe'の各モーメントがL-∝ において収凍することから,p,(I)の趨眼

が存在するのでこれをp(I)でよす.

,lilliEo.loo(/(OL))- P(I)

pL'L(Z) - P,(I)-EEC,loo(a,/(OL)cJ'tqL,0,I)
)

･妄Eo,10.(a,aJ(0,)drc人<grs)+0(E3)
- p,(I)-EEC.10.(tZ,et=･OL'cJLqAIO,I)

一言Eo,"C(I,zke･:･0･･J,cLsg,S)+0'Er3'

- p′(I,-EZ,dkqLIEo,loo(孟 el=･0･[)
E2

-すZ,ZL'J7cks9-Eo,p.(e7=･0'-)+o(E3)

- p′(小 EZ,'JんqkL孟 p,(I,

一言Z,zLld,cLl.･9,sp,(Z'十0'E3'

補選 31より

(3112)

(3113)
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である.1｢ つCの嬢阻をとると

Z,dAqAl孟 p(I,-守 ,ZL･eJrcAsgrLC- + 0 (E2, (3114'

となる.

p(I)- ('･o(二)十三/-1(I),0(fl) (3115)

として ho(I).hl(I)の満たすべき粂作式を求めると

zJ(J'qL,孟 ho(I,- 0 (3116'

zJCJLqんL孟 hl(a,- 一言Z,Z上d,C'<."5 '3117'

となる.これが任恋の 2:で成り､わ ためにはho(I)は明らかに0.また /とl(I)は Zに

J娼して2次式であることがわかるから

1

hl(I)- -ラzJẐ VJ人

とおくと,

Z,zLCJ''q-Vき̀- 妄Z,zLCJ'Ĉsg･S

が成り立たなければならない.イ;辺が対称であることに柱唐すると

〔J.qrsvき▲+cI.rqTSVSJ-ECJrcl･Jglき

すなわち V-(vJ人)としたとき

cQV+(CQV)T-ECGCl

が成り立てばよい.これを解くと

V-E(=(.Q)-1cGCrr

(3120)

(3121)

(3.122)

となるから,分佃 qL(OLIOo)の特仰Al数は分散が V で与えられる正B1分JTiの特作IXl数

に漸近することがわかる.以 J二の講.論は磁適バラメタを原!.■丈としていたことを考慮する

と,分布 qL(OtlOo)は正規分JIJ-

N(Oof,,,E(=cQ)-lcGC'r) (3123)

に近づく. 1

次に述べる定掛 まとの定則とは別のItS:味で確率的降下法の収火を保証している`

tl利 (1968)【81には分散を用いないでJP,門の定点から鹿渡これを示す厳密な正明がある
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定理 3･51が 卜分大きいときには,任意のJfの数 6に対 して,71･閉係数 Eを卜分′J､さく

選ぶことにより,バラメタOLが娘適バラメタOopLからb以 h牲れている確 率をいくら

でも小さくできる.すなわち

1"llll.-1P10blllet-Col,Irr≧6)-0∫-･OI-･)こ

証明 eeby歪evの不等式より,I,>0に対し,

1

pro l,I II0 , - Cop,II,a(h緑 )≦訂

(3124)

(3,125)

が成り立つ.前系よりEが 卜分/トさ いとき, 卜分大きなT に 対 して止のJjif数 Cが存イ仁

して,L>Tならば

tlVI<Etl(≡r･Q)-]cGCr｢+cf

とすることができる.任.･:,-1の bに対して

∂

Etl(三r･Q)-】cGCT+cE

と選べば,∂>a(tl･V,)与であるから,

(3126)

(3127)

prob川OL-OopL‖≧6)<PLOb(EP,-Cop,rl,a(tl柚 ≦嘉 (3128)

が成り立つ.よって

1.111Pl･Ob川OL-Cop,rl≧6)≦
I- ウ〇

Eh･(≡ce)-LcGCT+cE
(3129)

ここで E-0とすれば'/E鞄が11きられる. 1

3.4 学習時間と精度

前節で求めた学刑の速度と純度にl対する定理から,'ik:川 L必要とされるiI'-習時f7111を

概算することができる.系 33より,;声門の結米粒終的に残るバラメタの分散は 0(E)

であるから.パラメタの期待他と娘適バラメタの偏差がこれより砧いオーダーになれば

よい. 卜分大きなtに対してEが微小ならば.行列 C(フの娘/ト附イ1-偶 人】を川いて

Il(E-ECG)tll-0(cxl'(-E入】t)) (3130)

Il(a -E三cQ)Lll-0(exp(12E入11)) (3131)

ll(E-ど≡(.Q+E2◎cQ)Lll-0(exI)(-2EAtt)) (3132)
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と評価することができる.このことから,

1-0(～主(三log三)) (3133,

とすれば,定理 31を川いてバラメタの期待値は

0'-OoJ,I+0(E)

となり,定理 32を川いてパラメタの分散は

(3131)

vt-E(=(.Q｢IcGC'l+o(I-I) (3135)

と計許される.このときi抜適パラメタからの偏差は

II0L-OOF,H2-0(E2) (3136)

となり.パラメタの分微よりノ｣､さくすることができる.すなわちバラメタのlyJ符1Err-のil一

過バラメタからのずれを半円に付随する揺らぎの中に閉じ込めることができる

以上の計御 ま平均評仙 こ)占づく槻紫であるが,実用上は式 (3133)のイ7辺のオ-

ダー内の数倍程度の守/'門時問をとれば E.分であろう.特に神矧tJI路網のなどのバラメタ

の次数が高いモデルにおいては,.'r'古次ノ亡分Jliの特性から推志されたバラメタはほとんど

共分散行列で点される必矧IJ球ltliの近くにJ;l在するので,このような評価はかなり有効

であると思われる･また,泣終的に11nFられる横磯の純度 0(E)と必安とされる学習時けU

0(logE/E)の問のf対係は,モデルの股計における一つの指標となると考えられる

3.5 学習曲線とその性質

学習曲線を定戎するために,まずJT,測損失を次のように走遜する.

定義 3.3バラメタ OIを持つ機械が,新しい例題 (E.y)に対して持つ､I'--JL-J捌火をT,刺

捌尖 (predlCtlVCloss)Ll,(OI)という.

Lp"I)-/a(HLyOl)I,(yFx)I,(- dy
- D(pOL) (3137)

注 上で走適したT,測捌ZL･と1uIF馴こ,学習に用いられた特'jEの例過に対して持つ捌尖

を考えることができるが,これは逐次那 芦胃の場合にはあまり意味がない.なぜなら,
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バラメタの推定値 OLはLj-えられる例題の朋序によるので,例題の軌 (.㍗,.y,)と0,の問

には非常に複雑なF兇係があり･例逆目J･l･yl)が 0,に及ぼした影響と例遇 い･トLII)が 0,

に及ぼした影掛 まl･･'J一視できないからである このため全ての例題に対する損失を同 一

の重み付けで加紫､1'=均をとって評価することは安当ではない.また適･りな求み付けを考

えて平均を考えることもできるが,これは計算を複雑にするだけであるし.あまりな味

のないことであろう.

次に予測誤 /i--Iを川いて･7'円曲線を左遜する.

定義 3･41F,測損失をE'およびパラメタの初馴 なの分/Tfqo(Oo)にJ脚して1,-均 したもの

を平EJ糊 j損zL･という.､ド均 (,判別火を1のrW数としてみたとき,これを,7:甲州 線と呼

ぶ.

確率的降下法の並木的な特性から学mEIll線を典体的に求めることができる.

定理 3.6I,測月i火の,grT,nL(lは漸近的に

EE-.(Lp(0,))-D(plCo1,,,号 tlQV.喜tL(E-E三rQ),(V.a-EQV)(3138)

で与えられる.ただし,

V - (=cQ)-1cGC'r (3.139)

vo- /(00-Cop,)(oO-oop･,JdOo (3140)

である.

証明 EIの分布およびバラメタの初期値の分布 qo(Oo)にf対する平均挟作は狐.'i_にキffJL

えることを注怒しておく･まず.0,loop,の1次,および2次モーメントをT洞べる.
定理 31,32より

Eel.00(0(一CopI)

- (EIECQ)I(o0-00/,I)

EEL00((O'-Oo),,)(O'-Col")1､)

-Boo(Eel((0,-6,)(0,-al)lr)).Ee.o((∂l-Oap,)(∂lI0ol,,)'r)

- (E-(E-E≡(a)′)E(≡(･Q)--CGCT

(3141)
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-I(EIE≡√･Q十E20,0)∫-(E-E≡(yQ)I)Boo((OuICo",)(Oo-OOF,)r)

'(E-E≡√･Q･E-'0,.Q)LEoo((e0-Copt)(00-0op')'r)

- E(=cQ｢IcGCr

'(E-E三,Q)I(Eo.((00-9opL)(eoICoJ,I)")-E(='･Q)-1cGCI)
- EV+(E-E=(･Q)I(Vu-EV) (3142)

と求められる･これを川いてT･測B状 を滋適パラメタOop,のまわりで戚関すると

EE･.00(Lp(OI))

- EE･0｡(D(1)･OoJ,I+(OI-Oopl)))

- D(I,tOopt)+∂7D(1,loop,)EEL.Oo((01-0opL)')

･喜∂,a,D(I,AOoIM EWo((0,-Copt)･(0,-00,,,)J)

- D(pleoI,,)+妄qt,(EV･(E-E三cQ)I(vo-EVW ノ
- D(",Cop,)+喜tl(EV+(E-E=cQ)I(vo-EV))Q (3143)

となり,定理が得られる. 1

定理の第3項に現れる VoQ-EQVはEが初期値の偏hY:;に比べて 卜分/トさければ通

常は正定値行列となるので,i;l=m曲鰍 u E-E三cQIIL-a(cxp(-2EAlL))稚皮の速さ

で減衰していくことがわかる.

例 5(計算機シミュレーション 11(つつき)) 図37は 1fTの磯健の Y,測捌火･の変化を

示したものである.馴 38は 100hの機械の予測損失を平均して求めた′7:Pl曲線であ

る.実線は理論的に導かれた学習曲線を衣している.

3.6 確率的降下法の動特性

ここまではシステムの鰍宰構匙が時不変だとして議論を進めてきたが,鋭rRにはシ

ステムは時剛とともに変勤し,■̀;'‥門によってそれを追従する協令が多い.以 Fでは半円

系のステップ応答 (stepLCSPOllSC)と周波数応答 (flC〔luPll(･yrOSPOllSC)を調べ,その

動特性を考察する.

まずはじめにステップJ心茶について考える パラメタの期待イばIJ0/のステップ応答

を求めるには,荘適パラメタに泣常偏差を加えて,期待イlElIにl対する漸化式を桝き巾せば
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よい･具体的には時刻 0におけるバラメタの初期状態の3g111Hltl:を 0.pL,滋適バラメタ

をeopt+60として漸化式 (3.67)を解 く.ただしここでは簡単のためβOは 卜51/J､さい

として

G(COP'+60) と G(COP')-G

Q(00,,I+60) と Q(eoJ,I)-a

を仮定する･これを牌 くと時刻 tにおけるバラメタのig鵬仙0,は

OL-Oop'+(E-(E-ECG)I)W

となる.したがって,

Sl-E-(E-Ecg)I

(3146)

(3147)

すれば,Stが学問系のバラメタのjyj糾 Ltiのステップ応答を′)､す.

同様に定常偏差を')一えられたときバラメタの分散がどう変化するか.=1.gベる 時刻 0

におけるバラメタの初期状態を娘適バラメタ Ooptに対する左.iiI;状態,すなわち期待佃

Cop,･分散 E(三cQ)-lcGC'rとし･妓適バラメタが Oop,+60に変移 したとして式

(379)を解けばよい.これは新局,

V0-0. u0- -E2¢cQ6080T

として式 (3.86)を解 くことと同3-=である.ゆえに

(3.148)

V, - E(=ぐQ)-IcGCl

｣ (E-E三(rQ･ E'-'◎cQ)L一(E-E=(rQ)I)be601' (3149)

となる.第2項が変動に対する過渡応答を歳している.バラメタの分散は,バラメタが

桜通バラメタCOP'+60から離れているときには一旦減少 しながら般適バラメタに近付

いていくが,娘適バラメタにある稚度近イ｣くと今度は増加し,始終的には,7=門系が安定

するもとの分散に頗ることがわかる(B(i39).この型日日ま左Bl!32における分散の変化

の仕方と同様に説Iyjされる.

次に周波数応芥を求める.娘適パラメタが周期 27T/LJ,で変動しているとする.すな

わち,時刻 tにおけるLtL適バラメタをOop'+6CLとしたとき,

Cot,I+SCl-Oopl+Tl.Sin叫t r3150)
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∴ ･. ･t. . I･＼

e(=cQ)1ccCT

図 39i設題バラメタが変動した場合の逐次型学田系の分散の変化

とする･ここに,,1,は行列 C(ブの問イT他 人一に対するIhJイ[ベクトルとする.

C(フ1I.-入777,

また∂β!は十分小さいとして

G(Ool,I+SeL) と G(Copt)-G

Q(Ool,I+60') と Q(Oop')-Q

とする･バラメタのガJ待他 OIの漸化式は,式 (367)から

18

(3151)

OL+L-(E-EC(?)0'+ECQO.),(+EA,ThSH,叫t (3154)

となる.定常振動解を

O'-OopL+a.71,Sll-(U.i+4･.)

とおいて,振幅の拡大率 a.と位胡岸 少,を求める方程式をたてると,

E入.cos¢. - a.fcosu.-(1-EA,))

EA.sIIl¢, - -a,SlnLLJ,

が得られる.これを解 くと

al=
El,

ぐOSLJ,-(1-EA,)

となる.叫 が微小,すなわち変動が非馴̀こ鹿やかなときには,

UT

α■= ;天

(3.155)

(3160)
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おき,α.が十分小さいと似'起してその品次の項を省略すると,

Ji了苛
-αI

49

と近似できる.よって走常搬動鰍 ま

1

6･=Cop,'『 苛 7'･Sln(U･ト α,' '3163'

である･すなわち,荘適バラメタが用矧 27T/叫 でC(フの附イ[偶 人.のEhlイ1-ベクトルの

方向に変動するときには･捌 脚 1/√ こ育 倍になり,イ{JIJlfがα,だけ逃れて追従す
ることになる･60'の変動のノj向が-椴の場合には術列 C(2のJ).1イJ'ベクトルをTrL-.ね合
わせればよい.いずれにせよCr.が/トさい.すなわち

叫 ≪E入い (i-1, ,m) (3164)

ならば,学習系は変動を卜分よく追従することがわかる.

同様に分散の周波数応答を調べる.式 (3.150)の変動を加えたとき,α.が十分′ト

さければバラメタの期待他とIti-適バラメタの差は

∂L-(OopL.SOL, - 771(義 sin(,- L-α･,- SH】(7-･,)

- 77･(a･COS(7uz)･0 (帝) (3･165)

となるから,バラメタの兆分散の漸化式は,式 (3_79)を用いて

VL十1-(E-E≡cQ)VL+El2ccCT-E-'αfcos'-'(W,i)OrQTm,T (3166)

となる,VIの定常振動解を

CT,-E(≡ce)-1cGCT+ibiCOS(27叫+棉 +C.)WI,T (3167)

とおき,C(フの固有ベクトルとC(フから作られる淡紫rのf対係式

ニrQW17'r - 2入Im 7' (3168)

◎cQIT,rl.T - 塙,77.'r (3169)
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を用いて･捌 畠の拡人'iE･b.と付点バイアス成分 C,と位棚E･･'-湖 を求ゎる),･稚式をたて

ると,

三 ●■-､-

となる.これを解いて

- b.(112El.I(･OS2U.) (3170)

響 S湖 - b,sln2U.

E2人'fαT'
-i - -2El.C.

E-'人ぎαぎ
(112EA.一

C,= 一㌔小 .2
4

tan4,;-
sュll2U,

1-2E入,-cos2叫

であるが,期待値の場令と同様に式 (3.160)を用いて7,-bJ次の項を邪略すると

E人Lcq)
柿:売亨E入.α?
4

¢: - α.

と近似できる.よって'jE'.q.一凝動解は

01-E(三cQ,-･cGCl一撃 (1-7q os(2U･t･a･,,,l･r/･T (31179,

1

となる.第2項は常に負であるから分散は椴適バラメタが働かない場合よりわずかに/小

さくなることがわかる.

3.7 学習曲線の動特性

前節で行なった動特性の桝折節火をJf]いると学習曲線についてち,そのステップ拡

茶と周波数応答が求められる.

まずステップI,Jtlt答について考える.逐次Ji!!学習の細見,時刻 0までkiJIt;状態にあっ

た学習系で時刻1においてシステムが pから7)+epに変化し,以適ベクトルが 0か

ら0+60に変わったとする このときの学習仙線の変動を求める.各時刻に例皿がひ
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とつずつ提/I(されるとすれば.

E<･.0.((OL-(0･6州(OL-(0･60))T)

- EEr･oo((OL-5･)(ot-6,)T)+Ew｡((6,-(o･60両,-(OHCH))
- vL+(E-E≡(･q+E2◎(･Q)'6060'

- EV+(E-E三cQ)I.-16060) (3180)

であるから,Lr(0)を0+60のまわりで戚関して

E(I.oo(LT(0))

- 榊 ･SplC+∂0)･妄t.QEEL.Oo((0/-(0･6帥(0,-(0･60))'r))
- D(p･67,,0･60)･喜EtLQV
･妄tl(Ele≡(.Q),Q8060rr (3181)

となる.節3項が過渡応答の部分である.

次に周波数応答について考える･時刻 tにおけるシステムがp+βp,で表され,蚊

適ベクトルが

OoJ,I+60,-Oopl+TJ.SlnU.1 (3182)

となったとする･ただし, 7I,は行列 C(フの固有値 人.に対するEhlイL-ベクトルで,

C(れ -A,77. (3183)

を満たしているのはflllf節と川様である.このときの学習曲線の起,.iF.'振動状態を求める.

確寧的降下法の周披数特性の悦係から,

Eo,((e･-(e+60'))(0,-(0･60,))T)

- Eo,((OL-6,)(0,-6,)Y)+Eo,((∂′-(0･6CL))(∂1-(0･60,))T)
- V,+(α,(･osu,i)'2･,1,,),1

-E(=cQ,-'cGC1､-# (1-示 cos(2- ･ a･,,r),yI-I

･誓(cos2U,iI1'w l.Y

と EV･((描 .(;･轟 ,cos2車 ",･T (3184,
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であるから,LT(CI)を0+60,のまわりで巌関して

Eo,(L･r(OI))

- D(p･61,IO･hOL,･三hlQEo,((0,-'e+60,'''0,-'0･60,".)I

- D(p･67,10･60,,+;EtrQV

･串 -2 ,･,;･轟 )cos2車 lQll･,,･I ･3185,

となる･第 3項が泣適バラメタの変馴 こよる草削 目線の変 動をよしており.そのオー

ダーは

o(A) (3186,

である.このためEに比べU,2/(El,)2が 卜分に小さい城令には機械は捌火J対数で.坪仙し

た性能を損なわずに,いいかえるとrG･定した性能を雑持したままシステムの変動を追従

できることになる.また郡3堺は (os2U.tが -1をとる近くでは負の佃をとるため,

通常残る誤差 1/2Etl(フV より.al去月が減る場合があり祥るが,これは α.が 卜分小さい

ときにはほとんど軽視できる.
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非逐次型学習の特性

4.1 非逐次型の学習

川 村の例週を川いた学刑の中で,牡′Jさされる例越のJJUi)1･に依イfしないノj法を非逐次

型の学習と定我した.ここでは舶火例数を川いる立場から,)]<体的な下続きとして非逐

次型学習を定義する.

まず,与えられたL僻の例題

EL-((r l y)).(T2.y2) .(TL.y,)) (41)

から経験分布 (empuiraldlShlbutlOll)

p,'try'-与t S(I-I.yll,.' (42'l=1
を構成する.このとき分JfJIz/(Iy)は_If.確には例題 E'の関数p'(IyE')となるが,堤

乱のない限りELを省略して衣:,け る.経験分仰 こ対する最適バラメタと非逐次型学習

を次のように定義する.

定義 4.1経験分Jf;に対する平均Ii扶 IAl数

D(p'.0)-
/
a(3;y.0)pt(x.y),itldy

吉id(" 710)hE.∩ (43)

を別 ､にする般適パラメタ0三′,∫

D(p'･OL,,,)-mo"-D(p'l0) (44)

53
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を経験分布 ))Lに対するLtl･適バラメタという.

このときバラメタ0ムp,を探索する過裾を非逐次型学田と定適し,舵,起されたバラメ

タをOLと古く.

バラメタ CとJ,'もELのI脚数 0ムI,,(E')となるが.この助合もi比乱のない触り7''(J.y)

と同様にEtを省略して衣.-,け る.

非逐次型学習は例題から作られる経験分布 7''(∫.y)によって1'1.のシステムの分jlf

1,(I,y)を近似し,バラメタの抑止を才丁うことと定義することもできる.よく知られて

いるように,tが 卜介入さければI''(T.y)はp(ユ.,.LJ)の性TTをよく歳すことができる.

もう少し正確に･iえば, /を T･･.LJの関数とするとき,分JFip卜 .tJ)にfAlする /(.Ty)

の介散が有限であれば, Iを大きくしたときp'(ユy)にIAlする､1,-均をl)(L･､･IJ)にlXJする
平均にい(らでも近イ小ナることができる.

,lpni主立 f(x71y･,-//'xy'Z,'ユ･.y'd-Ly '4･5'l=l

このため tが十分大きければ,鮮験分JlfLこ対する娘適パラメタ Cと,,,は火のは適バラメ

タ Oof,Lの十分良い推定1LI･_となる.

注 実際に磁適バラメタを探索するには,求 (43)を0にfAJして偏微分し,各徴係数

を0とおいた /7り己辿.i)j稚式を解くことになる.

8,D'ptlCLl,,'-吉土 O,d'T.･y"OLpL'-0･ ,-1 I- '46'l=)

ただし,式 (4.4)と (46)はhfH血ではない.なぜなら娘小伯をワーえない Cでも極小値

(localmi‡-.ma)となるなら式 (46)を満たすからである.以下では城適バラメタ O0,,,

の近傍において諸々の関数の振舞いを考えるが,これらの議論のほとんどが,そのまま

極小値の近傍でもなりたつことを柁息しておく.

また式 (46)の方准式は 一般には非線形連立))一程式となるため,特殊な場令を除い

て解析的に解くことは難しい.このため反復法 (ltelatlOl一)を川いた近似計節によって

eムp,を求めることになる 奴復法は大きく分けると次の2つのノブ法が増えられる･ひと
つは,殺急降下法 (gladJcntdlS(entlllCthod)やニュートン法 (Newtonsmethod)な

どの数値淡紫f一法を川いて式 (4.6)をlrl:接解 く方法である.これを -抑 相と呼ぶことに

する,もうひとつは,社検分J(,】1)I(2,I.y)を疑似的なシステムとIL倣し,これからランダ

ムに例過を生成する,すなわち E'からランダムに例題を選んでJJ-えることにより確率

的降下法,あるいはその発奴巧y_を用いる方法である これを確平和と呼ぶことにする.
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-股に統計学で行われるモデル推定などでは,前石の数他紙 _手法が川いられる.

~R,神経LDI路網の学習では後者の手法,あるいはそれを,r3r速化したり,耗小1UIJ-(こ捕ま

らないような工人をしたものを用いることが多い.これは非常に多数の兵/･を川いる神

経回路網において辿常の数1ll･:淡紫下法を用いると膨人な.-亡憶領域を必安とするのに対

し,Back-pll0pagaf10llや Lr･al11111gVcrtoIQll̀tlltlY.ahollはバラメタの史新がJ.,3所

演算によって行なえるため,計紫に必要とされる話Ll憶領域が少なくてすむからである.

二つの場合のどちらを選ぶかは,股請tしたモデルの性質,利川できる‖f一節機の能ノJAlTIに
よって決められるべきものである.

非逐次塑学習により推起されたバラメタは,探索に数他淡紫T･法を川いた楊介には

初期佃の選び方,練り返し淡紫の打ち切り回数,丸めiTDLu1--J.3-1の計節.81ミ/T･.'からある範朗に

散らばる.また碓･r彰的降 ド法を川いた場合には,前帝で議論したように E･JJJな;;J‥耶 州

を経た後にはほほ広軌分小 二なっている.いづれにせよ推起パラメタ 0'は･､;I:‡J'['の特性

により確率変数となる.例越の机f/を間近したときの O'の分/Tほ qt(O'IE')と.iiくこ

とにし･この分JfJ.にl対して平均と分散をとる操作をEo･Lf･･VoW でよす･以 Fでは分

47qE(oErE')にIXJするバラメタ0'のrr.16次モーメントは村外であることを収足し,掛 こ平

均と分散については次のように Elさけるとする.

Eo･.E･(0')- eエp,

vo･lE･(0')- EV(OLp,)

ここにEは学習の棉度を適すバラメタである.特に確雫的降 卜法を川いて 卜分III潤 を行

なった場合には,

EV(OLp/)- E(=√･Q･'0こ,,')I.CGl(oLp')cT (49)

GL(oLp,,-(y･,J(0エ′,,"三善 ∂zd(I- ･OLp,,a,d,I- A-1eL1,,日 410,
∫

QL(OLp,'- (q･',(oLpl,)-三吉 ∂･8,d'xkykOLD,' '4ll)

となり,推定バラメタの分散は 0エJ,/の榊数として損矧XJ数を川いてIyJ,)'的に･f阿 る･

4.2 予測損失 と学習損失

学習にJ:って得たバラメタの推定傭01に対 して次の2つのbrl火を増える.
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定義 4･2バラメタ O'を持つ機械が,新しい例題 (J-y)に対して持つ平均捌失U ,刺

損失 (prcdlCtlVCloss)Lp(el)という.

Lp(OL,-/EL(r･･,IO')p(yい p(I,dLrlJy
- D(pet) り 12)

定義 4･3バラメタe'をもつ機械が,ノ絹 に用いた例題f'に対して持つ1,･均lii火を学
習hri失 (tlallllllgloss)Ll(3')という.

LTl(0')- 与∑d(x･.yl O''l=J

- D(I)I.el) (413)

T,測損失は,[7胃を終えた機椀が現実の環境の小におかれたときどれだけの稚ノJを

発揮するかの指標となる,つまり,171円時に')-･えられた例迎以外の人)Jがリ一えられたと

き,機械が予測する山ノブがどれだけのIn火を持っているかの1,-･均.71･1111】になっている.

力学習損失は,学習を終えた機械がJ?'‥関崎と同じ環境,つまり/;I:判に川いた例越しが ]

えられないような状況にIT･!かれたとき機械の予測する出jJがどれだけの捌火を持つかを

衣している･予測損失を股も小さくするバラメタはシステムの分イド〟(3::i/)に対する似

通バラメタ OopLであり,そのときの川 減 失はシステムに対する平均捌火l対数の放′ト

値に一致する･また学習損失を滋も小さくするバラメタは紀験分イrip'("J)に対する荘

適バラメタ 0ムp,であり,このときの学習損失は一般にシステムに対する平均抗矧対数

の駁小値より小さくなる.これはlt;I:習損失に関しては

L･r(OLp,)≦LT(OopL) (414)

が成り立っているが, L式のイ[辺は中心極限定理によりシステムの1''-均捌矧対数の放/ト

催 Db,･eopL)に近付くからである.

次に学習曲線を走遜する.

定義 4･4予測損失をOLとElの分小二J淵して1''-均 したものを平均 T,洲雌伏 という 平

均T,測損失をiのl対数としてみたとき,これを学習曲線と呼ぶ.

学習曲線は例題数を増やしていくと･一才･閂された機械の損失が平均的にどのくらい減

少 していくかを表 したものである.もう少し直観的にtiうと,たくさんの機械があっ

て.それぞれに別々の i佃の例題をLj･え逐次塑学習を行なうと,これらの機械はII'-均
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損失の意味で滋も良い横磯のまわりにばらつく.このばらつきを糊 胤 火で測ったもの

が,平均 JT,測損失になる･ tを増やせば増やすほど機械は奴も良い綬機のまわりに炎.

まってくるが,この炎まりji一介を､l':均 糊 臓 矢によって見てやろうと.三う のが,;7甥曲

線の考え方である.

4.3 学習曲線の特性

学習曲線のJll一体的な形を求めるFIJTJ'Lこ,経験分布p'(Iy)に対する3泣適バラメタOLp,
の性質に関して成りtllつ補過を.証Eダ=/ておく

補題 4･10三,,Iの分仰 ま漸近的にlF･B1分JTf

oL),,-N(OoJ,,10-1GQ-I)

に一致する.

証明 Cとp,が7,I(Ty)の.F'･均損失fAf数を別 ､にすることより.

∇D(1,IOLJ,,)-Ep･(∇d(I.yOL/,,))

-王立∇d'ユ′い刷 ,Iに一日
= 0

(415)

(416)

が成り立つ･tが 1.分大きければ IE'-OopLrは微小なので J二の式をOop'のまわりで展

閑して席次の項を省略すると,

王立∇d'Tいy,loop,主 立∇∇d'x.-y,Oop,'(Cとp,-00,,,'-0 (417'(=l l=I

が得られる.十分大きなtに対しては大数の法則により

主立∇∇d'･T.ly,.00,,L'-Q '418'=･-ド

としてよい.また

E,,(去vd(xいy,;OopL,) - 去∇D(pleop/,-0 (419,

vl･(義- ･7lyJIOoJ",)- 吉G (4･20,
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であるから,小心嬢馳'起用により

～
吉去 ∇d(T･･y･-OopL,

は平均 0共分散行列 GのIl:_加分JfJ.に漸近する.すなわち

妄去∇d(,･hy･Copt,-N(0G)
よって 式 (417)を髄鞘して,

58

(il'21)

(422)

-(;g∇∇d(L･いy･ Oo,",)A(Oil,,leopL,-去套∇d(･L･･rlJ･OoJ,,, (423,
から

-QJ7鶴 ′-oof")-N(0.C)

がいえる.ゆえに

(elf,,I0op,)-N(O吉O-LGQ-I)

が漸近的に成 り1'Lつ. 1

推定されたバラメタ OLは E'のEAJ数であるから,分/hJL(o'lf')にl児してとった平

均は,ELの関数として妙 手{一変数になっていることに注.t17:しておく.またシステムの泣
適バラメタのまわりでの推klLl'･の分散EV(Oip,)の澱適バラメタCOP'での1LliをEVでよ

す.

V-V(Copt)

以上の準備のもとでT,測ilrl欠に関して次の定理が証明される

(426)

定理 4.1予測損尖の期待佃は漸近的に

EEW･(Lp(er))-D(pOop･)+去 tlGQJ･妄tlQV (427)

でワ-えられる.

証明 定型の式の証明のI削こO'-Oop'の分布を考える･平EJは桝らかに 0であり,/JJ-

散は

vEW･ ((O ' - 00,,I))
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- EEWr((0'-OLp,･eLp,-oap,)(o'-oLp,･oLI"-OOF,)I)

- Ef･(Eo･.f･((OL-oLp,)(0㌧GLP,)T))

･2EEr(Eo･.<･((0'-OLD,))(oこp,-OOF,)')
･EE･((OLp,ICo,,I)(eLp,一C.p,)T)

- EV(esp,)I:0-1GQ-1

- EV･fQ-)GQ-1+o卓

59

(428)

となる.

行列 QIQLl･G Vの節 ,L4f節∫列成分をそれぞれ qり･q･J.'J,ノ･l′りでよす･ただ
しこれらの行列はいずれも対称であることに性悪する.

0-0'-Oop, (429)

として予測損失を般適バラメタ Ooptのまわりで展開し,これにJ刈する高次の項を箭略

すると

E'･.o･(Lp(OL))

- Ef..o･(EE(a(TJJOE)))

- Ee･o･(EE(a(Tl.J･Oop'+e)))

- EErO･(Et(a(" Oop･)))+Ef･.o･(Ee(∂･d(]･yleOI,,)0'))

･;EN ･(Ef(a･O,EL(x.y:COP,)0･0,))

- EE(〟(T･γ･O.p,))+EE(∂･d(T.ylCopt))EEw･(0')

･妄Eく(∂榊 Ty･OopL))Ew･(0･C,)

- D(plCot,,,.喜q･,(EVり+与q7L.gLllqL,)
1

- D("Oop,)･i･qr,EV｡･吉qz,9･,)

- D(pleol,,)･;i.(EQV･iGQ-])

となり,定理が誰EiFJされる. 1

(430)

確率的降下法のようにf声門によりポ去られるパラメタの分/rlが正Bi分布と見似せる場

令には,予測損失の分散を評価することができる.
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定理 4.2 瑚JJbri火の分散は漸近的に

)

vELlQ･(Lp(OL,)-去 t.GQ-1GQ-1う ーlQ,′QV→十 lGV '431'

に従 う.

証明 まず2つの1.;.-

1']L - EE(∂,a,∂Ld(TyOop')) (432)

S.Jk/- EE(∂Ja,∂k∂/a(1tLyOoJ,I)) (433)

を定義 して,糊 l柑状 を4次の功まで矧凋する.

Lp(0')

- EE(a(1･.,lJ･Ool,I+0))

= EE(a(ユー･y.Cop/))+EE(∂,a(1･･y､Oopl))0'

･芸E(,a･D,a(･71･y100,,I),0･C,･言EE(aEaJaLd(x･ylCo/,,)'OLOJOA
･去Ei(a.8,DA∂Ld(･TtylCop,))0･OJOAoI.o(I10IlS)

- D(pCop,).喜q･,o･oJIiL｡人0･0,0㌧ 去S,,uo･oJOAe'･0川OH5'(434'
さてこれを用いて分散を4次の項まで求めると

vE一〃L(Lp(0'))

- EEL.0･(Lp(0')Lp(O'))-a" (Lp(OL))1'

- (D(p･COP,)2- (poopl,q･,EE-･(0･C,)+言D(pOo,,(,iりAEe･.o･(0･C,OL･)

･iqT,qLILEer.o･(070,eAoI)･主D(plCop,)S･,LLEe･p (070,OL.o')+o'Ile"5)チ

-(D(pleoJ,,)-" (p･00,,,)q･,EEW･(070,)･喜D(p00,,,)1･,AE" (070,OA)
･去qT,qklEEW･(0,0,)EEWr(CA-0')+主D(pOoI,(,9り碑 ,〃･(0･0,OL･oI)
･o(llOlr5))
1

-iq7,qLL〈EEWL(CEOJOLlo')-EEWL(070')EEW･(Okol)).o川011'5) (435)
となる.Cは止親分イF'Jで,そのJk分散行列の第 も行節J列成分はr-.一石次の項を抑噺する

と

viJ- EV｡Iiq"qJLgkL (436)
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とよける.Fにあげる補遊 L12から

vEW･(Lp(OL))
1
-rJ･JqA,(I轟′+舶 ll)
1

- 亨qりlJAIuilvとl

fl) .. . 1

- す q･,qLll,'Av'I･ 評 抑 ル′q'Aq'L弓 9･,Uリ)
-喜一rQVQV+去 t.･GQ-LGQ-､ itrGV (4･37'

となり,定理が証EDJされる. 1

補題 4･2m 次元の紗宰変数ベクトル0-(01 .07")が,1,-EJO,)(･分散1T列 V=

(vu)の正BiilJrJ-N(Oy )に従うとき･その4次のモーメントE(0/0'OLol)は

E(0'OJO'ol)-vr'vLl･V7kvJl'1,,LvJk (438)

で与えられる.

証明 共分散行列の逆行列をV-1-(V.J)とせ くことにする.Cの祁準馴対数 ¢(I)を

求める.ただLz- (zl.･･､2")である.確宰密度は

1
州 -面 千両 e-iL･,0'0' (4139)

と古け,

Q(I)-E(C二･0-)

-嘉 市 /e:pe-%t.,o'o'dO

商 量 /e-}tr･,'oTIL'TA:A''0'-叫 L'り;I:JdO

= C与L,り:.こ,

となる,よって

E(0'OJOA0/)

- [品 e与l守 .I".=.
- ltuリVん̀十･uzLvJ'+V'L･uJ̀L

(440)
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+vlJIIìZ{vL/I/+vfCzCv}dzLIVLl+一･･人l′JdヱdllIl=/

+tJlrZrl)l̀ZrllJL+u･lu)̀JzdV人fll+ U･rzrVI/2/uJl

+V''2rUJdLdVAlzevI/I/)C与adb:〇二b】二. I,n=.

- Vりvll+lJll-UJI+vllvJd

62

(441)

I

以上により･逐次Jig･[;I:門における竿甲州働 の漸近桝 F.がわかった.分散に関する定

鞄では学習の揺らぎが正風分/f,Jと九似せることを粂作としたが,例えばイ1-舛なfiを持つ

~･梯分JIlのように,fJ'1-'約 1対数が計紫できるような分JlfJであれば同様の手法で.言慨 でき
る･ただし4次のモーメントを川いるため,分散特性の衣郷 土俊鮒 こなる.数仙-Ttf)-

により経験分科 二村する辿過バラメタを求める似合などは,辿過イ州 近に計節,71,ti岸の祁
度に一棟分J17するとして,その影竹を調べればよい.

次に前節に退いて予測捌火と比較するために定義した;I'-刑損火の)u待イLlrの脚l_に1対

する定型を述べる.延邸のFIJIJに次の補遇を証明しておく.

捕塩 4･32つの例越の如介ELとぐ+L-(EL･(3,I,.1.y,+1))が j̀･えられたとき.それぞ
れの斧験分村 こ対する披適バラメタ 0三p,螺 の間には

oLtL--OL,,1-一言Q(GLP,ド)∇d.T,.1･y,.IOLD,,･o(み '442'

なる関係が成 り立つ,

証明 それぞれの般適バラメタの作質から

∫
∑∇d(I.y湖 J,I)-0
1=1
I+)

∑∇d(3,.y,場 l)-0
1=)

が成り立つ,ここで

△O-OLI,I-0三,,,
とおいて,高次の項を省略すると

∫+1

∑∇d(3.,y湖 ),,+△0)
1=1
∫ ∫+l

-∑∇d(I,1,J,こOLI")+∇d(TL'1･y/'IOLld)+∑▽∇d(17･,･y,･OLJ,,)△0
1=l l=1

- 0 (446)
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とでき,第2式の節1項が 0となることに純音すれば,

hii卜

∇d(I,十L･･LJ,'L:OLD,)--∑∇∇d(,.ly,Oilj.)AOl･ー卜
が成り立つ Lが 卜分人きいときには大数の法則により,

∫+1

∑∇∇d(I,･7J,OL,,,)=(1+1)a(CL,,,)｣F-‖
としてよいから,

･0-7iTQ(OLJ,/,11∇d(1,.･･y,.,OL),,'

が成り立つ, l

63

(iI.47)

(448)

(449)

定理 4.3学門捌失のIy)待1L(I:の漸近JilJ作は

EewL(L,,1(O'))-D(I,loo,,,)一芸tlGQ-)･喜EtlQV (450)

で与えられる.

証明 非逐次塑学習では,推正されるバラメタが例題のLj-えられる順榊 こ依らないか

ら,

EEWr(L･r(Ot))-‡∑E" (a(,iyいO'))I=1
- Ew･(a(Tty'=0')) (451)

としてよい.

Eo･lモ･(rleL-otp,"3)-o(㌔ ) (452)

であることを用いて学習のゆらぎによる学習損失の変動をEの l次の項まで求める.

EE･.0･(LT(Ct))

- EEL.0,(a(･T'･y'leLp,I(0'-0ムp,)))

- EEL(a(… ,:OLl,,)).EE,(∂,d(xty'.OLJ,,)Eo,lE･((0/-OLp,)I))

･喜EE･(∂･8,a(1,.y/･GLP,)Eo･,E･((O'10LJ,/)･(O'-0㌦))
+o(E享)

- EE,(a(TL･y,.OL,,,))+喜EEE･(∂78,a(ェ′y,鶴′)㌦(OL,,,))･0(Ei)(453)
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さて･T･y･Cの関数 /(TyO)で, Cにf対してi階微分‖J能なものについては次

の関係式が成 り立つ･まず･細別 3を用いて Cとp,を 螺 のまわりで展開する,

E'L-･("eLpL-0㍍,1日'-I)-o(声 り54'

であるので,

E<･(/(xトy,･OLp,))

- Eel(/(2,y,･0㍍,II(oLp,-oLi,I)))

- EEL-IE･(∫(2,.,I,OLJ,]))+EE･1 ,(∂Z/(21!J,･0㍍,I)(oL,,,I0㍍,])7)
･o(;)

- Eel-.i(I(T.'J,OLJ,1))

一言E<･-L.<(q･J(OL;Ll,all(a･･城 1)a,a(ryOL;,.)).0(吉) (455'

となる･さらにOに,I-Cop,がLE秋分Jr16こ従い.

Ef･11(0㍍,L-001,,)-o

EE,-･((0㍍,I-Cop,)･(0㍍,I-0叫)∫)-吉q･LyALq',
EE･-1((OLJ,I-oopL)I(0㍍,L-oopL)L'(0㍍,I-0op')A)-o

E{･-I(鴫 ,J-oopLII4)-o(お

ことを用いると,Oo,,Lのまわりで展開できて,

6

7

8

9

5

5

5

5

4

4

4

A'-

E<･-Ii(I(T･y･OopLI(OLi,l-3opL)))

三EE･1..<(q･J(OOF,･(0㍍,I-oap,))

∂./(31･yleol,,+(0㍍,I-00,,,))a,a(x･y･C.p,+ (0㍍,IICop,)))
･o(;)

EE(I(x･y･0.p'))

･Ef(∂J(Ll･7/00,,,))Eel-,((螺 1001,I)7)

･喜EE(∂ta,I(xlyOol"))EE,-I((esp-,I-0opI)･(OLJI)-Oop/)J)

㌶ EE(qu,Oop,)∂J(w Oop,)8,a(- Oop,))

-iEE(∂川･J(Oof,/)a･/(T.ylCop,)a,a(xylOopL))Eel-,((OLi,I-Cop,)A)
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-iE<(q･,(OopL,0･aAl..r･y･COP,,a,a(r･y･e0,,,')Ef･-1('OL;,㌔ o0,,1'̂･)

-fEE(q･J(00,,,,∂･](- ･OopL,a,aL.d'T･yCop,')EE･一･(鶴 ,,-Cop,'̂)
･o(;)

- Ef(I(2･y･COP,))･去E<(∂･D,/'T･ylC0,,,日q･AgA,q,J

弓q･JEf(∂.I(,yOop,,a,a(TM p,‖+0'お '460'

となる･上式において/(,･･yO)をd(T.yO),∂一D,A(TyO)として式 (453)を懸稚す

ると,

EE･.0･(L,T(OL))

- Ef(d(TW100,,1)).去EE(∂紳 ･.tJeoz,,))鮎 川′,
一言q2jE<(∂7d(,L･.y10oI凋 d(3･y100,,I,,･喜EEe(∂榊 ,I､7J.Cop,I),I,･,

･o(;)･o(E- 0(;)
3

- D(pleoIか 去 q･Jglr iq･Jg･,･亨Eq･,V｡･0(E,･0(Ei,+0';I

1

- D(p･O0,,,,-去 tlGQ一一.妄EtlQV･0(昌,･o'Ei,+o(;' (461'

となり,定理が証明される, l

注･ バラメタOLの分/Tfq'(0'IE')にfXTする3次のモーメントが 0なら定坤の証明にお

いて0(E享)は0(E2)に耶き換えられる

学習損失の分散については次の定理が成り立つ.

定理 4.4学習損失の分散は漸近的に

vf･.o･(L71(Ot))-吉vE(a(2･y1001,,), (462)

に従う.

証明 期待値の証明と同じように,非逐次J判.学習では推起されるバラメタが例過のJJえ

られるJJUi序に依らないため,

vE･,0･(L･r(Ot))
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-;E-･((麦 d(.,I･･J･'0',守 (- ･:0'･EL(IJ,JJIO守 )

一吉E"･(套d(TLly･:0,,)'-'
- 与EwL(a(T･.y,‥0',2)･ij E叩 (a(･T,I.ly,-1OL仰 ,.yト0,I)i

-Ew (a(3･,y潮)2
- 吉EEW,(a(JLy,･OL,21d(Tーly,-I0,)d'17.L･J,0,')

･(EE-I(a,･T,-1････J,-潮 d(,,yLe,,)-EEW･(〟(Tl.,Jller,)-')(463,
としてよい,

上式第1の項は1/Lの1次のqlとなっているので,

EEWL(a(T,yI101)2Ia(帆 ,yt-101)a(w J,10'))

ではE,1/Lにr対して 0(1)になる項にTは すればよい.lJTj-kP虻の..L[明とJI,)様に,まず

0ムp,のまわりで各項をijir詞すると,

EEWr(a(I,.yLlCL)2-a(T,-1･yL-･:0')a(ll,･y,･OL))

- EEL(車 ,･yLOLp,)2-a(･rL-･･yトL:OLp,)A(1･'･y'OL,"))

･2EEL(a(2･L･y,･OLD,)∂舶 ･y,Oip,))Eo･lE･((OL-oL,,,)･)

12EE･(a(tT,I.yL-tlOLp,)∂･d(TL･y,･OLp,))Eo･lE･((0'-OLD,)I)
+0(E)

- EEr(a(TLl7JL:GLP,)'2-a(ユ.,-)･y/-)鶴 ′)a(T'･yLOLD,))+0(E) (464)

となる･ただし,ここでもGLP,が EL･の順序によらないことを用いている･次に0㍍,I
のまわりで損失l判数を娘閑すると

EE･(a(TLJJ'･OLp,)12-a(.,L･,-I.y,-トOLD,)a(TLyL-OLD,))

- EEL(a(1,.y,,Oに,I)-'-a(叫 .ly･-1,0g,I)a(,L･,,a,lo誌,I)).0(壬)(465)
となり,さらに0エ;(2のまわりでLjiF謁すると

EE･(a(a.,y,,OLi,L)2-a(tTLILly,-】､晦 ))a(xuJLTOに,I))

- EE･12.E,_IE,(a(.,,y,0㍍,2)12Ia(I,-1y,-i:OLi,-',a(lil,y,lo誌,2))+o(言)

- EEL-･･(VE(a(J･y:9㍍1-'))).0(i) ,466,
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となる･滋後に COP'のまわりで戚別して

EE･-2(vE(示 ･y:oLp-,-')))

- V<(a(JlyCop,))'a･Vf(a(.Ty･eopL))EEF-i((0㍍,-'-COP')I)

･坤

- vE(〟(Ty:00,,,日+0(吉)

67

り67)

を件る.よって節1耳=ま

吉EE･U(,"I,tLyl0/)21帆 .ltJ,-.O価 ,･y,0,I)

-ivf((I(x･y･Oop[))･0(吉,+0,言, (468'

となる.

同様にして節2耳1も求めることができる Eおよび 1/tにfAJして1次以 Fの卿 こIn=

意して

E叩 (,I(T,一 1 .Jト LC')a(,;(.y,0/)) (4 69)

を展開していく･まず 0ム′,′のまわりで展開する･

EE･P(a(T･-1･yL1-0')〟(T,.yL･0'))

- 卑 (a(xトIytl,:OL,,)a(,I.yL.GLP,))

･2Ef･(a(T･-1y,-トelp,)∂･d(-1,.yL･eLp,)Eo･.Er((OL-oLp,)･))

･EEr(a(I,-.lyLILleLp,)∂ta,a(.トyL:OLD,)Eo･IE･((0'-OL,,,)I(e1-oip,)J))

･E<･(∂･d(.Tt-.･y,-1:OLT,,)a,a(LL･yLOLD,)Eo･k･(rot-CL,,,)I(0'-OLD,),))
+o(Ei)

- EE･(a(･Tt-･.y,-1Oil,,)a(･T,yl'OLp,))

･EEE･(a(3トJ･.J,-]OLD,)∂,a,a(Tトy,.OL,,1)V''(OL,,,))
･EEe･(∂.a(3,-h y,-1.OLp,)a,a(I,y,leLp,)V7J(0ムp,))
+o(Ei)

つぎに各項をOLi,l喧'2･oop'のまわりで順次展開する･

EeL(a(ZLILly,-lleL,,,)a(I,yhOLD,))

(470)
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- Eel-1･E,(a(,,-1･･tJ,-.0㍍,L)a(I,.yLleLilL))

一三EE,-･.i,(q･,'0㍍,l'∂,(LET,-Iyー1:Oに,,)d'J′y,=御 O,d'I,.y,.0㍍,.'

イ 鳩 Ll)a(I,I.ly,11･喧')∂･d(I,.班 ;′1)a,,I(TL･y,0㍍,)))

･o(お
- EEL-,･E,-IE,(a(lt-. ･ y ,-,=0㍍,-')a(tTty,‥OLi,-'))
-iEf･126,_.E,(q･,(e獅 d(.T一 .･y1-10㍍,-,'lL(rトy,･OL;(2'D,d',,y,‥0㍍,2'
-qリ(OL;1-I)a(3･′-トy,-.晦2)∂･d(T'yLOLi,-')a,A(J卜7J,･OLi,2)

-q7'(0㍍'2)∂･,I(･7,-1･y,-1elf,L')a(x'.y'OLiI'2)a,a(I,-I.y,-1:0㍍,2)

-q7'(OLit2)a(,I･,-1･y,-1･Oに,-')∂･d(Tl刷 ;/2)a,,1(T,一･,yL-)=Oに,2))

･o(;)
- Eel-2(Ee(a(lil,･ylOL;12))2)

-言EEt12(q･J(OL;/.2)9,,(0㍍,.2)EE(a(T初 ;,･2)))
･o(吉)

- Ef(a(∫yOop,))'2

'2Ef(a(- I0opL))EE(∂･d(T〟,βop,))EE･-i(砿 2-βop,)')
'E<(a(x･y.eopL))EE(∂･aJd(11･y･COP･))Eく･-2((OS,12- 0opL)I(0㍍,'2-00,")')
'EE(∂･d(･T･YJ‥Oo,,I))E E (a,a(.rJJ･Cop,))EE･12((0㍍ ,2- 0opL)I(0㍍,-I-Oap,)J)
-iq･J(Copt)9･,(0.,,,)E t (d 'T ･y0.,,,H
･o(;)

- EE(a(xly･OopI))2

･iEE(a(Iy:Cop,))qりqrL･qLJg,i
一言q･,(oopL)gE,(Oop,)Ef(a(･T.ylCop,))

･o(;)
- D(p,OopL)2一三D(p･OoJ,,)q7J(e0,,,),J･,(COP′)+0(;) (471)

EEC,(a(a･'-トy'-湖 ,")∂.a,〟(TLy城 ′)V7'(OLp,))

- EEE･-iE.(a(,I-1yL-LleLi,I)∂･8,a(エ′鵡 ;,I)VIJ(OLi,I))+o(≡)



第 4菅 井逐次′坦;;I:刑の特性 69

- EE<･--,<･-･･<･(d｡,-Iy,-Ielf,-')∂･O,a(,I,yEOil,佃 J･Oに,-',).(,(ラ,

- EEE･-I<･(a(J･･-.y,I.ニOopL'∂･8,a(- L･COP,,I,･J(eo,･L,).0卓

- FEE(a(I.yOof,,HEf(OLD,a(T･yOopL))vU(COP,)Io卓

- ED(p･OopL)q･JVLJ+0(ET) (472)

FEEL(∂･d(,I-･.y,-･eLp,)0,a(JILyLOLD,)V''(oLp,))

- EEE･-1E･(∂･d(1,--y,一席 ,I)a,a(I,.y,.0㍍/I)1,t'(OLi,-)).o卓
- EE Er12･{･-I<･(∂･d(3･,-1y,-I.0㍍L-')a,a(I,.ylOL;･2)V''(0㍍,-'))+o卓

- EEE･-I.E･(∂･(i(31,-Ly,-IOap,)a,a(xlyLCop,)I,7J(001,,))･0(言)

- EEf(∂,a(,cylOo/,I))2V'J(00,,,)･0(言)

- o･o(;)
-)}-,前定型より

EE･D(,I(1･,.y,:0,))2

- D(,,ICop,)2-言D(p･00,,,)9･,qリ.ED(p･Oop,)q,,Vり

･o(;)･o(h o(Ei)
これらをまとめると節2項は

(473)

(474)

Ef･0･(a(T,-Iy/-･:OL)a(T,･y,OL)) - EfWL(A(I,.y,･C,))-I

- o(お ･o(h o(EiH 475,
となる.

以上の結果をまとめて

vE･.0,(LTl(e'))

-吉vE(a(T.'J･Oo)"))+0(;)+0(三).o(E了) (476,

3

が得られ,定靴が3'LIM]される. 1

注 学習損失の期待仇にl淵する.方JE桝と同様にパラメタ elの分JTJ'q'(OLJfL)にIAJする3

次のモーメントが 0なら0(㌔ )は 0(E2)に置き換えられる,



第 4帝 非逐次JtrIJ=判の特化 70

炉141 システムから観測 した例越.

Vは Q,G とC (定数4i列) で‖己述されるため,JT,WJ捌火,;芦別lrl火の特性を決

定するのはQ.Gという2つの;I:_･とC.Eという2つのjf='Fqバラメタであることがわか

る･またもL Eを十分にノトさく選んでやることができるのなら,a.Gの2つの:i:-のみ

で f,測損失,学習hrl矢の特化は完全に記述される.

例 6(計算機シミュレーション2.)

入力 Tが 1次ノ己,ll'')Jyが 1次元で

p(T):[-212lLで 一様分1･' (4.77)

p(ylx) y-(ユー2)(xll)I(a+1)(x+2)+'I17-N(0.102) (478)

であるようなシステムを,確立的モデル

Md-(01㌔+o'2T4+O.lx:3+04㌔+05x+06FO-(0')∈R6) (479)

で近似する聞遇を考える.捌失rXJ数として

･L(a･.州 -妄(}JlC)･T15･02･1.4･柑 +〟 .053+06)-2 (480)

を用いる.1佃の例題を与えた助介,この問題では辿立ノJJ#.式を解 くことによって粁験

分布に対する殻適バラメタを解易に求めることができる.このため/ly増 による推定バラ





log(i)
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メタの分散は.汁節.?,r主剤 こ山瀬するものだけとなり,ほとんど 0である.以 卜では

E=O

としてZt旦論MI:を暮汁紫 している.

図 41にシステムから観測 したの 1000個の例題を′)ミす ･R鰍 まJAJ数

73

(481)

y-(1㌧ 2)(･7-1)I(T+1)(i+2) (i.82)

を衣す･凶 42,鋲】43は舛なる例過を )̀-え学習させた 128fTの機械の 】',測捌火と学

習損失の平均俳とJJT散をそれぞれ衣 している.例題数は61128.2565121024,2048

4096の 6通りである.また'j:掛 ま判!論)gJT,'fllZ!とその分散を衣 している,機軸には例越

数の対数を縦軸には捌火をとっている.例逆数の大きいところではJR版1(lr'とlll1..宗州r-が非

I,?;‖こ良く 故 していることがわかる.

扱r44,lヌ】4い ま(1.占見をそれぞれ

d】V - EEL(Ll,(OL))-,lilniEEL(Lp(O')) (483)

･llV-,Ip笠EE･(L71(0'))-Eel(Ll(O')) (484)

で走適し,JT,測捌火,I;''m捌火それぞれについて去示 したものである 機軸には例題数

の対数を,縦軸にはイhu=-:の)LT数をとっている.また尖線は群論11/IJを衣 している

JT,測bri火についてはPl!論と非'i'(I.'に良く 一致 している.JiJ二円損失は礼金からもi',測さ

れる通 り分散が非常に人きいため,機械ごとのばらつきが大きく'j:験帖は札iIlJLIlliのまわ

りにゆらいでいるが,傾向としては非.̀;iI.(こ良くあっている.

例 7(計算機シミュレーション3･) ここでは計算機シュミレーション1･のシステムと

モデルおよび損失I対数を川いて,#･逐次肘;':閏を行なった似合の.-;t節機シミュレーショ

ンの結児を′Jミす.II'=門は 1佃の例越の中から 一様ランダムに例越を捉′トする砂子(ly:)降 卜

法による確,rluptLUとした ′;'･門の粂作は計節牒シュミレーション 1とI.i]様である.ただ

Lバラメタの初lgHlliには上■iの機械のパラメタを')--え,'1-i(=閏r‖l数は 600(日日lとした.

図 46,幽 47はy(-なる例過をJJ-え半群させた 100fTの機械の 川 )Jill火と′､;'関税

火のTr'均仇と分散をそれぞれ衣している.例題数は 2OO.40080016(】0の 4通 りであ

る.また実線は札副WT,州r.tその分散をよ している 機軸には例脳数の対数を縦軸には

損失をとっている 川 IJiii火はrR験休とBJl_,論価が良く ･致 しているが,''F''門別火は'Jl散





＼へ＼ ､､＼～

l og (t)
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が非常に人きく,tI'--均をとる機械の数が少ないためため,ik;験JLl'-と矧.ultl_はあまり 一致し

ていない.

図 4･8,LXl49はHt一節横シミュレーション2と同様に,偏差をそれぞれ

｡lv - EEL(LptOL))-,liuiEE･(Lp(OL)) (485)

｡lV- ,lL"iEE･(LI(Ot))-EEr(LI(el)) け86)

で走適し,JT-洲は'4丸 III:'E甲捌火それぞれについて友示したものである.横軸には例越数

の対数を,縦軸には偏JY･'-の対数をとっている.また'X線はFF_,論佃を衣している.

4.4 学習系の AIC 規準量

イj限個の観測イ榊 ､ら紙,Hモデルを祁J延する魅介,モデルの次数を-1■古くするにしたが

い,モデルのF'川1度が l二がり, 牧によ鋭JJは高くなる.このため,抑止に川いた糾 測

1Lliを表現する際の.洪劇 ま減少するが, J̀-えられた観測他以外に対 しては.エ'ミjfが減少する

とは限らず,むしろ抑人する助介がある.これは,lliの分Jliを観測による経験分,lE,にlLr,:

き換えたために推走バラメタにずれがit:_じ,モデルの次数が砧いほどこのずれに対する

感度が鋭敏になるための悪彪竹である.Akalkcll】はid尤推延を行なう際に/Lじる推

定バラメタのずれを､ILEJ的に".FLlfJiL,モデルの次数-バラメタを輔やしたことによる影

:話AICと呼ばれるものである.ここではこの考えを平均捌火l対数に拡･]kL,損失l対数

を川いた学習系における十I-i報Bl唯il主をgtlliする.

経験分布 17L(T.y)に対してできる限り姫適となるように求めたバラメタ 01を'E際

のシステムの分Jl11p(ユTJ)の小で使うときに起きる損失 D(p.O')を粁験分イl】に対する捌

火 D(ploL)で推定するのがそもそもの狙いである(凶 410).

rtlTJ一述したいくつかの近哩と補過を川いると次の淀理が証明できる.

定理 4.5L佃の例遡 E/から17='E甲した O'の平均損失の,1gJ/rlti･佃は

E" (D(I,P))-EEW･(D(1,'o'))+ト GQ-■ (487)

でLj-えられる.
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凶 410 システムの分イriと経験分/f了およびバラメタの徴何171的l刈係

証明 まず･､l乙均hri矧AJ数 D(I,10')を蚊過パラメタeo/,,のまわりで矧対する･

DLp.01)

- D(pOop')+∂.D(1,Oop')(0'-Oop')'

･;∂･8,D(I,leopL)(OL-Cop,)Z(otIOap,)J.O川e,-00,,,Er･3) (488)
以下では式 (488)の展r謁の恭助を詳しく見ていく.まず,郡1項は

Db･Oopt)

- DO,loop/)-Db,'･Oop')+Db)'0.p')

-Dd･oip,)+D(p'0エp,)-Db,I.e')+D(pLot)

- Db,tOt)+(D(pleop')-D(p'oop,))

+iDb,'leLp,+(Oof"I0とJ,∫))-D(pLeこp,))

-(Db,'0エp,-(oL,,,-o'))-D(pLLOこpL))
- D(pt･et)+fD(I,.Oop,)-D(p'ooI,,))

･喜∂ta,D(I,'leL,,,)(COP,-OL,,,)･(OopL- OLD,)J
一芸∂ta,D(弼減 ,I0L)I(oムpL-Ol),
+o(IIOop,-0ムpLII3)+o(HoLp,一紺 )

- D(pL.o')+(D(I'.eo],I)-Db,t･Oopt))

･;aEa,D(p'Oop,)((OopL-OLp,)･(Copt-OLpL),-(0こ,,,-0')L(OLpL-OL),)
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+0((lleo,,,-0エplH+lIOLJ,,I0'Jl)i)

となる･次に第2項は eo,,'の以適作から∇Db,COP,)-0より0となる.滋後に第3

項は

;a･8,D(p.COP,'(01-Oap,)･'OtICopt',
-;a･D,D(pe0,,,)(e'lCL,,,Ioムp,-oap,)I(0,-oL,,,'GLP,-00,,,),
- 言∂,a,D(pleop,)(0,-OLD,'t(O,IOLD,',

･芸∂･O,D(p100,,I)(OLpl-3op,)I(oこp/-00,,,),
+∂,a,D(7,0op')(0'-OL,,,)7(Oと′,∫-Oof,,)J

-喜illQt(01-Oil")(0/I0L,,/)rr･(oLl,I-Oo),,)(Cbl,,JoJ,,)T
･2(Oil"-OoI,,)(O'-Oエp,)T)]

(490)

となる.大数の法則により,

VVD(pL･oof,,)CQ

となることと,

(491)

M(OL,,,)-Db,･C.p'ト D(p'･COP') (4･92)

と置いたとき

EE･(M(OLp,))-o

となることを用いると,求 (4.88)は

D(p.Ot)

- DO'L.o')

･tllQ†(00,,,-0と]")(Oop/-OLD,)T+鶴,loo,,I)(OL-oL,,,)'r)]
+o((rroop'10'lr+‖OLD,-0'll)3)

となるが,0/とEIにfAlして乍HJをとると

(493)

(494)

EEL((OL,,,-Copt)Eo･r<r((O1-0とp,)r'))-o (495)
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であるから,拓次の項を簸批して

E(D(,,･OL,)-E(D(I,'leL))･itlQQ-1cQ-I '196'

となり,定理の証明を終る. )

この結兇は相順火とif=門別火の関係からも説明することができる.lilF節で求めた

JTlUu慨 尖と学習損火の期制J･_のf淵係から,i個の例題から求められたバラメタのI声門#i

失を用いて予測捌失を推走することができる.

E(Lp(Ot))-E (L･r(OL))+itlGQ-1 (4 97)

となり,これはとの延Bjiの節米と 瑠 する すなわち,AIC励唯は州 胤 火を娘小に
する規準であることがわかる.

Lの定掛 ま,t佃の例趨カ､らなるさまざまな例題の兼JLfi人∈八があって.それぞ

れの組に対してパラメタOiが1lJrられたときの､EL均評価である.しかし'X際の応川の切

rlliでは,例題の組はひとつだけLが ).-えられず,モデルをいくつか梢成してi止も良さそ

うなモデルを選ぶような切介が多い,共体的な定BJj_の適川法を次の系によって′Jけ .ま

ず部分モデルを定遜する.

定義 4.52つのモデル MtM_,があって,包含槻係

〟1⊂〟2

を満たすとき,MlをM･Zの部分モデルと呼ぶ.

(498)

上の定理から包含f児係が成り立つモデルとその部分モデルの桝の損失にl児して次の

系が掛 ナる(図 4.ll).

系 416モデル M)-LOl)がモデル M2-(02)の部分モデルとする.同 ･の 1個の

例題 ELを用いた逐次榔 ;'二即 こより,それぞれバラメタ0日 -1.2を柑たとする.こ
のとき,次式で7-えられる;Ire

D(州)･itlG.'Q,I-i 1-12 (499)

を叔小にするモデルが平均損失の掛妹で股連なモデルとなる.ただし.

G上音土∇d･(a,･y,.畔 d如 J,･9.,',rノ=l
Q:-言土 ∇vd',,描 ,ノ-l
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凶411 包含l対係にある2つのモデルと､I均 捌火fAl数のl刈係

であり,d巾 ･y.0,)はそれぞれモデル M,に対するilrllA-1脚数で,elを M2の俺億で

丸たときC2(Ot)と衣すとすれば

dl(Lt･y.Ol)-d2(T.y,C2(el)) (4100)

を満たすものとする.

この系は上の立科 こおいて､IJ:EJ評価をとる前の立に対して,行列 C.QをL=}えられ

た例題 ELと学習の耕;朱印たバラメタ CIで推定した行列 G:.a;にltrは 換えることに
よって得られる.

注 定理 4･5の証明において.求 (492)の項はELの分JTJ'にr対して､1'lE)したときoと

なり定理には現れなかったが,平均を操作を行なう前には残る項である.システムの分

布 p(3uJ)は人知であるので'R際には求められない項であるが.灘分モデルとの比較を

行なう場合には次のような粗目から評価する必要がなくなる.

まずモデルMLのitk適パラメタOloI,'とモデルM2の磁適バラメタ0･20,"が図4ll

のように一致しているときにはEyJらかである.次に二つのパラメタが 一致していない場

合を考える･経験分47に対するモデル M2の殻適パラメタ0占叩′はM2の娘適バラメ

タC2op,を中心とした､憎 0(1/vq)程度のところに分巾Jしている･MlのLti過パラメ

タOlopLが0_,opLから0(1/vq)より稚れていればモデル M2を採択すべきであろう･
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このときMLM2の佃標をr刈りせずに.巧=くと

D(I,OIoI,I)-
/d･(J-JleIopt)I,(A.I7J)LLr,lLJ

81

- /d2(.∫y.e･opf,I,(IyMl(II/
- D(1,0_,oJ,,)+0(lleI a,,I- 02O,,,II2) (1101)

となり,M_,の平E)孤火が Mlのそれより0(1/1)より低いオーダーでP,伽 する よっ

て系の幾唯 ;HiM2を採択することを,】噸 するのでIuJ掛 まない･逆にOloJ,,が 0_'"I,Jか

ら0(1/Ji)より近くにある場合には,

lM(00,,,,I-0 (去 ) り102,

が小心風脱走Bfiからいえることにすぼ するとJM(0]ol,I)-M(0_'ol,/)lは ぐ)(1/i)より

高次のオーダーとなり.胤q.-;1;_には影竹 しないことがわかる.

ただしOloI,'と0_'ol,'のノf-=がちょうど0(1/va)となるときには,モデルの能ノJは

I-Jえられた t佃の例皿で比仮した協介にはほほ.̂1:しくなり,このBi唯,I.;･では決められな

くなる.

この系によって/d令IXJ係にあるモデルIEりの能)Jの屋を八体的に数iTL-化することがで

きる.例えば MulhLaycINeLtWOlkにおけるrrlrE'IJ肘の滋/･の数をM.'減したいとき,系

46に'j･えた蒜を計邪して議(一致を変イヒさせればよい.

例 8(計算機シミュレーション4.) 入)J T-(ユIT･_I)が 2次ノ亡,LIHノJyが 1次ノCで

1}(J･) [15.5】×ト5･5】上で一様分Jf･' (1103)

p(yI.() y-/(I:0)+71. 77-N(0,102) (4104)

であるシステムを考える.ただし/(T,0)は例 1の式 (216)の MultlLltyc-Nptwolk

である.確定的モデルを

M EI - (fH(3･.0 ))

/" (1 ,0 ) - tTtllh

(菖wJ2f･anh(g 畑 ･ ′中 )

(4 ]05)

とし,損失F災数

･l･･(J･川 -妄(y-I"(1･0))2 (4106)

のLt3';味で娘適な近似を求めるJ.'り越を増える
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小川A-I-の偶数 日を2･3J56と変え,1000佃の榊起した例抱の中から 一様ラ

ンダムに例題を 50000回捉示する確率的降下法により,I;I:河を4iなった ′;(=Plに川いた

バラメタは

C-E E=001

で･初期バラメタは.W,I.hlLま卜22】から,W,2 Ir'は ト11】から 一様ランダム
に選んだ.

図412は学習終 /後の41億億の.lJ'･)Jをよ示 したものである･ (a)はJiの横取 (b)

(C)(d).(C)(f)はそれぞれ申rm,+;･(-の個数が 234.56の場介である.

ここで用いた損失J対数では,加法的雑7-1が入力よらず -,jEの協介に限 り.その分散

cT2をJ恥 ､て

GH-O-'(～,, (4107)

となることが符易に?.慨 される.ただし,捺''(171は申JF'uよ /･の数を衣すとする.この
とき系 46にl)--えた規唯L7(

D(7,Ilo,I,)Iii.G:,a:rl (4108)

は次のようにして G:,Q;.を此擢求めることなく計節できる.

m- 4n+1 (4109)

D(p,oL)工 trG!.a:.-1/

- D(plc,I.)+竺02i

- D(,,L･o:.)+聖 D(p,･帰 )i

- D(pLo,'l)+芋 D(pLo:.op,)
- D(p'10:･)+芋 D(描 ,+0(;)
-D(p'o･'7,(1+竿)+o(A) ,4110,

別 413は規唯'rLEと小fE'"II.YFの糸(一致の(対係を示 したものである.機軸には申rErり点/-

の個数を,縦軸にはIR唯;止をとっている.この鵜兇rいFu,i:(･数が 4佃のモデルが選択

されるが,これは虫の機械 (システム)の構造と -一致 している,
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凶413 申fEu崩f･の個数と親唯 ;Jと.

4,5 部分モデルにおける学習

この節では,忠実なモデルと 一致性を持つ損失関数の場介に議論を阻Xiして,その

幾何学的な構造を考えることにする.

システムがモデルと同じバラメタで記述できる場合を考える.すなわち,モデルを

バラメタCで表したとき,システムの入出力fAl係はCをバラメタとしてp(lJr.1,0)で歳

され,システムの介仰 まp(T.y.0)で衣されるとする.また,このときElri失関数は 一致

惟を持つ,すなわち

D(7'(0)10)-mol,n(Db,(e)･e')) (4111)

あるいはこれを微分して

Eo(∂,a(Ty0))-0 (4112)

を満たしていることを仮定する.ただし,Eoは確率密度 p(∫.y.0)による平均をあら

わす.

次に4つのflを延凝する.

9,, - Eo(∂.<L(,y･0)aJd(x･y0)) (4113)

q,,- Eo(∂,a,a(I IJ0)) (4114)
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T'JL - Eo(β∫d(T･ylC)aJd(I.y･e)∂11('JIJ･0)) (41151

Hりl･- Eo(-∂-ajd(Ty･0)∂lll(yll･e)) (-1116)

ただし

･･言

であり.i(ylT･e)は粂什つき確率襟度 1)(yJ.T0)の対数

l(yrT.0)-logp(ylx0)

である なお Cの各成分は添え′?'･1,3ん で表 している.

これらのJ1-i-がどのような座燃変換をうけるか調べてみる,以 卜では0-(0').･A-

1･ .m が別の座標系 ･u,-(wn),α-ll ,m で=T_lFけ,座標変換 0-0(W)が滑らか

で,JacoblanmatllX

BLW)-蒜 . - - ll ～"i
(4117)

が rullrankであるとする.また

･O-蕊
とし,W の各成分は添え字 α.〟.7･･でよすことにする.

9.}･q.)は前述の定義ではシステム p(Ty.0)に対 して定められる子丁列G.Qの第 %

行第 j列成分にあたり,いずれも対称テンソルとなる･すなわち,9,,.q.,は以 Fのよ

うな座標変換を受ける.

9｡J - Eo(∂od(T.y･0(W))∂3d(I.y0(W)))

- Eo(BLa･d(2･.JI0)B'38,d(x･.Jle))

- BムDSEo(∂,,i(mJ0)∂,a(x･y0))

- BムDs{J,I

qoJ - Eo(an∂′Jd(I:.y.0(W)))

- Eo(∂oB:3∂･d(awle)･B凋 ∂･8,d(xl,J･0))
- ∂oB/73Eo(∂7Ci(I:,y.0))+BムBSEo(∂～8,a(U:､y､0))

- BふBiq,,

(4118)
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対称性は明らかである.

T･JAは り にl対して対称なテンソルとなるが,H.,tは IIJにf対して対称ではある

がテンソルとはならない･すなわち,T,Jl･HりL･は座標変換に対 して以 卜の変換を受け

る.

To31- Eo(and(ry0(tL,))∂jd(LT-y:0(W))∂､E(yl'.0(u･)))

- Eo(BLO･d(.TylC)B',a,a(3･y･e)巧∂'L('JIJe))
- B∴B',B-TEo(a.,I(3･y･0)a/I(Iy.e)∂▲L(LJlr_0))

- BムB弼 T,,A (4121)

H｡F3l - Eo(-∂o∂jlL(∫.･.･J.0(･H,))∂っl(yrJ:､e(W)))

- Eo(-1∂oB:30,a(ll･y0)･BLBia･D,仙 y0))D,LD'L(yl,Ilo))
- -∂oBbBキEo(♂.a(x･.I.･J.0)aJL(7JI･7:0))

+DムD!,DtEo(-∂,a,a(ェye)∂LL(IJlJ.0))

- ∂oD:jBiq,,+BムD弼 H,,A (4122)

ただし,澱後の式変形は式 (4112)を偏微分して得られる

Eo(∂.a,lL(J.y･0))+Eo(∂.a(Ty0)ajL(yr･71･0))-0 (4123)

続のうける座標変換とJJIJJ班である.

さてCで衷されるモデルの小に0(1L)なる部分モデルを･eえたとする uの成分は旅

字 a.b.C. で表′]ミする.部分モデルの座標系 u- (u'')に漆てこ八人 で成分が&')i

される適当な座標系 17=(V̂')を付加してやることにより,W-(u.V)をCの座標系と

できる.このときW の成分は始′子'･p.q.r.J で表示する また, u j二に点Cをとり.

別に u上にない.[∴日,′をとる,2,(.'丈は

♂/= β+∂β (4124)

の関係を満たしているとし,60を0の座標で (60')と威し, W の腕枕で (61II1')と衣

しておく,次の2つのllほ 考える.

9;.b - Eo,(∂nd(T.y.0(u))abd(TI,LJ･0(u))) (4125)

q:.b - Eo,(Dd∂bd(3:･.J0(u))) (4126)
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[対414 g,qと9'q'のrAJ係.

aL.はuaにf児する偏微分である.このとき

g,I.b - gab+Tabp6wl'+0(llbO"2) (4.127)

q,I.b - qob-Hobp6wP+o(Jl60"'2) (4128)

と展開できるので,

9ニbq'ab-9"bqdb+(qdbT,,b,,+9"bqaCqbdH｡dp)6wP+o(ll60112) (4_129)

なる関係が成り立つ.

真のシステムが0'で,屯適バラメタが 0であるとしてみる.このときモデル u は

非忠実なモデルとなる･9;,b.q<',bはモデルの学習能九 あるいはモデル次数選択のBi唯

品を計算するために必要とされる:]TEであった.右辺第1項はモデルが忠JRであった場令

に得られる trG(フIJに州.JL'tする.これは明らかに座標変換にはよらないスカラ''j-1とな

る.第2項はシステムが 60ずれた分に対する補正項にあたる.特に/tのqlは座標変換

にはよらない項であり,イJ-の卿 ま座標変換に影響される項であることに柁なしておく,

このためモデルが非,lLTJRなとき,座標のとり方によっても亡､;L'-刊能)Jに/=･J-が/卜.じる場介が
あり得ることがわかる.

図 414は9,.b.qE,bと9ニb.q:,bの関係を模式的にせいたものである･システムの族を

pで,モデルをM でよしており,ii･均損失FR]数によってシステム0はモデルCにjLIJ･Ll'･
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づけちれる･システム 0′に対 して部分モデル †0(u))の･日で滋連なものが Cであった

場合を考えている,9<',b･qLbはp 上の点 0'とM 上の.･!.T.Cから決められる;,･r:である.

9"iqabはモデルが･lil/):であった場合の;i-で,p上の点 CとM Lの点 Cから決められ

る量である･式 (4127日 J128)は9,,iqubと9ニb.qL'.bの'羊をシステム 0.0'のE--=で表

したものになっている.

4.6 逐次型学習 と非逐次型学習 との比較

逐次型学習と船宰JU.のJJ･迷次)MI;'潤 において確率的降 卜法を川いた同 一の′;J･.開法を

行なった場合,逐次JiH'二閂では観測 したデータを ･)iE学円に川いただけで粁ててしまう

ため,例題を記憶 しておいて仙度も川いる非逐次)_地学削 こ比べてIylらかに抗をする,こ

れは学習の柵度を1f･FJL眼した切介,すなわち回避度のr卜繊さでバラメタの祁滋 を41-なおう

としたときには,学門に必要な例過の数の差となって現れる,非逐次榔 ;'二門である純度

を達成するのに必安な例遡数を1,.3,逐次塑学習に必要な例遡数を iやとする.2枚類

の学習の学削 り線を比べることによって,非逐次塑学閏と逐次)(!l/声門で起こるilri矢を同

祁度にするためには

h,E-E:(rQ,LBウO-よt..GQ-1 (4130,

つまり

1
cxp(-2E入.ts)～㍍ (4131)

であることがわかる.このため

login.～ E入1ts (4132)

のl娼係を満たさなければならないことがわかる.実際問題として必紫･な例題数は,学習

の結果碇終的に残る損失の.ピut-1与Etl(フVより例題数のイ二足のため現れる,忍'u7--tが/J､さく

なるように選べばよいから,必要な例題数の条件は,

i... ≫ -
E

ts ≫ 震 log三

となる.

逐次当-1学習における′-1':門の速度 (娘終的に得られる平均jii失からの佃/H)は 0(p-i-I)

であり,非逐次)坦J7=削 こおける17:桝の速度は 0(1/i)であるから,たとえ E がどんな
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にノトさくてもこの項を考える限りは逐次型学習のhが早く収火することになる ところ

が確率的降丁法の場令どんなに例題数を多くとっても滋後に残ってしまう,7=,E甲の ゆら

ぎーがあるため,ある稚度大きな款以上の例接を用いても′芦刊戊米はLがらなくなる.

tを徐々に増やしていったとき逐次J昨 閏を行なった機械の､I,=hiJ捌火は非逐次卿 紺 を

行なった機械の､Iそ均捌火に近イ小､ていくが,非逐次型学習が追いつくFllJCこ逐次]tllIIv･.閂の

平均損失は学習の･ゆちぎ の･lり二人ってしまい,学習が終 /することになる.



第 5章

例題からパラメタを一意に決定できない学習の特性

5.1 問題の記述

割 こ決定する似合を扱ってきた･この場合には耗験分和に対するIF均Iii火ERJ数 D(1''o)

を泣適バラメタ 0三,,Lのまわりで展開して2次fXJ数で近似することによってさまざまな

特件を議論することができた･しかし.F均損失TXJ数 D(1)I.o)において,ibi･小他を達成

するバラメタが無数にj〃l三し,それらがバラメタ空間で測度 0でない迎耕 した領域を

形成する場合にはこうした解析は和えない,このときの平均損失E娼数 D(2'',0)は底が

平らなすり鉢状になると考えればよい(図 5.1), そうした状況で節 4†ltのような解qr

を行なうと,例題に対する1'IEJ揃Alf対数 DO''.e)の2隅微分がバラメタOのある領域

内で 0になり,Qの逆子f列がij-イl三しなくなるため,議論の途中で破綻が/とじることに

なる.

∠ゝ 宝 』

(a) (b)

凶 5･1経験分小 二対する1′均捌火-r娼数の形状の概念臥 (a)Lbt適バラメタ0ムp,が 一恵

に決まる場合･(b)般適バラメタ Cとp,が -意に決まらない場介･

90
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l芸】52. .分捌fきり掛 こおける例越をmいたパラメタ選択の九は件.

具体的な例として次のような叩純パーセプトロンが･eえられる,

例 9(Perceptrol-) 人JJを r∈Rm ,出力をy-ll,-1)とし.機械は次式にし

たがい出力を計紫するものとする.

y-slgn(OPT) (51)

ただしCは機械を特徴づけるバラメタで0∈Rm であり,0 Jは Cと .7の内横

をよす.この機械はRmの中のィ.相 を Cを法線ベクトルとする超平IfliのJ二Fに分割す

る･さて,例題はバラメタ COP'をもつ機械から L偶発Ltされたとし,この t佃の例

題に矛盾しないように機械のバラメタを選ぶことにする.通常この条件を浦たすバラメ

タは無数に存在するので.この中から適判こ一つ取り出すことにし,これをClとする

(匝Ⅰ52). こうして狩られた機械 βJは,例題の■7日こあった人力に対 しては必ず正解の

LllJJを出すことができる.しかし.例題の中にない入)Jに対しては｣F_解を.Elけ とは限ら

ない,

例題が撫数にあるのなら滋之適パラメタは一意に決定されるが,イT限佃の例掛 こ対し

てはそれら全てに正解を)̀一一えるようなパラメタが,i'1･の般過バラメタのまわりにいくら

でも存在し得る城令があるため,経験分科 こ対する1'･均捌火f対数を娘過パラメタのまわ

りで展開するというT-･法は使えなくなる.

単純パーセプトロンに限らず,こうした問題は様々な状況で起こり7掠る.これを

鮫的な問題として収り放うのは非′削こ困難なので,ここでは人ノJl‖;J判りを 二分割する
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単純な機械に限って嵐志し,機械の犯す誤りが例遇の数の捌 Uとともにどのように減少

していくかを調べる･これはEl.で述べた例 9の単純パーセプトロンや例 3の確,jE的な

分割を行なう機械を含んでいる.具体的な問題の記述は次のようになる.

バラメタe∈Rn-を持つ R′'内の炎合の定義関数 7T(∫.0)を考える.この定遜丁娼数

によりR''は2つの炎合に分'[別される.

D十-(TI7T(Ile)-1r∈R") D--(TI7T(.r.0)=Or∈Rt')
D+nD一-OI D+uD_-Rn (52)

これを用いて粂作つき確や 77(yl.T0)を定遜する.

p(yl3=.0)-
7r(ェ.0) y-1

1-7T(T.0).y--1
汀∈R'' (53)

あとの記述をわかりやすくするために,肘Ell_上条作つき砂 子くの形で衣現するが,,RI祭は

p(yLx,e)は0,1の2他しかとらない･いいかえるとp(1JJ0),p(一小 ,♂)は ｡の関数

としてみた場合,それぞれ D+.D_の走凝関数になっている

さて,条件つき碓準の放 くp(yFT.0))の中にシステムの人目J.ノJを'k睨する13-の機械

が存在するとする･これをp(IJト Oop')とする.入力 Tの分布をJ'(tr)とすればシステ

ムは

S-(p(I)1,(yl2=･Col,I)) (5.4)

で衣され,モデルとして

M -fp(yFT0)) (5.5)

を用いることにすれば,これは止'l'Rなモデルとなる･例題は p(.Jlr.C.pL)から狐.LLに i

個発生されるとし,いままでとruJ様に

f'-((3･).y.). .(3;,.y,)† (56)

で表す.また BIt.YCSの立場をとり,バラメタCの頚前分/rJJq(0)を仮延する.以上の唯

偏のもとで,次にあげる肘車を考える

定義 5.1

Q(0.EL)

- probi横磯0が選択され. かつ例題 Elが′‡城 される)
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-q(o)n l,(y,I.･rhC)p(J･,).t=L
p(EL)

- Pl･Ob(例題 ('が′ト_成される)

-/Q'0子′)dO
- Z'(E')n J,(,.)･=≠‥
Z,(Et)

- PIObiランダムに選ばれた機械が例題 とLに対してJF.しい答を'lhす)

-/q,座 7,(y,.3･0,dO

(5.7)

(58)

(59)

上で定義された船 辛'lを川いてこの日'り題での学平川r),つまり機械の選び)Jを次のよう

に定める.

定義 5･2億倭は例題と'にJ4･爪しないものの中から,-iJtFIJてJ分イr'にしたがって選ばれるも
のとする.すなわち,例題の机 E'が′3-えられたとき,バラメタ0の選ばれる確率は

Q(Ore,,-警許 (510,

で表される.

例題に矛盾しない 0の儲城に,.li前分布による並みをつけたもので機械を選ぶので

あるから,事前分布が 一様ならば確雫密度IXl数 Q(OIEI)は例題にJ,爪しない Cの走超
関数の走数倍になる.

例題の組 EIを用い,l二の規LJrjにしたがって選ばれる機械の蝕合に対 しては,新た

な例題 (ェL+)･y(+))に正解する横磯の確率として予測分布 1)(yL+[1T(+)EI)を定めるこ
とができる.

定義 5.3

p(yL+lFTL+1,E')

- pl､ObffLにJ,Jrfしない機械の[Ilで (J='+1yL+])にJ･)ffしない) (5ll)

予測分布 p(y(+)rTl+トfI)は次のJ:うに確率ZIで適される
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捕題 5.1 糊 り分JfJJfま

p,y,･l･J′,IE,,-笠 許 (5･12,

で～えられる.但 し,

EL'1-†EL.(.T,.Iy州 ))

証明

p(.LJ,･･lLl･,･LE')-/7,(y(+)I･TL･･･0 ･Q (OIE'),JC
_/a(0E,)7,(y･.･[:L･,..0),LO

Z'(E')∩:=】p(I,)

/q(o)n:-'Ip(y･l.TI0,dO
ZI(EI)

Z,+1(E'+1)
(513)

より明らか. 1

注 (ェ･y)をInは LeのIRJ数としてみたときJJ一准式 I'(yJl.0)- 1がJ,li全に解けて

いるのなら,走遜 52の式 (らlo)にしたがってCを求めることはできる.しかし,衣

(510)の計節が明示的に行なえない場合には,定超 52に延めた敷別でrR際に Cを求

めることは非常に難しい. 一般にはバラメタ空間をや前分布にしたがって撫作為探,索･す

るしか方法はない･しかし,例 3のように平均損jelRJ数 D (2''0)が広がりを持ったバ

ラメタの領域で一様に席′トとなっても,現先関数 d(T,y0)の1肝微分が/i:Li三すれば速

次型学習によって ELに1･店 しない Cを求めることは"[能である 'R際パーセプトロン

の学習アルゴリズムはこの))J法にJEづいており.有限回の操作でその収火が保証されて

いる.ただし.この場合にはEIに矛爪しない βの領域の境界近傍で′芦別 ま終 rする.

5.2 学習曲線 と予測エン トロピー

出力 yが j=1のI uliなのでJT,dlJJBi尖としてT,測誤差が｢慨 に追題できる.

定義 5.4予測誤差を次式で定jS:･する.

e(i)-1-EE..1(I,(y'十LFT''zE'))
1-EE,..(ZL+1(E''E))

ZL(EL)
(514)
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定義 52にしたがって選ばれた横磯が,新たな例題 (Jl,,I.y,..)に対 して1,爪して

しまう確率は

1-I)(yL+llT,+1E') (515)

である･これを新たにL'l城 する例選で1,'･均した期待値がY,刺.al圭X_I(こなっている,しか

し,上に走漉したyT,軌誤射 ま計節が胴難であり,漸近的な振舞いさえ,凋べるのが難しい

ので,別の規唯にしたがってもうひとつのT,測損失を定遜する.

定義 5.571測分JFの対数を対数州 は 差とIjE題する.

e-(1)ニ ーlogp(y/+lll･,+1E')

- logZL(E')-EE,..(logZl'･(El'L)) (516)

対数予測誤差は機械が多数あった似令,新たな例題に対する機械のJf:.茶準の､I7均を

惰報左に換解したものであり,この忠味での損失となっていることを梓｡Cr-.しておく.し

たがって,一つ一つの横磯が持つ付i報;止の平均とは滋味が-jV･なる.掛 ここの問題設定で

は一つの機械が 一つの例題に対して持つNi報茄はうまくJJjii遜できない.またこのとき

1-lT≦-logT

であるから,2つのT,測捌火のIEuには

e(i)≦eー(i) (517)

なる関係が成り立つ.すなわち対数 州 叫誤差は予測誤JT:の競いL阻を′)-･えていることが

わかる.

上で定義した2つのJT,測捌火は例題 Elの関数として肘辛f一変数になっている.そこ

で例題 ELの分41日二側して平均をとったiii･で学習の特性を.J.i!述することにする.

定義 5.6予測誤差の期待他により平均T,測誤差を定適し,これを[;J二羽Ei目線という.

EE･(e(i)) - 1-EEL

- 1-EE･+I

EE..1(Z'+)(E''J))

ZI(EI)

(旦妄諾許 ) (518,

定義 5.7対数T,測誤Al･:の3g榊 他によりT,測エントロピーを延遜する.

EEt(e･(i)) - Eel(logZ,(EI)一札 十1(logZ,'･(E'+I)))

- E{t(logZ･(E')ト EE,I.(logZ,'･(E''1)) (519)
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このとき,2つの T,dufii火の間に成り立つ関係から,

EE･(p(i))≦Ef,(e-(i)) (520)

なる関係が成 り立ち,JT,測エントロピーは平均 州 EJ誤差,すなわち苧捌山根の L駿を′j-

えることがわかる.

5.3 予測エン トロピーの性質

この問題設定で学平川t俄 の漸近特性を求めることは人解決である.以 卜では学習曲

線の上限となるT,測エントロピ-の惟rTについて調べる.

予測エントロピーの漸近特性については次の走軍畑 成ヾ りvLっ.

定理 5.1予測エントロピーの漸近軸性は

EE･(a-(t))-冒

でL;}えられる.

この走ZElまの紺州こは次の榊過を川いる.

補題 5.2

Yl-tmZト t-1.2.

とおくとYtはある確率変数 Y に法則収火する.

(521)

(5_22)

証明 バラメタ Cを持つ横磯が1-i-の機械 OopLと同じlLh)Jを'j一える確乎をS(0)とする

と,これは

S(♂,-/p(yl,le,p(ylX･Oop･)1,(柵 ,Ly (523,

で与えられる.各例題 (ユ1..y,)は独立であるからこれを用いると

EE･(Z"E,,)-/q(0,.6 ,,(y,,r･0,dO,47,,yt,T"Oo/,,,dLT･dy･
-/州 Lq(o)dO (524)

とがき直すことができる,同機に A,仰の機械がそれぞれパラメタ0ト ,0人を持って

いるとし,これらが即 事にJiの機械 βopLと同 じ FLIJ･力を'JI･える 掛率をβ(OJ .CL)とす

ると,

S(oL OA･,-/,gl,(y.T･"p(y･1･.Oop,,p(- (5･25,
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となり,

E{･((Z,(Et"A)-/S(0.･-OA,,自 q(0.,dO･
とかナる.このとき明らかに

号(0ト ･Ol)≦S(0.p' COP')-1

が成 り立っている･等;誠 ､1--はOl- -Ol･-COP,のときである.ここで

97

(526)

(527)

0-- 0opl+ T,(,･ 1-1･ ･八

とおく･ r,は正の実数であり,C,は RI77内の単位ベクトルとする. r,が/トさいとき

S(0), .OL-)は次のように矧3りできる,

A

･(C l1 .0̂)-1-∑ a.(eL･ e人)r, (528)
1=1

0.にFAJする税分を稀座標 (rい0,)に.JI･'き換え,tが十分人きいとして軌 .I.ミ法 (sltrIdle

poュ.-taPplOXlmatlOn)を川いると,1/Lにf対して萩も低次のBriは

EE･((Z州 )- /(1-i;a"el ･eん,r･,I,* (oJ,dOJ
- C,A/ Cxp{-率 0., ･0人,r･,.Br･--1lLr.ELO･
.l=it川a.(0ト10k)m

Y/-1川ZI i-12

となる.これは

とおいたときYIの ん次のモーメントがcL.に収束することをよしている.つまりYtの

確率分布を◎L(YI)とすると

11m ◎l(YI)- ◎(Y)
(-･ウ〇

なる確率分布が存在することを衣している. 1

(531)

これをJ恥 ､て走jtZ!の.7lElyJに移る.

証明 補遊 52より

EE･(logZL(EL))～Efr(log(l~mY))-Eel(1(,gY)一mlog, (532)
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よって,

E'･(e~(り) - E<,(logZ･(EL))-EE-1(logZ,.1(EL'1))
～ HllogL-mlog(i+1)
- 告 o(さ)I

以 Lより走喝!が証EyJされる, J

(533)

確率変数 YLは 鮫に概収火しないので,この補題を川いてliJf_)糊リ.llミズ二を求める

ことはできない.確準変数 Y,が概収火するならば,次のようなT･･紋さで､E,均 JT,洲は差

の漸近特性を知ることができる.紗宰変数 Y,の概収火先をYとする. 1が 卜分大きい

とすれば,yL～YだからZI～｢ 川Yと遺すことができる.よって

- ))～ 1-EfL(誓 岩 )

-ll(1･;)-m
-竺+o(去)t (534)

である.これは漸近特作として州IJエントロピーが1'-一均 相 川.Ill,li農の戯僻な 卜脱になるこ

とを示している.ところが,これに,1,爪する例を次のように肺幣に作ることができる.

例 10(I)ichotomyofSl) 以 卜では人力T∈R をmod2で考える.次のような計

井をする横磯を考える.

I(T･弓 _∴ :C'rO:se'1'

0∈Jt (535)

明らかに Jは台の大きさが1となる定超関数を用いて点すことができる さて,l'lJ-の

横様はOopE-0であるとする,すなわち

y(r)-∫(r0)-
(_:: :'5:;: (536,

となる.人力 t7;の出硯イ軒手̀77(.7,)は 0< T <1上で ･様とし,CのLj川7分イrlq(0)

は0<0≦2で 一様とする,}l1-の機械 y(ユ)より独立にfj--.成された 川hlの例掛 ま全て

〟-1となるが,人力の机を

xl-iTl. T') (537)
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とおく.また

111日l:r.=三･ maXr,=51
.YI Yl

とすると,

S'- (OrELにJf解を与える)

- iOIX'に対 して 1を出ノJする)

- iOJF-1くC<呈)

となり,Z(は

Z,=妄IS/l- 妄((1-小 生'

と表される.以 Fでは

1一 宮 - α. 旦-β

とする･βの分利対数をF(〟)とすると, 1が 0< a･<1で 様なことから

99

(538)

(539)

1-F(〟)≡P10b(lTyl,n17'β)-(11β)' (542)

となり,確率密度は漸近的に

1'(P)-i(1-P)'Ll二ゴIe~'3

となる.αの分布も同様に

p(α)-1(1 - α)I-I=te-'O

である.つぎにZ'の分Jlfを求める.まず ZJ-α+βとすると

p(Z･, - Lz'

ここで Z--2Zlであるから

te-Lc'tel′(ZLLl)dα

･･･ 十 ∴･

Z12e-tZ'

I'(Zl)-4Z,t2e-LZ･

(513)

(544)

(545)

(546)
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となり,

EE･(Zt,-/lT'2L-'e~-'ニ̀(L之
-去声 2p-udlLli

EE･((Z,-EEL(ZLH'-')-/lT3L-'C-'2こtdz一芸
-去声 2e-t･,LLL一差1ラ戸

が漸近的に成り競つ.また

100

(5.J7)

(548)

21< LT/+L<官

T/+I< 工 (549)

･7:(+1> 雷

であるので,

E(,+.(ZL+1)

- (i-星,ZL+主星(1-7･吉か ;(1-7,(喜(1-i,･工'

- 吉(α+β)一三(α-'.β2'

したがって,

Ef,..f(I+1) 1α2+β2''T'r~'~'=1-丁 ~一_
ZI 2α+〟

となる.Lα-肌tP-VとlFr.!放して

EE･(些掌 )ニト去鳥∞雪雲 e-("･L･,dlLdv (5･52,

さらに x-u+V.y-て1- V と('71枚 して

/. ,I.∴ 二十 - ･･ 了 II II .l∵ -l･一･

- 言1∞1･-2e~rdl74
3

が得られる.よって

EE･(e(" -i-E<,(‰ 妄誓 )-芸<与

(553)

(554)
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となり,1次)己の場分のY,uuエントロヒーよりノトさくなることがわかる.

なお･ 7,(I)を o<t≦2で 一様としたとき,Cを -1<0<1で考えると,S,

は次の区間になる.

St･-Q<0<β (5.55)

-α- -t{7車 1㌧ 1才 lL2)

'ブ- -eTx(tT:L'･T｢"-1)

ただし,T!1'はy.-1となる r.∈Elであり,十 日は y,--1となる ユ･,∈6,であ

る･ α,βの分/11rAJ数 Fおよび恥 彰密)iEI'を求めると

･一- - P,ob(ll,EIx((,:!"-叶 1'-2)<-,})

- (;(i- 小 ;(1-α,〉′
- (1-α)∫

p(α)- 1(1- α)LlloごLe-Lo

i-F(P,- PIOb毎 中 り半 '-1),〟)
-(;(1-P,弓,1-P,)I
- (1-〟)∫

p(β) - t(1-P)'Al二ごleJLLJ

となり,上と同様に.議論できる,

以上より,予測エントロピーが平均 JT,測誤差 (学習曲線)の厳'#.'な L限にはなって

いないことがわかる･､̀芦mE111線の漸近特性を求めるためには,例越の削 E'にJ,店 しな

いバラメタの領域のlbifJ'ilZI(EI)が,新たに提示された例掛 こより減少していく過程を

厳掛 こ評価 していかなくてはならない(図 53). これは m 次ノ己判 恨 超平ll打により分

割していく問題と丸倣すことができ,幾何学的な見方も含めた洞察が必劣とされるであ

ろう.

7S前分布で並みづけが行なわれているのでIEしくは面積ではない
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怪)53新たに与･えられた例題によりZI(EI)が減少していく様/-



本研究では ･つ 一つの人出ノJの組に対して定義される載状 !対数と,それをシステムの

人lLu力の同時分和で､l∠均した､1'-jtJ損失r対数を考えることにより,[71円機械で川越となる

例遡数と機械の大きさのr刈係を統 ･的に見渡してきた.ここで機ったど;'潤 は例過の)JUUi,

に依存しない非逐次鮮 声門と,確や近似法から#lJhされる舷もFii_純な形の逐次噌･･､デ周 で

あった.逐次型学習がIj▲えられる例題のうち新しいものに強く依/iするのに対し,非逐

次型学習は与えられた L偶の例題食てに対 してiii･も損火の少ないバラメタを群ようと

する.このため推定されるバラメタを例題数の関数として見たとき.点の城適バラメタ

への収束は非逐次塑学習のノJJがよかった.しかし,システムが変動するときには,例題

を一つの増やしたときの計節T.leがJl二倒的に少なくなる逐次型学習のJJJがイ11-Uである.こ

のJE刺さは,バラメタの吏新が横磯を構成する素Lf･梅にJr,jlyr的な計節で行なえるMultl

Laycl･Netwolkや KohollenlllaPでは顕著に表れる.こうした軌 :i.から見ると 一般に

非逐次型学習はo汀-1lnCのF'7‥刑,逐次増学習は ol1-llneのiI''･捌こ向いているといえるだ

ろう,学習の性格がこのように3-しく違うことは,本論文で調べた,7C円曲線の漸近特性

によく現れている.しかしながらこの漸近特性を決める品が,

G - (9.J)-El,[∂.a(mJeop')aJd(Ty10opL)) (61)

Q - (q.J)-El,[∂,aJd(I.y.0.pL)] (62)

という2つの行列からiH節されるrlHこよって特徴づけられることは[1r:Elに仙する.いい

かえると,この2つの行列が′l芦m機械そのもののjiたる特性を衣していることがわか

る.

本研究で扱ったようにili火l対数が走適されるタイプの17'粥のrtり過は.枕.-.I/;'lの推定

103
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関数の問題,特にポテンシャルを持つ推定関数の問題と深くつながってる.披尤推定な

どの一般の推定法が行なえない場令に利Jfほ れる推定f娼数は,幾仰 ;I:的にも興味深い特

徴を持つ.行列 G.Qはモデルの判封で計ilL1-としての性Tlrを持っている.通常の推定品

で扱われる殺尤推定は,抗火l脚数として -logpを使うことに棚､ulL,モデルが,ri･/Rな

場合にはG.Qは 一致して11.かけ L計量は一つしか現れず,様々な.逮.斜ま 一つの計:(蒜に

対して行なわれることが多い.しかし ･鮫の損失関数ではG(フは 一致しないで残るの

で,2つの計品を持つ乍間の幾何r羊として興味深い問題であると,EiTtわれる.

なお,本研究の延堤としては次のような問題が残されている

ひとつはrl高次の半円系の問題である.ここでいう祇次のttlJ:閂とは,逐次噌学剛 こお

ける Eや C などの苧判別をriJるものそのものの学習や,機械の,i.:(▲数や紙令のJHjlrr
イヒを自動的に行なうような機械の構造のi;'1円を指す,学閂別のJ'ア･門に)娼しては Alllall

(1968日8】にすでに試みがあるものの,その解析等はイこ十分である.遇よに ノ̀ーえられ

た例題の影響が未来まで複雑な形で残るような確率過稗のfuJ過としての考察が必安であ

る.構造の学習は,諺 (徴 や節介の変史によって行列G(フの成分ではなく,人ききそ

のものが変化 してしまうという悲味で別の難しさがある.多 くの研究名は捌火f児数その

ものを工夫することにより梢道の変化を学習に回Al.･させようとしているが,戊だAI-しい

結米は得られていないように臥う これらの問題にEAJしてはより深い洞察に)占づいたt

犬が必要なように思われる.

もうひとつはサンプリング (sampling)の問題である.これは,ある敷唯にnって

学習系に必要な例題をnら選んで観測し.それに益づいてバラメタを史新 していくよう

な学習を考えようというものである.J6研究で凍ってきたのは環境に依イiするタイプの

学習であった.環境が/i:.成する人)Jの確平 p(I)で韮み付けされた13;味で泣適なバラメ

タを定義 していた.このため 一致作のない損失関数を用いたり,.'i'/i:でないモデルを用

いると環境によって娘適バラメタが変化 してしまう.必然的に環境からよく受ける人)J

ユ･に対 して損失が少なくなるようにバラメタが選ばれることになるため,選ばれるバラ

メタは環境から決まってしまうことになる.しかし硯IXの/i-物のJ71刑を考えると,この

政略が必ずしも止しいとはいえなくなる.つまり現矧u】越では判断泉.状 が致命的なもの

となるような問題は稀にしか起こらないが,それに対する損火ができるだけ小さくなる

ようでなければil=.き残ることはできないからである.本棚先の枠組でも,例えばiii火J月

数としてp-1-01mが川いられているタイプのものであれば,77を人きくとることによっ

て近似的に∝-nolln,すなわちHlaX1101111を用い,蔽悠17槽 の捌火をできるかぎり′｣､
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さくするような学'Eg法といったものを#.lHすることはできる.しかしこの場介も本111-[吋

に環境の並み付けによっていることに変わりはなく,本､k,に先験性を持つ例超の‖減 価

率が低ければ,こうしたEiL火f対数も'RrT｣二あまり悲味を持たなくなる.むしろ致命的な

影幹を与えそうな例題をすすんで観測するような学習故を考えるべきであろう.このサ

ンプリングの問題は,例題が税矢に関して持つ情報E;i-をできるだけ稼ぐように,nら柳

題を選択するという迂味で,受動的な半円から能動的な学門への移すJというJUJもでき

味深い試みが報告されている.彼らは,恥即吋な空間の二分潮間掛 こおいて境界のみを

求めるためには,例題をどのようなヒス トグラムに分ければよいかというf.lu週をMDL

規唯茄から解き,1次元周遊の似合,集められる例題数が Mのとき.nL/3佃のヒス ト

グラムに分けると姑も効率よく境界を求めることができるという純米を'ラ･えている.こ

れは見方をかえれば,境界を見つけ出すためには,境界ィ､｣近の 0(7r'/3)個の例題が必

要とされることを意味している.つまり,このようなIU】趨設定の場合,能動的に例題を

集めることができるのなら,0(n2/3)僻の例題で受動的な場介と同等の推定が行なえ

る,あるいは同じ例題数なら受動的な坂合の精度の 3/2果分よい精度で推定が術なえ

る可能性を示唆している.こうした議論を一般化することができれば,能動剛 こ例題を

観測する学習系を構成することができるであろう.
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