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4.3 他のバターンとの比較

RA〃DOMFOUR CdJEShJy

431 線的なバターンの分析

東京の幾つかの場所 (新宿､渋谷､田園調れ acceleratlO> 暮を持っている なお､分析に使用した

韓国寺.銀座･錦糸町)で採取した道路バターン データは､清水裕二君の1991年度修士論文 r街区

に対して､同じように手法を適用してみる これ 集合からみた都市空間の分析Jに於いて作成され

らのグラフ形は､ どれ も似てお り､負の< たものを使用させてもらった

巨…̀tu仙-■…Li■1
L
ト､.I;
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432 都市的なバターンとの上ヒ較

集落の配fiバターンと比較する意味で､いわゆ

る都市的と呼べるようなバターンにも手法を適用

してみる･ここでは.wlenのパターンと.そこか

ら得られるグラフを示す.集落の配窟パターンと

の端的な違いは･その密度にあるが､< aCce]C,a.

t-on>*のグラフを見ると､集落の配置パターンの

場合の多<が､最終的に正の領域に入って<るの

とは異なり･正の領域から､最終的には負の領域

へと移り変わるような逆の変化を示している.な

お･データの入力は､三橋正邦書による.

W ien

r～rl托̂ DrBCZESz BSコgZ

rtE【TH｣Nこ札O=6旺F'0･2さ15
仙70イGBqEuTIONelO_131S
EECJtEECTDJSOl正A-〇一〇882

-LOGZM/T18J
B恥 LBO38 - 09198
m , l-dDユ○ ◆ o･zI998
工人亡⊂ELEm TZCN, -○3828Se
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複素力学系によるラ ン ダムパターンの数式 記 述の可 能性

/それ自身に向かう反復
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5.複素力学系によるランダムパターンの数式記述の可能性

この矧ま.正純に習うと､捕暮とすべきものである.

なぜなら.JCだも与論らしきものがrはられてはいないから

だ しかし･ここでは結論を糾ることよりも､ほ･*'･する

ことが韮要である これまでの巾が.｢//)折｣的なアプ
ローチで語られているのに対し､本.I:tでは. r'l:.I,XJの

生砂こよるアプロ-チをとる 序･Tlに於いても述べたLR

にノくターンを分析して特徴を放りりけ と.必ずその他

の†絹lが失われる ここでは.そのような特牡を紬tけ

ることではなく.正に′くターンの顎価物を柑ることをu

掛こ据えて.土に如AtJ7'･('=系と呼ばれる卿 t敷,､I':の-JJ)

ガを)}鞍とした''J:みとその可能性について<･えてゆく.

5.1 複素力学系の概要

1)横幕力学系とは ElH 2日 3】

a)視兼平面上の点列

Eをa+biという形の複素数とすると,この複

素掛ま､複素平面 (ガウス平面)上の点として表

わしうる 一般に.ある複素関数Jを用いて､

Z｡.I-I(zn)

と表わせる複素放列 tzo.Z..Z2.･)を複素力学

系と呼ぶ.

この複素数列は､複素平面上に於ける点列の軌

跡 (点の分布パターン)として表わされる この

点列は.関数形や初期値及びパラメータ-の選び

方によって､実に多様な動き方を示す

例えは.最も簡単なZが1-ZnZという開放形の場

合を考えてみる.この場合､初期値Z｡の選び方に

よって､次の3つの可能性がある.

① o≦lz｡l<1のとき､この点列は0に収束し

ていく.このとき､0は吸引的不動点 (ア ト

ラクタ)と呼ばれる.

② 1くIzolのとき､この点列は無限遠へと発散

していく.このとき､無限遠点∞も吸引的不

軌点である.

③ Jzol-1のとき,原点からの距恥が 1のま

rlg･l

ま､いつまでもこの状態を保つ. (ngll)

このとき Izol-1の点は中立であるといい､複

素平面上で表わすと,0に引き寄せられる初期値

Z｡の集合と,∞に引き寄せられる初期値の集合と

を分かつ境界線を形成する

この場合には.2つの吸引額域の境界韻は原点

な中心とする単位円である.

一般に､この境界旗の集合は､ジュリア集合と

呼ばれ.別の関歎形の場合には､纏めて複雑な形

状を示す このジュリア集合の性質を研究するこ

とが､複素力学系に於ける中心'EBE叩頭の一つとなっ

ている.また.一般にはア トラクタの数も多数個

存在する

次に､先程の関歎形に､複素数のパラメータCを

加えたJ(Z)-zZ+C即ち､Z.>,-znZ+Cという関

数形を調べてみる.実は､この関数形は.前の例

と比べて lつの複素数Cが加えられただけに過ぎな

いにもかかわらず.先程の場合とは比べることが

できない程の黒くべき多様性を秘めているのであ

る.初期値やパラメータのとり方によって.数列

Lz｡)がある点に収束したり.∞へと発散したりす

るだけでな<､極めて多種多様な動きを示すので

ある.いくつかの点を周期的に回遊するパターン
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もあれば､まさにカオス的な不規則挙動を示すも

の､またそれらとは別のパターンを示すものなど

様々である.そもそも､私がこの複素力学系の問

題に興味を持ったのは､単に1つの点を通常のよ

うにxとyという2つの変数の組としてではな

く､1つの複素数で表示できるという利点に加え

て､そうした様々なバリエーションがあるという

記述を目にしたからである.果たして､どれ程の

バリエーションがあるのかを､実際に調べてみよ

うとしたのがそのきっかけであった.しかし､こ

の間題は予想以上に深い預域である.調べても調

べても調べつくせない深みがある.

もともとこの分野は古典数学の流れの中に端を

果し､ともにフランスの敦学者であるビェール･

フアトゥ (1878-1929)とガストン･ジュリア

(1893-1978)の2人によって,1906年のフア

トウの論文を皮切りに1920年頃まで盛んに研究さ

れたものである.彼らは複素平面における有理写

像の反復についての美しい理論を展開し､その頂

点を棲めた.その後は､彼らの理論の難解さの故

にしばらく大きな発展をみることがなかったが､

近年のコンピュータグラフィックスの進射 こよっ

て彼らの精妙なアイデアが理解され またフラク

タル理論との関連でその重要性が認識されて以
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降､現在に至るまで精力的な研究が続けられてお

り､新たな発見が日々行なわれている様な状況で

ある.また､複素力学系の問題は､カオス理論と

も深い関連がある 一般のカオス理論が主に実空

間上のカオスであるとすれば,複素力学系は複素

空間上のカオスということができる.

b)用語の説明

さて.先程のZ｡.I-Zj⊥Cという開放形に姑を

戻そう.この開放形は.複素力学系の研究の中で

も､現在最も良く調べられているもののひとつで

ある.

[持準形】

実のところ.一般の2次多項式 az!+bz+Cは

RIg･2のような可換図式によって.zZ+JLという標

準形に変換できることが知られている. 即

ち､ 9(Zト LLをR.8-2のようにすると､2次多項

式azZ+bz+Cは,掠準形Z～+Jlという形にする

ことができる

従って､Znり-ZnZ+Cという形の関穀を調べるこ

とよって､2次多項式全体の性質を研究すること

ができるのである.

【共役]

ところで､2つの関数Jとgが開放hによって

/
e一一一一e
･L jA
C 一････.･･一一 C
D

上の可換図式を満足するとき,関数Jと9は r共

役Jであるという.

【前方軌道】

Zn_,-I(zn)で決まる数列 (複素平面上の点
刺)をZ｡の前方軌道I .､0ー(I.)で表わす

本研究では主としてzn.1-ZnZ+Cという開放形の

示す様々な前方軌道を中心に調べた.

Zかl-Zn2+Cという開放形による前方軌道の特徴

的な佐賀は.当然調べられているのであるが.そ

の前方軌道の描<具体的なパターンの形状に関し

ては.あまり詳しく書かれたものがない.これ

は､複素力学系一般の間題意穀と本論に於ける問

題意謀との違いによるものと思われる.その前方

軌道の描くパターンの形状が多様であればある

乱 パターンを扱うという穫点からは.強力な武

器となり得る ただし.それらを使いこなす為の

有効な方法も同時に発見できればの話であるが.

[逆軌道]

前方軌道に対して逆軌道も定積しうる.これ

は.znから､zn_I.Zn_2-Zoまで逆にたどっていっ

たときの数列である ただし､前方軌道と逆軌道

は同じではない なぜなら､ある複素数Z.の逆偉

tw∈EzJ-(W)-Z.)は､開放形Jに対応して､

1つではないからである. 【.]

fig･3

従って､逆軌道は逆像に関する点を全て集め

て､0~ (zo)- tz∈e:あるk-0.1､2.

･についてJL(Z)-zo)

で定義されるものである

例えば､I (Z)-2～+Cの場合､あるZ▲の逆像は

それぞれ2つずつあるから､逆軌道はn8-3の様に

ツリーを構成する

【不動点]

初期値をZ｡としたときの軌道が､ただ1点だけか

ら成るとき,このzoを∫の不動点又は固定点と呼

ぶ.oつも不動点の1つである.

【周期点〕

Z.-zl.のとき､このZ｡を∫の周期点と呼び,その

ときの軌道 0･(Z｡)をサイクルと言う.また.zl

-Z｡が成立する最小の自然数kを周期と呼ぶ

【前周期点】

自分自身は､周期点ではないが､Jステップ後に

周期点となる点のことを前周期点と呼ぶ.

即ち､zh,-Z.が成立しているときのzoがJの前

周期点である.

〔固有価]

固有値は､軌道の特徴を表わす上で極めて重要

なものである.

Z｡を∫の周期nの周期点とする zo≠∞のとき､
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)i- (∫On) (zo)

をZ｡の固有値という

ここでJon(Z)〒P ･･･.｡f(Z)であり､●は.Z

に関する微分差 である

えは､サイクルに属するとの点についても同じ

である.

周期点zDは､

lAl-0のとき,超吸引的

0<lAl<1のとき､吸引的

lAl-1のとき､中立

l)il>1のとき､反発的

と呼ばれる.

例えば､吸引的周期点 (不動点)zoは､複素平

面上に於けるその近傍の点から出発する前方軌道

を､自分自身に引き寄せる.それぞれの吸引的周

期点は､自分自身に引き寄せる点の場合 (吸引領

域と呼ぶ)を持っている.吸引領域は､ベイス

ン､流域､鉢など呼ばれA(I)で表わす.また､

∂A(a)は､aに引きつけられる領域の境界を表

わす.

超吸引的な周期点 (不動点)は､吸引力が大き

く､それ故その前方軌道は棲めて単純なものにな

る.この場合も､それぞれの吸引領域を持つ 逆

に反発的な周期点 (リペラー)は､その近傍にあ
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る点をはねつける.従って､その近傍にある点の

前方軌道は,反発的周期点から遠ざかる動きを示

す.

一方､中立な周期点は､そのどちらでもない.

また中立周期点を)i-eZだ･Cと表わしたときに､0

が有理数となるか無理数となるかによっても推算

が異なり､前者を有理的中立周期点､後者を無理

的中立周期点と呼ぶ.

2)マンテルブロー集合

zn_1-ZnZ+Cの本質的な部分は､その初期値ヱOを

Oとしたときの性質で決まってしまうことが知ら

れている そこで､Z｡- 0としたとき､パラメ-

夕はCだけだから､このCによる性質の違いを調べ

れば良い.

先に述べた様に､この数列の性質は,大きく分

けて∞に引き寄せられるか (発散)､ある点群へ

引き寄せられていくか､あるいは境界繰上に留ま

るかの3つに分けて考えることができる マンデ

ルブロー集合とは､Z0- 0としたとき､Z｡..==ZA2

+Cが∞に発散しないためのパラメータCが､複素

平面上でどのような配置をとっているかを調べた

ものである.この集合は､いわゆるフラクタル的

な､極めて微細な構造を持ち.その一部をいくら

拡大していっても続々と複雑なパターンが表われ

る そこには､自らのミニチュアや､次に述べる

様々 なジュリア集合の細部に非常に似たものも埋

め込まれており､マンデルブロー集合はジュリア

集合のone-pagedlCLlDnaryであるという様な言い方

がなされる位である そのため､完全な意味での

自己相似ではないので厳密にはフラクタルとは言

えない様であるが.その複雑な性質はまさにフラ

クタルと呼ぶに相応しく､また､どんなに拡大し

ても至るところ微分不可能なギザギザのままの特

徴を示している この一見単純な反復が､これ程

神秘的で奥深い宇宙をはらんでいるとは､誰も予

憩することができなかったに違いない

ところで､1991年春,京都大学の宍倉光広は,

マンデルブロー集合の境界線のハウスドルフ次元

は2であることを示した.これは､2次元平面上

o)図形としては尾大の複雑さである 以後.マン

デルフロー張合をM集合と略記することがある

fi8-4

マンテルブロー集合 【51

3)ジュリア集合

これに対して.あるパラメータCが定められた

とき.Z.>[-zn之+Cという数列が､∞に発散しない

ような初期値 Z｡の集まりを考えることもできる

この集合を充填ジュリア集合(K｡)と呼び､その境

界線の集合がジュリア集合()｡)である 当然､Cの

値によって対応するジュリア集合は異なる この

境界線は､Z｡.1-zn2のときの単位円に相当するもの

であり､C≠0のときの､2次多項式に於けるジュ

リア集合のほとんどはもっと複雑で､フラクタル

になることが知られている.即ち､Iclが十分小

さく､C≠0のときジュリア集合は､どの点でも接

線をもたないジョルタン曲線となり､これはフラ

クタルである またルエルとサリバンによって､

このフラクタル次元が求められている

① ルエル .十分小さいCに対しては､

｡=l+上土 .｡ の高次の項
410g2

d フラクタル次元
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ng･5 ジュリア姓合の例 (山地･[日 )

② サリバン 十分小さいCに対しては､

C≠Oであればd>1

d.フラクタル次元

ただし､十分小さいCを仮定しない場合でもdが

Cの関数として求まるかどうかや､円又は線分とな

る場合を除いて.全ての2次多項式のジュリア集

合はフラクタルかどうかという問題は､まだ未解

決である

この境界線上には､反発的周期点が密に並んで

おり､この境界線上の点を始点に選んだ場合､数

列は境界線上をさまよい.カオス的な振るまいを

示す.境界繰上の点はそれら自身に対して中立で

あり.境界線以外の点に対してはリペラーであ

る.

ジュリア集合は､自分自身の前像及び逆像を全

て含んでいる 従って､ジュリア集合は､自分自

身を自身に向かって写像する (このような性質

を持つ集合を不変集合という.)この境界線は､

ベイスンとベイスンの境界であり､セバラトリッ

クス (分水嶺)と呼ばれることもある

一方､パラメータCを､マンデルブロー張合外に

選んだときのジュリア集合はばらばらになった無

数の点に分かれ､カント-ル盤台となることが知

られている これをフアトゥの塵と呼ぶ
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正確には､Jを布矧澗数J(Z)-P(Z)/Q(Z)とす

ると､

[ジュリア集合〕

Jの反発的伺肌点のすべてからなる娘合をREP

(/)とする.このときJのジュリア来合J(J-)はR

EP(I)の閉包として定適される すなわちRE

P (I)を包む倍小の閉集合である.

∫(J)はJに対して完全不変である･
【充填ジュリア集合]

ある複素数列zn-∫(Z¶)が.叫 こ発散しないた

めの初期値Zの盤合を.充填ジュリア集合K (I)

と呼ぶ.1く (I)紘.己＼A(∞ )として',LItさi･

る.ジュリア典合J (∫)はK (∫)の境界であ

る J (I)≠百ならば開近傍を含まない
【ファトウー集合】

J(I)の補nlL合F(∫)-己＼J(I)をフアトウ-躯合

と呼ぶ K (I)のうち.その境界線のjtl.乱 即ち

J (I)を除いた残りの張合も､当然F (I)に含

まれる このときの閥脹合F(I)の各連結成分を安

定領域と呼ぶ.以後､ジュリア張合をJ集合とI古

記することがある.

4)安定領域の分類

a)安定領域とジュリア集合の性質

フアトウ集合､即ち,境界線を形作るジュリア

集合を除いた残りの集合は､このジュリア集合に

よって分けられたいくつかの領域を形成する こ

の各連結成分が安定領域と呼ばれることを前項で

述べた.また､この中には.充填ジュリア集合の

うち､境界韻以外の領域も当然含まれる そし

て､例えば､3周期のジュリア集合は.平面を3

つの領域に分け､しかもどの領域にも常に揺する

ような境界線を形成する これはアトラクタの数

がどんなに多くなっても変わらない.アトラクタ

の敦がnであるならば､境界上の点は全て異なる

n値の領域に同時に接している つまり､そのよ

うな点だけで境界の全体が構成されているのであ

る

また､安定領域の数は0,1､2から∞まで

様々 な可能性がありうる.それでは,この安定領

域の種掛二は､どのようなものがあるだろうか,

ジュリア集合が､カントール集合となる場合以

外､つまり,有界な安定領域が存在するときの安

定領軌こ関しては､次のようなサリパンの画期的

な2つの定理力咽 る.

ら)サリパンの分か定理

安定領域が有界であるとき.この安定領域は次

のような5つの場合しかないことが知られてい

る.

(D 吸引領域

e) 超吸引領域

③ 放物頚城

④ ジーゲル円板

⑤ エルマン円環

定理 1ニ(nowanderlngdomaintheorem)

有理関数のすべての安定領域Dは前周期的であ

る.すなわち,適当な非負整数n.pに対して

jb-pI(D)-I.n(D)

が成立する.特にn-0のときには周期pの周期

的安定領域という.

定畢2:(Sumvandomains)

Dを有理関数Jの周期的な安定領域とする.

すなわち､ある自然数pに対して

Jog(D)-Dとする.

このとき.Dは次の5つのタイプのうちのいずれ

かになっている.

① 吸引領域 (AB)

② 超吸引領域 (SAB)

③ 放物領域 (PB)

① ジーゲル円板 (SD)

⑤ エルマン円舞 (HR)

321



MNDO〟FINE'̂ C-"AL70-/JhけdQmPP′′- ケ CQmP/,XLか Am･,A/SJML7.U

C)5つのサリパン錦城

(D 吸引領域 (AB)

この鎖域内に周期Pの吸引的周期点zoが存在して

関数族 UtlnpJ､n∈N)は､n-∞のとき広義一

様に2.に収束している. (Nは､自然数の集合)

ex P(≡)-Z2-0.35は2つの吸引鏡域をもつ

吸引固定点
(

(1-√24)/2

0⊃

② 超吸引領域 (SAB)

この領域内に､周期Pの超吸引的周期点zoが存在

して､閑歎族 U'｡tnpI,n∈N)はn-∞のとき

広義一様に2.に収束している.

exl)P(a)-Z2は2つの超吸引領域をもつ

ex2)P(I)-zZ-1は2つの超吸引領域をもつ

(

∞を含む超吸引固定坂城

Z8-0含む超吸引周期領域

(2周期)

◎ 放物領域 (pB)

この領域の境界に,周期がpの約数であるような

有理的中立周期点zcで､ (J｡p) ∫ (zo)-1とな

る点が存在して､関数族 Vo(n如,n∈N)は､∩

-∞のとき広義一様にzoに収束している.

このとき､有理的中立周期点zoはジュリア集合の

点となる.
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exl) P(Z)-zZ+0.25は1つの放物領域をもつ

(0を含む内側の領域)

このとき､有理的中立周期点 zo-1/

2で (I)-(zc)-1となる

ex2) P(Z)-Z～+eZW3Zは3周期の放物領域を

もつ.

有哩的中立周期点Zcは0である.

ex3) P(乙)-Z2+ (-0481762+0.5316571)

は5周期の放物領域をもつ.

(か 後に述べる様に､ディオフ7ントス型の無理

的中立不動点のまわりには.円周と解析的に同

相な不変円周がびっしりととり囲んでおり､前

方軌道がそれらの不変円周のうちの一つに落ち

ると､永久にその上で回り続けることになる

この不変円周の集まりをジーゲル ･ディスクと

呼ぶ.

a) エルマン円環

この他､特殊な場合には.エルマン･リングと

呼ばれる円環状の領域もフアトウ集合に含まれ

る.エルマン自身は､これをアールノドの円辞

と呼んでおり､KLMトーラスと関連がある･

ただし､2次以下の有理関数や､多項式で定#

される複素力系には､出現しないことがわかっ

ている.

d)宍倉の定理

さて､有界な安定領域の種類は､5つしかない

ことがわかったが.それらに対応するサイクルの

個数やその上限はいくらなのかという問題は長い

間未解決であった.しかし､この間題は.)985年

に宍倉光宏によって完全に解決された

【宍倉の定理]

ある次数dの有理関数′の周期的な安定領域 (A

B)､ (SAB). (PB). (SD). (H

R)の各々のサイクルの個数を# (AB)､羊

(SAB).# (PB)､# (SD).# (H

R)とすると.有理関敢/の周期的な安定領域の

サイクルの個数は.

#(AB)+# (SAB)+辛 (PB)+

#(SD)+2# (HR)≦2 (d-1)

#(HR)≦d-2

さらに､上記の不等式を満たすような任意の非

負整数の組を与えれば､そのような組み合わせの

周期的な安定領域を持つ有理関数が存在する -6】

ここで､2 (d-1)は､有理関数Rの次数を

dとしたときの､特異点の数の上限である.

〔特異点]

/はさ上の有理関数とする.

すなわち

′(Z)-P(Z)/Q(Z)

このとき∫(Z)の次数は多項式P(Z)とQ(Z)の次数

の高い方とする

次数dの有理関取/の特異点とは√(Z)-0を満た

す点であって､その個数はたかだか2d-2個

である.

特異点の挙動は.有理開放の力学的な分類にと

って重要である.

ll】前出 ,フラクタルの典

【2】前山 :フラクタルの世界

【3】前山 .フラクタル ･イメージ

【4]C-は.リーマン球面を衣している 即ち.ガウス平面C
に.無限過点03を付け加えたものである.

[5】M媒合やJ地合を描くのは.通常,掻めて矧Alのかかる作

並であるが.現在では.非常に簡便に描くことのできる

ソフトが作られている

ここで示した国は.∧ppleMaclntOShQuadra7〔巾により

d̂obcPhol(-Shop25EのKPTMandeLbloLSCLExplorcr及

びKPTJuLlast:L氏(p,orcrを用いて作成したものである

【6】前出 .フラクタルと政の世界

323



JuNDOMFWE･メGn"A-A0/RA･LbmPd"ErNち COmPLEXPTカ4m,ld5y 仰

5.2 M集合､｣集合の探査

5)考えうるアプローチ

対象とするバターンを.複素力学系に基づい

て､簡単な数式､あるいはその等価物を生成する

ための簡単なルールに置き換えるという目標を立

てたとき､考えうるアプローチは､大きく言っ

て､次の3つに分けて述べることができる.

第-には､まず.複素力学系の描き出す軌道の

バターンには､どのようなものがあるのかを調べ

ることである.

第二には､JFS(反復関敦)システムと呼ばれる

アメリカの数学者たちの開発したシステムを参考

にしつつ,その方向での可能性を探ることであ

る.lFSシステムは.目標とする図形イメージを生

成するための簡単なアフィン変換の組を,会話型

の処理によって導き出すという､正に本章の目指

す目抜に合致する様なシステムである.これは.

主に画像情報の圧縮という観点から興味が持たれ

ているが､後に述べる様に､規則的なフラクタル

図形や自己アフィンな図形以外の､一般のパター

ンにも適用できるかどうかは､今のところ明らか

でない.

第三には､上記1､2の探索を参考にしつつ､

対象パターンを前方軌道に置き換えること (前方

軌道化)あるいは逆軌道に変換する (逆軌道化)
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ための.様々な問題点を含めて,具体的な戦略を

描き出すことである.

この3つのアプローチに基づいて､続く52節

では､M集合､)集合上の力学系を探査する.ま

た.次の5.3節では.1FSシステムの紙要を調べて

みる 最後の5.4節に於いて､対象パターンの丑

式記述化に関する具体的な間鼠点について考えて

みる.

521 M集合の特徴点とその前方軌道

1)吸引領域 (アトムHn)の中心点

M集合は､その複雑な外形にも関わらず､連結

な集合であることが知られているが､その図を見

れば容易に分かる様に､幾つかの特徴的な部分か

ら耕成されている.極めて単純化して音えは､そ

れらは大小様々の大きさから成る円板的な球穏状

の部分と､そこから伸びた無数のアンテナに､そ

の構成要素を分けることができるだろう.このう

ち､円板状の領域は､それぞれある吸引的サイク

ルに対応した一つの連結成分である.つまり､そ

の円板状の領域内に含まれる様なパラメータCを

持つZ.b1- 7" 2十Cからの数列 tzn)は,ある周期

の吸引的周期点 (不軌点)Z｡を持つ.特に､その

連桔成分Hの中心点cHは.正し<定まり､これは

その連結成分と同じ周期の超吸引的n周期点をと

る･例えば､心腹型曲線 (カーディオイド曲線)

で囲まれた最も大きな領域は､周期が1の超吸引

的不軌点をとる領域であり,その中心点は0であ

る 従って､この中心点C-0は､超吸引不軌点

を持っ ･また､周期が2の周期点が､吸引的であ

る様な領域は､このカーディオイド曲線に付着し

た次に大きな円板状の領域であり､その中心点C

ミー1は､周期2の超吸引的サイクルを持つ.例

えは･Z0-0の場合､その軌道は､ 卜 1､0)

の超吸引的サイクルとなる.一般に､どの周期の

の周期点についても,その周期点が吸引的である

様なパラメータは､単位円板Dと同相な (一つま

たは複数個の)連結成分から成っているというこ

とが.ドゥアディとハパー トによって証明され

た この一つの連結成分､即ち､fcがco以外の吸引

的周期点 (嘩吸引的でも良い)を持つ様なパラ

メータCのなす集合をHで表し､マンテルプロに

ならって､これをアトムと呼ぶ.Hは開集合であ

る.

【ドゥアディとハ/ト トの定理】

KをHの一つの連績成分とする Kは単位円板

Dと同相であり､C∈Kに対して､r｡の (良)吸引

的周期点の固有値を対応させる写像p:K-D は

同型写像である.ちなみに.周期が1のハート型

領域は､アトムHLと呼び､固有値を)Lとすると､

このカーディオイド曲線は､

C-)i/2(1-A/2),I入r<1

と表わされる.ハート型の先端のくぼみに当たる

点は.C-025であり､カスプ点と呼ばれている.

同様に､周期が2の周期点が吸引的であるような

領域Hzは.
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と表される半径1/4の円板である ng･6には･

M集合に於いて､主な周期に対応する連結成分

が､どのように配置されているかを示してある.

それぞれの連結成分の中心は､次のように求める

ことができる.周期がkのアトラクタに対応する

連結成分の中心は

J:I(0)-0

で与えられる. (ここで.Jl-Z!･C)この方程式

は､Cに関する次数が2トーであるので.k周期ア

トラクタに対応する連結成分の値敦は,たかだか

2卜l値までありうる.

① k-1のとき､cH-0である.

それに対応する連結成分は､ハート型領域で

あり､これをHlとすると､

Hl- lc∈e.A/2(1-A/2)､l入l<1)

である.

② k-2のとき.cHはC2+C-0の解である.

ここで､解はC-0とC--1となり.この

うちC-0は､既に周期1の中心であるから

C--1を中心とする連結成分 (アトムH2)

ただ一つが求まる 従って､2周期のアトラ

クタに対応する連結成分は､C--1を中心
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-10 主な周期に対応す

｢'2 る連結成分の位謄

とする半径1/4の円板となる

(卦 k-3のとき､連結成分の中心は､ (C2+C

)2+C-0の解である これは4つの解をと

る.C-0を無視すれば､C3+2C2.C十1-0

を解けば良い.従って､実根C--17549

(アンテナ部にある小さなマンデルプロ集合

の中心)と2つの虚根C--0.1226±074491

が.3周期のアトラクタに対応する連結成分

の中心となる.

① k-4のとき.8つの根があり､そのうちの

2つはk-1.2の場合に得たものである.

漢り6つの解のうち､2つの実損は.C=~

13107(H～から周期倍分岐によって伸びてい

るつぼみの中心)とCニー19408(主アンテ

ナの尖端付近の衛星に属する)

であり､4つの複素掛 ま､C=0282±0530E

とCニー01565士103231 となる.

⑤ k-5のとき,C=0を無視して､5周期の

アトラクタに対応する連結成分の中心は･

15個存在する

⑥ k-6のとき､6周期のアトラクタに対応す

る連結成分の中心は､27個存在する

① k-7のとき､7周期のアトラクタに対応す

る連結成分の中心は､63個存在する

∴

JuNDÔlFWr AC,〟,anonQ/RAnJb析PLL"LTWち Comp/ErL>"4mLlA/rynn;

rlg･7

⑧ k-8のとき､8周期のアトラクタに対応す

る連結成分の中心は､120個存在する.

⑨ k-9のとき､9周期のアトラクタに対応す

る連結成分の中心は､252個存在する.

7トムHnの中心点が示す前方軌道はおとなし

く､n個の点列となる.ちなみに.M集合のう

ち.カーディオイドHlに付着しているp･サイクル

の円板Hpのサイズが､1/pZに比例するという

推軌ま､最近,).グッゲンハイマーとR.マッ

クギーによって証明された 【7】

2)pR引領域 (アトムHn) に含まれる中心点以

外の部分に関する前方軌道

軌こ述べた様に､吸引領域の中の中心点以外の

部分は､吸引的なn周期点をもつ これらの前方

軌道は､幾つかの群 (n値)を構成するようであ

る･ (ng･7 参照)中心に近い点に関する軌道ほ

どぉとなし<､M集合の境界線に近づくにつれ

て､複雑な挙動を示すようになる

3)アトムHnの付け根の点とその前方軌道

次に､特徴的であるのは､各連結成分 (アトム

Hh)の付け根にあたる点であろう このCの値に

＼/

/＼

fl8-8

対応して､有理的中立周期点 (不動点)が存在す

る･この点が示す力学系は､放物型と呼ばれる.

(ng･8 参照)固有値)Lに関して､

l)Ll-1､人-e2xle

と表したときのβを内周角 (内パラメータ)とい

い,この場合は.βが有理数となる.即ち､∂-

p/qと表せる.また､このときのqの値によっ

て周期の数が分かる.力学系の示す性質は､パラ

メータCの値そのものよりもEEl有値や内部パラ

メータβの値の方が､本質的に関わっているので

ある.ハート型図形におけるカスプ点も､これら

の付け積の点の一つに含まれる.♂-p/qと表

したとき､例えば､周期が2であるH2の付け根の

点は.p/q-1/2とすれば､それに対応する

点Cを求めることができる.このときのC=-3

/4である.また.周期が3であるH3の付け積の

点は､p/q-±1/3となり､C- (-1±3

√3一)/8≒-0125士06495Jである.同様に､周

期が4であるH一の付け根の点は､C=1/4±l/

2のところから出ていることが分かっている.

4)ミシウレピッチ点

連結成分から無数に突起したアンテナの先端

令.枝分かれの点も特徴的である.これらの点
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は､ミシウレピッチ点と呼ばれている.Cがミシ

ウレピッチ点であるとき､特異点0は､それ自身

周期点とはならないが､前周期的であり､最終的

には.反発的周期点 (不動点)へと移される こ

れに対応するジュリア集合は､有界な安定領域を

持たない樹枝状のバターンを示す･ (flg･9 参

照)

正確には､J (Z)-zZ+Cとしたとき,

Jcn(0)-J:n~k(0)

n≧3､n-2≧k≧1

を満たすパラメータCの値をミシウレピッチ点と

呼ぶ.

〔ミシウレピッチ点の位置】

① n-3､k-1の場合､Cの満たすべき方程

式は. (C2+C)a+C-cZ+C である.

C-0のとき､特異点Z-0は､周期点 (不

動点)であることが既に分かっているので､

それ以外の根C--2がミシウレピッチ点で

ある.これは,主アンテナの尖端である.

(0⇒-2⇒2⇒2)となり､特異点0は.

反発的不動点2に移される.

② n=4､k-1のとき､Cの満たすべき方程

式は､ ((C2+C)2.C)2.C- (cZ+C

)2+C である.C-0､-2以外の根は､
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以下のように.3つ得られる.

実相 C-ll.54369

虚横 .C--022816±1115141

(参 n-4､k-2のとき,Cの満たすべき方程

式は, ((cZ+C)2十C)2+C-cZ+C

よって､C-0､一1､-2を無視すると､

その他の根は､C-± Tである, (H)の上方

に出ている右アンテナの先端)このCに対応

するジュリア集合は.典型的な樹枝状となる.

5)ファトウ集合内にジーゲル･ディスクの生じ

る点

M集合の境界繰上 (∂M)の点で､その固有値が

無理的中立となり.しかも以下に述べるような

ディオフアントス条件を満たすとき､フアトウ集

合内にジーゲル ･ディスクが生じる,このときの

ジーゲル ･ディスクの中心は､無理的中立不軌点

である.言い換えれば､フアトウ集合に於いて･

ディオフアントス条件を満たす無理的中立不軌点

のまわりには.ジーゲル ･ディスクが生じるとい

うことである これを生じさせる､幾つかのCの

値が知られている.

a)ディオファントス条件

固有値)Lを､入-C2nO.o≦0≦27C.IAI;1と

∈｢~
fi8-10

好いたとき.この0がディオフアントス数となる

とき､デイオフアントス条件を満たすという.こ

こで､ディオフアントス数とは.有理数から非常

に離れた無理数のことであり,いかなる有理数に

よっても近似できない無理数のことである

【ティオファントス致】

無理数αが､ディオフアントス歎であるとは､

ある正数a､bを選んでお<と､どのように整数

p.qをとっても,

1cr-p/ql>a/qb

が成り立つことをいう.例えは,黄金款て- (1

+√5)/2 は､デイオフ-/ントス敦である.

あるいはまた.区間 【0.1]に属するほとんどの実

数は､ディオフアントス敦である

ジーゲル ･ディスクを生じる点としては､以下

のものが知られている (これらの点が生み出す

軌道パターンは ng-10 参照)

① C=-039054士0.58679l

② C±0374188±0193411.

③ C≒0234974士0514380f

@ C 5 -0735039j=0140414J

⑤ C≒ -0044663士0643849/

ng･lJ

6)M集合の夕日別の点

M集合の外側にあるパラメータをもつような力学

系の示す前方軌道は､必ず､最終的には無限遠点

∞に引き寄せられていくものである.ただし､そ

れが本当に無限遠点へと発散していくかどうは.

基本的に､有限回数の反復では決定できない.し

かし,通常はある有限回数で試行を打ち切らざる

を得ないので､何らかの判定基準が必要である.

この判定基準の取り方にも幾つか考え方があるよ

うであるが.ある時点kに於けるztの絶対値が2

を超えたら､その数列は発散するとみて以後の試

行を打ち切って良い.M集合の境界練から遠いパ

ラメータに対応する力学系ほど､早く発散してし

まうため､その描く前方軌道は比較的おとなしい

が､バターンという観点からは.幾何学的ランダ

ムなバターンを示すことが多いといえる. (nlg-ll

)逆に,M集合の境界線に近いパラメータに対

応する力学系ほど､長い間さまよっている.共に

境界線沿いのパラメータの場合には､発散するの

かしないのかを､有限回数の試行では決定できな

いくらいである.これらM集合の外側にある点に

関する前方軌道は､M集合内部の点に関するもの

と比較すると､よりランダムなバターンを措くと

言えそうである.なぜなら､後者の描く前方軌道
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は､極めて複雑なものもあるとはいえ,あるまと

まりを形成するのに対して､前者の描く軌道は､

あまりまとまりをつくらないからである.その意

味からすると､後者は高い集群性をもつのに対し

て.前者は集群性が低いと言うことができる.

5.2.2 固有値及びポテンシャルと軌道バターン

の関係

力学系の性質に関して本質的に関わっているの

は､固有値と内部パラメータの値である.M集合

の内鰍 こある点に関しては､固有値の絶対値が0

から1に向かって大きくなるにつれて､その描く

軌道も複軌 こ変化してい<.M集合の境界抜上で

は､固有値の絶対値が1となる点が現われ その

内周角の値によって.放物型となったり､Rig-10の

ような閉曲線型 (正確には曲線ではなく､フラク

タルなギザギザをもっているが)となったりす

る･一方､M集合の外側にある点の描く軌道を特

徴づけるものとして､ポテンシャル関数がある.

これは､簡単に言うと.発散の速度を反映する関

数である.

1)固有価の求め方

ドゥアディとハバードは､C∈H(M集合に於
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ける連結成分､アトム)に対して､吸引サイクル

の固有値0日(C)に関して考察を行ない､写像

βH.H-D が等角同相写像であることを示し

た. (ここで,Dは単位円板を表す )㈹このこ

とから,それぞれの連結成分Wには､それに対応

する吸引的サイクルが超吸引的であるような.即

ち､prl(cll)-0となるような.Hの中心cHが

正しく定まっていることがわかる.このことは.

5.21節1)項に於いて述べたとおりである

所与のC∈Hに対して.tz卜ZZ. ･.ZJ

香,それに対応するアトラクタとする このと

き､

oH (C)=2Lrl.7..

として歯有値の値を求めることができる.これ

が､0となるとすれば.特異点Z-0が､このサ

イクルに属していなければならない

2)M暮合に関するポテンシャル関数とエスケ

ープ時間関数

M集合の外側にあるパラメータが関与する軌道

の性質を特徴づけるポテンシャル関数G(C)

は､次式で与えられる

Joglz.IG (C)=llm
k一- 2k

ここに､ 7.I- ZL_12+ C. zD- C, k-1､2､･

また.ポテンシャルCは.次のような (連続な)

エスケープ時間関数E (C)及び (離散)エス

ケープ時間関数L(C,T)を誘導する

E(C)--IogZ(C (⊂))

L(⊂:T)

辛

0≦i≦kについて

r;(0)年TかつTEL(0)∈T

その他

Tは∞を含むターゲット集合である.つまり.こ

れはターゲット集合に到達するまでの反復回数を

表わすものである.

このLによって定義された等高練をng112に示す1

3)M集合に関する軌道の対称性

M集合は､実欺軸に関して対称な形をしてい

る このことからも想像できるように､その描く

前方軌道も,ある対称性をもっている.即ち.莱

軸 に関して対称な位置にあるパラメータが関与

する軌道は､それぞれ実数軸に関して対称な関係

にある

4)固有価及びポテンシャルと軌道バターンの

関係に関する辞書

これまで､M集合に関して､その特徴的な点の

rlg･12

関与する軌道のバターンや､それらを特徴づける

固有値､ポテンシャル関数といったものについて

述べてきたが､かなりの特徴づけができるとはい

え.パラメータの値と軌道バターンを完全に対応

づけるような規則性は､まだ見つかっていない

し､そもそも､そのような単純な規則性があると

も思われない.とりあえずできることは.ひたす

ら軌道バターンを調べ続けることだけである.そ

こで.ある刻み間隔 (001)でパラメータを変化さ

せ､M集合の内外を含むパラメータ空間内の全て

の軌道パタ-ンと.そのときの固有値 (M集合内

部の点に関して)及びポテンシャル関数 (M集合

の外部の点に関して)を対応させた､まさに辞書

と呼ぶべきものをつくってみた.かなりのページ

数に及ぶので.付録として最後に添付してある.

【7】Fu出 フラクタル イメージ

【8】RLデバニー カオス力学系入r.1 第2版

(共立出版.1990)
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5.3 1FS型のアプローチ

n8-13

5.23 ｣集合上の点とその前方軌道

ジュリア集合は完全集合であり､自分自身の前

方像及び逆像を含んでいる.従って.J集合上の

点が作り出す前方軌道の形は､そのJ集合そのも

のの形を見れば､ほぼ予想が付く J集合上の点

が作り出す前方軌道は,J集合の一部分である

よって､まずは､ J集合そのものの形について調

べてみる必要がある

1)特徴的な｣集合の形とその前方軌道

HOバイトゲン/PHリヒタ一書Tフラクタルの

美Jには､いろいろな特徴的パラメータCに対応

するJ集合の形が載せられている.また､線分や

円周の様に､比較的単純な形となるものもある

a)線分となるJ兵舎

C=-2Oに対応するJ集合は､閉区間 1- [-a

2〕となる.このJ集合上の点を初期値にもつ,パ

ラメータCニー20の前方軌道は､閉区間1上にばら

まかれたダストになる

b)円周となる｣集合

5.1節の概要の項で述べた様に､パラメータC=
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00の場合のJ輿合は､単位円となる.この単位円

周上の点を初期値にもつ力学系の軌道は円周上を

さまよう.

C)その他の特徴的なJl合

様々なCに対応するJ集合の形をng-12に示す･

出典は､前述のHOバイトゲン/PH.リヒター著

rフラクタルの美jである

d)J集合近傍の探査

C)で述べた特徴的な )集合の近傍 (境界謀の

内外)に関する前方軌道を調べた.紙面の都合で

全てを載せることはできないが､境界線 (J集

合)をはさんで.その内と外の領域では､様々に

異なる軌道が示された.

1)反復関数システム :lFS (IteraledFunctl0n

System)

】FSは､M パーンスレーを中心とするジョージ

ア工科大学の応用数学者グループの開発したシス

テムであり､会話型の処理を施すことによって､

目標とする図形をア トラクタとしてもつようなア

フィン写像の組みを得ることができるシステムで

ある.これによって得られた幾つかのアフィン写

像の式を用いて､乱数により､どの写像を適用す

るかを選択しながら､任意の初期値から出発する

軌道を描くと､目標とする図形が､極限集合とし

て浮かび上がってくる.これは､ある図形を､正

にその等価物を得るための簡単なル-ルに置き換

えるものであり､本章の目榛に合致するものであ

る･ただし､現在のところ.自己アフィンなフラ

クタル図形に関しては､その効果が確認されてい

るものの､より一般的な任意の図形に対しても適

用できるのかどうかは明らかでない

a)フラクタル不変手合

い ッテンソン ･畑の定理] L9】

2次元写像W.(,-1.2.･I.N) R2-R2が､縮小

的であるならは､即ち任意のx､yに対し､

d(叫 (x).帆 (y))≦S.d (x.y)≦d (x

y)

を満たし､それぞれ唯一の不動点を持つなら､以

下を満たす不変集合Aが唯一存在する

＼
A-U 〟.(A)
l=1

ただし.d ( )はユークリッド距離である

この不変集合は､非常に多くのフラクタル図形を

表しうることが分かっており,規則的なフラクタ

ルは､ほとんどこの形式によって表現できる. 【'0)

つまり､規則的なフラクタルであれば.それ自身

の縮小写像の和として表すことができるのであ

る lFSシステムも､この定理にその基礎を置いて

いる.

b)アフィン変換群とランダムな選択

縮小写像を行うアフィン変換群w l､ W z.･

WNがある.Wは､例えば.次の形式で表される.

W[;]=[:Z][;]車 ]
任意の点 7,0を選び､点列7Jい Z2､ Z3.

Z1.0000､･･･ を生成するために､変換 (W い W

ト -･.W､)をそれぞれの変換を選ぶための確率値

に基づいて､ランダムに取り出して適用する.例
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L二二二二二.
rig･14

えは､ Z,,を得るのには.wl(7･72)､WZ(Z

,2)､ -,Wl･(Z,2)から任意に一点を選ぶ.す

ると､この点列は､次の倭限集合に収束する･

A-W】(A)∪ ＼ヽ･:(A)∪･･Uw､(A)

先に述べたように､規則的なフラクタルや自己ア

フィンなフラクタルは､全てこの形に表しうる

Aは､それを作った変換W .～Ⅵ･､が分かれば､完

全に確定される.また.Aはそれぞれの変換に与

えられた条件つき確率が正である限り､確率値に

は依存しない.ただし.いづれかの確率が小さす

ぎると.全体像が現われるまでに時間がかかる.

C)アフィン変換の例

fig-14 に示す大きな秦は,変換前のものであ

り､小さな蕪は､それに縮小的なアフィン変換を

施したものである.このとき､

W吊 -出 ][汗 吊 -恒 三 bd;IH
とすると､変換Wのa､b､C､d､e､fを求

めたい.a､b､eは､次の繰形方程式 を解くこ

とによって得られる

αla+cL2b+ e=cLl

βla+βZb+ e=Pl

yla+YZb十 e=†,
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fTlg･15

同様に､C､d､Eは､次の線形方程式を解くこ

とによって得られる

cLlC+cL,d+f-α2

β,C+βid+f=β2

yIC+YZd+I-72

d)lFSアトラクタの例

nlg･15 は.以下のような削 ､的アフィン変鰍こ

よって得られた不変集合の例である.

W .(x)- (0836xJ10044y.･0044x+0836y+0169)

wz(x)- (･0141x十0302y,0302x+014)y+OI27)

W,(x)- (o)41x･0302y,0ー302x+0141y†0.169)

W.(x)= (0,0)75337y)

ここで､それぞれの変換を選択する確率をp.とする

と, (PI.P2lP,lPl)- (04,02.02,02)として･5∝泊

回反復した結果得られた軌道が､n'g･15 に示した

ものである.このアトラクタの存在は､エルトン

によって証明されている

[エル トンの定理】

任意の初期値xo∈R牧 び任意のR2上の閉球8に対

して､

llm
n.･.･l･●●
#txnlxn∈Bl

は､唯一の億 LL (B)に収束する.ただしl芹

I ) は､軌道xo､ xl､ -.X｡の中で､Bに

属する点の総数を表し､ 〟 (8)はポレル測度であ

る.

2)】FSコートの決定

a)IFSコード

2次元空間R～からそれ自身へのアフィン変換W.

RhR～は､次式によって定義される.

wlx,冒::::;:霊:::]
aリ.bノは.実定数である

Aを､行列 (a.,)､bをベクトル (b..b2)tと書

き､xはベクトル (x..x2).と書<と,

一 ･･◆
W(x>-Ax+b

と書ける.

このように､アフィン変換は､6つの実数で決ま

る ある一つのアフィン変換が与えられると.吹

の式を満たす非負の数Sが.必ず存在する.

‖W (I)-W (;) 11≦S･FII_;"

このうち､最も小さいSを､ W に於けるリブ

シッッ定数と呼ぶ ここで､

IJIH-師

である

S<1であるアフィン変換は､縮小的と呼ばれ

全ての ;.; について･次式が満たされるとき･
シンメトリと呼ばれる

帖 (:)-W (;)ll-ll:-;H
逆に.リブシッツ定数が1より大きいときは､拡

大的と呼ばれる.
2次元lFSは､N個のアフィン変換の集合で耗成さ

れ､次のように表記さ れる,ものである

tW ,.W2.W).･- .W ､)

また､それぞれの写像は､確率集合 tphP2.p

3.･ ･.P､)を持つ.ここで.p.>0で､かつ

p】+p2+p3+･A･+p､- i

である

snをwn(n-1.2,･･･,ド)のリブシッツ定数
とする.

もし､次式を満たせば.IFSコードは.平均締小条

件に従うという

s IDL･ S2Pz･ S3pJ･･ ･ SトDx<l
lFSコードは､平均縮小条件を満たすような一つの

lFSであり､以下のように縮小的アフィン変換と､

その選択確率の組として構成されるものである_

lFSコード tW｡.pn:∩-1.2.･- .N1
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5.4 対象パターンの前方軌道化､逆軌道化の可能性

_42g 警 ブコフーソユ
サフタイル

fig-16

ターゲノト

b)】FSコードの′夫定

lFSコードを一つ決定すると､エルトンの定理か

ら､一意に定まる､ある極限集合が得られる

従って､IFSシステムによって求めるものは､正に

このlFSコードなのである.このうち､アトラクタ

の構造を決めるのは､wnであり.レンダリングの

情報を決めるのは､p｡である

IFSシステムに於いては､このIFSコードを､後に

述べるコラージュ定理に基づいて､会話型で決定

していくのである

[コラージュ･アルコリズム]

まず､目標とする図形イメージを､ターゲット

集合Tとする 適当な歎Nの､Tに関する縮小像

S.を用意し (これをサブタイルと呼ぶ)､画面上

で調節しながら､目標イメージTを､これらのサ

ブタイルで巧みに覆ってい< このようにしてで

きるサブタイルの和集合をコラージュと呼び､ま

た､各サブタイルに関して､ S.-W.(T)となる

縮小的アフィン写像が定まる このとき､できる

だけ重複のないようにサブタイルを決定していく

と､効率的なlFSコードを求めることができ､コ

ラ~ジュが視覚的にTに近いほど､得られる不変

集合もTに近くなる Nは､できるだけ小さい方

が良い 次に述べるコラージュ定理は.コラー
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ジュが目標イメージTに視覚的に近<なれば､そ

こで得られるアトラクタもTに近くなることを保

証するものである

[コラージュ定理〕 l111

コラージュ定理は､反復関数システムlFSのアトラ

クタAと､目標の集合Tとのハウスドルフ距鰍こ

ついて記述するものである

iw｡.p｡:∩-1.2･- .N)を､縮小アフィン

変換によるIFSコードとする S<1を写像の最大

リブシッツ定数とする とは正の数とする Tは

与えられたRZ上の有界閉部分鮭合とし､写像Wn

は,次の様に選ばれているとする

樟 -n(,,)<e
すると.

h(T･A)<吉
ここに於いて.Aは､IFSのアトラクタである

つまり.目標イメージTに十分近くなるような
N

Uwn (T)が決定されれば,それによるアトラ
n=l

クタも､Tに十分近くなるのである.

[9]繕永陳治他 点も怖鱒なカオス的力学系‖ち

(数理科やNo二148)

【】o]桐Ltl高安若 フラクタル

【‖】前出 フラクタル イメージ

541 可能性と問題点

1)対象バターンがフラクタルであるとき

少なくとも､対象バターンが規則的なフラクタ

ル､つまり,自己相似集合となっているとき､あ

るいは.自己アフィンな集合となっているとき

は､lFS型のアプローチによって､対象バターンを

生み出すための規則 (IFSコード)を得ることがで

きそうである.例えば､ジュリア集合はフラクタ

ルであることが分かっているが､このジュリア集

合を得るための標準的なアルゴリズムは､まさに

最も単純なIFSシステムとでも呼ぶべきものであ

る 即ち､ある初期値U｡から出発し､その逆軌道

を求めてい< このとき.U｡の逆像としては､

W】(U)-十JJT
と

W2(U)-一応
の二つある

このとき､正と負の逆像のうちどちらを選択する

かは､乱数によって決めていく.従って､これは

紬 ッリー上のランダムウォークと見なせる こ

のようにして､順次逆像を求めてい(と､ほぼ

ジュリア集合に近い形が得られる ただし,この

ときの変換は､非線形であり､多少の修正を加え

ないと､対象とするCの値によっては.ジュリア

集合の全貌を得るまでに､非常な時間がかかるこ

とになる

2)対象バターンが単純な図形であるとき

前述した様に.対象とするバターンが.線分や

円周などのときは､ジュリア集合として表すこと

ができる また､対象とするパターンが､対称形

のとき､パラメータCも対称な位置にある.

3)対象バターンが複葉力学系の軌道であること

が分かっているとき

仮に､あるパターンが､複素力学系の作り出す

軌道のパターンであることが分かったとしても､

数多くの間等がある.

a)未知数

ここで,少なくとも､関数形は分かっているもの

とする

このとき､未知なのは､

1)初ig日直zo

ll)パラメータの値

111)点列の滋初の値Z.

lV)点列の殺終値 zn

であり､これらの未知数を決定するための戦略が
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必要となる

b)座標系の問題

複素点列の逆算に関しては,原点の位置及び､

対象パターンに対する座標軸の角度を推定する必

要がある.このうち､不動点があれば,それを事

がかりとすることができる

C)スケール (箱尺)の問琵

パターンそれ自体としては､複素力学系の軌道

点列であったとしても､実際の播尺が分からなけ

ればパラメータ等の数億を求めることはできな

い .

以上のように､少し考えただけでも､多くの間

項が発生して<る.これらの問題に対処するため

には･複素力学系そのものの発展を含めて,更に

多くの知見や試みを必要とするであろう.
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6.まとめ

今のところ､規則的とは呼べないような'-ラン

ダムな"バターンを,如何に攻いうるのかという

のが.本論の主題であった.そこでは､関連する

と思われる諸々の事項が現われ､また消えていっ

た.もとより､一つのストーリーに基づいて､直

抜的に記述することよりも､むしろ様々なアプ

ローチの可能性を探ることにこそ､重点が置かれ

ていた.とはいえ､論旨がかなり錯綜して不明政

になっている部分があることも否めないと思う

そこで､ここでは､何ができ､何ができなかった

のかを､率直に記してまとめとしたい.

*

ランダムなバターンと呼ぶものに対するアプ

ロ~チは､かなり以前から行われ続けてきた,そ

して､それはほとんど全て確率論的な規点からの

7ブローチであった.本論に於いても､確率は豊

壌しているが､しかし､基本となっているもの

は､形態的 ･幾何学的な観点である.つまり､確

率削勺なアプローチが,バターンの性質というよ

りも､その背後に隠されている確率.及びその確

軸 布としての規則性を解明することによって､

紬 的にパターンの性質あるいは因果関係を論じ

ようという捕えに対し､本論のそれは､異なって

Llる･一見､ランダムに見えるバターンの背後に

ある規則性 (言い換えれば､記述可能性)を兄い

出そうとする意図は同じであっても､確かに､

様々にあり得たかもしれない多くの可能性の中

で､結果として､このようにしか成り得なかっ

た､この世界の様に.結局､そのようでしかあり

得ないバターンの原因を探ることよりも､まず.

パタ-ンの持つ性質そのものから､いかなる記述

可能性を発見しうるのか､という構えをとったの

である.

その手掛かりの一つとなったのは､フラクタル

理論であった.フラクタル琴論は､今のところ､

ランダムなバターンに対して､幾何学的較点から

アプローチできるほとんど唯一のものであり.フ

ラクタル次元という指数によって､見えがかりの

異なるパターンどおしに共通する性質に言及する

ことができるということは画期的なことである.

しかし､フラクタル理論自体にも様々な拡張が試

みられているとはいうものの､フラクタルではな

いパターンは.依然として浅されたままである.

これらに対するアプローチの方法として､本論

では､

i)<相>'の記述

11)<型>●の記述

111)<林道>●の設定
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という3段階に分けて.ランダム/て夕-ンを記述

するための.様々な可能性を探索した.その中で

ち,ます､<相>●の記述の一つとして構成した自

己相関度●及び乱れ度 は̀､これまで統計･確率的

にしか捉えられてこなかったランダムさの一面

を.形態的 ･幾何学的観点から記述できるものと

して､なにがしかの役割は果たし得たと考えてい

る.集落の配置バターンの場合,重心点分布とし

て見たときには､配置のルースさを反映して.か

なり高い乱れ度●のJ直を示すが､形をそのまま保存

して､面的なデータとして計算すると､どの集落

ち,一転して乱れ度●は低くなる.これらは.各住

居ひとつひとつのまとまりが反映しているからで

あるが､この意味でも､集落は､見えがかりの

ルースさにかかわらず､確実に秩序づけちれてい

ると言うことができるだろう.

その他.<相>●の記述に関して,様々な指榛を

構成した｡従来､最近隣距離の平均値に基づい

て､ランダム型を基準とした3つの分類しかな

かったことを考えると､他の性質に基づいたバ

ターンの特徴を計量できる指標や手法を幾つか用

意できたことは､一応の成果であろう.

特に､フラクタル理論からの拡頚として構成し

た階層的格子変化法●と呼ぶ方法は､<型>･の設
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定及び<構造>●の設定へと展開させていく上で､

基礎となるものである.固有名詞としての性格を

もつ<相>●に対して.<型>●とは.ランダムパ

タ-ンを巡る普通名詞的なものであり､ 《図形幾

何学》に於ける丸や三角.四角といった図形枚念

に相当するものである <相>●の記述に於いて柵

成した指標の値を基に,幾つかの<型>●の投定を

試みた.これは､既存のランダム型､擬集型､均

等型という3つの型を更に延長したものである.

その他にも.階層的格子変化法●から得られるグラ

フ形を基にして<型>'の設定を行った.そもそ

も､階層的格子変化法■と呼んでいる手法の元に

なっているのは.フラクタル次元を測定するため

の方法であるが.フラクタルでないものについて

も､そこで得られるグラフの形に特徴が表れるは

ずだという着想に基づいている

ところで､これらのランダムパターンに関して

最も重要な性質とは､一体何であろうか.例え

ば､通常､ (構造)と言う場合には､要素と要素

の間の関係性に関心が払われている しかし､フ

ラクタルに於ける中心概念であるところの自己相

似性という性質を考えてみると､そこでは､部分

と部分の関係ではなく､レベルの異なる部分と全

体 (様々なレベルでのより大きな部分)との間の

開床性に基づいている･本論では､このような包

出 違体の間に兄い出しうる何らかの関係性を･

バタ-ンのく構造>●と呼んで､<型>●や通常

のIP構造日より上位にあると思われる､もっと大

きな性質に言及することを試みた.フラクタルの

もつ自己相似性という性質は.ことばを変えれ

ば,スケール不変性のことでもある.つまり､観

測の尺度を変えても,その見え方の複雑さが変化

しないという性質である.とすれば､観測の尺度

を徐々に細かく見ていったとき,それにつれて見

え方の複雑さが増してくるようなバターンや,逆

に､細かく見れば見るほど.単純になってくるよ

うなパターンもあるに違いない.

この特徴を抽出するために､<相>●の記述や<

型>●の投定に於いて用いた階桐的格子変化法●に

よって､畷測尺度を変えたときの複雑さの変化率

を図化し､この変化率のことを仮に<accelerauon>

'と呼んで,バターンの<構造>●や<型>●を設定

するための基礎に唐いた.これにより､いわゆる

フラクタルを､<acceleration>'≒0のバターンと

他姓づけ､これを基準とした4つの<構造>･を設

定した

a)くacCelera1-on>･≧0のバターン

- フラクタル (スケール不変性)

b)正の<acceterauDn>'をもつバターン

- 構測尺度を細かくするにつれて､徐々

に複雑さが増してくるようなバターン

C)負の<acce)eration>●をもつパターン

- 畷測尺度を細かくするにつれて､徐々

に複雑さが減じてくるようなバターン

d)その他 (正と負の<aCcelerat]on>'をもつバ

ターン)

これら､本論で構成した幾つかの手法の有効性を

確かめるため､これまで研究室で長年にわたって

調査してきた海外の伝続的集落の配置パターン全

131例に適用した.まずは､<相>■の記述に於

いて設定した持株の数値を求め,それによってク

ラスター分析を行なった.その後,地域を6と同

程度のグループに分けた場合の群を調べ､はば類

似したパターンが譲別されていることを確かめ

た.次に､階層格子的変化法●に基づいた分類を試

みた.この集落の配fE/てターンの分析は､それぞ

れの住居の重心点分布としてのバターンと､その

ままの形での面的なデータとしての分析の2種類

行っている これにより､主として形態的 ･幾何

学的観点から､様々な地域にまたがる集落の配置

パターンについての､類似と差異に言及できる可

能性が開けたと考える.その他.比較のために､
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線的なバターンや都市的なバターンについても､

手法を適用してみた.ここまでの記述は､全て分

析的であったが､非常に簡単な図形を除いては.

パターンを分析してその特徴を取り出すと､必ず

その他の情報が抜け落ちる.逆に､分析によって

得られたものをい<ら頼み重ねてみても,元のバ

ターンには決して到達することはできない.この

ことを敷術すれば.結局パターンはバターンを

もってしか記述できないことになる これに対し

て､デカルトは､図形を方程式で表すことに成功

した.それと同様な試みをランダムパターンに関

して行うための第一歩として､その可能性を探っ

てみた.真にバターンの等価物として.簡単な数

式やそれを生み出すための単純なルールに雇き換

えることを目棲とし､そのための方法論として､

複素力学系と呼ばれる数学の一分野に着目した.

しかし､IFSシステムと呼ばれる現在アメリカで開

発中のシステムの存在によって.そのような試み

が全くの的外れではないことが分かったものの､

何分にも問題の大きさが大きすぎるため､十分な

成果を出すには至らなかった.そこでは､それら

がつくり出す軌道のパターンを調べることにまず

主眼を音き､その特徴主である固有値やポテン

シャルとの関係を主に調べた
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このように､単なる可能性の示唆も含め､ラン

ダムなバターンに関する様々な側面からのアプ

ロ-チを試みてきた もともと､すぐに結論の出

るような類の研究ではなく､果たしてどれほどの

ことがなし得たのかについては､結実の判断を仰

ぐしかないが､これらのランダムパターンに関す

る記述法として､従来､確率分布に基づいた大ま

かな3つの分類しかなかったことを考えると､目

操とした基礎論の概略的枠組みづくり.あるい

は,形態的 ･幾何学的較点からのアプローチの可

能性は,示し得たのではないかと考えている

*

それでも.まだやり浸したことが依然として山

凍みになっている,この探求は,今ようやく始

まったばかりなのだ.現在,様々な分野に於い

て､不規則なものや複雑なものに対する関心が･

急速に高まりつつある.それは､ことばを換えれ

ば､自然に対する関心である.建築もまたこの動

きと無縁ではない.思えば､今まで我々が用いて

きた幾何学の何と初等的なことか.本論では､十

分に展開できなかったが,この種の問題に対処す

るためには､分析的な思考方法ではな<.まさに

生成の論理が重要になってくると信ずる

l



付鐘

1.マンデルブロー炎合の辞書

2.プログラムリス ト

3.参考文献




