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1 背景

高次元の数値積分は，ファイナンス，物理，CGなど多くの応用を持つ．こ
こでは，s次元超立方体 [0, 1)s上の滑らかな実数値関数 f : [0, 1)s → Rの積
分値

∫
[0,1)s

f(x) dx を関数値の和
∑n

i=1 aif(xi) (ai ∈ R) で近似する．特に
ai = n−1のとき，これを準モンテカルロ積分（QMC）と呼ぶ．

QMCの重要なアイデアに，積分誤差を「関数の変動を表す量」V (f)と
「点集合の評価基準」D(P ) との積で評価するKoksma-Hlawka型の不等式

Err(f ;P ) :=

∣∣∣∣∣
∫
[0,1]s

f(x) dx− |P |−1
∑
x∈P

f(x)

∣∣∣∣∣ ≤ V (f)D(P )

がある．オリジナルの不等式では，V (f)は関数 f のHardy-Krauseの意味で
の全変動，D(P )は P の star-discrepancyと呼ばれる，「非一様度」を測る尺
度の一つである．star-discrepancyの値がO(n−1(log n)s−1)のオーダーで減衰
する n点集合が多く知られていて，これらを用いたQMCにより，積分誤差
の上界も同じ速度で（モンテカルロ法の収束O(1/

√
n)より速く）収束する．

b ≥ 2を整数とする．以下P を b進デジタルネットと呼ばれる点集合に制
限する．このとき，積分誤差は f のWalsh係数 f̂(k)と P のデュアルネット
と呼ばれる集合 P⊥を用いて

Err(f ;P ) ≤
∑

k∈P⊥\{0}

|f̂(k)|
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と評価できる．ただし，fのWalsh係数 f̂(k)とは，L2[0, 1)sにおいて完備直
交基底をなすWalsh関数系 {walk | k ∈ Ns

0} による一般化 Fourier係数であ
る．実は，Fourier係数が関数の滑らかさを反映して減衰するというよく知ら
れた事実の類比が，Walsh係数についても成り立つ．

Dickは，各変数に対して α階までの二乗可積分な混合偏導関数をもつ s
変数関数からなる Sobolev空間Hα,sを考察した [1, 2]．彼は，αに対して広義

単調増加な常に非負値の重み関数 µα(k)を定義し，f ∈ Hα,sのとき |f̂(k)| ≤
Cb,α,s∥f∥α,sb−µα(k) を示した．ただしCb,α,sは b, α, sに依存する正定数，∥f∥α,s
はHα,sのノルムで，α階までの混合偏導関数すべてが登場する．この式から，
b進デジタルネットP に対し，その評価基準をWFα(P ) :=

∑
k∈P⊥\{0} b

−µα(k)

としたKoksma-Hlawka型の不等式

Err(f ;P ) ≤ Cb,α,s∥f∥α,sWFα(P )

が導かれる．Dickは，WFα(P )が n−α(log n)sα のオーダーで小さくなるよう
なデジタルネットの構成法を与えた．よって積分誤差も，同様の高速なオー

ダーで収束する．

Matsumoto-Saito-Matobaはこの結果の離散化を考察した [3]．彼らは，形
式的にµαをα = ∞として定まる重み関数µ∞ を用いて，2進デジタルネット
Pに対する評価基準WAFOMを，WF(P ) :=

∑
k∈P⊥\{0} 2

−µ∞(k)，より正確に

は，この和を有限で打ち切ったものとして定義した．この段階では，2−µ∞(k)

を用いた f̂(k)の評価は存在しなかった，よって，彼らは離散化誤差を許容し
た形でKoksma-Hlawka型不等式を示した．一方，彼らはWAFOMが高速計
算可能であり，よってコンピュータによりWAFOMの小さな点集合が探索で
きるという利点があることを示した．理論的には，最小WAFOMの値は C
をとある正定数としてO(n−C logn)のオーダーで減衰することが示された [4]．
より最近になって，Yoshikiは滑らかな関数と 2進デジタルネットに対し

てDickの結果の類似を示した [5]. とくに，彼は常にµ∞以上の値をとる関数

µ∞,Yを定義し，すべての（高階混合）偏導関数のLpノルムたちの上限 ∥f∥Y,p

が有限となる関数に対し，2進Walsh 係数が |f̂(k)| ≤ 2s/p∥f∥Y,p2
−µ∞,Y(k) と

評価されることを示した．彼の結果は，適切な仮定の下でDickの不等式より
も優れているうえ，そこから得られる2進デジタルネットPに対するKoksma-
Hlawka型の不等式

Err(f ;P ) ≤ 2s/p∥f∥Y,p

∑
k∈P⊥\{0}

2−µ∞,Y(k)

は，[3]の議論を離散化の過程を経ることなく正当化することができる．
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2 主結果

本論文の第一の目標は，[3, 5] の 2進デジタルネットおよびWalsh係数に関
する結果を b進の場合に一般化することである．3章では，まずWAFOMの
概念を b進に一般化する．さらに，関数µ∞(k)に関するMacWilliams型恒等
式を与える．これはWAFOMを高速に計算する手法 [3]の一般化である．加
えて 2進WAFOMの値に関する結果 [4, 6]を一般化する．とくに，bに依存
する正定数Cbが存在して，最小WAFOMのオーダーがO(n−Cb(logn)/s)で上
から抑えられることを示す．4章では，bが素数のとき，本質的に上記のオー
ダーを達成する b進デジタルネットを構成する具体的なアルゴリズムを与え
る．5章では [5]とは異なる手法でその結果を一般化する．とくに滑らかな関
数の b進Walsh係数に関する公式および上界を与える．
本論文の第二の目標は，滑らかな関数からなる重み付き関数空間の誤差

の収束が nだけでなく次元 sにどう依存するかを調べることである．応用上
sは数百以上になりえるので，sへの依存性を調べることは極めて重要であ
る．n(ε, s)を information complexity，すなわち誤差 εを達成するために必
要な関数の評価回数の最小値とする．n(ε, s)が εと sとに対して指数的より
ゆるやかにしか増大しないとき，積分問題は tractableであるという．現在で
は，関数空間に応じて多様な tractabilityが定義されている．

6章では，重みu = {uj}j≥1を単調減少な正実数列とし，空間

Fs,u :=

{
f ∈ C∞[0, 1]s

∣∣∣∣∣ ∥f∥Fs,u := sup
(α1,...,αs)∈Ns

0

∥∂α1
x1

. . . ∂αs
xs
f∥L1∏s

j=1 u
αj

j

< ∞

}
を考察する．a ∈ Rsに対して，µ∞や µ∞,Yを一般化した関数 µ(a; ·) を定義
する．5章の結果から，uに対応した aが存在して |f̂(k)| ≤ ∥f∥Fs,ub

−µ(a;k)

となることがわかる．WAFOMの収束を踏まえ，ある q ∈ (0, 1)と p > 1と
が存在して，積分誤差がO(q(logn)

p
) のオーダーで収束することを加速的な収

束と定義する．さらに，加速的な収束に対応した tractabilityを複数定義す
る．とくに加速的な収束の定数倍項および p, qが次元 sに依存しないという
条件を考察する．本論文では，空間Fs,u における加速的な収束と，それが s
に依存しないための条件を以下のように明らかにした．

定理. Fs,u上の積分問題について，以下がいえる．

1. p = 2での加速的な収束が常に成り立つ．

2. 1/2 < t < 1を実数とする．重みuが lim infj→∞ log(u−1
j )/j(1−t)/(2t−1) >

0をみたすとき，次元 sに依存しない，p = 1/tでの加速的な収束が成
り立つ．
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