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1 背景

古典的にリーマン-ヒルベルト対応とは, 基本群の表現が与えられた時, それをモノドロミー表現に

持つ線形微分方程式の存在を問う. 1980年代に柏原 [Kas1]とMebkhout[Me]はそれぞれ, 複素多様

体X に対し, リーマン-ヒルベルト対応をコホモロジー層が正則ホロノミックなDX -加群の複体が定

める導来圏 Db
rh(DX)とコホモロジー層が構成可能な C-線形空間に値をもつ層の複体が定める導来

圏Db
c(X,C)との三角圏の反変同値

Db
rh(DX)

∼=−→ Db
c(X,C) (1.1)

として定式化した. この圏同値はコホモロジー理論の観点から重要な意味をもつ. Db
rh(DX)および

Db
c(X,C)にはそれぞれ Grothendieckの６つの演算 f∗, f

∗, f!, f
!, RHom, ⊗Lが定義され, 良い相対

コホモロジー論を与える. (1.1)の特筆すべき性質は, (1.1)がGrothendieckの６つの演算と整合的に

なることで, 従って (1.1)は相対コホモロジー論としての比較を与えている.

数論幾何においても様々なコホモロジー理論とそれらの間の比較同型が研究されてきた. kを標数

p > 0の完全体, Wnをその長さ nのヴィット環とする. EmertonとKisinは [EK]において, 滑らかな

Wn-スキーム X に対し, フロベニウス構造付き DX -加群の充満部分圏として, 三角圏 Db
lfgu(DF,X)◦

を導入し, またDb
lfgu(DF,X)◦ 上に順像 f+, 逆像 f ! およびテンソル ⊗L を構成した. これらの演算は

Grothendieckの６つの演算のうちの３つを与える. Emertonと Kisinはさらに, M ∈ Db
lfgu(DF,X)◦

に対して解関手

Sol(M) := RHomDF,X
(M,OX)

を考えることで, 三角圏の反変同値

Db
lfgu(DF,X)◦

∼=−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

を構成し, この反変同値が３つの演算と整合的になることを証明した. ここで左辺に表れた三角圏

Db
ctf(Xét,Z/pnZ)の対象はエタールサイト Xét 上の Z/pnZ-加群の層の有限複体で, Tor次元が有限

かつそのコホモロジー層が構成可能となるものである. Emertonと Kisinの結果は柏原, Mebkhout

によるリーマン-ヒルベルト対応の正標数における類似とみなすことが出来る.
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2 研究の動機

P を滑らかなWn-スキームとする. Emerton-Kisinのリーマン-ヒルベルト対応

Db
lfgu(DF,P )

◦ ∼=−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

における右辺は P の標数 pへの還元 X から完全に決定される. このことから, 左辺の圏の定義, お

よびリーマン-ヒルベルト対応の構成も X のみによる形で与えられることが自然に期待される. ま

たWn 上滑らかに持ち上げ可能とは限らない k上の代数多様体 X に対しても, Emerton-Kisinの理

論が存在するべきである. そこで筆者は本論文においてWn 上埋め込み可能な k-スキームに対して,

Emerton-Kisinの理論を一般化した. ここで分離的有限型な k-スキームX がWn 上埋め込み可能と

は, 固有滑らかなWn-スキーム P と埋め込み X ↪→ P で以下の図式を可換にするものが存在するこ

とをいう.
X

��

� � / P

��
Speck // SpecWn

k上の準射影代数多様体はWn上埋め込み可能であり, Wn上埋め込み可能な k-スキームはある意味

で十分広いクラスをなすと考えられる.

3 主結果

研究の最初の困難はWn上埋め込み可能な k-スキームX に対し, そのD-加群の三角圏を適切に定

義することである. 筆者は D-加群の理論における柏原の定理に基づく自然な発想によりこの困難を

克服した. Wn 上埋め込み可能な k-スキーム X と固有滑らかなWn-スキームへの埋め込み X ↪→ P

をとる. この時 CP,X を “台が X に含まれる Db
lfgu(DF,P )

◦ の対象”のなす充満部分圏として定義す

る. この時 D-加群の圏を定義する鍵となる, 次の定理が成立する.

定理 3.1. f : P → Qを固有滑らかなWn-スキームの間の固有滑らかな射とし, さらに２つの埋め込

み i1 : X ↪→ P , i2 : X ↪→ Qで f ◦ i1 = i2 を満たすものが与えられたとする. この時 f+ は三角圏の

同値

f+ : CP,X

∼=−→ CQ,X

を誘導する.

この定理によって, Wn上埋め込み可能な k-スキームX に対する D-加群の三角圏は次のように定

義すれば良いとわかる.

定義 3.2. X をWn-上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかなWn-スキーム P への埋め込み

X ↪→ P を一つ取る. この時, 三角圏Db
lfgu(X/Wn)

◦を CP,X で定義する. この定義は定理 3.1によっ

て埋め込みX ↪→ P の取り方に up to natural equivalenceでよらない.
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X をWn 上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかなWn-スキーム P への埋め込みX ↪→ P

を一つ取る. 反変関手 SolX : Db
lfgu(X/Wn)

◦ → Db
ctf(Xét,Z/pnZ)を合成

Db
lfgu(X/Wn)

◦ = CP,X ⊂ Db
lfgu(DF,P )

SolP−−−→ Db
ctf(Pét,Z/pnZ)

i−1

−−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

と定義すると, この定義は埋め込みの取り方によらないことが示せる. 本論文の主定理であるリーマ

ン-ヒルベルト対応は次のように述べることが出来る.

定理 3.3. X をWn 上埋め込み可能な k-スキームとする. この時 SolX は三角圏の反変同値

SolX : Db
lfgu(X/Wn)

◦ ∼=−→ Db
ctf(Xét,Z/pnZ)

を定める.

Wn 上埋め込み可能な k-スキームの間の射 f : X → Y に対し, Db
lfgu(X/Wn)

◦ 上の順像 f+, 逆像

f !, およびテンソル積 ⊗L を埋め込みの取り方によらない形で構成することが出来る. これらの演算

とリーマン-ヒルベルト対応の整合性として, 次の定理を得た.

定理 3.4. f : X → Y をWn 上埋め込み可能な k-スキームの間の射とする

(1) 関手の同型 SolX(−)⊗L
Z/pnZ SolX(−)

∼=−→ SolX
(
−⊗L −

)
が存在する.

(2) 関手の同型 f−1 ◦ SolY ∼= SolX ◦ f ! が存在する.

(3) 関手の同型 f! ◦ SolX ∼= SolY ◦ f+ が存在する.

複素数体上のリーマン-ヒルベルト対応 (1.1)の著しい帰結として, Db
c(X,C)に偏屈 t-構造を導入

することが出来る. これは (1.1)によってDb
rh(DX)の標準 t-構造に対応している. EmertonとKisin

はXが k上滑らかなスキーム (n = 1)の場合に類似した結果を得ていた. 本論文では Emerton-Kisin

の結果を k上埋め込み可能な k-スキームに対して一般化する以下の定理を得た.

定理 3.5. Xを k上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかな k-スキームP への埋め込み X ↪→ P

をとる. この時,

D≤0
lfgu(X/k) =

{
M ∈ CP,X | k > 0 に対して Hk(M) = 0

}
D≥0

lfgu(X/k) =
{
M ∈ CP,X | k > 0 に対して Hk(M) = 0

}
とおくと, 組 (D≤0

lfgu(X/k), D≥0
lfgu(X/k)) は Db

lfgu(X/k)上の t-構造を定め, それは埋め込みの取り方

によらない. またこの t-構造は SolX によって, Db
c(Xét,Z/pZ)上の偏屈 t-構造に対応する.

この定理から, t-構造 (D≤0
lfgu(X/k), D≥0

lfgu(X/k))はDb
lfgu(X/k)の核 µlfgu,X は埋め込みの取り方に

よらないとわかる. Beilinsonの定理の類似として以下の定理を得た.

定理 3.6. 自然な関手

Db(µlfgu,X) → Db
lfgu(X/k)

は三角圏の同値である.

3



一方逆に, 複素数体上のリーマン-ヒルベルト対応 (1.1)においてDb
c(X,C)の標準 t-構造に対応す

るDb
rh(DX)の t-構造は [Kas2]において記述された. 本論文において [Kas2]に類似した結果を得た.

X を k上埋め込み可能な k-スキームとし, 固有滑らかな k-スキーム P への埋め込み X ↪→ P をとる.

Sn := {Z |Z は余次元 ≥ nの P の閉集合 }

とし,

SD≤−dP

lfgu (X/k) =
{
M ∈ CP,X |任意の nに対して RΓSn+dP H

n (M)
∼=−→ Hn (M)

}
SD≥−dP

lfgu (X/k) =
{
M ∈ CP,X |任意の nと Z ∈ Sn に対して RΓZM ∈ C≥n−dP

P,X

}
.

とおく. ここに dP は P の k上の相対次元である.

定理 3.7. 組 (SD≤−dP

lfgu (X/k),SD≥−dP

lfgu (X/k)) はDb
lfgu(X/k)上の t-構造を定め, それは埋め込みの

取り方によらない. またこの t-構造は SolX によって, Db
c(Xét,Z/pZ)上の標準 t-構造に対応する.
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