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本論文では, Schubert 多項式の正値性に関するいくつかの問題を動機として, KP 加群の構造および

homologicalな性質について調べた.

Schubert 多項式は旗多様体のコホモロジー環の Schubert 類の記述に現れる多項式の族であり, 代数的組

合せ論における大きなテーマの 1 つである. Schubert 多項式は特別な場合として Schur 多項式を含むこ

とが知られており, Schur 多項式は一般線形 Lie 環 gln の既約表現の指標として現れるが, これを Schubert

多項式の場合に一般化したものが Kraśkiewicz と Pragacz によって導入された表現の族 (この論文では

Kraśkiewicz-Pragacz加群もしくはKP加群と呼ぶ) である ([3], [4]). KP加群 Sw は置換 w に対して定

義され, w ∈ S
(n)
∞ = {w : w(n+ 1) < w(n+ 2) < · · · }なら n× n上三角行列全体のなす Lie環 b = bn の表

現になる. Sw はその指標が Schubert多項式 Sw になるという性質をもつ.

Schubert多項式に関するよく知られた性質の 1つに,積の Schubert正値性がある. これは, 2つの Schubert

多項式の積を Schubert多項式の一次結合にSwSv =
∑

u c
u
wvSu (cuwv ∈ Z)と展開すると, cuwv ≥ 0となると

いうものである. この性質について, 今までに知られていた証明は, cuwv に幾何的な解釈を与える, つまり, cuwv

が旗多様体の Schubert部分多様体たちの交点の個数であるということを利用するものであった.

Schur多項式どうしの積の場合は, 積の展開に現れる係数は例えば Littlewood-Richardson盤のような組合

せ論的対象の個数として表すことができる. これに対応する, cuwv の組合せ論的記述を与える問題, つまり, cuwv

をなんらかの組合せ論的対象の個数として表す問題は, 代数的組合せ論における長らくの未解決問題となって

いる.

本研究では Schubert多項式の積の Schubert正値性について新たに表現論的なアプローチを行った. 本研

究の結果の 1つとして, cuwv の非負性に KP加群を使った新たな証明を与え, また, 後で述べるような KP加

群による cuwv の “表現論的”な記述を与えることもできた.

本研究の動機となった他の問題として, Schur関数どうしの plethysmと呼ばれるある種の積の正値性を,

Schubert多項式の場合に拡張したい, というものがある. 対称関数 f と g に対し, それらの plethysm f [g]は

次のように定義される. 簡単のため g の係数はすべて正整数であるとし, g = xα + xβ + · · · と係数が 1の単

項式の和に展開する. このとき,
f [g] = f(xα, xβ , . . .)

を f と gの plethysmという. 2つの Schur関数 sλ と sµ に対しそれらの plethysm sλ[sµ]は Schur関数の非

負係数の和になる, という性質はよく知られている. 上で与えた plethysmの定義は g が対称関数ではなく一

般の多項式である場合にも容易に一般化でき, 本研究では KP加群を用いて, Schur関数と Schubert多項式の
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plethysm sλ[Sw]が Schubert多項式の非負係数の和になるという新しい結果を得ることもできた.

多項式の Schubert 正値性を調べる上で, KP filtration をもつような b-加群のクラスを考えることが非

常に重要となる. b-加群M の KP filtrationとは, filtration 0 = M0 ⊂ M1 ⊂ · · · ⊂ Mr = M であって, 各

Mi/Mi−1 が KP加群に同型になっているようなものをいう. KP加群の指標は Schubert多項式であるから,

ある b-加群M が KP filtrationを持てば, M の指標は Schubert多項式の非負係数和となることがわかる. つ

まり, たとえば

• テンソル積加群 Sw ⊗ Sv や,

• Schur函手での KP加群の像 sλ(Sw)

が KP filtrationをもつことがいえれば, それぞれ,

• Schubert多項式の積の Schubert正値性の新たな証明, および

• Schur関数と Schubert多項式の plethysmの正値性の証明

が得られることになる.

本研究では, KP filtrationをもつ加群のクラスを調べるために最高ウェイト圏 (Cline-Parshall-Scott, [1])

の手法を用いた. 最高ウェイト圏とは大まかにいえば, 標準対象とよばれる対象の族 {∆(λ)}が定められてお
りいくつかの公理をみたす abel圏である. 最高ウェイト圏には余標準対象と呼ばれる対象が自然に定まり, あ

る対象が標準対象による filtrationをもつことと, 余標準対象との Ext1 がすべて 0になることが同値であると

いう性質をもつ. 本研究では, b-加群の圏の適切な部分圏に KP加群が標準対象となるような最高ウェイト圏

の構造を定義し, それを用いて KP filtrationをもつ加群のクラスを調べた. これは Poloや van der Kallenな

どによる Demazure加群についての同様の研究 ([6], [8], [9, §3]) がモデルとなっている.

以下で本論文における主な結果を紹介する. 以下 b-加群としては対角行列のなす部分代数に関するウェイト

分解をもつもののみを考える.

λ ∈ Znに対し |λ| = λ1+. . .+λnとおく. 置換w ∈ S
(n)
∞ に対しその Lehmer code (§1.1)を code(w) ∈ Zn

≥0

で表し, また, λ ∈ Zn
≥0 に対し Lehmer codeが λになるような置換を perm(λ)で表す. Zn 上の順序 <およ

び <′ を,

λ < µ
def⇐⇒ |λ| = |µ|, perm(λ+ k1)−1 >

lex
perm(µ+ k1)−1

λ <′ µ
def⇐⇒ |λ| = |µ|, perm(λ+ k1)−1 >

rlex
perm(µ+ k1)−1

で定める. ただし, 1 = (1, . . . , 1) ∈ Zn であり, また, k ∈ Zは λ + k1, µ + k1 ∈ Zn
≥0 となるようにとる. ま

た, >
lex

, >
rlex
はそれぞれ置換の辞書式順序 (列 (w(1), w(2), w(3), . . .)の辞書式順序) および逆辞書式順序 (列

(. . . , w(3), w(2), w(1))の辞書式順序) である. また, λ ≺ µ
def⇐⇒ λ < µ かつ λ <′ µと定める.

定理. (Theorem 2.3.1) Λ ⊂ Zn を ≺に関する (有限な) order idealとする. このとき, ウェイトが Λ

に含まれるような b-加群全体の圏 CΛ は (Definition 1.3.1の意味で) weight posetを (Λ,≺), 標準対象

を Sλ (λ ∈ Λ) とする最高ウェイト圏になる. CΛ の余標準対象は S∗
ρ−µ ⊗Kρ (λ ∈ Λ)で与えられる.

ただし Kν はウェイトが ν ∈ Zn の 1次元表現を表す. また, Sλ (λ ∈ Zn) は KP加群をすこし一般化したも

のである. 具体的には, λ ∈ Zn
≥0 なら Sλ は w = perm(λ)に対応する KP加群 Sw であり, 一般の λに対して

は Sλ := Sλ+k1 ⊗K−k1 (k ∈ Z, λ+ k1 ∈ Zn
≥0) と定義する. また, ρ = (n− 1, . . . , 0) ∈ Zn である.
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上の定理を証明する過程で, KP 加群の次のような表示を得てそれを用いた. これは Joseph による

Demazure加群の表示 ([2, Theorem 3.4]) の類似物とみることができる (KP加群が Demazure加群の特別な

場合として現れるというわけではない. Example 3.5を参照).

定理. (Theorem 2.1.1) w ∈ S
(n)
∞ と 1 ≤ i < j ≤ n に対し, mij(w) = #{k ∈ Z>0 : k > j,w(i) <

w(k) < w(j)}とおく. Iw を h − ⟨code(w), h⟩ (h: diagonal) と e
mij(w)+1
ij (1 ≤ i < j ≤ n) で生成さ

れる U(b)の左イデアルとする. このとき, Sw
∼= U(b)/Iw である.

先の定理と最高ウェイト圏の一般論から, 次の系が従う.

系 1. (Corollary 2.3.5) 有限次元 b-加群M が KP filtrationをもつ ⇐⇒ Ext1(M,S∗
ρ−λ ⊗Kρ) = 0

(∀λ ∈ Zn). またこのときM の KP filtrationに Sλ が現れる回数は dimHom(M,S∗
ρ−λ ⊗Kρ)で与え

られる.

系 2. (Corollary 2.3.6) M が KP filtrationをもつならばM の任意の直和因子も KP filtrationをも

つ. また, 完全列 0 → L → M → N → 0 においてM と N が KP filtration をもつならば L も KP

filtrationをもつ.

系 2を用いて, 先に述べた KP filtrationに関する問題を解決することができる.

定理. (Theorem 3.1.1, Corollary 3.1.5) Sλ ⊗ Sµ (λ, µ ∈ Zn) および sλ(Sµ) (λ: partition, µ ∈ Zn)

は KP filtrationをもつ.

先に述べた通り, この定理から, 積の正値性の新たな証明, および, plethysm の正値性という新たな結果が

得られる. また, 系 1 から, 積の展開 SλSµ =
∑

cνλµSν に現れる係数が Homb(Sλ ⊗ Sµ,S∗
ρ−ν ⊗ Kρ) ∼=

Homb(Sλ ⊗ Sµ ⊗ Sρ−ν ,Kρ)の次元として表せるということもわかる.

この定理の証明には系 2 に加え, KP 加群のテンソル積のうち特別な場合である Sw ⊗ Ssi については KP

filtrationが具体的に構成できるということも示してそれを用いた. また, 今回の論文では, これらの Sw ⊗ Ssi

よりも少し一般の場合 Sw ⊗Sd(Ssi)や Sw ⊗
∧d

(Ssi)についても KP filtrationの具体的な構成を得ることが

できた.

上述の最高ウェイト圏 CΛ の中でも特に興味深いのが Λ = Λn = {(a1, . . . , an) : 0 ≤ ai ≤ n− i}の場合で
ある. これは考える KP加群を Sw (w ∈ Sn) に限ることに対応している.

定理. (Theorem 4.1.1, Theorem 4.2.1) Cn = CΛn の Ringel 双対 ([7]) は Cn 自身と圏同値になる.

KP filtration をもつ加群のなす充満部分圏 C∆
n の上に Ringel 双対性から自然に定まる反自己同値

F : C∆
n → C∆

n は Sw を Sw0ww0 にうつす (w0 ∈ Sn は最長元).

また,上の F は C∆
n 上の演算 (M,N) 7→ (M⊗N)Λn を保つ: つまり, F ((M⊗N)Λn) ∼= (FM⊗FN)Λn

(M,N ∈ Cn)が成り立つ. ただし LΛn で Lの商加群であってウェイトがすべて Λn の元であるような

最大のものを表す.

定理の前半部からとくに, KP加群の間の Ext群が次のような興味深い対称性をもつことがわかる.

系. (Corollary 4.1.2) Exti(Sw,Sv) ∼= Exti(Sw0vw0 ,Sw0ww0) (w, v ∈ Sn, i ≥ 0).
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