
博士論文

超音速３次元境界層の遷移予測法の

高精度化に関する研究

(Study on Improvement of Transition Prediction Method

for Three Dimensional Supersonic Boundary Layers)

東京大学大学院

新領域創成科学研究科

先端エネルギー工学専攻

井手　優紀

Yuki IDE

2016年 3月



Copyright c⃝ 2016 by Yuki IDE

吉田　憲司　教授
(主　査)

李家　賢一　教授

鈴木　宏二郎　教授

吉田　善章　教授

岡本　光司　准教授

ii



ABSTRACT

(Study on Improvement of Transition Prediction Method

for Three Dimensional Supersonic Boundary Layers)

Yuki IDE

The stability and transition analyses of three-dimensional supersonic boundary layers on

the JAXA’s NEXST-1 natural laminar flow wing were performed in order to study transi-

tion mechanisms in the linear and nonlinear processes and the usefulness of the results for

transition prediction in the flight test environment at Mach number of 2.02 and the altitude

of 18 km. In the first part of this study, the effects of nonparallelism and wall-curvature

terms on the stability characteristics were investigated using methodologies of the linear

parallel stability theory(LST) and the linear weakly nonparallel theory, which expose the

eigenvalue equations and the linear parabolized stability equations(LPSE), respectively. In

the second part, the complex-ray theory(CRT), originally developed by Itoh, was exploited

to relax the previously imposed assumption with regard to wave parameters, namely, wave

numbers in the chordwise,α and the spanwise direction,β and a frequency,ω. By adapt-

ing two theoretical kinematic wave models, present author determined the dominant wave

type at measured transition locations of the flight test in 2005. The last part was dedicated

to investigating the nonlinear process. Based on the results in LST and LPSE analyses,

various transition scenarios including a dominant wave parameter (ω, β), such as oblique-

mode breakdown, asymmetric subharmonic resonance, classic subharmonic resonance, sta-

iii



tionary/traveling crossflow waves and so forth, were simulated by the nonlinear parabolized

stability equations(NPSE). In all the topics, the usefulness of our results for the transition

prediction was discussed through comparison of transitionN factor of eN method coupled

with the fixedβ technique and estimation of the initial amplitude by which the result could

reproduce the rise of skin friction near the measured transition location. The initial ampli-

tude in the case, where the 1st mode was dominant, was approximately 1.0×10−6.

　本研究では，JAXAのNEXST-1超音速自然層流翼に形成される超音速 3次元境界層

に対する遷移解析を 2005年に遂行された飛行試験の条件下において実行し，遷移機構

の詳細な分析を通して新たに構築した手法の遷移点予測精度に対する有効性を検討し

た．まず従来の分析では考慮されていなかった物理的側面として，境界層の非平行性と

壁面曲率の安定特性に対する効果を局所平行流近似を仮定した線形安定性理論（Linear

parallel Stability Theory：LST）とその近似を排除した線形放物型安定方程式（Linear

Parabolized Stability Equations：LPSE）に基づく 2つの解析ツールにより分析した．次

に，Itohの複素特性曲線法（Complex Ray Theory：CRT）と LST，LPSEを組み合わせ

た新たな解析法を構築し，それをNEXST-1主翼上面の層流境界層に対する遷移解析に

適用した．本研究では従来の解析では模擬できない 2つの波束型攪乱のモデルを用いて

飛行試験で得た遷移位置において支配的となる攪乱の特徴について調査した．最後に

これまでのNEXST-1主翼の遷移特性に関する研究では未着手であった，攪乱の非線形

成長過程についても研究を行った．解析手法には非線形放物型安定方程式（Nonlinear

Parabolized Stability Equations：NPSE）を採用し，LST解析結果における支配的なモー

ドを含む，斜行モード崩壊機構，非対称分調波共鳴機構，Herbertの 2次不安定理論に

おける分調波共鳴機構，横流れ進行波や定在波による非線形機構などの様々な遷移シ

ナリオに対して非線形解析を実行した．以上の分析を通して構築した手法の fixedβ法

を用いた eN法による遷移点予測精度に対する有効性を検討した．また非線形機構に関
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する研究では今後の遷移点予測技術の高精度化のための有用な知見として飛行試験の

遷移を導いた攪乱の初期振幅の推定も行った．その結果，1stモードが支配的なケース

ではその初期振幅は約 1.0×10−6であった．
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記号は各スパン位置；•は z∗ = −0.5π/β∗0；◦は z∗ = 0；▲は z∗ = 0.5π/β∗0；×は

z∗ = π/β∗0；点線は層流． . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 149

xix



85 断面Y/s=0.77で遷移シナリオ 3（定在波と進行波）を想定した場合の各モード

の振幅 Am,n． f ∗0= 15[kHz]，β∗0=700[m−1]；A0
0,2 = 8.0× 10−4，A0

1,1 = 4.0× 10−5；

一点鎖線は初期モードが定在波のみのNPSE解析（図-81を参照）；点線は LPSE

解析の結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

86 断面Y/s=0.77で遷移シナリオ 3（定在波と進行波）を想定した場合の平均摩擦

係数C f． f ∗0= 15[kHz]，β∗0=1400[m−1]；A0
0,2 = 8.0×10−4，A0

1,1 = 4.0×10−5；点

線は層流部のみの結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150

xx



写　真　目　次

1 JAXA小型超音速実験機 NEXST-134) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

xxi



1 . 緒言

(1) 本研究の背景

境界層遷移の背景

航空機において摩擦抵抗を低減することは工学上重要である．摩擦抵抗の増大は物

体表面に形成される境界層が乱流に遷移することによって引き起こされる．一般に，外

部流の境界層が乱流へと遷移する道筋はMorkovinら 1),2)によれば，境界層外界の乱れ

の強さに応じて 5種類に大別できる．その中で一様流乱れが非常に小さいとされる航

空機の飛行条件下においては，境界層は受容性過程，線形成長過程，2次不安定および

非線形成長過程，そして崩壊過程を経て乱流に遷移すると仮定される．この道筋に沿っ

た遷移は自然遷移と呼ばれている．著者はこれまでに超音速 3次元境界層の自然遷移

過程における線形成長と非線形成長過程に関して研究を行ってきた．なお，残りの 4

つの道筋において重要となる固有関数の非直交性によって生じる攪乱の過渡的成長機

構 3),4),5)およびバイパス遷移機構 6)については本研究の対象からは除外されている．

　自然遷移の様相も層流境界層の種類によって多岐にわたる．回転円盤上や本研究で

扱う後退翼上に形成されるものとして代表される境界層は，その層内において外部流

線と壁面に垂直な面内で直交する方向に圧力勾配を持つことから流れが 3次元的にな

る．これが凸の壁面上に形成される場合には微小攪乱に対するその境界層の代表的不

安定性として，臨界層における粘性の働きによって生じる Tollmien-Schlichting不安定

1



2

（T-S不安定と略される）や，横流れの持つ変曲点に起因して生じる非粘性型の横流れ

不安定が挙げられる．これらの不安定性は互いに異なる特徴を持つ．例えば，線形成

長領域内で最も成長するT-S波は横渦型であるのに対し，横流れ不安定の場合にはそれ

は縦渦型である．また横流れ不安定は時間的に振動しない攪乱（定在波）を不安定化

させるが，T-S不安定にはその働きがない．一般に，後退翼上面で生じる境界層遷移は

上流側において発達傾向にある横流れ不安定によって支配される．この横流れ不安定

機構に関して線形安定性理論によれば定在波の成長率は進行波よりも小さく算出され

るが，実験的には定在波の方がよく観測される．この相違の原因の 1つは受容性機構の

違いによるものであり，飛行試験のような一様流乱れの小さな環境では定在波が，反対

に乱れの強い環境では進行波が遷移機構において重要となることが Bippes7)やDeyhle

ら 8)の実験的研究により明らかとなっている．なお，3次元境界層の不安定性にはこれ

ら以外にも Itoh9),10),11)により詳細に分析された流線曲率不安定などがあるが，非圧縮

性斜め円柱境界層に関する理論的研究によれば流線曲率不安定は横流れ不安定よりも

上流側に中立安定点を持ち得るが，その流れ方向にわたる成長はさほど顕著でないこ

とが示されている．

　超音速航空機の主翼などに形成される境界層を対象とする場合には 3次元性だけで

なく，圧縮性の影響も考慮しなければならない．圧縮性境界層の線形安定性は最も単

純な圧縮性 2次元平板境界層においてさえ非圧縮の場合とは大きく異なっている．例

えば，Leesら 12)は時間理論を採用して，断熱条件を課した圧縮性 2次元平板境界層に

おける非粘性攪乱の振る舞いを調べ，一般化変曲点の存在が相対Mach数で分類される

亜音速の成長攪乱（1stモードと呼ばれる）のための十分条件であることを示した．こ

こで，相対Mach数とは攪乱の伝播方向の層流速度によって定義されるMach数から攪

乱の位相速度によるMach数を差し引いたものとして定義される．また一般化変曲点と

は層流の密度 ρ，速度Uを用いて， d
dy

(
ρdU

dy

)
= 0によって与えられる点である．ただし，
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yは壁面垂直方向の座標とする．さらに，Mack13)は広範囲のMach数に及ぶ数値計算

を実行し，境界層内において相対Mach数が 1を超える場合には境界条件を満たす離散

無限個の解が存在することを発見した．これはRayleigh方程式を攪乱の圧力について

書き直した時，方程式が相対Mach数が 1未満では楕円型，1より大きいと双曲型にな

ることから理解できる．なお，それらの高次の不安定モードに対して粘性は安定化に

働き，そのうち最も不安定なモードは 2ndモード（Mackモードとも呼ばれる）である．

この 2ndモードは非粘性 2次元攪乱の場合にはMach数が 2.2以上の流れにおいて 1st

モードよりも大きな時間的成長率を有する．非粘性攪乱が 3次元化すると 2次元の場

合に比べて 1stモードの成長率は増加し，2ndモード以上の高次モードの成長率は減少

する．なお，伝播角度の影響については粘性攪乱に対しても同様のことが言え，Mach

数が 2.2の場合において最大成長する粘性攪乱は主流方向に対して 60度ほど傾く．

　遷移現象を正しく予測するためには攪乱の線形成長のみならず非線形機構に関する

知見も重要である．非圧縮性 2次元平板境界層における非線形機構は 3次元攪乱の卓越

化から始まり，これはHerbertの 2次不安定理論 14)やCraikの共鳴機構 15)などのモデ

ルによって説明がなされている．2次不安定理論はCraikの共鳴条件を満たさないケー

スに対しても適用でき，この機構による攪乱の 3次元化は 2次元 T-S波の（有限）振

幅が 1%以下において生じ得る．その代表的な 2次不安定攪乱には基本波モード（K型

モードとも呼ばれる）16)や分調波モード（H型）17)などがある．そのうち基本波モー

ドは 2次元T-S波とそれと同じ周波数を持つ斜行波対，分調波モードは 2次元波とその

半分の周波数を持つ斜行波対によって構成され，それらが成長するといわゆるΛ型渦

に発展する．Saricら 18)によると，2次元 T-S波の振幅が増すにつれて支配的な 2次不

安定攪乱が分調波モードから基本波モードにシフトする．横流れ不安定性が卓越する

遷移機構では T-S不安定のケースに比べて，早期に非線形性が顕在化することが知ら

れている．特にMüllerら 19)は後退翼上の境界層に関する実験において定在波と進行波
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の振幅が非線形効果により準飽和状態となることを発見し，さらにBippesら 20)はそれ

らの（準飽和状態の）振幅のレベルが風洞の一様流乱れの強さに依存することを示し

た．そして乱流への崩壊がこの準飽和状態の定在波が引き金となって生じる，高周波

2次不安定によってもたらされることを明らかにしたのがKohama21)らなどの実験であ

る．この 2次不安定攪乱は線形安定性解析おいて最大成長する進行波よりも一段と高

い周波数を持つ．これまでの研究によると，一様流乱れの小さな環境では壁面ラフネ

スによって誘起される定在波が成長の初期段階において卓越し，一様流乱れが大きく

なるにつれて進行波の影響が強くなることが知られている．Li ら 22)は数値解析を利用

して一様流乱れの大きな環境にさらされる，滑らかな壁面を有する後退翼上の境界層

の 2次不安定性について分析した．その結果，進行波の振幅も定在波と同じく準飽和

状態となり，そのレベルは定在波の半分程度であってもその 2次不安定攪乱の成長は

定在波の場合と同じくらい著しいことを報告している．

　圧縮性境界層の非線形機構については非圧縮流の場合に比べて実験，理論ならびに

数値解析的にも困難が伴うため，いまだ不明な点が多い．いま本研究で扱う境界層を含

むMach数が１から 3程度の圧縮性 2次元平板境界層を取り上げる．前述した通り，線

形安定性解析において最大成長する攪乱は 3次元波（1stモード）である．これに着想

を得て，Faselら 23)は初期の攪乱として斜行波対のみを想定した直接数値計算（Direct

Numerical Simulation：DNS）を実行し，超音速平板境界層において有効な斜行モード

崩壊（oblique mode breakdown）と呼ばれる非線形機構を発見した．これは同じ絶対値

で互いに異なる符号の伝播角度を持つ斜行波対によってもたらされる非線形機構であ

る．さらにChangら 24)は数値解析によってその斜行波対と，それらの非線形相互作用

によって生じる 2倍のスパン方向波数を持つ主流渦が強い共鳴作用を引き起こすこと

や，この機構が Herbertの 2次不安定機構（基本波モードおよび分調波モード）より

も早期の遷移を導くことを示した．またこの斜行モード崩壊以外の非線形機構として，
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Kosinovら 25)による点源攪乱を用いたMach数が 2の平板境界層の実験で初めて観測さ

れた非対称分調波共鳴機構（asymmetric subharmonic resonance）が挙げられる．これは

1つの斜行波と 2つの非対称な分調波によって構成される共鳴機構である．Kosinovら

の実験は主に非対称分調波共鳴機構の解明に焦点を当てたものであったが，後にMayer

ら 26),27)の研究ではその実験条件を模擬したDNSが分調波を抑制した状態で実行され，

Kosinovらの実験においても実は斜行モード崩壊による機構が存在していたことを示唆

する結果が得られている．Mayerらはさらに非対称分調波共鳴機構よりも斜行モード

崩壊の方が非線形機構として強力であることを示した．

　以上の通り，超音速 3次元境界層の遷移機構は非常に複雑であり，現在でもその遷

移予測技術は確立されていない．そして，幅広いReynolds数に対するDNSを用いた解

析が容易でない以上，工学的に有用な遷移予測法を構築するためにはこれまでの研究

において得られた知見を生かして新たなモデルを創出し，それらを組み合わせた数値

解析的方法に頼らざるを得ないものと考える．

　最後に，本研究で利用する境界層の安定性・遷移解析のための数値的手法について

概説する．T-S不安定および横流れ不安定攪乱の線形安定性についてはこれまで Orr-

Sommerfeld方程式やSquire方程式により多くの知見が得られてきた．これらは非平行

な層流境界層の発達を無視する局所平行流近似に基づいており，その解法は固有値問

題に帰着する．また，ここ数 10年では計算機環境の発達に伴って局所平行流近似を課

さない線形放物型安定方程式（Linear Parabolized Stability Equations：LPSE）28),29)によ

る遷移解析が多くなされている．これは数値解析的には主流方向に対するマーチング

法を用いて容易に解かれる．PSEの手法は非斉次方程式系にも応用ができ，その典型

である非線形放物型安定方程式（Nonlinear PSE：NPSE）は PSE近似が成り立つ程度

の弱非線形過程において DNSの実行の難しい高い Reynolds数や複雑な幾何形状を有

する流れ場に対しても適用できるという利点を持つ．また NPSE解析を用いた多くの



6

研究によれば，NPSE解析はDNSに比べると計算時間の大幅な短縮に対して非常に計

算精度の高いことが知られており，本解析の遷移予測手法への工学的応用が期待され

ている．

eN法による遷移点予測

現在，最も信頼性の高い遷移点予測法の 1つに線形安定性理論に基づく eN法 30),31)

がある．N値はある空間方向にわたる攪乱の成長の度合いを表し，境界層の特徴によ

り様々に定義される．本手法では，最も成長する攪乱の振幅がその中立安定点におけ

る初期振幅の eNtr.倍となった位置を遷移の開始点とする．ただしNtr.値は半経験的知見

によってあらかじめ与えられる値であり，一様流乱れが同じ環境であればその値もほ

ぼ変わらないと仮定される．eN法は攪乱の線形成長過程における知見のみで遷移開始

点を予測する近似的な手法であるが，一様流乱れや壁面ラフネスの影響を本手法に反

映する Ntr.値の修正式もいくつか提案されている 32),33)．

　文献 30),31)によれば，本手法は数値計算コストが比較的安価な上，遷移過程を占める

線形成長領域が広く，かつ単一の不安定性に支配される流れ場においては有効である

ことが知られている．しかしながら境界層が圧縮性を含む 3次元性を有する場合，攪

乱を特徴付ける波数や周波数などのパラメータの自由度や積分路に関する任意性が増

し N値の計算が複雑になるため，いくつかの方法が存在する．その代表的手法である

envelope法では，ある周波数を持つ攪乱のN値を成長率−αi (Ψmax(x) ;ω)の流れ方向に

わたる積分値 N = N (x, ω)として定義し，その包絡線によって全体の増幅特性を判断

する．ただし，Ψmaxはある位置 xで最大成長率を与える攪乱の伝播角度である．次に，

PSEによる遷移解析法と整合する手法の 1つに fixedβ法がある．N値は周波数とスパ

ン方向の波数 βを一定として算出した成長率の積分値 N = N (x, ω, β)によって定義さ

れ，一般に後退翼上の境界層に対して本手法を適用した場合には envelope法による N

値よりも小さく算出される．また，この手法では結果として不安定機構を分類できる
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ことから，不安定性が単一でない場合に有効な手法と言われてる．さらに，T-S不安定

と横流れ不安定の明確な分類を試みる手法に NTS − NCF法などがある．この手法では

各不安定機構によって異なる Ntr.値が用いられる．

JAXA のNEXST計画の概要とこれまでの研究成果

次世代超音速旅客機（SuperSonic Transport：SST）の課題の 1つである経済性改善

には抵抗低減技術の向上が不可欠である．宇宙航空研究開発機構（JAXA）はこれま

で NEXST（National EXperimental Supersonic Transport）計画おいて抵抗低減化を可

能とする設計技術の開発とその飛行実証を行ってきた 34)．この計画では，過去の民間

超音速旅客機であるコンコルドに適用された圧力抵抗低減技術が現在の数値流体力学

（Computational Fluid Dynamics：CFD）を駆使して最適化され，さらにコンコルドには

適用されなかった摩擦抵抗を低減する新たな設計技術が開発された．これは主翼の形状

を工夫して境界層遷移を遅らせる自然層流翼設計（Natural Laminar Flow Wing Design）

コンセプトとその設計法からなる設計技術であり，世界初の試みであった．2005年に

は小型超音速実験機NEXST-1（写真–1を参照）を用いた飛行試験も実施され，その設

計技術の有効性が実証された 34)．この自然層流翼設計とは遷移を後退させる理想的な

圧力分布を遷移点予測ツールによって創出し，それをCFDを用いた逆問題設計法によ

る翼形状の設計を通して実現させるというものである 34),35)．この計画では，大きな後

退角を持つ主翼において支配的となる横流れ不安定を優先的に抑制することが重要と

見なされ，そのためには前縁近傍の非常に狭い領域において急激な加速勾配を設け，そ

れ以降ではほとんど圧力勾配を持たない翼形状が有効であることが見出されている．こ

こで，設計に使用した遷移点予測ツールとは局所平行流近似を仮定した超音速 3次元

境界層の固有値解析コード（LSTABと呼称）と eN法からなる 36)．なお，LSTABの定

式化で採用されている攪乱型は単一の周波数と波数で流れ場を伝播し，空間的に一方

向にのみ消長する平面波型攪乱である．NEXST計画後はその設計ツールを用いて実機
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を想定した非常に大きなReynolds数状態に対する自然層流翼設計コンセプトの拡張な

どが試みられている 37)．

　ここで，2005年に実施された NEXST-1を用いた飛行試験による圧力分布と遷移位

置に関する計測結果 *1をそれぞれ図–1，図–2に示す．圧力分布に関しては図–1のよう

に飛行状態において設計通りのものが概ね得られている．一方，図–2の遷移領域に着

目すると，LSTABと eN法により予測される遷移位置と飛行試験結果において一部差

違が認められる．なお，この等 N値マップは固有値解析における各成長率を envelope

法に従い外部流線方向に沿って積分した結果に基づいて描かれている．JAXAはこのN

値のばらつきを不安定機構の違いによるものと考え，ONERAとの共同研究において

外部流線座標系での固有値解析結果に基づく fixedβ法による遷移点予測を実施し，そ

の結果得られた安定特性と遷移位置における伝播角度から内翼断面では先述の 1stモー

ド，外翼側の一部については横流れ不安定が支配的であることを明らかにした 38)．図

–2の結果が示唆する遷移点予測技術の高精度化のためのその他の試みとしては，野村

ら 39),40),41)の高精度解析法を利用した研究がある．野村らはこれまでの安定性解析コー

ド LSTABにはない流れの非平行性と壁面曲率の効果を考慮可能な LPSEによる解析法

を構築し，NEXST-1主翼の外翼側の断面について遷移解析を実施した．これにより，

設計条件における遷移位置の後退効果や風洞試験 42)において遷移を引き起こした不安

定機構について分析し，設計効果の妥当性を確認した．しかしながら，構築した手法

を主翼全域に対して適用することは困難であったため，飛行試験結果を活かした遷移

解析まで着手するには至っていない．

∗1飛行試験における境界層遷移位置は 4種類の計測センサーによる総合的なデータに基づいて検出さ

れている．なお，それらはプレストン菅，熱電対，非定常圧力センサー，ホットフィルムである．
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(2) 研究目的と本論文の内容

本研究では超音速 3次元境界層の遷移予測技術の向上を目標においている．ここで，

遷移予測技術とは遷移の開始位置とその遷移を導く不安定機構の予測を意味する．本

研究ではそのための題材としてNEXST-1主翼上面の境界層を選んだ．超音速 3次元境

界層の遷移に関する飛行試験データは非常に少ないことから，その試験結果を利用し

た研究を進めることは今後遷移予測手法を構築していく上で重要と考えられる．これ

を踏まえて，本研究では従来の解析法にはない様々な物理的効果を考慮した新たな解

析を実行することによって，詳細な遷移機構について分析し，構築した手法の遷移予

測に対する工学的有用性を検討することを目的と定めている．

　本研究ではこれまで飛行試験の分析に用いられてきた解析ツールの課題のうち，局

所平行流近似，平面波型攪乱の仮定，線形近似に着目し，それぞれのトピックに対し

て分析と検討を行った．第 2章から第 4章において，それぞれ以下の内容について検

討した結果をまとめた．

　まず第2章では，野村らの分析の延長としてLPSE解析に基づく遷移解析法にNEXST-

1主翼全域への適用が可能となるよう改良を施し，それを用いた飛行試験状態での詳細

な遷移解析を実施した．その際，前縁直交座標系での解析が可能で，かつ固有関数を

取得しやすいよう LSTABコードとは異なる数値解析法を用いた固有値解析コードも構

築した．そして，LSTと LPSE解析結果の比較を通して非平行性および壁面曲率の安

定特性に対する効果を明確にすると共に，飛行試験結果との比較によって LPSE解析

の eN法を用いた遷移点予測法に対する有効性を検討した．また，飛行試験環境におい

て物理的に重要な定在波に対する遷移解析も実施した．

　次に，第 3章では攪乱のモデルに関する検討を行った．上述したように，これまで

のNEXST-1主翼に対する遷移解析において微小攪乱は固有の波数と周波数で伝播する

平面波（単色波）と仮定された．さらに層流境界層の速度および温度の厚さ方向の分
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布（プロフィル）が時刻とスパン方向の座標に依存しないことから，それらの方向に

関する波の消長は無視された（これは周波数を ω，スパン方向の波数を βとするとそ

れらの虚数部に ωi = βi = 0（振動リボン型）を課すことに相当，ただし下付文字 iは

複素数の虚数部を表す）．しかしながら，自然遷移過程における攪乱はむしろ局所的

に発生すると考えられ，また単色波を構成するとも限らない．このような波束型攪乱

を扱う理論として，Itoh43)はWhithamの運動学的波動理論 44)に基づく複素特性曲線法

（Complex Ray Theory：CRT）による安定性解析法を提案した．複素特性曲線法の特徴

は数学的にシンプルで流れ場に応じた拡張を施しやすく，また観測点で攪乱の満たす

べき方程式を利用して攪乱に関する未知数を低減できる利点にある．Itohは本手法を

非圧縮性 3次元境界層の流線曲率不安定性 9)や回転円盤流の絶対不安定性 45),46)に関す

る研究などに応用している．圧縮性流体についてはSaitohら 47)が圧縮性 2次元平板境

界層，跡部 47)が超音速 3次元境界層に対して安定性解析を実施しており，本手法の有

用性を確認している．一方，これまでの複素特性曲線法に関する研究の多くは局所平

行流近似を仮定した（あるいはその一部に非平行性に関する高次項を加えた）層流境

界層に対する固有値解析によって分散関係を得ており，流れ方向の不均質性をより良

く表現可能なPSEによる遷移解析はなされていない．また，跡部 47)は実機の解析対象

としてNEXST-1主翼の 1断面を選定しているが，やはり非平行性と壁面曲率の影響は

考慮されておらず飛行試験結果に対する分析にも至っていない．そこで，本章では複

素特性曲線法を用いた LSTと LPSEによる遷移解析を飛行試験条件下で実施した．そ

して遷移領域において観測可能な攪乱の特徴について分析し，本手法での eN法に基づ

く遷移点予測精度に対する有効性を検討した．

　第 4章では，これまでの NEXST-1主翼の境界層に関する検討が全て線形成長過程

についてのものであったことを踏まえて，超音速 3次元境界層の非線形機構に着目し

た．解析手法には NPSEを採用した．NPSE解析により飛行試験結果を分析した例に
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は，ATTAS飛行試験に対するSchraufら 49)，Herbertら 50)，Fokker100飛行試験に対す

るHeinら 51)，Schrauf52)の研究などがある．なお，これらは亜音速領域での飛行試験

である．彼らは T-S不安定あるいは横流れ不安定が支配的となる典型的なケースに対

して解析を実施し，その非線形的挙動について詳細な分析を行った．Schrauf52)は T-S

不安定が支配的なケースの解析に際して，攪乱の波数，周波数ならびに中立安定点の

位置に依存しない一定の初期振幅の存在を仮定し，計測結果からその値を見積もった．

その結果，計測した遷移位置と非線形解析の結果が整合するためにはATTASの場合に

はおおよそ 10−6，Fokker100の場合にはその 400倍である 4.0× 10−4の初期振幅が必要

であったことから，SchraufはNPSE解析を利用した遷移点予測ツールの構築のために

は受容性機構に関する知見を利用した初期振幅の推定モデルが必要であると結論付け

ている．一方，Chenら 53)の低乱風洞を使用した実験結果 *2に対してChangら 24)が推

定した斜行波対の初期振幅はおおよそ 10−6であった．Herbertら 50)はATTAS飛行試験

の横流れ不安定が支配的なケースを分析し，その結果から線形解析では高波数を持つ

定在波の下流における振幅を過小評価してしまうことを指摘している．そこで，本研

究では各不安定機構の特徴が顕著であった 2つの断面を解析断面として非線形解析を

実施した．その際，非圧縮性/圧縮性 2次元平板境界層，非圧縮性 3次元境界層に対す

る研究を参考にし，様々な遷移シナリオ（非線形相互作用の仕方）を考えた．また，上

述した 1stモードが支配的なケースではSchraufらの研究と同じく一定初期振幅の存在

を仮定し，NEXST-1の飛行試験の場合のその値を決定した．

　最後に第 5章において本研究で得た知見に加え，本研究の目標として掲げた超音速 3

次元境界層の遷移予測技術の向上に関する結果をまとめた．

∗2 Mach数が 3.5の場合の平板および円錐物体に形成される境界層遷移に関する実験



2 . 遷移特性に及ぼす境界層の非平行性と壁面曲

率の影響に関する検討

(1) 安定方程式の定式化と解析方法

a) LST（Linear parallel Stability Theory）と LPSE（Linear Parabo-

lized Stability Equations）の導出

線形攪乱方程式

本研究で用いる線形安定方程式（LSTと LPSE28)，29),54)）の導出方法について述べる．

まず，本研究の座標系を図–3に示す．定式化は従来の安定性解析コード LSTABで採用

した外部流線座標系 (xs, ys, zs)ではなく，曲面直交座標系 (x, y, z)に基づいて行った．た

だし，xは前縁に直交し翼表面に沿った方向，zはスパン方向，yは壁面垂直方向の座

標とする．

　超音速 3次元境界層中の攪乱を支配する方程式は連続の式，Stokesの関係を仮定し

た運動方程式，エネルギー方程式，理想気体に対する状態方程式であり，それぞれ以

下で与えられる．

∂ρ∗

∂t∗
+ F

∂

∂x∗
(ρ∗u∗) + κ∗Fρ∗v∗ +

∂

∂y∗
(ρ∗v∗) +

∂

∂z∗
(ρ∗w∗) = 0，　 (2.1)

ρ∗
∂u∗

∂t∗
+ ρ∗

{
F

(
u∗
∂u∗

∂x∗
+ κ∗u∗v∗

)
+ v∗
∂u∗

∂y∗
+ w∗
∂u∗

∂z∗

}
12
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= −F
∂p∗

∂x∗
+ F

2
3
∂µ∗

∂x∗

(
2F
∂u∗

∂x∗
+ 2κ∗Fv∗ − ∂v

∗

∂y∗
− ∂w

∗

∂z∗

)
+
∂µ∗

∂y∗

(
F
∂v∗

∂x∗
+
∂u∗

∂y∗
− κ∗Fu∗

)
+
∂µ∗

∂z∗

(
F
∂w∗

∂x∗
+
∂u∗

∂z∗

)
− µ∗4

3
y∗

dκ∗

dx∗
F3∂u

∗

∂x∗
+ µ∗

7
3
κ∗F2 ∂v

∗

∂x∗
− µ∗κ∗2F2u∗

+ µ∗
4
3

dκ∗

dx∗
F3v∗ + µ∗κ∗F

∂u∗

∂y∗
+

4
3
µ∗F2∂

2u∗

∂x∗2
+ µ∗
∂2u∗

∂y∗2

+ µ∗
∂2u∗

∂z∗2
+
µ∗F
3
∂2v∗

∂x∗∂y∗
+
µ∗F
3
∂2w∗

∂x∗∂z∗
， (2.2)

ρ∗
∂v∗

∂t∗
+ ρ∗

{
F

(
u∗
∂v∗

∂x∗
− κ∗u∗2

)
+ v∗
∂v∗

∂y∗
+ w∗
∂v∗

∂z∗

}
= −∂p

∗

∂y∗
− µ∗ dκ

∗

dx∗
F3u∗ − 4µ∗κ∗2F2

3
v∗

+ F
∂µ∗

∂x∗

{
F

(
∂v∗

∂x∗
− κ∗u∗

)
+
∂u∗

∂y∗

}
− 2

3
∂µ∗

∂y∗

(
F
∂u∗

∂x∗
− 2
∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗
+ κ∗Fv∗

)
+
∂µ∗

∂z∗

(
∂w∗

∂y∗
+
∂v∗

∂z∗

)
− 7µ∗κ∗F2

3
∂u∗

∂x∗
− µ∗y∗ dκ

∗

dx∗
F3 ∂v

∗

∂x∗
+

4µ∗κ∗F
3
∂v∗

∂y∗
+
µ∗F
3
∂2u∗

∂x∗∂y∗

+
µ∗

3
∂2w∗

∂y∗∂z∗
+ µ∗F2∂

2v∗

∂x∗2
+

4µ∗

3
∂2v∗

∂y∗2
+ µ∗
∂2v∗

∂z∗2
， (2.3)

ρ∗
∂w∗

∂t∗
+ ρ∗

(
Fu∗
∂w∗

∂x∗
+ v∗
∂w∗

∂y∗
+ w∗
∂w∗

∂z∗

)
= −∂p

∗

∂z∗
+ F
∂µ∗

∂x∗

(
∂u∗

∂z∗
+ F
∂w∗

∂x∗

)
+
∂µ∗

∂y∗

(
∂w∗

∂y∗
+
∂v∗

∂z∗

)
− 2

3
∂µ∗

∂z∗

(
F
∂u∗

∂x∗
+
∂v∗

∂y∗
− 2
∂w∗

∂z∗
+ κ∗Fv∗

)
− µ∗y∗ dκ

∗

dx∗
F3∂w

∗

∂x∗
+ µ∗κ∗F

∂w∗

∂y∗
+
µ∗κ∗F

3
∂v∗

∂z∗
+ µ∗F2∂

2w∗

∂x∗2

+ µ∗
∂2w∗

∂y∗2
+

4µ∗

3
∂2w∗

∂z∗2
+
µ∗F
3
∂2u∗

∂x∗∂z∗
+
µ∗

3
∂2v∗

∂y∗∂z∗
， (2.4)

ρ∗
∂

∂t∗
(
C∗pT

∗
)
+ ρ∗

{
Fu∗

∂

∂x∗
(
C∗pT

∗
)
+ v∗

∂

∂y∗

(
C∗pT

∗
)
+ w∗

∂

∂z∗
(
C∗pT

∗
)}

= Φ∗ +
∂p∗

∂t∗
+

(
Fu∗
∂p∗

∂x∗
+ v∗
∂p∗

∂y∗
+ w∗
∂p∗

∂z∗

)
+ F

∂

∂x∗

(
Fk∗
∂T∗

∂x∗

)
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+
∂

∂y∗

(
k∗
∂T∗

∂y∗

)
+
∂

∂z∗

(
k∗
∂T∗

∂z∗

)
+ k∗κ∗F

∂T∗

∂y∗
， (2.5)

p∗ = ρ∗R∗T∗． (2.6)

ここで，tは時刻であり，ρは密度，u，v，wはそれぞれ x，y，z方向の速度，pは圧力，

µは分子粘性係数，Tは温度，kは分子熱伝導係数，Cpは一定の定圧比熱比，Rは気体

定数である．また “ * ” は有次元量であることを示す．Φは散逸関数であり具体的には，

Φ∗

µ∗
= 2F2


(
∂u∗

∂x∗

)2

+

(
∂v∗

∂x∗

)2

+

(
∂w∗

∂x∗

)2
 − 2

3

(
F
∂u∗

∂x∗
+ κ∗Fv∗ +

∂v∗

∂y∗
+
∂w∗

∂z∗

)2

+2κ∗2F2
(
u∗2 + v∗2

)
−

(
∂u∗

∂z∗
− F
∂w∗

∂x∗

)2

+ 4κ∗F2

(
∂u∗

∂x∗
v∗ − ∂v

∗

∂x∗
u∗

)
+2


(
∂u∗

∂y∗

)2

+

(
∂u∗

∂z∗

)2

+

(
∂v∗

∂y∗

)2

+

(
∂v∗

∂z∗

)2

+

(
∂w∗

∂y∗

)2

+

(
∂w∗

∂z∗

)2


−
(
∂w∗

∂y∗
− ∂v

∗

∂z∗

)2

−
{

F

(
∂v∗

∂x∗
− κ∗u∗

)
− ∂u

∗

∂y∗

}2

， 　　　 (2.7)

で与えられる．なお，式（2.1）から式（2.7）においては x方向の壁面曲率の影響も含

まれており，それらは

κ∗ = − dθ
dx∗
，　　 F =

1
1+ y∗κ∗

， (2.8)

通して表現される．ここで，θは翼表面の勾配（スロープ）とする．また，本研究では

µは次式の Sutherlandの式に従うものと仮定した．

µ∗ (T∗) = µ∗re f

 T∗

T∗re f

 3
2 S1 + T∗re f

S1 + T∗
． (2.9)

ただし，S1は110である．さらに，本研究ではPrandtl数を一定と仮定し，Pr= C∗pµ
∗/k∗ =

0.72とした．

　次に，各支配方程式に対し無次元化を施す．本研究の無次元化に用いる基準量には

代表長さとして境界層厚さスケールの δ∗，代表速度として境界層外縁の合速度 Q∗eを

採用した．その他の基準量については外縁における各物理量を用いた．なお時刻 t∗は

δ∗
/
Q∗e，圧力 p∗は ρ∗eQ

∗2
e によって無次元化した．ただし “e” は境界層外縁における値を
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表す．また δ∗は LST解析の場合には合速度がQ∗eの 99.5%となる高さ（境界層厚さ），

PSE解析の場合には計算開始位置 x∗0における次式の長さスケールとした．

δ∗ (x∗) =

√
µ∗e (x∗) x∗

ρ∗e (x∗) Q∗e (x∗)
． (2.10)

　線形攪乱方程式はこのように無次元化した物理量を定常な層流解Qとその攪乱部 q′

に分離して上記の各支配方程式（2.1）から式（2.7）に代入し，次に層流解Qはそれ自

身で支配方程式を満たすとして差し引き，最後に攪乱部 q′の 2次以上の項を省略（線

形近似）することによって導かれる．ここで，本研究では層流境界層プロフィルが局

所的にはスパン方向に不変と見なし，層流解Qに対し無限後退翼近似を仮定した．こ

れはQのスパン座標 zに関する偏微分を省略することを意味する *1．いま攪乱変数 q′

を q′ (x, y, z, t) = (u′, v′, w′, ρ′,T′)Tと決めると，線形攪乱方程式は形式的に次のように書

かれる．

(
Lt
∂

∂t
+ Lx

∂

∂x
+ Ly

∂

∂y
+ Lz

∂

∂z
+ Lxx

∂2

∂x2
+ Lyy

∂2

∂y2

+Lzz
∂2

∂z2
+ Lxy

∂2

∂x∂y
+ Lyz

∂2

∂y∂z
+ Lzx

∂2

∂z∂x

)
q′ = 0． (2.11)

ここで，Lt, · · · , Lzxは 5×5の各係数行列であり，境界層近似に基づく層流解Q (x, y)の

関数である．

局所平行流近似

局所平行流近似とは層流解QのうちオーダーO
[
Re−1
δ∗

]
の物理量を無視する近似であ

る．ただしReδ∗は長さ（2.10）に基づくReynolds数であり，定義は

Reδ∗ =
ρ∗eQ

∗
eδ
∗

µ∗e
， (2.12)

である．ここで表–1にオーダーによる層流解の分類をまとめる．表より，局所平行流

近似を適用すると，式（2.11）の各係数行列は yのみの関数とみなせる．

∗1すなわち，Q = Q (x, y)．これは一定の後退角度でスパン方向に無限に伸びた物体等に対してより妥

当な仮定である．本研究では数学的煩雑さを回避するため近似的に z方向の偏微分を省略した．
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　 LSTの場合は層流解Qが x，z，tに依存しないことから解を変数分離することがで

き，攪乱はいわゆる次式のノーマルモードによって記述できる．

q′ (x, y, z, t) = q̃ (y) exp{i (αx+ βz− ωt)} + c.c. (2.13)

ここで，q̃は波の振幅関数，α，βはそれぞれ x，z方向の空間波数，ωは周波数であり，

c.cは右辺第 1項の複素共役を示す．攪乱が時間的・空間的に消長する場合には α，β，

ω（これらを攪乱パラメータと呼称）は全て複素数と定義され，そのうちの虚数成分は

それぞれ空間的な指数的減衰率と時間的な（指数的）成長率を表す．実際の流れで遷

移を導く攪乱は時間と空間の両方向へ消長すると考えられるが，通常の安定性解析の

定式化では未知数に対して方程式の数が不足しているため何らかの仮定が必要となる．

そこで，一般的には攪乱の空間的または時間的消長のいずれかに着目して安定性解析

がなされる．本章では攪乱の空間的消長にのみ着目する空間理論を採用した．さらに

層流解Qが z方向に一様であることから βの z方向への消長はないものと仮定し，βを

実数と定義した．これは振動リボン型攪乱に相当する．この時，攪乱は x方向にのみ

消長し，その成長率は −αi で与えられ，これが正の場合には層流は不安定，負の場合

には安定，零の場合には中立安定と判別される．安定方程式を導くために式（2.11）の

各係数行列においてオーダーO [1]の項のみを残し，式（2.13）を代入すると，次式が

得られる．

Aq̃+ B
dq̃
dy
+ C

d2q̃
dy2
= 0． (2.14)

ここで，q̃ =
(
ũ, ṽ, w̃, ρ̃, T̃

)T
であり，A, B,CはオーダーO [1]の層流解と攪乱パラメータ

α, β, ωで構成される各係数行列である（詳細は補遺 Iに記した）．また，本研究では壁

面曲率項も本質的に非平行性と同じオーダーであると考え，LSTの安定方程式におい

ては壁面曲率項も無視した．境界条件は壁面（y = 0）と無限遠（y→ ∞）においてそ

れぞれ以下を課した．

ũ = ṽ = w̃ = T̃ = 0,　　 at　　 y = 0, (2.15a)
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ũ, ṽ, w̃, T̃ → 0,　 　 as　 y→ ∞. (2.15b)

以上，局所平行流近似を適用した層流境界層中の微小攪乱（線形攪乱）は条件（2.15）

の下で解かれる式（2.14）によって記述される．

弱非平行流近似（PSE近似）

次に，局所平行流近似を層流解に仮定しない場合の安定方程式を導出する．この時

層流解はオーダーO [1]とO
[
Re−1
δ∗

]
の物理量で構成され，Q = Q (x, y)となる．一般に，

LPSEのモデルにおいてはこのような非平行流に対する攪乱型を次のように仮定する．

q′ (x, y, z, t) = q̃ (x, y) exp

{
i

(∫ x

x0

α (s) ds+ βz− ωt

)}
+ c.c. (2.16)

ここで，式（2.16）の振幅関数 q̃と複素波数 αは共に xの関数となっている．PSEの

手法ではこの x依存性に関する恣意性を除去する観点から，q̃に対して次のような条件

（ambiguity条件と呼ばれる）を課し，攪乱の x方向の変化（波の振動と消長）を指数部

αで表現する．

∂q̃
∂x

∣∣∣∣∣
y=ym

= 0 or
∫ ∞

0
q̃†
∂q̃
∂x

dy = 0． (2.17)

ただし ymは |q̃|が最大となる高さ，†は複素共役を表す．さらに q̃，αは x方向に緩やか

に変化し，それは境界層理論における非平行性のオーダーO
[
Re−1
δ∗

]
と同じ程度と仮定

する．このようにして q̃や αの xに関する 2階導関数を省略する（PSE近似と呼称）．

例えば，∂2q′/∂x2は PSE近似を適用すると，

∂2q′

∂x2
=

(
∂2q̃
∂x2
+ i

dα
dx

q̃+ 2iα
∂q̃
∂x
− α2q̃

)
exp{iθ (x, z, t)} + c.c

≈
(
i
dα
dx

q̃+ 2iα
∂q̃
∂x
− α2q̃

)
exp{iθ (x, z, t)} + c.c， (2.18)

となる．ここで θ (x, z, t) =
∫ x

x0
αds+ βz− ωtである．式（2.16）を線形攪乱方程式（2.11）

に代入して PSE近似を適用し，オーダーO
[
Re−2
δ∗

]
以上の項を全て省略すると *2，次式

∗2 V ∂q̃
∂x，

∂U
∂x
∂q̃
∂x 等も O

[
Re−2
δ∗

]
として無視する．
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の LPSEを得る．

Aq̃+ B
∂q̃
∂y
+ C
∂2q̃
∂y2
+ D
∂q̃
∂x
= 0. (2.19)

ここで，線形攪乱方程式（2.11）中の q′の 2階導関数の係る項は全て粘性項から派生

するものである．一般にPSE近似の適用後における粘性項の扱い方にはいくつかの種

類があるが 55),28)，本研究ではより簡素な形で重要な項のみを考慮したいという理由で

Heinら 54)を参考にし，粘性項はそれ自身でオーダーO
[
Re−1
δ∗

]
であると考え，そこでは

O [1]の項のみを残した．さらに，壁面曲率項については δ∗κ∗が微小であるから，

F =
1

1+ yδ∗κ∗
≈ 1− yδ∗κ∗， (2.20)

のようにして δ∗κ∗の 2次以上の項を省略した．式（2.19）の A, · · · , Dは LPSEの場合

の各係数行列であり，具体的な数式は補遺 Iに記した．境界条件は LSTの場合のもの

（2.15）と同じである．LPSEは式の形から壁面方向の境界値以外に計算開始位置 x0に

おける初期値が必要となる．これは式（2.19）の係数行列 Dの各要素を零と置き，局

所平行流近似を仮定した LST（2.14）により求めた．

q̃ (x0, y) = q̃LS T (y) ,　　　　α (x0) = αLS T. (2.21)

ただし，下付き文字 “LS T” は x = x0における LSTの解であることを意味する．

PSE解析における成長率

PSE解析における主流方向の波数 αには LST解析結果の固有値 αLS T（局所的波数）

に非平行性の寄与が含まれる．いま，xから少し離れた位置 x+ ∆xにおける攪乱を考

えれば，PSE近似を用いると，

q̃ (x+ ∆x, y) exp

{
i

(∫ x+∆x

x
αds+ βz− ωt

)}
　　　　　　　　 　

≈ q̃ (x, y)

(
1+

1
q̃
∂q̃
∂x
∆x

)
exp

{
i

(∫ x+∆x

x
αds+ βz− ωt

)}
　　 (2.22)

≈ q̃ (x, y) exp

(∫ x+∆x

x

1
q̃
∂q̃
∂s

ds

)
exp

{
i

(∫ x+∆x

x
αds+ βz− ωt

)}
，
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となり，x+ ∆xにおける実質的な波数 αPS Eは

αPS E= α − i
1
q̃
∂q̃
∂x
， (2.23)

で与えられることが分かる．従って，LPSE解析における非平行性の寄与を含む成長率

σは次式となる．

σ = −αi +

(
1
q̃
∂q̃
∂x

)
r

. (2.24)

式（2.24）の右辺第 2項が非平行性による修正量である．物理的には，成長率σは尺度

となる基準量や壁面高さ位置によって本来異なるべきものである．しかしながら，本

研究では PSE解析において一般的に利用される 2つの尺度による成長率の定義を採用

した 56)．それらは運動エネルギー Eと質量流速 (ρu)′による定義であり，各尺度による

σはそれぞれ以下の通りである．

σ(E) = −αi +


∫ ∞

0
ρ
(
ũ† ∂ũ
∂x + ṽ

† ∂ṽ
∂x + w̃

† ∂w̃
∂x

)
dy∫ ∞

0
ρ
(
ũ†ũ+ ṽ†ṽ + w̃†w̃

)
dy


r

, (2.25)

σ(ρu) = −αi +

{ 1
ρũ+ uρ̃

∂ (ρũ+ uρ̃)
∂x

}
y=ym


r

. (2.26)

以上から，弱非平行流に対する攪乱の振る舞いは境界条件（2.15）と初期値（2.21）の

下で式（2.19）を解くことによって得られる．

b) LSTの数値解法

本研究ではLST（2.14）をMalikら 57)の方法にならって数値的に解いた．まず文献 57)

の通り，方程式に変数変換を施すと，式（2.14）は次の 1階常微分方程式系に書き直す

ことができる．

dΨ
dy
= aΨ . (2.27)

ここで，Ψ = (φ1, φ2, φ3, φ4, φ5, φ6, φ7, φ8)
Tであり，それぞれ

φ1 = αũ+ βw̃,　 φ2 =
dφ1

dy
,　 φ3 = ṽ,　 φ4 = p̃,
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φ5 = T̃,　 φ6 =
dφ5

dy
,　 φ7 = αw̃ − βũ,　 φ8 =

dφ7

dy
， (2.28)

で定義される．aは 8× 8の係数行列であり，境界条件は条件（2.15）から，

φ1 = φ3 = φ5 = φ7 = 0,　　 at　　 y = 0, (2.29a)

φ1, φ3, φ5, φ7 → 0,　 　 as　 y→ ∞， (2.29b)

となる．従来の解析ツールLSTABでは，式（2.27）はGram-Schmidtの直交化を施しな

がらRunge-Kutta法で数値積分する解法（シューティング法）により解かれるが，本研

究ではより固有関数を求めやすいEuler-Maclourin公式を用いた 2点コンパクトスキー

ムを採用した．詳細な数値解法は補遺 II にまとめた．一般に，式（2.27）を境界条件

（2.29）の下で解くと自明な解しか得られず，有意な解が得られるのは攪乱パラメータ

α, β, ωがある特定の組合せの時のみである．すなわち LSTは固有値問題に帰着する．

これは形式的には

F (α, β, ω; x) = 0， (2.30)

と書かれる．本研究では，ある位置 xにおけるパラメータを βと ω，固有値を αと見

なして固有値解析を実行した．その際，固有関数が境界層外縁より上方で滑らかに減

衰する振る舞いを捉えるため，従来の境界層外縁での解析解による条件ではなく，境

界条件（2.29b）そのものを境界層厚さのおおよそ 20から 30倍の位置において課した．

グリッドの点数は 150から 300点の間を設定し，固有関数の素早い変化を捉えるため

に壁面近傍が密になるようグリッドを分布させた．本研究では物理空間 (x, y)から計算

空間 (ξ, η)への変数変換を次式により行った．

x = ξ，　　　 y∗ =
aη

b− η,
(
b = 1+

a
y∗max

)
. (2.31)

ここで，計算空間における ηは 0 ≤ y∗ ≤ y∗maxを 0 ≤ η ≤ 1に写像する変数であり，y∗max

は最大高さ位置，aはグリッドの密集具合を決めるパラメータで問題によって調整した．
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c) LPSEの数値解法

離散化の方法

数値解析的には，PSEは計算開始位置 x0における初期値を利用してマーチング法に

より容易に解くことができる．前述の通り，初期値は LSTの固有値問題の解である固

有値 αと固有関数 q̃とした．また，x0には LST解析結果における中立安定点のわずか

に上流側の点を設定した．離散化はMalikら 56)にならい等間隔の場合の差分公式によ

り施し，x方向に対しては 2次精度後退差分法，y方向に対しては 4次精度中心差分法

を用いた．各差分式は以下の通りである．

∂q̃
∂ξ

i, j

=
(2+m) q̃i, j − 2(1+m) q̃i−1, j +mq̃i−2, j

2∆ξ
,

∂q̃
∂η

i, j

=
−nq̃i, j+2 + (1+ 7n) q̃i, j+1 − (1+ 7n) q̃i, j−1 + nq̃i, j−2

(2+ 10n)∆η
,

∂2q̃
∂η2

i, j

=
−nq̃i, j+2 + (1+ 15n) q̃i, j+1 − (2+ 28n) q̃i, j + (1+ 15n) q̃i, j−1 − nq̃i, j−2

(1+ 11n)∆η2
. (2.32)

ここで，i, jはそれぞれ ξ方向と η方向のグリッドの番号とする．またmは ξ方向の差

分式の次数を定めるパラメータであり，計算開始位置の 1点下流側ではm= 0（1次精

度），それ以外ではm= 1（2次精度）の値をとる．nも η方向に関する同様のパラメー

タであり，2つの境界（壁面と無限遠点）の隣接点では n = 0（2次精度），その内部

では n = 1（4次精度）となる．式（2.31）を用いて LPSE（2.19）を変換し，各差分式

（2.32）を代入して境界条件（2.15）を用いると，結局，離散化方程式は次のようにま

とめられる．

Wgi = f i−1. (2.33)

ここで，gi =
(
q̃i,1, q̃i,2, · · · , q̃i,N−1, q̃i,N

)T
であり， f i−1は層流解Qと，i − 1と i − 2におけ

る振幅関数 q̃i−1, j，q̃i−2, jの関数である．なお j = 1,Nはそれぞれ壁面と無限遠点の各隣

接点とする．またWは各要素に 5× 5の行列を有する 5重対角行列をなす．式（2.33）

から明らかなように，giはWの逆行列W−1を乗ずることにより得られる．本研究では



22

その逆行列を LU分解法により求めた．

マーチングの流れ

5重対角行列Wは層流解と攪乱パラメータの関数であり，式（2.33）を解く際αは既

知でなければならない．しかし，PSE解析では q̃と同様にαも xの関数であり，マーチ

ングの過程で上流の影響を受けて変化する必要がある．これは解（2.16）の x依存性に

関する恣意性を除去する観点（ambiguity条件（2.17））を利用して達成される．いま，

式（2.33）をただ一度だけ解いて求めた解 q̃i は通常 x方向への変化を含む．PSE解析

における仮定をより妥当なものにするためには，その変化を式（2.23）を用いて αに

含ませれば良い．PSEの解法では，式（2.33）による αの更新を式（2.23）の右辺第 2

項 q̃−1∂q̃/∂xが零になるまで反復することによって解 q̃と αPS Eを得ていく．以上から，

数値解法の流れをまとめると次のようになる．

　　 i) 計算開始位置 x0で LST（2.14）を解き，初期値 q̃ (x0, y) , α (x0)を得る．

　　 ii) 1点下流 x = x0 + ∆xに進み層流解を読み込む．

　　 iii) α(x)(n)を仮定して式（2.33）を解き q̃(x)(n)を算出する（ただし nは反復数）．

　　 iv) 式（2.17）を用いて α(n)を更新する．例えば

α(n+1) = α(n) − i

{
1

ρũ(n) + uρ̃(n)

∂ (ρũ+ uρ̃)(n)

∂x

}
y=ym

.

　　 v)
∣∣∣α(n+1) − α(n)

∣∣∣ < εが成立するならば次の主流位置 x+ ∆xへ進み，成立しなけれ

　　　ば手順 iii) に戻る．

　　 vi) 収束解が得られれば手順 ii) に進む．

ただし，手順 iii) のn = 1の場合のα(x)(1)は前回の位置 x−∆xにおける収束値α(x−∆x)(n)

を仮定し，特に計算開始位置の 1点下流側の点では x0における固有値 αを用いる．ま

た，本研究では手順 v)の収束半径 εを 10−6から 10−8の値とした．

　最後に，PSE解析の数値解析的特徴の 1つに主流方向の刻み幅 ∆xをある閾値 ∆xmin

より大きな値に設定しなければならない点が挙げられる．Changら 56)によると，これ
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は式（2.19）にわずかに残った方程式の楕円性（下流から上流への情報の伝播）に起因

した制約であり，もし刻み幅を∆xmin以下に設定した場合には計算が破たんするか，非

物理的な振動が生じ数値的不安定な状態に陥る．さらに，Li ら 58)は LPSEを簡略化し

た初期値問題のwell-posed性を分析し，数値的安定性を得るには刻み幅は

∆x >
1
|αr |
，

でなければならないことを示した．また，Changら 56)はこの最小刻み幅 ∆xminをさら

に小さくする手立てとして，楕円性の主要な原因である音波の伝播を抑制するために

∂p̃/∂xの項に以下で定義されるパラメータΩpを乗ずる処置を講じた．

∂p′

∂x
=

(
iαp̃+ Ωp

∂p̃
∂x

)
exp(iΘ) + c.c. (2.34)

ただし，Ωpは

Ωp =


γMa2

x

/{
1+ (γ − 1) Ma2

x

}
, Max < 1，

　 1, Max ≥ 1，
(2.35)

であり，Maxは速度Uで定義される yに依存した局所的なMach数である．本研究で

も数値的安定性を得るため，式（2.34）および式（2.35）を用いて部分的に圧力揺らぎ

の伝播を抑制した．

d) 検証計算の結果

本研究で扱う流れは超音速 3次元の複雑な境界層であるため，構築した解析コード

をNEXST-1自然層流翼に適用する前に基礎的な 3つの層流境界層の安定性解析を実行

し，コードの妥当性を検証した．その層流境界層とはそれぞれ Blasius型の非圧縮性 2

次元平板境界層，Falkner-Skan-Cooke（FSC）型の非圧縮性 3次元平板境界層，そして

圧縮性 2次元平板境界層である．
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層流解の比較

層流解は各境界層方程式の相似解を数値的に解いて求めた．詳細な求め方は補遺 III

に示した．初めに，図–4から図–6に本研究で得た層流解の検証結果をまとめる．まず，

図–4は後退角度 θ = tan−1 (
U∗∞

/
W∗
∞
)
が 45度の場合の各 βHに対する外部流線方向の速度

Usと横流れ方向の速度Wsの様子である．ここで，βH = 2m/(1+m)は流れの加速度合

を定めるHartree数であり，検証対象 59)に合わせ 3種類の値（1，0.5，−0.05）につい

て計算を行った．また下付き文字 “ ∞ ” は一様流の値であることを示す．記号は Taylar

らによる結果，曲線が本解析コードによる計算結果である．図–4より，減速する場合

（βH=−0.05）に比べて加速流（βH=1，0.5）では横流れ速度Wsが発達している様子が

確認できる．次に，図–5および図–6はそれぞれMae=8.0の場合の圧縮性 2次元平板境

界層の層流解U∗/U∗eと T∗/T∗eの結果である．外縁温度およびPrandtl数は文献 60),61)を

参考にし T∗e=218.6[K]，Pr=0.75とした．こちらも記号が Van Driestの結果，曲線が本

研究の計算結果である．図–4から図–6のどの結果も検証対象と概ね一致しており，本

研究における層流解が妥当であることを確認した．なお，Blasius型平板境界層の層流

解は FSC解のm=0のケースに対応するため，本論文での図示は省略した．

安定特性の比較

以上の層流解を用いて各境界層の安定特性を解析した．LSTと LPSE解析コードの

検証として，まず LST解析による Blasius型境界層の中立安定曲線を図–7に，LSTお

よび LPSE解析によるその成長率を図–8に示す．横軸は両図共に式（2.12）で定義さ

れるReynolds数である．図–7の縦軸は無次元周波数 Fであり，定義は有次元の周波数

f ∗を用いて

F =
2πµ∗e f ∗

ρ∗eU∗2e

× 106， (2.36)

である．また図–8の縦軸は周波数 F=112を持つ2次元波（T-S波）の成長率であり，局

所の δ∗(x)（式（2.10））による無次元化が施されている．なお LPSE解析における計算
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開始位置はReδ∗ = 350とした．結果を見ると，各図とも検証対象 56),62)と良く一致して

いることが分かる．また境界層が発展することを示す非平行性は，図–8の実線と破線，

あるいは実線と点線の比較から一部分を除き流れを若干不安定化させること（成長率

が増加すること）が分かる．

　次に，FSC型境界層を用いた検証結果を示す．層流解は後退角 45度，βH=0.333のも

のを使用した．また文献 63)から計算開始位置 x∗0を x∗0 = 167δ∗dt,0と推定し，x∗0における

外縁速度U∗e(x∗0)，動粘性係数 ν
∗
e，δ

∗
dt,0で定義されるReynolds数を 220とした．ただし

δ∗dtは x方向の速度で定義される排除厚さであり，下付き文字 “ 0 ” は x∗0における値であ

ることを意味する．図–9と図–10に LPSE解析による進行波と定在波の成長率と波数

の結果をそれぞれ示す．横軸は両図とも x∗/δ∗dt,0とする．また各攪乱パラメータは進行

波の場合が (ω, β) = (−0.01,−0.14)，定在波の場合が (ω, β) = (0,−0.19)とした．ここで，

ω，βは δ∗dt,0とU∗e(x∗0)を用いて無次元化された値とする．結果を見ると，このケースに

ついても検証対象 63)と本解析コードによる結果が良く一致することが確認できる．

　最後に圧縮性の効果の検証として，圧縮性 2次元平板境界層の安定特性を解析した．

層流解はMae=1.6，Pr=0.72，T∗e=300[K]の場合のものを用いた．図–11は 2次元波と 3

次元波に対する LSTと LPSE解析の結果であり，横軸はReδ∗，縦軸は局所の δ∗(x)（式

（2.10））で無次元化した各成長率である．攪乱は文献 64)に従い，F=6.0を持つ 2次元

波と，β/Reδ∗ = 2.96× 10−5を持つ 3次元波とした．ただし βは δ∗(x)により無次元化さ

れたスパン方向波数である．また計算開始位置はReδ∗ = 1200とした．図からこのケー

スについても検証対象 64)とよく一致することが確認できる．また，点線と破線の差（3

次元波に対する非平行性の効果）と一点鎖線と実線の差（2次元波に対する同効果）を

比べてみると，3次元波の方が非平行性による不安定化の影響を受けやすいことが分か

る．

　以上の検証計算の結果から，本研究で構築した LSTおよび LPSE解析コードは圧縮
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性 3次元層流境界層の基本的な安定特性を解析できるものと判断した．最後に，本来で

あれば本研究の LPSEの理論において考慮された壁面曲率の効果についても同様の検証

計算を行うべきであるが，検証用の詳細な数値データが得られなかったためこれを省

略せざるを得なかった．ただし，定式化における数学的整合性は他文献 54),65)との比較

により確認済みである．また，後述する本自然層流翼の考察においても壁面曲率の効

果について過去の研究成果 31)と同様の物理的解釈が可能であったことから，本 LPSE

解析コードは有用であると考えた．

e) 層流境界層プロフィル

安定性解析の結果を示す前にNEXST-1自然層流翼の層流境界層の特徴について簡単

に述べる．層流解は Iyer66)の定式化と解法に基づいて構築された JAXAの圧縮性 3次

元層流境界層コードBL3Dにより求めた．なお，その際に必要となる圧力分布には，飛

行試験で計測した結果（図–1）を翼面全体にわたって補間したものを利用した *3．計

算条件は飛行試験時のものとして Ma∞=2.02，高度 18.1[km]とした．まず，本章の解

析断面を飛行試験における計測結果と共に図–12に示す．本章では計測位置（図中のシ

ンボル：◦，•）付近を通る 5断面（Y/s=0.45，0.51，0.60，0.70，0.77）に対して解析を

実施した．ただし，Y/sは各断面の前縁におけるスパン方向位置を半翼幅 sで無次元化

した座標である．なお本章では，主に遷移領域を通る Y/s=0.45，0.60，0.77の断面に

関する結果を示す．

　まずNEXST-1主翼の境界層の層流プロフィルとして，本自然層流翼の最大の特徴で

ある横流れ速度Wsの分布を図–13に示す．ここで，cはそのスパン位置 Yにおける局

所コード長，δ∗は各 x/cにおける境界層厚さ（境界層内の主流方向速度が外縁速度の

99.5%となる高さで定義）とする．NEXST-1自然層流翼設計の主眼は前縁近傍の横流

∗3なお，コード BL3Dにより得られた境界層プロフィルの妥当性については，風洞試験並びに他の

CFDコードにより検証済みである．
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れを制御し，後退翼上の境界層の遷移機構において支配的な横流れ不安定を抑えるこ

とであった．図–13より，全ての断面で前縁近傍で発達した横流れがその後急激に小さ

くなる様子が確認できる．ここで，断面間の設計効果の違いを示すため，横流れ速度

の絶対値最大の位置が x/c=0.003から 0.10付近まで変化する様子を図の矢印で示した．

断面Y/s=0.45では x/c=0.11におけるWsは全体的に零に近い領域に分布している．注

意深く見てみると，そのWsは横流れ不安定の抑制に効果的な S字型 31)となっている

ことが分かる．一方，残りの 2断面（Y/s=0.60，0.77）における同じ領域 x/c=0.10での

Wsは，前縁付近で急激に小さくなってはいるものの絶対値で最大の横流れ速度が 0.025

ほど残存している．この意味で断面 Y/s=0.45の方が他の 2断面（Y/s=0.60，0.77）よ

りも横流れ不安定の抑制効果が高いと考えられる．次にその他の層流解として，断面

Y/s=0.77における前縁直角座標系での速度UとWの分布を図–14に，密度 ρと温度 T

の分布を図–15に与える．図–12から分かるように本自然層流翼は大きな後退角（約 62

度）を有していることから，前縁直交方向の速度成分Uよりもスパン方向の速度成分

Wの方が卓越していることが分かる．

　定式化の項で述べたように，LPSE（2.19）の各係数行列は層流解の非平行成分を含

む．そこで次に，NEXST-1主翼の境界層の非平行性と壁面曲率の分布について述べ

る．図–16に各断面における境界層厚さ δ∗を示す．ただし実線，点線，破線はそれぞ

れY/s=0.45，0.60，0.77における δ∗とする．図より，境界層は外翼側につれて（Y/sが

増加）薄くなり，全ての断面において δ∗は単調増加となって非平行性を有することが

分かる．図–17はその定量性を示す代表量として δ∗の x∗に関する 1階導関数 dδ∗/dx∗

をプロットしたものである．ここで，dδ∗/dx∗は非平行性のオーダーO
[
Re−1
δ∗

]
と同一と

見なすことができる．図–17より明らかなように，NEXST-1主翼の境界層には前縁付

近で強い非平行性がある．なお，どの断面においても不自然な曲線の振動が見られる．

この要因の 1つとしては圧力分布を前縁直交座標系へ変換する際の補間精度が挙げら
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れる．これは設計時に滑らかな圧力分布を実現させた座標系と本研究の座標系が異な

る事情から生じている．また，飛行試験時に計測した圧力分布そのものにも計測精度

内の微小な誤差が含まれていると考えられる．さらに，断面Y/s=0.60では前縁後退角

におけるキンクの存在によって他の断面に比べて流れが複雑化することが知られてい

る．これらの要因による数値的うねりが一見滑らかに見える境界層厚さの結果（図–16

を参照）に引き継がれ，これまで着目していなかった dδ∗/dx∗において不自然な振動を

生じさせたと考えられる．この対策としては現時点において圧力分布に関する詳細な

情報がない以上，全体の傾向が捉えられ，かつ滑らかな分布となるよう各物理量に対

し補間を施すことが最善と考えられる．一方，本研究で行った試行計算では非平行性

は元々オーダーO
[
Re−1
δ∗

]
と同一の微小であることから，非平行成長率あるいは波数の

結果において図–17の振動性は強く反映されないことを確認している．しかしながら，

それでも N値に対する誤差の積分に起因する影響を懸念し，様々な補間方法を試して

最も滑らかな分布となる層流解を利用するようにした．次に，図–18は壁面曲率に相当

する翼表面のスロープ θの x∗に関する 1階導関数 dθ/dx∗である．これより NEXST-1

自然層流翼は前縁近傍で大きな凸面，それ以降はほぼフラットな翼面を有することが

分かる．

　以上からNEXST-1自然層流翼の特徴として，以下の通りにまとめられる．

　・自然層流翼設計は前縁で発達する横流れを抑制し，またその効果は内翼側で顕著

　・翼面はごく前縁近傍で大きく凸形状であるが，全体としてはほぼフラットな形状

　・境界層厚さは下流に向かって単調増加であり，その非平行性は壁面曲率と同様に

　　前縁近傍で顕著
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(2) 解析結果と考察

a) LSTを用いた安定特性の解析結果（Y/s=0.45，0.60，0.77）

まず，LST解析の結果について述べる．本研究では全ての断面において 150から200

ケースの範囲で攪乱パラメータ（ω，β）を設定して固有値解析を実施した．なお，本

節においても計測遷移領域に位置する 3つ断面（Y/s=0.45，0.60，0.77）における結果

を示す．

　一般に，飛行試験環境の一様流乱れは風洞試験環境に比べて格段に小さいと考えら

れている．また，そのような環境における後退翼上の境界層の支配的な不安定波とし

ては定在波がよく観測される．従って，まず従来の LST解析では着目しなかった物理

的には重要な定在波に関する解析結果を示す．図–19から図–21は各断面の定在波のN

値の結果である．図中の各数値はスパン方向の波数 β∗を表す．ここで，N値は

N (x;ω, β) =
∫ x

x0

−αi (s;ω, β) ds， (2.37)

により算出した．ただし，LPSE解析の場合には式（2.37）の被積分関数−αiは式（2.25）

あるいは式（2.26）で定義されるσに代わる．また定在波の場合にはω = 0である．ま

ず，全ての断面の傾向として定在波の N値はかなり小さく，βが大きくなるにつれて

中立安定点が上流側へシフトする．図–22は β∗=800[m−1]を持つ定在波の伝播方向の外

部流線方向からの角度 φs[度]の推移である．ただし反時計回りを正とする．どの断面

における |φs|もほぼ 90度であることから，これらの定在波は横流れ不安定に支配され

ていることが確認された．ここで断面による結果の違いについて検討するため，再び

N値に着目すると，断面Y/s=0.60と 0.77（以下，この 2つの断面のことを外翼断面と

呼称）においては不安定波の存在する x方向の領域が断面Y/s=0.45に比べて 2倍近く

あり（図–20および図–21の横軸の範囲が図–19より 2倍近く広い），結果として同じ β

に対するN値の最大値も断面Y/s=0.45のものより大きくなっていることが分かる．こ
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れは層流境界層プロフィルの節で述べたように，外翼断面では断面Y/s=0.45に比べて

横流れの抑制効果が弱いためと考えられる（図–13を参照）．

　次に進行波に対する解析結果を示す．図–23から図–25は各断面における進行波のN

値の結果である．定在波の結果に比べると，進行波の N値はどの断面においても定在

波のものより大幅に大きい．これは受容性あるいは非線形過程が考慮されていない線形

安定性解析においてよく指摘される「進行波の成長率の過大評価」に対応するものと考

えられる 30)．なお，各図には飛行試験での計測結果から推定された遷移位置を “ x/ctr.”

として表記している．ここで，各断面の x/ctr.において最大の N値を与える攪乱（卓

越モードと呼称）の特徴を表–2にまとめる．ただし，
(
f ∗max, β

∗
max

)
は卓越モードの攪乱

パラメータ（卓越パラメータと呼称），φs,maxは x/ctr.におけるその φs，x/cneu.はその

中立安定点（下分枝）を表す．表よりどの断面においても卓越モードは進行波であり，

断面間の N値には従来の解析結果と同様にばらつきが存在する．また不安定性に関し

て，どの φs,maxも一般に横流れ不安定と判別される伝播角度（絶対値で 85から 90度）

とは異なっているが，断面Y/s=0.77での φs,maxは断面Y/s=0.45のものに比べて |90|度

に近いことから，より横流れの影響を受けていると考えられる．このように本研究の

LST解析結果においては，過去の研究成果 38)である「外翼側の遷移点では横流れ不安

定モードが支配的」と断じ切れない結果となったが，これは本研究で想定した計算パ

ラメータ数の不足によるところが大きいと考えている．次に中立安定点に着目すると，

外翼断面での x/cneu.は断面 Y/s=0.45のものより前縁側に位置することが分かる．

　一般に，LST解析と fixedβ法に基づいて遷移点を予測する場合には Pathological問

題 30)，67)に注意する必要がある．この問題は x/ctr.により定めた Ntr.値が上流側の N値

よりも小さくなるケースのことを指す．図–25を注意深く見てみると，x/ctr.は N値が

ピークをとる位置よりも若干下流側に位置しており，断面Y/s=0.77の LST解析の結果

は若干ではあるがPathological問題を含むケースとなっている．これはそのNtr.値で改
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めて遷移位置を予測する際，上流側を遷移点と予測する危険性が生じることを意味し

ている．

b) LPSEを用いた安定特性の解析結果（Y/s=0.45，0.60，0.77）

次に LPSEを用いた解析結果について述べる．本研究では非平行性と壁面曲率項の

安定特性に対する効果を個別に分析するため 2種類の LPSE解析を実施した．そのう

ちの 1つは通常の LPSE解析で，もう 1つは壁面曲率項を人工的に無視した LPSE解析

である．また攪乱パラメータの選定の際は LST解析の結果を参考にし，各断面につき

N値で支配的な 20から 30種類の攪乱パラメータの組合せに対して LPSE解析を実施

した．なお本章の非平行成長率σは式（2.26）により算出した．

　まず定在波に対する解析結果として，図–26に断面 Y/s=0.77における LPSE解析に

よる N値を示す．なお，他の 2断面（Y/s=0.45と 0.60）での定在波に対する解析結果

も同様の傾向であったため結果の図示を省略する．図には 2つのスパン方向波数 β∗に

対する結果が示されており，各 β∗につき 3種類の曲線が描かれている．それらはそれ

ぞれ，実線が LST解析（図–21を参照），破線が壁面曲率項を省略した LPSE解析，点

線が壁面曲率項を考慮した LPSE解析による結果であり，破線と実線の差は非平行性，

点線と破線の差は壁面曲率項の影響を表している．まず同じ β∗の破線と実線を比較し

てみると，破線の N値が実線のものよりも大きい．また点線と破線に着目すると，破

線のN値が点線のものよりも大きい．これはNEXST-1主翼の境界層が下流に向かって

発達するという非平行性は，その境界層に対して不安定化，一方本翼面の持つ凸の壁面

曲率項は安定化に寄与することを示している．これは過去の他の研究成果と同様であ

る 56),64)．さらに，実線と点線に着目して両方の効果を考慮した場合について考えると，

その中立安定点が壁面曲率の顕著でない領域（図–18を参照）に位置する β∗=500[m−1]

のケースでさえ実線よりも点線の N値の方が小さく，総合的には LSTに比べて LPSE

解析結果の方が安定化の傾向を示すことが明らかとなった．次に各効果の伝播角度に
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対する影響を分析するため，図–27に図–26の β∗=1200[m−1] のケースの φsを与える．

まず，LPSE解析による |φs|は LST解析結果と同じく 85から 90度の範囲に分布してお

り，定在波は横流れ不安定に支配されている．そして各線の差違に着目すると，非平

行性の効果（実線と破線の差）は若干ではあるが |φs|を小さくさせ，一方壁面曲率項の

効果（点線と破線の差）に関してはN値の結果とは異なって φsに対してほとんど影響

を及ぼさないことが明らかとなった．

　次に進行波に関する LPSE解析の結果について述べる．断面 Y/s=0.45の結果として

図–28に表–2の攪乱パラメータを含む支配的なケースの N値を与える．ここでも 1つ

の攪乱パラメータの組合せにつき，3種類の曲線が描かれている．図より非平行性と壁

面曲率項の安定特性に対する効果は定在波の結果と同じく，非平行性は境界層に対し

て不安定化，壁面曲率項は安定化に寄与する．ただし，前縁側において発達する攪乱パ

ラメータ（ f ∗, β∗）=（35[kHz]，1200[m−1]）に着目すると，壁面曲率による強い安定化

を受けた定在波の場合とは異なって，このケースでは非平行性による不安定化が壁面

曲率による安定化に勝り，結果として LST解析よりも LPSE解析の N値の方が大きく

なっている．これは定在波は進行波に比べて壁面曲率の安定化作用に対して敏感であ

ることを意味している．一方，卓越モードに相当する（ f ∗，β∗）=（5[kHz]，−50[m−1]）

のケースでは LST解析と 2種類の LPSE解析の結果にはほとんど差違がないことが分

かる．これはその中立安定点が，壁面曲率がほとんどなく非平行性も小さな領域に位置

しているためと考えられる．図–29および図–30はそれぞれ断面Y/s=0.60，0.77におけ

る同様の解析による N値の結果である．非平行性と壁面曲率の作用の仕方はこれまで

のものと同様であるが，断面 Y/s=0.45と異なる点として Ntr.値（x/ctr.における N値）

が挙げられる．両図の卓越モードの実線と点線に着目すると，LPSE解析の N値が非

平行性による不安定化によって LST解析結果よりも大きくなる様子が見られる．この

要因の 1つとしては，この 2断面（Y/s=0.60，0.77）における卓越モードの中立安定点
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（表–2を参照）が非平行性と壁面曲率の大きな前縁側に位置しているためと考えられ

る．また他の特徴として図–30を見ると，LPSE解析による N値のピーク位置が x/ctr.

よりも下流側にシフトしている．これにより，断面Y/s=0.77での LST解析の結果にお

いて生じていたPathological問題が LPSE解析を利用すると解消されることが分かった．

次に支配的な進行波の伝播角度について，断面Y/s=0.77における結果を代表的なケー

スとして図–31に示す．図より定在波の結果（図–27を参照）と同じく，非平行性の効

果（実線と破線の差）は |φs|を減少させるように作用し，壁面曲率項の効果（点線と破

線の差）は φsにはほとんど影響を及ぼさないことが明らかとなった．

c) 飛行試験結果との比較

表–3に各手法により得られた Ntr.値をまとめる．どの手法を用いても断面によって

Ntr.値にはばらつきが存在する．そのうち外翼断面では互いに近い値をとっていること

から，同様の不安定機構に支配されていると考えられる．断面Y/s=0.45での卓越モー

ドに関しては，LPSE解析結果に対する考察で述べたように非平行性および壁面曲率

の影響が明瞭ではないため各手法における Ntr.値の差もほとんどない．一方，外翼断

面（Y/s=0.60，0.77）に関しては非平行性の持つ不安定化作用によってNtr.値の増加が

見られる．特に LST解析（1行目）と LPSE解析（3行目）の結果に着目すると，外翼

断面における Ntr.値の差が 0.3から 0.1と小さくなっている．また全体の Ntr.値のばら

つきが小さくなったことで，外翼断面の Ntr.値を利用して遷移点を予測した際，断面

Y/s=0.45を含む内翼側における予測精度の向上も期待できる．

　そこで，本研究で対象とした 5つの断面に関する解析結果を利用して翼面上に等 N

値マップ（N値の等高線分布）を描き，fixedβ法と eN法による遷移点予測精度に対す

る LPSE解析の有効性を検討した．ただし断面Y/s=0.51と 0.70について，飛行試験で

は計測センサーが 1点しかなく，層流状態であったという計測結果しか得られていな

いため，本研究では各断面のその層流点（記号 “ ◦ ”）前方を層流領域と仮定して分析
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を行った．ここで，図–32に断面Y/s=0.51と 0.70における卓越モードのN値の結果を

示す．だだし x/clam.は飛行試験の層流点のおおよその位置とする．図–33から図–35は

各手法による等N値マップの結果である．いま，1つの解析手法に対して，3断面での

遷移位置から判断した 3種類の Ntr.値が得られている．従って，eN法により遷移位置

を予測する前提として，ある断面の遷移計測結果から判断したNtr.値が翼面全域で一定

値であると仮定すると，各図につき 3つの等 N値マップを描くことが可能となる．

　まずLST解析結果を用いて描いた図–33の場合，断面Y/s=0.45でのNtr.値（=9.6，記

号 “△（緑）”）を用いるとその等 N値マップは断面 Y/s=0.51における層流点の後方を

通っており飛行試験結果と矛盾しないが，断面Y/s=0.51より外翼側ではこのN値まで

達する攪乱が存在せず，試験結果との相違が見られる．一方，外翼断面でのNtr.値（4.4

と 4.7，記号 “×（青）” と “□（赤）”）による等 N値マップは内翼側の断面（Y/s=0.45と

0.51）において明らかに試験結果と合わない．また断面 Y/s=0.77においては両予測点

の結果（×と □）に若干の差違が認められる．

　次に，図–34の壁面曲率項を省略した LPSE解析結果について検討する．こちらも

LST解析結果（図–33を参照）と同様に断面Y/s=0.45でのNtr.値（= 9.8，記号 “△（緑

）”）を用いると，断面 Y/s=0.51より外翼側ではその N値まで達する攪乱が存在せず，

マップが描けなかった．一方，断面Y/s=0.60でのNtr.値（=6.6，記号 “×（青）”）を用い

ると，等N値マップは断面Y/s=0.77の飛行試験による遷移点とは概ね一致し，また断

面Y/s=0.45では試験結果より前方を遷移点と予測しているものの，LST解析結果（図

–33を参照）に比べると試験結果との差が小さくなっている．しかしながら，このケー

スにおいては断面Y/s=0.70の層流点のかなり前方を遷移点と予測している．これは図

–32の断面 Y/s=0.70における破線のピーク値が 6.6を超えていることから理解できる．

一方，断面 Y/s=0.77での Ntr.値（=7.0，記号 “□（赤）”）を用いると，その傾向は改善

される．
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　最後に，図–35の壁面曲率項を考慮した LPSE解析結果について見てみる．外翼断面

での Ntr.値（6.4と 6.5，記号 “×（青）” と “□（赤）”）による各等 N値マップはいずれも

壁面曲率の安定化作用によって外翼断面（Y/s=0.60，0.77）では予測点同士並びに試験

結果ともよく一致することが確認できる．さらに，図–32を見ると，断面 Y/s=0.70上

においてはこれらのNtr.値を用いると，実験による層流点後方に遷移点がシフトするこ

とが分かる．また，内翼側においても図–34と同じく試験結果との一致度は十分とは言

えないが，LST解析結果（図–33を参照）に比べると試験結果と記号 “×（青）” あるい

は記号 “□（赤）”との差は図–33よりも小さくなっている．以上のことから，総合的には

主翼全体の遷移点予測精度は図–35が最も改善されているものと考えられる．

(3) 本章のまとめ

本章では，LSTと LPSEによるNEXST-1主翼の境界層の飛行試験条件における線形

安定性解析と fixedβ法と eN法による遷移点予測を実施し，飛行試験時の層流境界層の

安定特性や主翼全域にわたる本遷移点予測法の有用性を検討した．本章で得た結果を

以下にまとめる．

• NEXST-1自然層流翼が持つ複雑な超音速 3次元層流境界層の安定特性においては

その非平行性による攪乱の不安定化が壁面曲率の安定化に勝り，総合的にはLPSE

解析による N値が LST解析のものより大きくなることが示された．また，横流

れ不安定による定在波は進行波に比べて，N値がかなり小さく，さらに壁面曲率

の影響に対して敏感であることも明らかになった．

• 主翼全域に対する等 N値マップの検討結果から，LST解析結果において存在し

ていた断面間の Ntr.値の差違が非平行性と壁面曲率の効果によって小さくなり，

全体として飛行試験の遷移計測結果との一致度合いが改善された．さらに断面
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Y/s=0.77の LST解析結果において生じたPathological問題が本 LPSE解析により

解消できることが示された．以上により，本研究で構築した LPSEを用いた解析

法が従来の LSTによる解析法に比べ，遷移点予測の観点で有効であることが確

認された．



3 . 時間的空間的に発達する波束型攪乱の遷移特

性に関する検討

(1) 複素特性曲線法の定式化と解析方法

a) くさび型攪乱と 2次元波束型攪乱の実現条件の導出

まず，複素特性曲線法（Complex Ray Theory：CRT）9),43)の概要について述べる．本

研究で仮定した攪乱型（2.13）および（2.16）は次のように表される．

q′ = q̃exp{iΘ (x, z, t)} + c.c. (3.1)

ただしΘは位相関数であり，座標系は第 2章と同様である．攪乱パラメータはΘを用

いて次のように定義できる．

∂Θ

∂t
= −ω, ∂Θ

∂x
= α,

∂Θ

∂z
= β. (3.2)

ここで，第 2章では攪乱パラメータに対して振動リボン型（ωi = βi = 0）を仮定した

が，本章では攪乱の時間的・空間的な消長を考慮して，α，β，ωは全て複素数とする．

一般に，これらの攪乱パラメータは波の分散関係により互いに関係付けられる．本研

究で用いる分散関係式は LST（2.14）と LPSE（2.19）であり，これらは攪乱パラメー

タを用いて次のように書くこともできる．

ω = Ω (α, β, x) . (3.3)

37
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いま，任意の初期条件から発生した波の分散が十分に進んだ状態を考える．この時運

動学的波動理論 44)によれば，波の場全体を攪乱パラメータの場として見なすことがで

きる．そこで式（3.2）を各方向で偏微分すると，攪乱パラメータは以下の適合関係式

を満たすことが分かる．

∂ω

∂x
+
∂α

∂t
= 0,

∂ω

∂z
+
∂β

∂t
= 0,

∂α

∂z
=
∂β

∂x
. (3.4)

ここで，上式に式（3.3）を代入すると次式を得る．

∂α

∂t
+ Ωα

∂α

∂x
+ Ωβ

∂α

∂z
= −Ωx, (3.5a)

∂β

∂t
+ Ωα

∂β

∂x
+ Ωβ

∂β

∂z
= 0, (3.5b)

∂ω

∂t
+ Ωα

∂ω

∂x
+ Ωβ

∂ω

∂z
= 0. (3.5c)

ただし，Ωα = ∂Ω/∂α，Ωβ = ∂Ω/∂βはそれぞれ x，z方向の群速度である．式（3.5）は

攪乱パラメータの特性曲線であり，特に式（3.5b），（3.5c）は群速度Ωα，Ωβで進行す

る波群の βとωは共に不変であることを示している．本研究では式（3.5）に対し，さ

らに 2種類の不安定波（横流れ不安定モード，1stモード）を模擬するモデルを仮定す

る．それらはくさび型攪乱と 2次元波束型攪乱であり，以下各モデルに対する定式化

について説明する．

くさび型攪乱

一般に，横流れ不安定は壁面ラフネスに対して非常に敏感であることが知られてい

る．いま，一定の周波数を持つ攪乱が流れ場のあるスポットから連続的に励起されて

いるとする．この時，波の分散が十分進んだ状態において攪乱パラメータに対して定

常性を課すことができる．そこで式（3.5）において時間に関する偏微分を省略すると，

適合関係式（3.4）より，

Ωα
∂β

∂x
+ Ωβ

∂β

∂z
= 0,

∂ω

∂x
=
∂ω

∂z
= 0， (3.6)
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が成り立つ．式（3.6）の第 2式から，くさび型攪乱のωは時刻だけでなく空間座標に

もよらないことが分かる．ここで，定常性から時間的成長率についてωi = 0を仮定し

た．第 1式は波群の進行方向（群速度方向）には βが一定であることを示しており，そ

の特性曲線の（x-z）平面における勾配 dz/dxは，

dz
dx
= C (ω, β, x)， (3.7)

と表される．ここでCは xと z方向の群速度の比Ωβ/Ωαとする．さらに，これを x方

向に積分すると，

z1 = z|x=x1
=

∫ x1

x0

C (ω, β, x) dx， (3.8)

を得る．ただし積分過程において x = x0における zは零と置いた．ここで，群速度比

Cは安定性理論では一般に複素数である．すると式（3.8）の積分量 zも一般に複素数

の値を持つことになり，空間座標 zの定義を複素数に拡張しなければならない．複素特

性曲線法では現実の物理空間において観測可能な攪乱は，複素数に拡張された空間内

の実軸上に存在すると仮定し，観測点において攪乱が満たすべき条件（実現条件と呼

称）を利用して安定性解析を行う．つまり，攪乱が点 x1において観測されるためには

攪乱パラメータは，

z1,i =

[∫ x1

x0

Cdx

]
i

= z1,i (ωr , βr , βi , x0, x1) = 0， (3.9)

を満たさなければならない．ここで，z1,i は x = x1における複素数 zの虚数部を示す．

式（3.9）は分散関係式（3.3）に加えて攪乱パラメータを関係付ける 1つの条件式（実

現条件）となる．複素特性曲線法を用いない場合，くさび型攪乱に対する分散関係式

（3.3）は

ωr = Ωr (αr , αi , βr , βi , x) ,　　ωi = Ωi (αr , αi , βr , βi , x) = 0， (3.10)

であり，攪乱の未知数（α，β，ω）に対して方程式数が不足しているため，3つをパラメー

タとして与えなければならない．一方，複素特性曲線法における実現条件（3.9）を利



40

用すれば，それらのパラメータのうち 1つは観測点において観測可能なものとして決

定することができる．このようにして，従来の安定性解析において無視されていた攪

乱のスパン方向の消長性 βiの遷移特性に対する効果を効率的に分析することが可能と

なる．なお，実現条件を満たした位置における zの実数部 z1,rは，攪乱が発生して観測

されるまでのスパン方向のずれを表すことになる．

2次元波束型攪乱

次に，2次元的な機構でパルス的に励起される 2次元波束型攪乱を考える．この場合，

攪乱パラメータは時間的には変化するが，ある空間方向に対しては近似的に一様とみ

なすことができる．本研究ではこの空間方向をスパン方向 zとした．しかるに式（3.5）

において zに関する偏微分を省略すると，次式を得る．

∂ω

∂t
+ Ωα

∂ω

∂x
= 0,

∂β

∂t
=
∂β

∂x
= 0. (3.11)

まず第 2式から，2元波束型攪乱の場合には βが一定であることが分かる．ここで，成

長率 βi についてはスパン方向の一様性から βi = 0と置いた．第 1式からは，ωが一定

の波群は前縁直交方向の群速度Ωαで進行することが分かる．その（x-t）平面における

軌跡 tを求めると，式（3.11）から，

t1 = t|x=x1
=

∫ x1

x0

Ω−1
α (ω, β, x) dx， (3.12)

となる．式（3.12）も式（3.8）と同様に非積分関数が複素数であるから，一般に積分

量 tも複素数値をとる．従って，観測点 x1ではその虚数部は零でなければならない．以

上から，2次元波束型攪乱の実現条件が次の形で与えられる．

t1,i =

[∫ x1

x0

Ω−1
α dx

]
i

= t1,i (ωr , ωi , βr , x0, x1) = 0. (3.13)

式（3.13）を利用すれば，攪乱の時間的消長性が安定特性に及ぼす影響を効率的に分析

することができる．また，実現条件を満たした位置における実数部 t1,rは，攪乱が発生

して観測されるまでの経過時刻と解釈できる．
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b) 複素特性曲線法の数値解法

本研究では 2種類のモデルに対する実現条件（3.9）と（3.13）を利用して，観測点に

おいて存在可能な攪乱パラメータを数値解析的な収束法により決定した．どちらの実

現条件についても修正するパラメータを βr とし，初期値ωr，βr，αr，αiは従来の仮定

ωi = βi = 0に基づく LST解析の結果を参考にして設定した．収束法にはNewton法を

用いた．例えばいま，くさび型攪乱に対して解析する場合，観測点 x1における ziが零

でなかったとすると，βr の修正量 dβr は dβr = −zi/ (dzi/dβr)によって与えられる（2次

元波束型の場合には dβr = −ti/ (dti/dβr)）．ここで，複素特性曲線法では群速度の算出

が必要となる．本研究では各群速度を最も簡単な以下の数値微分により近似し求めた．

Ωα ≈
(ω + ∆ω) − ω

α (ω + ∆ω, β′; x) − α (ω, β′; x)
,

Ωβ ≈
∆ω − Ωα∆α
∆β

. (3.14)

ただし，β′はNewton法におけるziあるいは tiの勾配を求めるため，β′ = βとβ′ = β + ∆β

の 2種類の値をとるものとする．また，観測点 x1には飛行試験で計測した遷移位置

（x/ctr.）を，攪乱の発生点 x0には前縁直交方向の成長率 −αi で定義される中立安定点

（すなわち x0 = x0（ω，β））を設定した．また，各攪乱のN値は時間的・空間的消長を考

慮して次のように定義した．

N (x; β, ω) =
∫ x1

x0

(−αi − βiCr) dx，　　　 （くさび型攪乱）， (3.15a)

N (x; β, ω) =
∫ x1

x0

{
−αi + ωi

(
Ω−1
α

)
r

}
dx，　　（2次元波束型攪乱）． (3.15b)

ただし，LPSE解析の場合には式（3.15）の被積分関数の第 1項−αiはσとなる．最後

に，分散関係は時空間的消長を記述できるよう改良を施した LST（2.14）および LPSE

（2.19）の解析コードにより求めた．
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c) 検証計算の結果

本定式化による複素特性曲線法の検証として実行した Blasius型境界層に対する N

値（3.15）の中立安定曲線の計算結果を図–36に示す．実線はくさび型攪乱（実現条件

（3.9）），点線は2次元波束型攪乱（実現条件（3.13））に対する収束解であり，観測点に

おいてN値が零となる攪乱パラメータ（β̂r − ω̂r）が示されている．ただし β̂r = β
∗
rν
∗
e/U

∗
e，

ω̂r = ω
∗
rν
∗
e/U

∗2
e である．また文献

43)に合わせ，攪乱の発生位置はReδ∗ = 3.0× 102，観

測位置はReδ∗ = 5.0× 102とした．結果を見ると，本研究の計算結果（記号 “ ◦ ”：2次

元波束型，“ × ”：くさび型）が検証対象 43)と良く一致していることが確認できる．以

上より，本研究で構築した複素特性曲線法における群速度計算法，収束法は妥当であ

ると判断した．

(2) 解析結果と考察

a) 2次元波束型攪乱に対する解析結果

本章では，NEXST-1飛行試験結果の遷移領域を参照できる代表的な3つの断面（Y/s=0.45，

0.60，0.77）に対して解析を実施した．まず，断面Y/s=0.45に関する結果について述べ

る．本断面の観測点として遷移領域内の x/c1=0.38を設定し，その位置において実現条

件（3.13）を満たす 2次元波束型攪乱に対する結果を示す．初めに複素特性曲線法によ

る解析例を説明するため，図–37と図–38に周波数（ω∗r，ω
∗
i）=（31415，1885）[rad./s]

をパラメータとした時の収束解の結果を与える．なお，このω∗r は第 2章の LST解析の

結果において大きな N値を算出する攪乱の周波数である．図–37は前縁直交方向の複

素群速度Ω∗α∗の結果である．参考として外縁速度U∗s,e（破線）も記載した．実線は LST

解析，点線は LPSE解析による結果であり，その差から非平行性と壁面曲率項を合わせ

た効果を分析することができる．なお，LPSE解析における成長率の尺度として第 2章
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と同じく質量流速（2.26）を用いたところ，解の微妙な数値的振動によって実現条件を

満足する解の得られないケースが多数見られた．従って，本章では解がより滑らかと

なるエネルギーによる尺度（2.25）を採用している．図–37を見ると，LPSE解析によ

るΩ∗α∗は実数部，虚数部共に LST解析の結果と大きく変わらない．なお，虚数部に見

られる x/c0直後の実線と点線の差違は，LPSE解析に特有な初期値の不整合性による

σの過渡的振動 68)によるものと考えられる．この不整合性は初期値が局所平行流近似

を適用した LST解析の解であることに由来する．次に，物理的な群速度に相当する実

数部はU∗s,eを参考にすると，流れ場を通して外縁速度の 27%程度であることが分かる．

虚数部は x/c =0.23付近を除いて非零であり，これは中立安定点（x/c0 ≈ 0.1）からす

ぐ下流側より攪乱が物理空間に存在していないことを意味している．攪乱が再び観測

点 x/c1において物理空間に現れるまでの複素時刻 t∗（Ω∗α∗の逆数の xに関する積分値）

を表したものが図–38である．虚数部 t∗i に着目すると，中立安定点より下流側しばら

くは t∗i は零でない値をとるが，観測点では再び零となっている．また，観測点での実

数部 t∗1,rより不安定波は発達し始めて約 2[ms]後に観測点に到達することが分かる．こ

れは本ケースについては中立安定点から観測点までの距離が 30[cm]程度で群速度が約

160[m/s]（図–37を参照）であることから，物理的にも妥当であると考えられる．なお，

本ケースに対する β∗r の収束値は LST解析によるものが −59.0[m−1]，LPSE解析のもの

が −59.8[m−1]であった．

　 eN法による遷移点予測に関して最も重要な量は，卓越して成長する攪乱のN値であ

る．従って，本研究の方針として従来の仮定ωi = βi = 0に基づく LST解析結果（第 2

章）において，遷移領域で最も成長する攪乱の周波数ωrを優先的なパラメータとし解

析を行った．その周波数帯は断面 Y/s=0.45では 3から 15[kHz]である．これらの周波

数に対してくさび型攪乱と 2次元波束型攪乱の各実現条件を利用して解析した結果，断

面Y/s=0.45の観測点で支配的かつ実現条件を満足する攪乱は全て 2次元波束型（3.13）
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であることが明らかとなった．ここで，受容性に関する知見 69)から飛行試験の遷移機

構においても粘性型不安定は外界の非定常乱れ，横流れ不安定は壁面ラフネスが主と

なり誘起されたと仮定する．LST解析の結果（表–2を参照）によると，断面Y/s=0.45

における卓越モードはその中立安定点が横流れの小さな領域（図–13を参照）に位置し

ており，また外部流線から 70度程傾いていることから 1stモードと予想できる．これ

が局所的に励起されたものとすると，理論的には壁面ラフネスによって誘起されるく

さび型ではなく，むしろ時間的にも消長する 2次元波束型の方が実現されやすいと考

えられる．

　図–37，図–38で示したように複素特性曲線法を利用した 2次元波束型攪乱に対する

解析法においては，ある 1組の（ωr，ωi）に対して観測可能な攪乱の βr が決定される．

この手法を用いて観測点での遷移特性を得るためには多くの（ωr，ωi）の組合せについ

て解析を実施しなければならない．断面Y/s=0.45に関する結果のまとめとして，様々

な周波数 ωr を持つ 2次元波束型攪乱の解析結果を以下に示す．まず，図–39は観測点

におけるパラメータω∗i に対する N値の結果である．なお N値は式（3.15b）により算

出した．図には主要なケースについて周波数ω∗r が記されている．結果について，まず

同じ周波数に対する LST解析結果（実線）と LPSE解析結果（点線）を比較してみる

と，全体の傾向として LPSE解析の N値の方が LST解析のものより大きい．これは第

2章でも述べたように，非平行性の担う不安定化作用が本翼断面の凸の壁面曲率が持つ

安定化作用を卓越したためである．次に，時間的成長率 ωi の影響について考えると，

低い周波数ほどN値のピークを与える位置が負のωi側（時間的に減衰）へ，一方高い

周波数ほどピーク位置が正のωi側（時間的に成長）へシフトしている．しかしながら，

遷移点を予測する際に重要な最大の N値を与えるパラメータ（5[kHz]のケース）に着

目すると，LST，LPSE解析共に最大N値を算出する攪乱のωiはほぼ零であった．これ

は最大の N値を調べる目的に対して，従来の解析で用いてきた仮定ωi = βi = 0が妥当
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であったことを示唆している．次に，伝播角度に対するωiの影響を検討するため，図

–40に ωi に対する観測点での φsを与える．周波数が高くなるにつれて φsは減少する

傾向にある．また，非平行性および壁面曲率項の実現条件を満たした攪乱の伝播角度

に対する影響はさほどない．ωiについては時間的に減衰する場合（ωi < 0）には φsは

減少し，時間的に成長する場合（ωi > 0）には φsは緩やかに上昇する様子が確認でき

る．図–41は各攪乱がその中立安定点から発達し始めて，再び観測されるまでの経過時

刻∆t∗を表している．これより，最大N値を与える攪乱は中立安定点から約 2.5[ms]後

に観測点に到達するものであることが分かった．

b) くさび型攪乱に対する解析結果

次に，外翼断面（断面Y/s=0.60と 0.77）に関する複素特性曲線法を利用した解析結

果を示す．各観測点として断面Y/s=0.77では x/c1 =0.28，断面Y/s=0.60では x/c1=0.26

を設定した．また外翼断面においても断面Y/s=0.45と同じく，第2章での解析結果にお

いて支配的なケースの周波数を優先的なパラメータとして解析を実施した．その結果，

外翼断面においては断面Y/s=0.45の結果とは反対で，観測点における支配的なケース

はくさび型の実現条件（3.9）を満たすが，2次元波束型の条件（3.13）は満たさないこ

とが明らかとなった．従って，以下ではくさび型攪乱に対する解析結果のみを示すこ

とにする．

　結果の一例として，図–42に実現条件（3.9）を満たすくさび型攪乱の複素群速度比

Cの主流方向の推移を与える．ただし，攪乱パラメータは（ω∗r，β
∗
i）=（106814[rad./s]，

85[m−1]）であり，上図は波群の進行方向の前縁直交方向に対する角度 φc，下図はCの

虚数部Ciである．ただし φcは時計回りを正とする．また参考までに各 x/cにおける外

部流線の φc（一点鎖線）も記載した．まず，波群の φc（実線：LST解析，点線：LPSE

解析）は x/c=0.02辺りまでは外部流線のものよりも小さい．図–13を参考にすると，こ

の付近までの横流れ速度は比較的大きく全体として負値を持つ．これは境界層が外部流
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線方向から見て左側に膨らむ横流れを持つことを意味する．従って，波群は x/c=0.02

辺りまでは横流れが膨らむ方向に，それ以降はほとんど外部流線に沿って進行してい

くことが分かる．群速度の虚数部（下図）は計算開始点直後に急激に値が負から正へ

と変わり，その後は緩やかに減少し，x/c=0.14辺りで再び負の方へ移る．また，両図

において LSTと LPSE解析の結果を比較してみると，どちらもほとんど同様な傾向を

示すが，Ci の LPSE解析の結果には上述した初期値の不整合性に起因した振動が計算

開始点直後に生じている．第 2章で触れたように，外翼断面では観測点における支配

的な攪乱の中立安定点の多くが断面Y/s=0.45に比べて上流側に位置している．従って，

初期位置における非平行性も外翼断面の方が強く，この不整合性による影響も比較的

に大きいものと推定される．図–43は図–42のCを積分した結果である．虚数部 ziに着

目すると，計算開始点直後に攪乱が複素空間に進展し（zi , 0），観測点 x/c1で再び物

理空間に現れる様子（zi = 0）が確認できる．また観測点における実数部 z1,rからは，攪

乱がその中立安定点の z0からスパン方向に約 30[cm]離れて観測されることが分かる．

これは，本ケースについては前縁直交方向の波群の進行距離が約 18[cm]，進行方向が

約 60度（図–42を参照）と考えると物理的には妥当である．なお，本ケースに対する

収束値 β∗r は LST解析によるものが 655.9[m−1]，LPSE解析のものが 662.5[m−1]であっ

た．

　以上の解析を様々な周波数に対して実行した結果を以下にまとめる．断面 Y/s=0.60

と0.77の各観測点における β∗i に対するN値の結果をそれぞれ図–44，図–45に示す．こ

こでN値は式（3.15a）に従う．両図の同じ周波数を持つ攪乱のN値を比較してみると，

LPSE解析結果（点線）の N値の方が LST解析（実線）のものより大きい．これは断

面 Y/s=0.45における結果（図–39を参照）と同じく，非平行性の持つ不安定化作用に

よるものである．しかも断面Y/s=0.45の結果では実線と点線の差違は 1もないが，図

–44および図–45においては 2から 3程度と大きい．これも第 2章において述べたよう
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に，外翼断面での中立安定点の多くがより非平行性の強い前縁側に位置しており，そ

の不安定化作用は断面 Y/s=0.45より顕著であるためと考えられる．

　次に βiの影響について考察する．まず LST解析の結果に着目すると，各周波数を持

つ攪乱のN値は βi=0をピーク位置とし，上に凸の曲線となっている．従って，LST解

析による Ntr.値は断面 Y/s=0.45の結果と同様に複素特性曲線法を用いない場合のもの

と同等である．一方，LPSE解析によるN値（点線）は βiが負側で絶対値が増すにつれ

て減少する傾向にあるが，正の場合はその値が増すにつれて緩やかに増加してピーク

位置がシフトしている．図–45における破線は 15[kHz]を持つ攪乱に対する壁面曲率項

を省略した LPSE解析の結果であるが，この場合にも同じ傾向が現れている．従って，

LPSE解析結果において N値のピーク位置が正の βi 方へシフトする振る舞いは，主に

非平行性によるものと考えられる．このことについて考察するため，図–46に図–45の

15[kHz]で 3種類の β∗i（=−25，0，25）をパラメータとする攪乱の各成長率を与える．

図より明らかなように β∗i が負の場合にはその中立安定点が下流側へ，反対に正の場合

には非平行性の強い上流側へシフトしている．ただし，この非平行性を考慮できる安

定方程式は局所平行流近似を適用していない LPSEである．すなわち，LPSE解析の成

長率 σには LST解析にはない不安定化の寄与が含まれている．その結果として LPSE

解析においてのみ，βi=0よりも正の βiの時のN値の方が大きく算出されたものと考え

られる．以上から外翼断面について，LPSE解析に複素特性曲線法を組み合わせた場合

には従来の仮定ωi = βi = 0に基づく解析結果とは異なるNtr.値が得られることが分かっ

た．なお，LPSE解析法における主流方向の刻み幅の変更やVigneronの方法（2.34）の

適用等によって初期値の不整合性による σの振動をなるべく緩和してもピーク位置が

正の βi側へ移行することは不変であった．次に，図–47および図–48に外翼断面におけ

る β∗i に対する φsの結果を与える．両図に共通する全体的な特徴として，定量的には差

はあるものの βi = 0を基準にして |φs|は z方向に成長する場合（βi < 0）には急激に，
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減衰する場合（βi > 0）には緩やかに小さくなり，外部流線方向に傾く．最後に，外翼

断面の各観測点におけるスパン方向へのずれ z∗1,rに対するN値を図–49と図–50にまと

める．図より，支配的なくさび型攪乱は断面 Y/s=0.60においては 40[cm]ほど，断面

Y/s=0.77においては 30[cm]ほどスパン方向に流されて観測されるものと推定される．

これは前縁直交座標系での速度成分を比較した図–14から分かる通り，NEXST-1自然

層流翼は大きな後退角を有しているため，ほぼ外部流線に沿って進行していく波群は

x方向よりも z方向の方へ流されるからである．一方，図–50の断面Y/s=0.77において

N値の小さな低周波数のケース（5，8[kHz]）では結果の図示は省略したが，その中立

安定点が観測点に近い下流領域に位置していることから，結果的に波群は前縁直交方

向からあまり流されないことが分かった．

c) Ntr.値の比較

最後に，eN法を用いた遷移点予測に対する複素特性曲線法の有効性を検討する．表–4

に本章で解析対象とした3つの断面におけるNtr.値をまとめる．なお，断面毎に4種類の

解析手法により得られたNtr.値が記載されている．それらは従来の仮定ωi = βi = 0に基

づくLST解析（1行目），複素特性曲線法を用いたLST解析（2行目），仮定ωi = βi = 0

に基づく LPSE解析（3行目），そして複素特性曲線法を用いた LPSE解析（4行目）の

結果である．まず LST解析について検討すると，仮定ωi = βi = 0に基づく解析結果（1

行目）において最大 6.3のNtr.値の差違が存在する．一方，これに対して複素特性曲線

法を用いてもその差は変わらなかった（2行目）．これは図–39，図–44，図–45で見た

ように，LST解析については最大 N値を算出する攪乱パラメータはωi = βi = 0であっ

たためである．次に，LPSE解析の結果について見ると，従来の解析（3行目）によれ

ば断面間の Ntr.値の差は最大で 4.4である．それに対し，複素特性曲線法と LPSE解析

を組み合わせた場合では，図–46で分析した非平行性によって Ntr.値の差が 4.2とわず

かに小さくなっている．ところで，本研究では飛行試験における計測結果との関係を
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分析するため，計測センサーの位置する断面とそこでの遷移位置を利用した解析しか

実施しなかった．しかし，もし仮に計算数を増やした結果から等 Nマップを描き，そ

こにPathological問題が発生しないと仮定すると，この結果は外翼側のNtr.値を用いた

遷移予測結果と飛行試験の断面Y/s=0.45での結果の一致度が改善されることを意味し

ている．また，別の観点として次章で述べるような非線形成長過程の解析（第 1次不

安定モードの非線形解析あるいはその 2次不安定解析など）に際しては，一般に線形

成長過程において最も成長する攪乱の攪乱パラメータが重要となる．いま，N値の傾

向からこの攪乱パラメータを判断するものとすれば，くさび型攪乱（βi , 0）のN値の

方が卓越するということは，遷移予測の観点においては価値ある知見と考えられる．

(3) 本章のまとめ

本章では，NEXST-1主翼の境界層の飛行試験条件における遷移特性について複素特

性曲線法を用いた解析を実施し，観測点における攪乱パラメータの特徴や fixedβと eN

法による遷移点予測精度に対する有効性を検討した．本章で得た結果を以下にまとめる．

• 飛行試験におけるNEXST-1自然層流翼の遷移現象について，遷移領域において

支配的な攪乱は外翼断面（Y/s=0.60，0.77）ではくさび型，断面Y/s=0.45では 2

次元波束型攪乱であることが明らかとなった．このことは過去の LST解析結果と

同様に，断面Y/s=0.45では 1stモード，外翼断面では横流れ不安定モードが支配

的であることを支持している．

• eN法による遷移点予測の観点では，従来の仮定に基づく解析結果において存在す

る Ntr.値のばらつきが LPSE解析に複素特性曲線法を組み合わせた場合にはさら

に小さくなることが示された．

　最後に，複素特性曲線法は従来の安定性解析では着目されない様々な情報（遷移点
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におけるスパン方向のずれ，観測時間，受容される攪乱型等）が得られるという長所

を有している．また，この手法は従来の 3次元境界層の安定性解析の定式化における

独立変数に対する方程式数の不足という状況に対して，理論的に妥当な新たな関係式

（実現条件）を導入し，一般に攪乱パラメータに課される仮定を排除できるという利点

も有する．従って，本手法は今後の超音速流での自然層流翼に関する設計研究に対し

て，重要な指針を与える点で有効であると考えられる．



4 . 遷移機構における攪乱の非線形相互作用に関

する検討

(1) 安定方程式の定式化と解析方法

a) NPSE（Nonlinear Parabolized Stability Equations）の導出

非線形攪乱方程式

非線形安定方程式NPSE28),29)は前章までの定式化（LSTおよび LPSE）で用いられた

攪乱 q′に関する線形近似を排除することによって導かれる．無次元化した物理量を定

常で z方向に一様な層流解Qと攪乱 q′に分離して，それを支配方程式である式（2.1）

から式（2.7）に代入し，次に層流解Qはそれ自身で支配方程式を満たすとして差し引

けば，次式の非線形攪乱方程式が得られる．(
Lt
∂

∂t
+ Lx

∂

∂x
+ Ly

∂

∂y
+ Lz

∂

∂z
+ Lxx

∂2

∂x2
+ Lyy

∂2

∂y2

+Lzz
∂2

∂z2
+ Lxy

∂2

∂x∂y
+ Lyz

∂2

∂y∂z
+ Lzx

∂2

∂z∂x

)
q′ = F． (4.1)

ここで上式の左辺は式（2.11）のものと一致する．また F = (F1, F2, F3, F4, F5)Tは q′に

ついての非線形項である．本来，この非線形項は圧縮性流体を対象とする場合には µ

の温度依存性により q′の 3次以上の項を含む 70)．これに対しHein54)は，3次以上の非

線形項が重要となるのは高いMach数を有する極超音速流のケースを除いて強い非線

形成長領域のみであることや，高次項を考慮すると計算時間が飛躍的に増大すること
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などを理由に 3次以上の非線形項を省略した．本研究でもこれにならい，式（4.1）の

Fにおいては 2次の非線形項のみを残すこととした．なお，本研究の物理空間におけ

る非線形項 Fはそれぞれ次式で与えられる．

F1 = −
∂U
∂x
ρ′u′ −

(
fwδ
∗κ∗U +

∂U
∂y

)
ρ′v′ − fwδ

∗κ∗ρu′v′　

+
1

2Reδ∗

(
∂U
∂y

∂T
∂y

d3µ

dT3
+
∂2U
∂y2

d2µ

dT2

)
T′2

− ρ′∂u
′

∂t
− F
γMa2

(
∂ρ′

∂x
T′ +

∂T′

∂x
ρ′

)
−

(
FU
∂u′

∂x
+ V
∂u′

∂y
+W
∂u′

∂z

)
ρ′

− ρ
(
Fu′
∂u′

∂x
+ v′
∂u′

∂y
+ w′
∂u′

∂z

)
+

1
Reδ∗

∂U
∂y

d2µ

dT2

∂T′

∂y
T′

+
1

Reδ∗

dµ
dT

(
4
3
∂2u′

∂x2
+
∂2u′

∂y2
+
∂2u′

∂z2
+ fw

1
3
∂2v′

∂x∂y
+

1
3
∂2w′

∂x∂z

)
T′ (4.2)

− 2
3Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂x

(
−2
∂u′

∂x
+ fw
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z

)
+

1
Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂z

(
∂u′

∂z
+
∂w′

∂x

)
+

1
Reδ∗

(
∂T
∂y

d2µ

dT2
T′ +

dµ
dT
∂T′

∂y

) (
fw
∂v′

∂x
+
∂u′

∂y

)
，

F2 = − fw
∂V
∂y
ρ′v′ + δ∗κ∗

(
2Uρ′ + ρu′

)
u′ − ρ′∂v

′

∂t
− 1
γMa2

(
∂ρ′

∂y
T′ +

∂T′

∂y
ρ′

)
　

−
(
FU
∂v′

∂x
+ fwV

∂v′

∂y
+W
∂v′

∂z

)
ρ′ − ρ

(
Fu′
∂v′

∂x
+ fwv

′∂v
′

∂y
+ w′
∂v′

∂z

)
+

1
Reδ∗

d2µ

dT2

(
∂U
∂y

∂T′

∂x
+
∂W
∂y

∂T′

∂z

)
T′

+
1

Reδ∗
dµ
dT

(
fw
∂2v′

∂x2
+ fw

4
3
∂2v′

∂y2
+ fw
∂2v′

∂z2
+

1
3
∂2u′

∂x∂y
+

1
3
∂2w′

∂y∂z

)
T′ (4.3)

− 2
3Reδ∗

(
∂T
∂y

d2µ

dT2
T′ +

dµ
dT
∂T′

∂y

) (
∂u′

∂x
− 2 fw

∂v′

∂y
+
∂w′

∂z

)
+

1
Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂z

(
∂w′

∂y
+ fw
∂v′

∂z

)
+

1
Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂x

(
fw
∂v′

∂x
+
∂u′

∂y

)
，

F3 = −
(
∂W
∂x

u′ +
∂W
∂y
v′
)
ρ′ +

1
2Reδ∗

(
∂2W
∂y2

d2µ

dT2
+
∂W
∂y

∂T
∂y

d3µ

dT3

)
T′2 − ρ′∂w

′

∂t
　　

− 1
γMa2

(
∂ρ′

∂z
T′ +

∂T′

∂z
ρ′

)
−

(
FU
∂w′

∂x
+ V
∂w′

∂y
+W
∂w′

∂z

)
ρ′

− ρ
(
Fu′
∂w′

∂x
+ v′
∂w′

∂y
+ w′
∂w′

∂z

)
+

1
Reδ∗
∂W
∂y

d2µ

dT2

∂T′

∂y
T′
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+
1

Reδ∗
dµ
dT

(
∂2w′

∂x2
+
∂2w′

∂y2
+

4
3
∂2w′

∂z2
+

1
3
∂2u′

∂x∂z
+ fw

1
3
∂2v′

∂y∂z

)
T′

− 2
3Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂z

(
∂u′

∂x
+ fw
∂v′

∂y
− 2
∂w′

∂z

)
+

1
Reδ∗

dµ
dT
∂T′

∂x

(
∂w′

∂x
+
∂u′

∂z

)
+

1
Reδ∗

(
∂T
∂y

d2µ

dT2
T′ +

dµ
dT
∂T′

∂y

) (
fw
∂v′

∂z
+
∂w′

∂y

)
， (4.4)

F4 = − fwδ
∗κ∗ρ′v′ − F

(
∂u′

∂x
ρ′ +
∂ρ′

∂x
u′

)
− ∂ρ

′

∂y
v′ − ∂v

′

∂y
ρ′ − ∂ρ

′

∂z
w′ − ∂w

′

∂z
ρ′， (4.5)

F5 = −
(
1− Ec
γMa2

) (
∂T
∂x

u′ +
∂T
∂y
v′
)
ρ′ +

Ec
2Reδ∗

d2µ

dT2


(
∂U
∂y

)2

+

(
∂W
∂y

)2
 T′2

+
1

2Reδ∗ Pr

∂2T
∂y2

d2µ

dT2
+

(
∂T
∂y

)2 d3µ

dT3

 T′2 +
Ec
γMa2

(
∂ρ

∂x
u′ +
∂ρ

∂y
v′
)
T′

+
Ec
γMa2

∂ρ′

∂t
T′ −

(
1− Ec
γMa2

)
ρ′
∂T′

∂t
+

2
Reδ∗ Pr

∂T
∂y

d2µ

dT2

∂T′

∂y
T′

−
(
1− Ec
γMa2

) (
FU
∂T′

∂x
+ V
∂T′

∂y
+W
∂T′

∂z

)
ρ′

− ρ
(
1− Ec
γMa2

) (
Fu′
∂T′

∂x
+ v′
∂T′

∂y
+ w′
∂T′

∂z

)
+

Ec
γMa2

(
FU
∂ρ′

∂x
+ V
∂ρ′

∂y
+W
∂ρ′

∂z

)
T′

+
Ec
γMa2

T

(
Fu′
∂ρ′

∂x
+ v′
∂ρ′

∂y
+ w′
∂ρ′

∂z

)
+

1
Reδ∗ Pr

dµ
dT

(
∂2T′

∂x2
+
∂2T′

∂y2
+
∂2T′

∂z2

)
T′ (4.6)

+
2Ec
Reδ∗

dµ
dT

{
∂U
∂y

(
∂u′

∂y
+ fw
∂v′

∂x

)
+
∂W
∂y

(
∂w′

∂y
+ fw
∂v′

∂z

)}
T′

− Ecµ
Reδ∗


(
fw
∂v′

∂z
− ∂w

′

∂y

)2

+

(
fw
∂v′

∂x
− ∂u

′

∂y

)2

+

(
∂u′

∂z
− ∂w

′

∂x

)2


+
2Ecµ
Reδ∗


(
∂u′

∂x

)2

+

(
∂u′

∂y

)2

+

(
∂u′

∂z

)2

+ fw

(
∂v′

∂x

)2

+ fw

(
∂v′

∂y

)2

+ fw

(
∂v′

∂z

)2


+
2Ecµ
Reδ∗


(
∂w′

∂x

)2

+

(
∂w′

∂y

)2

+

(
∂w′

∂z

)2
 − 2Ecµ

3Reδ∗

(
∂u′

∂x
+ fw
∂v′

∂y
+
∂w′

∂z

)2

+
1

Reδ∗ Pr
dµ
dT


(
∂T′

∂x

)2

+

(
∂T′

∂y

)2

+

(
∂T′

∂z

)2
．

ただし，各式は上から運動方程式の x成分，y成分，z成分，連続の式，エネルギー方程

式の非線形項に対応している．EcはEckert数でEc= U∗2e

(
x∗0

)/(
C∗pT

∗
e

(
x∗0

))
= (γ − 1) Ma2
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である．また， fwは後述する平均流補正モードの場合を除いて 1をとる定数とする．

有限振幅を持つ場合の攪乱型

一般に，NPSEの解は線形の攪乱型（2.16）とは異なり，次のような 2重フーリエ展

開形によって仮定される．

q′ (x, y, z, t) =
∞∑

m=−∞

∞∑
n=−∞

q̃m,n (x, y) χm,n (x) ei(nβ0z−mω0t)． (4.7)

ここで，χm,nは

χm,n (x) = exp

(
i
∫ x

x0

αm,n (s) ds

)
， (4.8)

とする．ただし，q̃m,nはモード（m，n）の振幅関数，αm,nはその複素波数である．また

β0，ω0はそれぞれ基本モード（m，n）=（1，1）のスパン方向波数と周波数であり，攪

乱の z方向の最大波長と最大周期を表す．なお本章では，まず振動リボン型攪乱の非線

形成長過程に着目するとしてこれらを実数と定義した．これ以後，モード（m，n）と記

載した時はmω0の周波数と nβ0のスパン波数を持つ攪乱のことを指すものとする．た

だし実際の数値計算においては考慮できるモード数に限りがあるため，式（4.7）は

q′ (x, y, z, t) =
M∑

m=−M

N∑
n=−N

q̃m,n (x, y)χm,n (x) ei(nβ0z−mω0t)， (4.9)

のように有限項で近似される．また式（4.9）の左辺は実数であるから，q̃m,nと αm,nは

以下の対称条件を満足する．

q̃−i,− j = q̃†i, j ,　　　　　　α−i,− j = −α†i, j . (4.10)

これは（m− n）平面内の半分の象限に対応する解が判明すれば，残りの解は対称条件

（4.10）から直ちに得られることを意味している．

　式（4.9）を式（4.1）に代入し，各モード（m，n）に対してPSE近似を適用すれば本

研究のNPSEが得られるが，それを示す前に次のようなモデル方程式を考え，NPSEの

特徴について簡単に説明する．

∂u′

∂t
= u′2. (4.11)
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そこで式（4.11）に解（4.7）を代入すれば，∑
m

∑
n

−imω0ũm,nχm,ne
i(nβ0z−mω0t)

=
∑
m′

∑
n′

∑
m′′

∑
n′′

ũm′,n′ũm′′,n′′χm′,n′χm′′,n′′e
i{(n′+n′′)β0z−(m′+m′′)ω0t}，(4.12)

を得る．すると，式（4.12）の両辺は n = n′ + n′′かつm = m′ +m′′となる係数同士で

つり合うことが分かる．従って，あるモード（m，n）を支配する方程式は

−imω0ũm,nχm,n =
∑
m′

∑
n′

ũm′,n′ũm−m′,n−n′χm′,n′χm−m′,n−n′， (4.13)

となる．例えば，流れ場において初めに定在波モード（m，n）=（0，1）が支配的であ

る場合にはその非線形項として（0，±1）×（0，±1）が卓越するから，これらの項を

式（4.13）の右辺に含んでいるモード（0，0），（0，2），（0，−2）が影響を受ける．この

ようにして非線形的に高次のモードが励起されていく．以上の手続きを本研究の定式

化においても考え，オーダーO
[
Re−2
δ∗

]
以上の項を無視する PSE近似を適用すると，本

研究のNPSEは最終的には次式のようにまとめられる．

Am,nq̃m,n + Bm,n

∂q̃m,n

∂y
+ Cm,n

∂2q̃m,n

∂y2
+ Dm,n

∂q̃m,n

∂x
=

F̃m,n

χm,n
． (4.14)

ただし式（4.14）の左辺は線形項であり，各係数行列 Am,nから Dm,nは LPSE（2.19）の

Aから Dの各要素において（α，β，ω）を（αm,n，nβ0，mω0）に書き換えたものと一

致する．右辺の F̃m,nは次式の波数空間における非線形項である．

F (x, y, z, t) = (F1, F2, F3, F4, F5)
T =

M∑
m=−M

N∑
n=−N

F̃m,n (x, y) ei(nβ0z−mω0t)． (4.15)

境界条件は線形の場合のもの（2.15）と同じく，

ũm,n = ṽm,n = w̃m,n = T̃m,n = 0,　　 at　　 y = 0, (4.16a)

ũm,n, ṽm,n, w̃m,n, T̃m,n → 0,　 　 as　 y→ ∞， (4.16b)

を課す．また，各モードの非平行成長率 σm,nは LPSEの場合と同じく式（2.25）ある

いは式（2.26）によって算出した．
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平均流補正モード

モード（m，n）=（0，0）は平均流補正モードと呼ばれる特別なモードであり，境界

層方程式と同型の式によって記述される．これは全体の物理量 q = Q+ q′のスパン方

向の最大波長（2π/β∗0）と最大周期（2π/ω∗0）にわたる平均値と層流部Qに関する同様

の平均値の差を表しており，攪乱と平均流間のエネルギーの流れを担っている．また，

このモードは対称条件（4.10）により

[
q̃0,0

]
i
= 0,

[
α0,0

]
r = 0， (4.17)

を満たすが，一般的には α0,0は虚数部も零と置かれ，平均流補正モードの成長は全て

実数の振幅関数 q̃0,0によって捉えられる
71),54)．本研究では攪乱の非線形的挙動を特徴

付けるための 1つ指標として，この平均流補正モードを利用した以下の 2種類の平均

摩擦係数を導入した．

C f ,u =
2
ρ∗eQ∗2e

µ∗∂
(
U∗ + ũ∗0,0

)
∂y∗


y∗=0

, C f ,w =
2
ρ∗eQ∗2e

µ∗∂
(
W∗ + w̃∗0,0

)
∂y∗


y∗=0

． (4.18)

ただしC f ,u，C f ,wはそれぞれ，x，z方向の速度成分で定義される平均摩擦係数で，µ∗ =

µ∗
(
T∗ + T̃∗0,0

)
である．ここで，平均流補正モードは遷移過程における平均流排除厚さの

主流方向の変化を担っており，これは無限遠点における攪乱の非零な壁面方向速度 v′

によって表現される．従って，平均流補正モードに対してのみ境界条件（4.16b）の ṽ

を外した以下の条件を用いる．

ũ0,0 = ṽ0,0 = w̃0,0 = T̃0,0 = 0,　　 at　　 y = 0, (4.19a)

ũ0,0, w̃0,0, T̃0,0→ 0,　 　 as　 y→ ∞. (4.19b)

さらに，これに関連してHeinは境界条件（4.19）の下では境界層理論におけるスケー

リングを用い，v′をオーダーO
[
Re−1
δ∗

]
と一段小さく見積もった方程式を解く必要があ

ると述べている 54)．本研究でもこれを適用し，平均流補正モードを解く際は各係数行
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列 Aから Dおよび非線形項の式（4.2）から式（4.6）において fwを零と置いた方程式

を解くこととした．

b) 数値解法

離散化の方法

NPSEは数値解析的には LPSEの場合と同様の解法によって解くことができる．すな

わち，式（4.14）の変数変換とその離散化は式（2.31）と式（2.32）に記載した通りで

ある．離散化した式も式（2.33）と同形であり，あるモード（m，n）について，

W′
m,ng

i
m,n = f ′i−1

m,n， (4.20)

となる．ここで，gi
m,n =

(
q̃i,1

m,n, q̃
i,2
m,n, · · · , q̃i,N−1

m,n , q̃
i,N
m,n

)T
であり， f ′i−1

m,nは層流解Q，i − 1と

i − 2における振幅関数 q̃i−1, j
m,n ，q̃i−2, j

m,n ならびに非線形項 F̃m,nの関数である．本研究では

他の多くの研究 54),70),73)を参考にして，攪乱を式（4.9）を用いて一度物理空間に移し，

そこでの非線形項（式（4.2）から式（4.6））を求め，それを式（4.15）の逆変換を利

用して再度波数空間に戻すことによって非線形項 F̃m,nを得た．その際，エイリアジン

グエラーを 3/2ルールに基づくパディング法により除去した 72)．

初期値の設定

計算開始位置において想定するモード（初期モードと呼称）の初期値には，これま

での解析と同じく LST解析の解を利用した．ただし，NPSE解析の場合にはその初期

振幅 A0
m,nを与える必要がある．本研究ではこの A0

m,nと LST解析の固有関数 q̃LS Tを用

いて，攪乱の初期プロフィル q̃m,n (x0, y)を次のように規定した．

q̃m,n (x0, y) = A0
m,n

q̃LS T (y)

q̃max
e−iθmax. (4.21)

ここで，q̃max=
√

2 max
q̃

{
max
y
|q̃LS T|

}
であり，θmaxは q̃maxを与える高さ位置におけるそ

の物理量の位相とする．また，本研究では xにおける各モードの振幅 Am,nを次式によ



58

り定義した．

Am,n (x) = max
q̃

{
max
y

(
Cm,n

∣∣∣q̃m,nχm,n

∣∣∣)} . (4.22)

ここで，Cm,nは平均流補正モードに対しては 1，その他のモードでは
√

2をとる定数と

する．

高次モードの導入方法

初期振幅A0
m,nが小さければ攪乱の振る舞いはほとんど線形的であり，非線形性によっ

て励起される高次モードもさほど重要でない．従って，本研究では計算時間を短縮する

ため，NPSE解析の初めは初期モードについてのマーチングだけを実行し，高次モード

はその非線形項 F̃m,nの最大値がある閾値を超えた場合にのみ解析に導入することにし

た．その閾値はNEXST-1主翼の境界層の解析においては 10−9から 10−14の間で設定し

た．なお，この閾値が極端に小さいあるいは大きい場合には，解析に導入した高次モー

ドの振幅が振動を起こし計算が破たんすることが知られている 73)．また一般に，その

高次モードの初期値は初期モードとは異なる方法によって求めなければならない．こ

れは LST解析において高次モードは強い安定であり，固有値を得ることが困難なケー

スが多数存在するからである．いま位置 x′でモード（m′，n′）の非線形項が閾値を超え

たとすると，そのモードの初期の振幅関数 q̃m′,n′ (x
′, y)を本研究では式（4.14）を直接

解くことによって求めた 73),74)．ただし，局所的な情報によって q̃m′,n′ (x
′, y)を求めるた

め，式（4.14）の係数行列 Dm′,n′の各要素は零と置く．その他の各係数行列 Am′,n′から

Cm′,n′ においては非平行性を担う層流解および壁面曲率項を残すことによって，NPSE

の解と初期値（局所解）間の不整合性による計算開始点直後の非物理的な振動を緩和

するようにした．また αm′,n′の初期値について，その虚数部には若干不安定な値 −10−4

を与え，実数部にはその時点で解析に含まれている全モードの平均値か，あるいは位

相速度の固定条件から推定した値を設定した．なお，位相速度の条件を用いる場合に

は，位相速度あるいは振幅が最も大きなモード（m′′，n′′）の波数の実数部を利用して，
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新たに導入したいモード（m′，n′）の実数部を

[
αm′,n′

(
x′
)]

r =
m′

m′′
[
αm′′,n′′

(
x′
)]

r， (4.23)

により算出した．本研究の試行計算によると，この実数部の推定の仕方が NPSE解析

の数値的安定性の確保に対して非常に重要であり，この推定方法が悪い場合には，新

たに導入したモードの振る舞いがすでに解析に含まれている他のモードの収束性に悪

影響を及ぼし，計算が不安定に陥るケースが度々見受けられた．本研究ではこれに対

する処置として，高次モード導入後の数点はそのモードを非線形項の計算には含めず

にマーチングする対策などを講じた 73)．

非線形解析の流れ

NPSE解析法では解析に含んだ全てのモードが条件（2.17）を満足するまで，式（2.25）

あるいは式（2.26）を用いた更新を繰り返す．なお，収束したモードについては反復計

算からは除外する．また，平均流補正モードについてはその扱い方から α0,0は常に零

と置かれ，反復計算を実行する必要がない．本研究ではその他の全てのモードが収束

した後に平均流補正モードに対する式（4.14）を一度解くことによって振幅関数 q̃0,0を

得る近似的手法を採用した．最後に，本研究の場合の NPSE解析の流れを示すと以下

のようになる．

　　 i) 計算開始位置 x0で初期モードに対するLST（2.14）を解き，その解 q̃LS T，αLS T

　　　 と初期振幅 A0
m,nを用いて式（4.21）のように振幅を規定する．

　　 ii) 1点下流 x = x0 + ∆xに進み層流解を読み込む．

　　 iii) その時点において解析に含まれている各モードの q̃(n)
m,nおよび α

(n)
m,nを用い非線

　　　　形項 F̃m,nを求め，その最大値に基づき，高次モードを解析に含めるかどうか

　 を検討する．

　　 iv) 式（4.20）を解き q̃m,n(x)(n)を算出する．

　　 v) 式（2.17）を用いて α(n)
m,nを更新する．



60

　　 vi) 全てのモードの α(n)
m,nが収束していなければ，手順 iii) から v)を繰り返す．

　　 vii) 全ての α(n)
m,nが収束していれば，もう一度 F̃m,nを計算して式（4.14）を解き，

　　 平均流補正モード q̃0,0を求める．

　　 viii) 手順 ii) に戻り次の位置 x+ ∆xに進む．

c) 検証計算の結果

本研究で構築したNPSE解析コードをNEXST-1主翼の境界層に適用する前に，第 2

章と同じ 3つの層流境界層の非線形安定性解析を実行して解析コードの妥当性を検証

した．層流解は第 2章と同じく，各境界層方程式の相似解を数値的に解いて求めた．

　まず，最も簡単なケースとしてBlasius型境界層を取り上げる 29)．図–51は式（2.36）

の定義で F0=86の無次元周波数を持つ 2次元波（m，n）=（1，0）に対するNPSE解析

の結果である．計算開始位置は Reδ∗ = 400とし，非平行成長率は式（2.25）により算

出した．なお，これ以後のNEXST-1主翼の境界層を含む全てのNPSE解析においても

エネルギー（式（2.25））を成長率の尺度に用いている．初期モードである 2次元波（1

，0）の初期振幅は A0
1,0 = 2.5× 10−3，式（4.9）におけるモード数は M = 5，N = 0とし

た．縦軸は各モードの振幅であり，定義はmax
y

(
C2

m,n

∣∣∣ũm,nχm,n

∣∣∣)である．結果を見ると，
まず本NPSE解析の結果（実線）は検証対象（各記号）とよく一致することが分かる．

次にこの結果から，初期モード（1，0）の振幅が成長していくにつれてその非線形効果

によって 5次までの高調波が励起される様子が確認できる．またこのケースについて

は 2次元波（1，0）が中立安定点（図–7を参照）の上分枝を超えた辺りから，各高調

波の振幅も減少していく．平均流補正モード（0，0）はそれ以後も増加傾向にあるが，

Reδ∗ = 1000以降では同じく減衰する．図–51のReδ∗ = 796における ũm,nの y方向分布

を比較した結果が図–52と図–53である．ただし文献 29)と比較するため定数倍した結

果となっている．図–53の平均流補正モードの分布には文献 29)との若干の差違が見ら

れるが，それ以外の振幅形状の結果に関しては検証対象との一致度は良好である．次
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に，2次元波と 3次元波による非線形相互作用の例を取り上げる．特に 2次不安定理

論におけるH型（Herbert型）攪乱の組合せとして，初期モードとしては 2次元波（2

，0）とその分調斜行波対（1，± 1）を考えた．その結果を図–54に示す．攪乱パラメー

タは 2次元波の無次元周波数が F = 124（F0 = 62），分調斜行波のスパン方向波数が

β∗0δ
∗/Reδ∗ = 3.333× 10−4であり，計算開始位置はReδ∗ = 430，モード数はM = 6，N = 2

とした．初期振幅にはそれぞれ A0
2,0 = 4.57× 10−3，A0

1,±1 = 6.85× 10−5を与えた．また

このケースでは，式（4.21）における q̃maxや各モードの振幅を y方向の最大値ではなく

y∗/δ∗ = 1.3の位置で算出している．初期モードが 2次元波のみであった図–51のケース

では（2，0），（3，0），（4，0），· · · といった高次モードしか生じないが，本ケースでは初

期モードが 3種類の攪乱で構成されているため多くの高次モードが励起される．特に，

斜行波（1，1）がReδ∗ = 500付近から 2次元波（2，0）よりも大きな成長率で発達をし

始め，その初期振幅は 2次元波（2，0）よりもかなり小さいにも関わらず，Reδ∗ = 640

以降では最も大きな振幅を持つことが分かる．なお，斜行波（1，1）の振幅が 4%程度

（A1,1 = 0.04）に達した時点（Reδ∗ = 670辺り）で，本研究のNPSE解析では収束解が

得られなくなり計算がストップした．このケースについても，Reδ∗ = 650以降の高次

モードの振幅においては文献 75),54)との微妙な差違が認められるが，全体の傾向は概ね

一致している．

　次に，圧縮性効果の検証として実施したMae = 1.6の場合の圧縮性平板境界層に関す

るNPSE解析の結果を図–55に与える．層流解のPrandtl数および外縁温度は第2章の時

と同じくPr= 0.72，T∗e = 300[K]とした．一般に，非圧縮性平板境界層における最大成

長モードはSquireの定理から 2次元波であるのに対し，圧縮性境界層における 1stモー

ドの場合にはそれは 3次元波となることが知られている．Changら 24)は Mae = 1.6の

平板境界層に対する非線形解析を実施し，2次元波の振幅が大きくない限り，図–54で

取り上げた 2次不安定機構よりもFaselら 23)の発見した斜行波対による斜行モード崩壊
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（oblique mode breakdown）の方が非線形機構として有効であると報告している．図–55

はその斜行モード崩壊機構を模擬している．初期モードは初期振幅 A0
1,±1 = 1.0 × 10−3

を持つ斜行波対（1，±1）であり，攪乱パラメータには無次元周波数が F0 = 20，スパン

方向波数が β∗0δ
∗/Reδ∗ = 83× 10−6のものを設定した．計算開始位置はReδ∗ = 750，モー

ド数は M = 2，N = 2とした．なお縦軸はmax
y

(
C′m,n

∣∣∣ũm,nχm,n

∣∣∣)で定義される各モードの
振幅である．ただし，C′m,nは斜行波に対しては 2

√
2，定在波は 2，平均流補正モードは

1をとる定数とする．層流解が 2次元であることを踏まえると，モード（1，1）と（1

，− 1）の振幅の振る舞いは全く同等であるからモード（1，− 1）に関する結果の図示は

省略した．ここで斜行波同士が相互作用を引き起こすと，まず 2倍の β∗0を持つ定在波

（0，2）[= (1,1) − (1,−1)]，2倍のω∗0を持つ 2次元波（2，0）[= (1,1) + (1,−1)]，そして

平均流補正モード（0，0）が生じる．結果を見ると，LST解析においては不安定解を持

たない定在波（0，2）が励起された直後から斜行波（1，1）よりも著しく成長していく

様子が分かる．一方，LPSE解析結果の点線を参考にすると，斜行波（1，1）はほとん

ど線形成長に従って発達する．文献 24)と本NPSE解析コードによる計算結果を比較し

てみると，計算終了点付近においては検証対象との差違が見られるが，それ以外での

一致度は良好である．本研究の NPSE解析コードは本ケースに本質的な斜行波対と定

在波間の非線形相互作用の特徴をよく捉えていることから，検証としては本結果で十

分であると考えられる．

　最後に 3次元境界層の代表例として，後退角を有するHiemenz流の非線形解析を実

施した．層流解には Falkner-Skan-Cooke型境界層のm = 1の場合の相似解を使用し，

スパン方向の外縁速度W∗
e と代表長さ l∗ =

√
µ∗/ (ρ∗c)で定義される Reynolds数 Rel∗

（ = ρ∗W∗
el∗/µ∗）は 500とした．ここで，cは前縁直交方向の外縁速度U∗eをU∗e = cx∗に

よって与える場合の定数の係数で，次元は t∗−1である．文献 76)の通り，遷移機構として

（a）一様流乱れが極めて小さな場合，（b）中程度の場合，（c）大きな場合と 3つの遷移シ
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ナリオを考えた．遷移シナリオ（a）は飛行試験環境，（b）と（c）は一般的な風洞試験

環境下における遷移機構を模擬している．ここで自然遷移過程における初期振幅に関

して，遷移シナリオ（a）では定在波，（b）から（c）と一様流乱れがだんだんと大きく

なると進行波が支配的となることが実験的によく知られている．これを踏まえて，遷

移シナリオ（a）では初期振幅A0
0,1 = 1.0×10−3を持つ定在波（0，1）のみ，（b）では（a）

の定在波（0，1）と A0
1,1 = 1.0× 10−4を持つ弱い進行波，（c）では定在波とそれと同じ初

期振幅 A0
1,1 = 1.0× 10−3を持つ進行波，を各攪乱パラメータに設定している．ただし，

初期振幅 q̃m,n (x0, y)はW∗
eにより無次元化した各揺らぎ速度を用いて，

√
|ũLS T| + |w̃LS T|

の最大値が A0
m,nとなるように定めた．また，進行波の無次元周波数は式（2.36）にお

いてU∗eをW∗
eに変更した値で 75，スパン方向波数は β∗0l

∗ = 0.4とした．3つの遷移シ

ナリオにおける各モードの振幅の結果を図–56から図–58にまとめる．ただし各図の横

軸は速度U∗eで定義されるRel∗（ = ρ∗U∗el∗/µ∗）であり，全ての遷移シナリオにおいて計

算開始点は Rel∗ = 186とした．また，縦軸は関しては文献に詳細な定義が記載されて

いなかったため，多くの試行計算の結果から次式により推定できるものと仮定した．

log10

(
Em,n

)
= log10

{
W∗2

e

∫ ∞

0

(∣∣∣ũm,nχm,n

∣∣∣2 + ∣∣∣ṽm,nχm,n

∣∣∣2 + ∣∣∣w̃m,nχm,n

∣∣∣2) dy

}
. (4.24)

図には初期モードに対する線形解析の結果（点線）も示した．どのケースの振幅も非

線形効果により早期に飽和状態となっている様子が確認できる．これは横流れ不安定

が支配的な遷移機構の非線形性に関する特徴の 1つである 19),20)．また，図–57と図–58

における定在波（0，1）の飽和状態における振幅（記号 “ • ”）を比較してみると，図

–58のものが若干低くなっている．これは進行波（1，1）が定在波の発達を抑制したこ

とを意味する．この後退角を有するHiemenz流に対しては，先に述べたBlasius型境界

層および Mae = 1.6の境界層に対する検証結果に比べて検証対象との一致度が低下す

る結果となった．本節では示していないが LPSE解析による成長率の結果においても

すでに微小な差違が存在していることから，定式化や数値解法の違いあるいは本研究
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における振幅の推定方法に原因があると考えている．しかしながら，初期モードの発

達や振幅が飽和する振る舞い，また進行波による定在波の抑制効果などについては本

NPSE解析によっても捉えられている．

　以上の検証計算の結果から，本研究で構築した NPSE解析コードは圧縮性 3次元層

流境界層の基本的な非線形的特性を解析できるものと判断し，次にNEXST-1主翼の境

界層に関する解析に移行した．

(2) 解析結果と考察

a) 1stモードが支配的なケースに関する解析結果

まず，断面 Y/s=0.45での NPSE解析の結果ついて提示する．第 2，3章の線形解析

の結果によれば，断面 Y/s=0.45の遷移位置で支配的な攪乱は 1stモードである．基本

モードの攪乱パラメータは LST解析の結果である表–2から， f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]

のものを選定した．ここで，NEXST-1の飛行試験では支配的な不安定機構の特定を目

的とした計測を行っていないため，遷移位置に関する情報は利用できても初期振幅の

スペクトルに関しては不明である．さらに現在，飛行環境の超音速 3次元境界層の受容

性に関する知見を利用した初期振幅の一般的な推定方法もないものと思われる．従っ

て，解析には初期振幅に関する何らかの仮定が必要である．そこで本研究では，まず

Hein54)，Schraufら 49)，Arnalら 77)を参考にして攪乱パラメータやその中立安定点に依

存しない一定の初期振幅の存在を仮定した．そして，計測した遷移点付近で非線形的

挙動が現れるような初期振幅を見積もる解析を実施した．

　以下でNPSE解析結果を示す前に，本節で想定した非線形相互作用の種類を表–5に

まとめる．ここで，遷移シナリオ 1は検証計算の際に扱ったMae = 1.6の圧縮性平板境

界層において有効な遷移機構の Faselの斜行モード崩壊，遷移シナリオ 2は同じく検証
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計算で扱った図–54におけるH型 2次不安定機構，遷移シナリオ 3はKosinovらの非対

称分調波共鳴機構，そして遷移シナリオ 4と 5は本翼断面での遷移機構において本質

的な不安定モードを調べるために考えた組合せである．なお，参考として表–5の第 3

列にはモード数が M = N = 2の場合に非線形相互作用によって生じ得る高次モードの

種類をまとめた．ただし対称条件（4.10）を考慮し，半数のモードのみ示した．

非線形相互作用による遷移シナリオ 1

まず，斜行モード崩壊である遷移シナリオ 1に対するNPSE解析の結果について述べ

る．図–59は初期振幅 A0
1,±1=5.0×10−5を与えた時の各モードの振幅 Am,nに関する解析

結果である．モード数は M = N = 2とした．検証計算で扱った圧縮性平板境界層にお

いては層流解が 2次元的であるから，モード（1，± 1）は xに対して同じ絶対値で互い

に異なる符号の角度を持つ斜行波対を成すが，NEXST-1主翼の境界層は 3次元的であ

りその対称性が崩れるため，それらは異なる成長率で発達していく（モード（1，1）と

（1，− 1）の発達の違いに着目）．本ケースで考慮したモード数では表–5に示す通り，5

種類のモードが非線形的に励起される．結果を見ると，時間的・空間的に小さなスケー

ルで振動する高次のモードが徐々にエネルギーを獲得し，発達していく様子が見られ

る．そのうち支配的なモードは平均流補正モード（0，0），斜行波（2，− 2），定在波

（0，2）であり，これらは x/c = 0.24付近から次々と初期モード（1，1）の振幅を超えて

成長していく．特に，定在波（0，2）は LST解析の結果（図–19を参照）によるとほと

んど成長しないものであるから，この著しい発達は主に非線形性によるものと考えら

れる．点線で示された初期モードに対する LPSE解析の結果に着目すると，初期モー

ドは計算終了点の x/c = 0.32付近までほぼ線形成長に従い発達することが分かる．こ

れらは斜行モード崩壊の特徴であり，NEXST-1主翼の境界層においてもこの遷移シナ

リオが非線形機構として有効であることを確認することができた．次に，図–59のケー

スの各平均摩擦係数（4.18）をプロットしたものが図–60である．点線は層流解のU∗，
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W∗のみによって定義されるC f である．結果を見ると，どちらの摩擦係数も x/c = 0.28

辺りから層流部のC f を離れ始め，その後すぐに急上昇している．特にスパン方向速度

で定義されるC f ,wにおいてはその上昇が顕著になっている．この層流部のC f から離れ

急上昇する挙動は遷移の開始を示唆している．飛行試験結果と比較すると，この摩擦

係数の上昇位置は計測した遷移位置 x/ctr.よりもやや上流側に位置している．従って次

に，同じ初期モードに対して初期振幅 A0を変えた様々な計算を実行し，x/ctr.で摩擦係

数が急上昇するような A0を決定した．その検討の結果を図–61にまとめる．当然では

あるが，初期振幅が大きくなるにつれて摩擦係数の上昇し始める位置が上流側へ移行

している．この結果から，この遷移シナリオにおける飛行試験結果と整合する初期振

幅はおおよそ 8.5× 10−7であることが明らかとなった．これはATTAS49)飛行試験結果

の T-S不安定が支配的なケースに対する初期振幅 10−6や，Chenら 53)が低乱風洞で実

施したMach数が 3.5の 2次元境界層の試験結果に対して，Changら 24)が推定した斜

行波対の初期振幅 10−6と非常に近い結果となった．ここで，NPSE解析において考慮

すべきモード数 M，Nに関して考察する．まず，Arnalら 77)は DERAで実施された風

洞試験 78)に対するNPSE解析の結果から，モード数は極端に制限するべきではないと

指摘している．一方で，同じく実機の翼を解析対象としたHein54)，Schrauf52)の研究に

よれば，遷移機構に本質的なモードが初期モードに含まれていれば必要最低限のモー

ド数による遷移解析が許されるようである．NEXST-1主翼の境界層を解析対象とした

場合の解析精度に対するモード数の影響を調べるため，遷移シナリオ 1についてモー

ド数を変更して再度解析を行った．その結果を図–62に示す．記号 “ • ” はM = N = 2，

実線は M = N = 4とした場合の結果である．M = N = 4の場合には，少数のモード数

による解析では生じ得ない振幅の比較的大きな高次モード（3，− 3）や（1，− 3）が存

在している．しかしながら，より支配的な高次モードや初期モードの振幅の振る舞い

は少ないモード数（記号 “ • ”）による解析でもよく捉えられていることが分かる．な
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お，本研究では多数のモード数M，Nを考慮した場合，滑らかな解の得られないケース

が度々見られた．これは NPSE解析の数値解析法における高次モードの初期値 [αm,n]r

の推定の難しさに関連しており，本解析コードにおいて今後改善されるべき点と言え

る．ただし可能な範囲で他の遷移シナリオについても同様の試行計算を実施したとこ

ろ，遷移シナリオ 1の場合と同じく高次のモードの追加は全体の遷移機構に大きく影

響を及ぼさなかった．従って，これ以降では原則としてモード数が M = N = 2の場合

のNPSE解析の結果を示していく．その他の解析結果として，図–63と図–64に図–62

のケースの各 x/cにおける振幅
√
|ũ|2 + |w̃|2の y方向分布を示す．ただし図–63では初

期モード（1，± 1），図–64では高次モードの（2，− 2）と（0，2）の分布が描かれてい

る．なお，初期モードについてはそれらの LPSE解析の結果も図–63の各記号により示

した．ただし，“ ◦ ”は x/c = 0.21，“ × ”は 0.31，“ Z ”は 0.35，“ • ”は 0.38での分布で

あり，図–64の実線も同じ位置において表示している．まず初期モード（1，± 1）の振

幅形状について見てみると，計算終了点に近い x/c = 0.38を除いて実線と各記号の差

違は認められないことから，その形状は振幅の結果（図–62を参照）と同じく線形的で

あることが分かる．高次モードのうち振幅の大きな斜行波（2，− 2）は初期モードとほ

ぼ同じ位置（y∗/δ∗が 0.4から 0.6の範囲）にピークを持つ分布をとっている．一方，定

在波（0，2）の形状には x/c = 0.31以降において歪みが見られ，振幅の結果と同様に早

期の非線形効果の顕在化が見られる．次に，図–65に平均流補正モードの結果を示す．

ここで，ũ0,0，w̃0,0，T̃0,0の各実線は図–63および図–64と同じ x/cにおける分布として

図示した．また，これらの結果は各 x/cでの最大値による正規化が施されている．図よ

り，x方向の速度 ũ0,0は流れ場を通して常に正である．平均流補正モードの物理的意味

から，これは攪乱部から平均流へのエネルギーの流れを意味しており，これによって

壁面付近における平均流の速度勾配が大きくなる．一方，z方向の速度 w̃0,0と温度 T̃0,0

に関してはそれぞれ y∗/δ∗ = 0.6と 0.4付近で平均流補正モードが負になる領域がある．
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すなわち，本ケースでの攪乱は w̃0,0や T̃0,0を通して，それぞれの平均流補正モードが負

となる領域において平均流からエネルギーを奪いながら成長していくことが分かった．

非線形相互作用による遷移シナリオ 2

次に，遷移シナリオ 2についての解析結果について示していく．まず前遷移シナリオ

と同じく，計測遷移位置 x/ctr.において平均摩擦係数が上昇し始める初期振幅を決定し

た．結果を図–66に与える．図より，本遷移シナリオの試験結果と合う初期振幅は斜行

モード崩壊の遷移シナリオ 1の場合と同じくおおよそ 8.5× 10−7であることが明らかと

なった．図–67はその初期振幅の時の振幅Am,nの解析結果である．本遷移シナリオの初

期モードは遷移シナリオ 1のものに 2倍の周波数を持つ 2次元波（2，0）を加えたもの

であり，非線形的に励起されるモードの種類は斜行モード崩壊の時と同様である（表

–5を参照）．結果を見ると，斜行波（1，−1）と 2次元波（2，0）が計算終了位置付近ま

でほとんど線形成長に従って発達する点や，定在波（0，2）が非線形性によって著しく

成長する点は遷移シナリオ 1と同じ傾向にある．しかし異なる点として，斜行波（1，1）

が他の初期モードに比べて早期に LPSE解析の結果から離れ始め，急成長している．図

–68から図–70は初期モード（2，0），（1，± 1）と高次モード（2，± 2），（0，2）の振幅関

数の y方向分布を各 x/cにてプロットした結果であるが，こちらも初期モード（1，1）

については，図–67において振幅がちょうど線形の結果から離れ始める位置よりその形

状分布にも非線形性による捻じれが生じている．さらに，モード（1，1）自身の非線形

相互作用によって生じる高次モード（2，2）[=（1，1）+（1，1）]の結果においてもそ

の捻じれが現れている．図–67を見ると，非線形性によるモード（1，1）の急成長が開

始される時（x/c = 0.33辺り），卓越モード（1，− 1）の振幅は約 0.4%（A1,−1 = 0.004）

であることが分かる．図–71はその非線形性による急成長が開始される時の振幅につい

て検討した結果である．どのケースにおいても初期振幅の大きな変化に対して，初期

モードのうちの最低振幅を持つモードは卓越モード（1，− 1）の振幅がおおよそ 0.4か
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ら 2%に達すると，急速な成長を開始することが分かる．これは検証計算で対象とした

2次不安定機構（図–54を参照）において，3次元化が急速に促進される振幅にも近い．

このようにNEXST-1主翼の境界層においても有効な 2次不安定機構を確認することが

できたが，計測遷移位置で遷移が開始されるときの初期振幅は斜行モード崩壊による

遷移機構（遷移シナリオ 1）のものと同等であったことから，少なくとも 2次元波（2

，0）は断面Y/s=0.45における斜行波対を含む遷移機構においては本質的ではないと言

える．

非線形相互作用による遷移シナリオ 3

3つ目の遷移シナリオとして非対称分調波共鳴機構を取り上げる．これはMach数が

2の圧縮性平板境界層に関する実験で実際に観測されている遷移機構である．なお，こ

の初期モードは遷移シナリオ 2と同じく，3つの波の間で共鳴を引き起こす組合せで

ある．本来，共鳴を引き起こす組合せは無数にあるが，本研究では数値解析的困難さ

からモード数を限定して，（2，1），（1，2），（1，− 1）間で共鳴を生じるパラメータ（ω0，

β0）のみを調べた．その結果，（ f ∗0，β
∗
0）=（5[kHz]，−66.6[m−1]）の時，x/c = 0.07に

おいて LST解析結果の波数
[
αm,n

]
r はそれぞれ，

[
α1,−1

]
r = 0.00951，

[
α1,2

]
r = 0.05495，[

α2,1
]
r = 0.06445となり，これらは共鳴条件

[
α1,−1

]
r +

[
α1,2

]
r = 0.00951+ 0.05495= 0.06446≈ [

α2,1
]
r， (4.25)

を満たすが，卓越パラメータを含まないため，線形成長領域におけるN値が小さく，結

果的に飛行試験結果と整合する初期振幅はおおよそ 5.0× 10−6となった．なお，共鳴条

件を満たすその他の初期モードを探したところ，卓越パラメータ（あるいはそれに近

い攪乱パラメータ）を初期モードに含み，かつ式（4.25）の関係を満たす組み合わせを

得ることができなかった．従って，次に卓越モードに近いパラメータとして初期モー

ドを（ f ∗0，β
∗
0）=（5[kHz]，−20[m−1]）とした解析を実施した．図–72は初期振幅に関

する結果，図–73は計測結果と整合する振幅を与えた場合の振幅の結果である．図–72
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より，本ケースについても初期振幅は 8.5× 10−7であった．

非線形相互作用による遷移シナリオ 4

前述の通り，遷移シナリオ 1から 3は基礎的な層流境界層の非線形機構における代表

的な組合せを参考にした．次の遷移シナリオ 4ではモード数を M = N = 2とした場合

に非線形的に励起されるモード数が最も多くなる組合わせを考えた．表–5の通り，こ

れまでの遷移シナリオでは最大で 5種類の高次モードが生じたが，本ケースでは倍以

上である 11種類のモードが非線形的に励起される．その結果をそれぞれ図–74，図–75

に示す．図–75の結果から，初期モード（1，− 1），（1，0）の振幅が成長するにつれて多

くの高次モードが急激に成長している．またそのうち，最もエネルギーを得ている高

次モードは平均流補正モードと定在波（0，1）であった．ただし，このケースについて

も初期振幅の変化に対する平均摩擦係数の結果（図–74を参照）を見ると，初期振幅は

これまで分析した遷移シナリオとほとんど同じ値であった．

非線形相互作用による遷移シナリオ 5

最後に，断面Y/s=0.45での遷移機構において本質的なモードを調べるため，卓越モー

ドである斜行波（1，−1）のみを流れ場に投入した解析を実施した．図–76，図–77はそ

の結果である．まず，これまでの遷移シナリオ 1から 4までの結果と同じく，図–77よ

り初期モード（1，− 1）はほぼ線形成長に従って発達し，その振幅がおおよそ 10%を越

すと計算がストップする．本シナリオにおいては非線形的に励起されるモードは平均

流補正モード（0，0）と斜行波（2，− 2）のみであるにもかかわらず，図–76より，これ

までの遷移シナリオと同じ初期振幅の場合に x/ctr.付近で摩擦係数の上昇が見られる．

以上から，卓越モードを初期モードに含む遷移シナリオに関しては，斜行波（1，− 1）

が遷移の開始位置直前まで支配的な役割を果たすものと考えられる．
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b) 横流れ不安定モードが支配的なケースに関する解析結果

次に，断面Y/s=0.77におけるNPSE解析の結果を示す．本断面ではこれまでの線形

解析の結果によると横流れ不安定モードが支配的であり，その攪乱パラメータは表–2

から f ∗0 = 15[kHz]，β∗0 = 700[m−1]とした．ここで，本断面でのNPSE解析において想

定した遷移シナリオを表–6にまとめる．

非線形相互作用による遷移シナリオ 1

遷移シナリオ 1では卓越モード（1，1）のみを初期モードとするNPSE解析を実施し

た．まず，比較的小さな初期振幅として A0
1,1 = 5.0× 10−6を与えた時の振幅の結果を図

–78に示す．第 2章において述べたように線形解析による N値には断面間で差違があ

り，外翼断面での各 Ntr.値は断面Y/s=0.45のものよりも 5程度小さい（表–2を参照）．

従って，線形成長領域内で初期モードの振幅が達し得るレベルも断面Y/s=0.45での同

じ初期振幅に対するものに比べて低い．まず点線の LPSE解析の結果に着目すると，進

行波（1，1）は x/c = 0.4付近に位置すると推定される中立安定点の上分枝の下流側で

は減衰する．その進行波に対する非線形効果は振幅が約 5%（A1,1 = 0.05）の時に現れ

始めている．しかし，結局は線形の場合と同様に振幅は減衰する．なお，この非線形性

の効き始める振幅が 5%程度であることは，Malikら 76),79)の研究において同様の閾値

として見出されている 4%に近い．この結果を受け初期振幅を大きくすることで，本断

面の計測遷移位置である x/ctr. = 0.28付近で非線形効果が顕在化するようなケースを解

析した．図–79は A0
1,1 = 7.5×10−5の場合の振幅の様子である．まず，前節の 1stモード

に対するNPSE解析の結果においてはすべてのケースで振幅が約 10%を超すと計算が

ストップしたが，図–79の初期モード（1，1）の実線は 10%に達した後もその振幅をし

ばらく保っている．高いレベルで振幅が飽和するこの振る舞いは，検証計算の節で述

べたように横流れ不安定が支配的な遷移機構の特徴の 1つである．すなわち，本ケース

はこれまでの分析結果と同じく，断面Y/s=0.77においては横流れ不安定が支配的であ
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ることを支持する結果となった．図–80に図–79のケースの各平均摩擦係数を与える．

結果を見ると，各C f とも振幅が飽和する位置から線形のもの（点線）から離れ始める

が，1stモードに対する解析結果において見られたような急激なC f の上昇は見られな

かった．この要因の 1つは Kohamaら 21)により発見された高周波 2次不安定以後の非

線形現象が捉えられていないからと考えられる．これに関してHein54)や Li ら 22)の研

究では，高周波 2次不安定現象は対流的性質を備えているとして NPSE解析のモード

数をDNSにおける波数空間の解像度近くまで取り，定在波および進行波が飽和した後

の高周波 2次不安定の解析を実行している．本研究においてもこの飽和した斜行波（1

，1）上に生じる高周波 2次不安定の解析を試みたが，前述した高次モードの初期値に

関する数値解析的困難さからこの現象を捉えることができなかった．今後の課題とし

たい．

非線形相互作用による遷移シナリオ 2

一般に，一様流乱れが小さな飛行試験環境下の横流れ不安定が支配的な遷移機構にお

いては進行波よりも定在波の役割の方が重要である．従って，次に定在波（0，1）のみを

初期モードとした場合の解析結果について述べる．攪乱パラメータはLST解析結果（図

–21を参照）においてN値の大きなケースを参考に，β∗0 = 1400[m−1]とした．モード数

をM = 0，N = 3とした場合の振幅と平均摩擦係数の結果をそれぞれ図–81，図–82に示

す．定在波の場合には線形成長領域におけるN値が進行波に比べてかなり小さいため，

x/ctr.付近で非線形効果が現れるケースを得るためにはその初期振幅を A0 = 8.0× 10−4

以上にしなければならなかった．振幅の解析結果を見ると，定在波（0，1）の振幅が

遷移シナリオ 1と同じ閾値で線形の結果から離れ始め，その後 14%の高い振幅に達し

緩やかに減衰していく様子が確認できる．高次モードである 2つの定在波（0，2），（0

，3）の振幅についてもそのレベルは低いものの初期モード（0，1）と同じく準飽和状

態をとっている．なお平均流補正モードの振幅も同様の傾向を示すが，他の高次モー
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ドと異なってこちらは x/c = 0.34付近で初期モードの振幅を追いぬき，それ以降では

最大の振幅を有している．平均摩擦係数の結果では遷移シナリオ 1（図–80を参照）と

同じく層流部のC f とのずれは見られるが，遷移の開始を意味する急激な上昇は捉えき

れていない．ここで，定在波と平均流補正モードが平均流に及ぼす影響を分析するた

め，図–83と図–84に各 x/cにおける外部流線方向の速度成分の時間平均量 Ū∗sを与え

る．ここで，Ū∗sには元の層流解，定在波ならびに平均流補正モードの寄与が含まれて

いる．また，図–22のように定在波の伝播角度はほぼ外部流線に対して直交している

ことから，Ū∗sはほとんど渦軸方向の速度成分と見なせる．なお各図につき，初期モー

ドの β∗0を用いて 4個所でのスパン位置 zにおける分布が描かれている．ただし，点線

は層流解のみによって定義される Ū∗sとする．まず，図–83の x/c = 0.20においては初

期モードを含むすべてのモードの振幅が比較的小さいため，それらの Ū∗sに対する影響

もほとんどない．振幅が若干大きくなる x/c = 0.25においては明瞭ではないが，z方

向に対して Ū∗sが幅を持つようになる．初期モードおよび高次モードの振幅が顕著な領

域（x/c = 0.30と 0.32）にて描いた結果が図–84である．これらの領域では定在波と平

均流補正モードの Ū∗sに対する効果が明瞭であり，特に x/c = 0.32に現れる著しいプロ

ファイルの捻じれは，Ū∗sが y方向に対して変曲点を持つことを示している．また，ス

パン方向に対するプロファイルにも捻じれが生じていることから，Ū∗sは z方向にも変

曲点を持つことが予想される．実際にはこれらの変曲点が非粘性型不安定を引き起こす

きっかけとなり，流れは高周波 2次不安定を経て乱流へと遷移するものと考えられる．

非線形相互作用による遷移シナリオ 3

最後の遷移シナリオでは前 2つの遷移シナリオで想定した，攪乱パラメータ f ∗0 =

15[kHz]と β∗0 = 700[m−1]を持つ進行波（1，1）と β∗(= 2β∗0) = 1400[m−1]を持つ定在波

（0，2）間の非線形相互作用を考えた．進行波の初期振幅には低乱環境を想定し，定在

波のものより小さな値を設定した．その結果の 1つとして初期振幅 A0
1,1 = 4.0× 10−5と
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A0
0,2 = 8.0×10−4をそれぞれ与えた場合の解析結果を図–85と図–86に示す．図–85より，

進行波の初期振幅は小さいものの線形解析による成長率が定在波より大きいため，計

算開始直後から進行波は著しく発達し，それに続いて定在波（0，2）との直接的な相互

作用により生じるモード（1，− 1）[=（1，1）−（0，2）]も急激に成長する．進行波（1

，1）はその後おおよそ 1%の振幅を超えると線形の結果から離れ始めることから，進

行波のみであった遷移シナリオ 1の場合よりも早期に非線形性が顕在化することが分

かる．進行波（1，1）の振幅が準飽和状態となる点は遷移シナリオ 1と同様であるが，

本ケースでは振幅 A1,1の達するレベルが低く，解析を下流に進めていくと x/c = 0.3以

降において再びエネルギーを獲得して成長する．次に，定在波（0，2）について着目す

ると，このケースも定在波のみであった遷移シナリオ 2と同じく振幅の成長が非線形

効果によって弱められ，準飽和状態となっている．一点鎖線は遷移シナリオ 2（図–81

を参照）における初期モード（0，1）のNPSE解析による振幅を示している．この一

点鎖線と定在波（0，2）の実線を比較してみると，実線のピーク値が一点鎖線よりも低

いことが分かる．これは後退角を有するHiemenz流の場合（図–57と図–58を参照）と

同じく，NEXST-1自然層流翼上の超音速 3次元境界層においても定在波の振幅が進行

波によって抑制されることを意味している．

(3) 本章のまとめ

本章ではNPSE解析によるNEXST-1主翼の境界層の遷移解析を飛行試験条件下で実

施し，断面Y/s=0.45および断面Y/s=0.77における各卓越モードの非線形的挙動を分析

した．本章で得た結果を以下にまとめる．

• 断面Y/s=0.45での卓越パラメータを初期モードに含む様々な遷移機構（遷移シナ

リオ）を解析した結果，ほとんどのケースで初期モードは計測遷移位置 x/ctr.近

傍まで線形成長の傾向を示していた．これより，この断面における支配的な遷移
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機構は 1stモードによるものであり，横流れ不安定を抑制するという自然層流翼

設計の効果を非線形解析によって再確認することができた．

• 様々な遷移シナリオに対する解析において試験結果と整合する初期振幅を検討し

た結果，断面Y/s=0.45では遷移シナリオによらず初期振幅はおおよそ 8.5× 10−7

であることが明らかとなった．これはATTAS飛行試験の Tollmien-Schlichting不

安定が支配的なケースの場合の初期振幅とほぼ同等な値であった．

• 1stモード不安定が支配的な遷移機構の非線形過程について，定在波が励起され

るとその成長は主に非線形性によるものであり，振幅形状にもその捻じれが生じ

やすいことが分かった．特に定在波はかなり大きな成長率で発達することから，

線形解析（LST解析，LPSE解析）ではやはり定在波の成長を過小評価してしま

うことが確認できた．

• 断面 Y/s=0.77での卓越パラメータを含むいくつかの遷移機構について分析した

結果，多くのケースで振幅が 10%を超える高いレベルで準飽和状態となること

が分かった．しかしながら，断面Y/s=0.45において見られたような遷移の開始を

示す平均摩擦係数の急上昇は得られなかった．この一要因としてはおそらく本解

析のモード数M，Nが高周波 2次不安定を捉えられるほど大きくないためと思わ

れる．ただし，高周波 2次不安定のきっかけとなる，定在波の渦軸方向の時間平

均速度が高次モードの振幅が増すにつれて y方向と z方向に変曲点を持つ様子を

本解析によっても捉えることができた．また，NEXST-1自然層流翼上の超音速 3

次元境界層において微妙な振幅を有する進行波が定在波の振幅を抑制する傾向も

確認することができた．

• 初期振幅に関する検討の結果，進行波は初期振幅が 7.5 × 10−5以上，定在波は

8.0×10−4以上でなければ x/ctr.付近で振幅の飽和は達成されないことが分かった．



5 . 結論

　本研究では，飛行試験条件のNEXST-1自然層流翼上に形成される境界層の安定性に

関する分析において，これまでになされていなかった様々な物理的効果を取り込んだ

高精度解析を実施し，試験結果を利用しながら超音速 3次元境界層の遷移機構の詳細

な分析と，本研究で構築した手法の遷移点予測に対する有用性の検討を行った．

　第 2章では，境界層に対して局所平行流近似を適用した従来の線形安定性解析（LST

解析）の高精度化の一環として，壁面曲率と境界層の非平行性の効果を取り扱える線

形放物型安定方程式を用いた解析法（LPSE解析）を構築し，飛行試験で遷移に関する

計測を行った 5断面について遷移特性を詳細に分析した．主要な成果は以下の通りで

ある．

• 遷移点を eN法 *1により予測する場合，LST解析の結果において存在していた断

面間の Ntr.値の差違が非平行性と壁面曲率の効果によって小さくなり，全体とし

て飛行試験による計測結果との一致度が改善された．

• 外翼側の断面 Y/s=0.77の LST解析結果において生じていた弱い Pathological問

題 *2が本 LPSE解析の非平行性の効果により解消され，本予測法の有効性が示さ

∗1最も成長する微小攪乱の振幅がその中立安定点における振幅の eNtr. 倍となった位置を遷移開始点と

する工学的予測手法．Ntr. 値は実験的知見を利用して決定される．

∗2微小攪乱の成長率の積分値として定義される N値の遷移位置における値が，上流側の N値よりも

小さくなり，遷移点の予測を見誤るという問題．
76
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れた．

　第 3章では，現実に即した波束型攪乱（2次元波束型，くさび型）を模擬でき，かつ

攪乱に関する未知数を低減できる Itohの複素特性曲線法を，第 2章の解析に適用して

超音速 3次元境界層の飛行試験条件における遷移解析を実施した．これによって代表

断面（Y/s=0.45，0.60，0,77）の各遷移点において観測可能な攪乱パラメータの特徴を

分析し，eN法による遷移点予測精度に対する複素特性曲線法の有効性を検討した．本

章で得た主要な成果は以下の通りである．

• 従来の LPSE解析結果（第 2章）において見られた Ntr.値のばらつきが，複素特

性曲線法を組み合わせることよってさらに小さくなることが明らかとなった．本

研究では膨大な計算時間を要することから複素特性曲線法を組み合わせた手法で

の等 N値マップを描くことはしなかったが，LPSE解析が Pathological問題を解

決できることを前提とすると，本計算結果は飛行試験結果との一致度の更なる改

善を示しているものと考えられる．

• LST解析の場合には，Ntr.値を算出する目的に対して従来の振動リボン型攪乱の

モデルが妥当であることが明らかとなった．

　第 4章では，線形安定性理論に基づいてきたこれまでの遷移解析法のさらなる拡張

の一環として，攪乱の非線形相互作用を扱える非線形放物型安定方程式による解析法

（NPSE解析）を構築し，非線形機構の詳細な分析と eN法に代わる新たな遷移点予測法

の構築のための知見獲得を目的に，超音速 3次元境界層の遷移解析を実施した．本章

では支配的な不安定性の異なる代表的な 2断面（Y/s=0.45と 0.77）において，各卓越

モードの非線形的挙動を分析した．主要な成果は以下の通りである．

• 線形解析の結果において1stモードによる不安定性が支配的であった断面Y/s=0.45

での卓越モードは，攪乱が成長し始める位置から計測した遷移位置の近傍まで線
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形成長に従って発達することが明らかとなった．一方，線形解析の結果において

横流れ不安定性が支配的であった断面 Y/s=0.77では，早期に非線形性が顕在化

し，多くのケースで振幅が高いレベルで準飽和状態（完全な飽和状態と確定でき

ないため）となることが分かった．これは従来の線形解析に基づく各断面の支配

的な不安定性に関する考察を支持する結果であり，非線形解析によってその詳細

を明らかにしたことは価値ある知見と考える．

• 断面 Y/s=0.45では飛行試験で遷移を導いた攪乱の初期振幅を推定することがで

きた．推定された結果は，過去の亜音速領域での ATTAS飛行試験結果やMach

数が 3.5の場合の平板および円錐境界層の実験結果における初期振幅とほぼ同じ

1.0×10−6であることが分かった．

• NPSE解析は，本研究で対象とした複雑な超音速 3次元境界層の解析に対しても

DNSのような膨大な計算時間を要さない比較的安価な解析手法であり，その結果

においては工学的に重要な平均摩擦係数の急上昇などが捉えられるため，従来の

線形安定性理論と eN法によらない新たな遷移予測法になり得る可能性が十分認

められることが明らかとなった．

　以上より，本研究を通してNEXST-1自然層流翼上の複雑な超音速 3次元境界層の遷

移点予測に関しては，境界層の非平行性と壁面曲率の効果を扱える線形放物型安定方

程式（LPSE）に，攪乱型の種類を選択でき，また攪乱の未知数を低減できる複素特性

曲線法を組み合わせた解析法により安定特性を分析し，その結果をもとに eN法によっ

て遷移点を予測する手法が工学的に優れていることが明らかとなった．また，半経験

的手法である eN法に代わるものとして非線形放物型安定方程式（NPSE）による遷移

解析法の利用も有用であり，次の課題に対するさらなる検討を通して大きな発展の可

能性があることが分かった．なお課題の 1つとしては，まず複素特性曲線法によって

判明した最大成長するくさび型攪乱に対する非線形解析やその横流れ不安定性による
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高周波 2次不安定解析などを詳細に実施し，それらの知見を得る必要があると考える．

次に，NPSE解析を遷移点予測手法に取り入れるためには攪乱の受容性機構に関する解

明と，その知見を活かした初期振幅の推定モデルの構築も不可欠である．



補遺 I . 線形安定方程式の具体的な形

(1) 固有値問題（LST）

LSTの安定方程式（2.14）の各係数行列 A, B,Cは具体的には以下のような物理量で

構成されている．

A =



a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 0

0 a52 0 a54 a55


, B =



b11 b12 0 0 b15

b21 b22 b23 b24 b25

0 b32 b33 0 b35

0 b42 0 0 0

b51 0 b53 0 b55


, C =



c11 0 0 0 0

0 c22 0 0 0

0 0 c33 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 c55


．

ただし，

a11 = iρS +
µ

Reδ∗

(
4
3
α2 + β2

)
,　　

[
S = −ω + αU + βW]

a12 = ρ
dU
dy
− iα

Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

a13 =
αβ

3Reδ∗
µ

a14 =
iα
γMa2

T

a15 =
iα
γMa2

ρ − 1
Reδ∗

(
dµ
dT

d2U
dy2
+

d2µ

dT2

dU
dy

dT
dy

)
a21 =

2iα
3Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

a22 = iρS +
α2 + β2

Reδ∗
µ

a23 =
2iβ

3Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

80
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a24 =
1
γMa2

dT
dy

a25 =
1
γMa2

dρ
dy
− i

Reδ∗

dµ
dT

(
α

dU
dy
+ β

dW
dy

)
a31 =

αβ

3Reδ∗
µ

a32 = ρ
dW
dy
− iβ

Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

a33 = iρS +
µ

Reδ∗

(
α2 +

4
3
β2

)
a34 =

iβ
γMa2

T

a35 =
iβ
γMa2

ρ − 1
Reδ∗

(
dµ
dT

d2W
dy2
+

d2µ

dT2

dW
dy

dT
dy

)
a41 = iρα

a42 =
dρ
dy

a43 = iρβ

a44 = iS

a52 = ρ
dT
dy
− i2Ec

Reδ∗
µ

(
α

dU
dy
+ β

dW
dy

)
,　　　　

[
Ec= (γ − 1) Ma2

]
a54 = −i

EcT
γMa2

S

a55 = iρ

(
1− Ec
γMa2

)
S +
α2 + β2

Reδ∗Pr
µ − 1

Reδ∗

dµ
dT

Ec


(
dU
dy

)2

+

(
dW
dy

)2
 + 1

Pr
d2T
dy2


− 1

Reδ∗Pr
d2µ

dT2

(
dT
dy

)2

b11 = −
1

Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

b12 = −
iα

3Reδ∗
µ

b15 = −
1

Reδ∗

dµ
dT

dU
dy

b21 = −
iα

3Reδ∗
µ

b22 = −
4

3Reδ∗

dµ
dT

dT
dy
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b23 = −
iβ

3Reδ∗
µ

b24 =
T
γMa2

b25 =
ρ

γMa2

b32 = −
iβ

3Reδ∗
µ

b33 = −
1

Reδ∗

dµ
dT

dT
dy

b35 = −
1

Reδ∗

dµ
dT

dW
dy

b42 = ρ

b51 = −
2Ec
Reδ∗
µ

dU
dy

b53 = −
2Ec
Reδ∗
µ

dW
dy

b55 = −
2

Reδ∗Pr
dµ
dT

dT
dy

c11 = −
µ

Reδ∗

c22 = −
4µ

3Reδ∗

c33 = −
µ

Reδ∗

c55 = −
µ

Reδ∗Pr
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(2) 線形放物型安定方程式（LPSE）

LPSEの安定方程式（2.19）の各係数行列 A, B,C, Dは具体的には以下のような物理

量で構成されている．

A =



a11 a12 a13 a14 a15

a21 a22 a23 a24 a25

a31 a32 a33 a34 a35

a41 a42 a43 a44 0

a51 a52 0 a54 a55


, B =



b11 b12 0 0 b15

b21 b22 b23 b24 b25

0 b32 b33 0 b35

0 b42 0 b44 0

b51 0 b53 b54 b55


,

C =



c11 0 0 0 0

0 c22 0 0 0

0 0 c33 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 c55


, D =



d11 0 0 d14 d15

0 d22 0 0 0

0 0 d33 0 0

d41 0 0 d44 0

0 0 0 d54 d55


.

ただし，

a11 = iρS + ρ
∂U
∂x
+
µ

Reδ∗

(
4
3
α2 + β2

)
,　　

[
S = −ω + FαU + βW

]
a12 = ρ

(
∂U
∂y
+ fwδ

∗κ∗U

)
− fw

iα
Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y

a13 =
αβ

3Reδ∗
µ

a14 = U
∂U
∂x
+ V
∂U
∂y
+

1
γMa2

(
∂T
∂x
+ iFTα

)
a15 =

1
γMa2

(
∂ρ

∂x
+ iFρα

)
− 1

Reδ∗

(
dµ
dT
∂2U
∂y2
+
∂U
∂y

d2µ

dT2

∂T
∂y

)
a21 =

2iα
3Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y
− 2δ∗κ∗ρU

a22 = iρS + fwρ
∂V
∂y
+ fw
α2 + β2

Reδ∗
µ

a23 =
2iβ

3Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y

a24 =
1
γMa2

∂T
∂y
− δ∗κ∗U2

a25 =
1
γMa2

∂ρ

∂y
− i

Reδ∗

dµ
dT

(
α
∂U
∂y
+ β
∂W
∂y

)
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a31 = ρ
∂W
∂x
+
αβ

3Reδ∗
µ

a32 = ρ
∂W
∂y
− fw

iβ
Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y

a33 = iρS +
µ

Reδ∗

(
α2 +

4
3
β2

)
a34 = U

∂W
∂x
+ V
∂W
∂y
+

iβ
γMa2

T

a35 =
iβ
γMa2

ρ − 1
Reδ∗

(
dµ
dT
∂2W
∂y2
+

d2µ

dT2

∂W
∂y

∂T
∂y

)
a41 =

∂ρ

∂x
+ iFρα

a42 = fwδ
∗κ∗ρ +

∂ρ

∂y

a43 = iρβ

a44 = iS +
∂U
∂x
+
∂V
∂y

a51 = ρ
∂T
∂x
− Ec

∂P
∂x

a52 = ρ
∂T
∂y
− fw

i2Ec
Reδ∗
µ

(
α
∂U
∂y
+ β
∂W
∂y

)
a54 = −i

EcT
γMa2

S +

(
1− Ec
γMa2

) (
U
∂T
∂x
+ V
∂T
∂y

)
a55 = iρ

(
1− Ec
γMa2

)
S − Ec
γMa2

(
U
∂ρ

∂x
+ V
∂ρ

∂y

)
+
α2 + β2

Reδ∗ Pr
µ

− 1
Reδ∗

dµ
dT

Ec


(
∂U
∂y

)2

+

(
∂W
∂y

)2
 + 1

Pr
∂2T
∂y2

 − 1
Reδ∗ Pr

d2µ

dT2

(
∂T
∂y

)2

b11 = ρV −
1

Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y

b12 = − fw
iα

3Reδ∗
µ

b15 = −
1

Reδ∗

dµ
dT
∂U
∂y

b21 = −
iα

3Reδ∗
µ

b22 = fwρV − fw
4

3Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y
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b23 = −
iβ

3Reδ∗
µ

b24 =
T
γMa2

b25 =
ρ

γMa2

b32 = − fw
iβ

3Reδ∗
µ

b33 = ρV −
1

Reδ∗

dµ
dT
∂T
∂y

b35 = −
1

Reδ∗

dµ
dT
∂W
∂y

b42 = ρ

b44 = V

b51 = −
2Ec
Reδ∗
µ
∂U
∂y

b53 = −
2Ec
Reδ∗
µ
∂W
∂y

b54 = −
Ec
γMa2

TV

b55 = ρV

(
1− Ec
γMa2

)
− 2

Reδ∗ Pr
dµ
dT
∂T
∂y

c11 = −
µ

Reδ∗

c22 = − fw
4µ

3Reδ∗

c33 = −
µ

Reδ∗

c55 = −
µ

Reδ∗Pr

d11 = ρU

d14 = Ωp
T
γMa2

d15 = Ωp
ρ

γMa2

d22 = fwρU
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d33 = ρU

d41 = ρ

d44 = U

d54 = −Ωp
Ec
γMa2

TU

d55 = ρ

(
1− Ωp

Ec
γMa2

)
U



補遺 II . LST の数値解法の詳細

4次精度の Euler-Maclourin公式は次のようになる．

φk
i − φk−1

i =
hk

2

(
dφi

k

dy
+

dφi
k−1

dy

)
−

h2
k

12

(
d2φi

k

dy2
−

d2φk−1
i

dy2

)
+O

[
h5

k

]
, (i = 1, · · · ,8) . (II.1)

ただし，hk = yk − yk−1は刻み幅で，k = 0は壁面，k = Nは無限遠点での値であること

を示す．ここで，式（II.1）を用いるために式（2.27）を yで微分すると，

d2Ψ

dy2
= bΨ ,

bi j =
dai j

dy
+

8∑
l=1

ail al j , i, j = 1, · · · ,8
， (II.2)

となる．次に，式（II.2）と式（2.27）を式（II.1）に代入すると，φk
i −

hk

2

8∑
j=1

ak
i jφ

k
j +

h2
k

12

8∑
j=1

bk
i jφ

k
j

 (II.3)

−
φk−1

i +
hk

2

8∑
j=1

ak−1
i j φ

k−1
j +

h2
k

12

8∑
j=1

bk−1
i j φ

k−1
j

 = 0, (i = 1, · · · ,8)，

を得る．上式をさらに簡単に書くと，

8∑
j=1

Pk
i jφ

k
j +

8∑
j=1

Qk−1
i j φ

k−1
j = 0， (II.4)

となる．ここで，Pi j およびQi j は以下で定義される係数行列とする．

Pk
i j =


−hk

2 ak
i j +

h2
k

12bk
i j , (i , j) ,

1− hk

2 ak
i j +

h2
k

12bk
i j , (i = j) ,

Qk−1
i j =


−hk

2 ak−1
i j −

h2
k

12bk−1
i j , (i , j) ,

−1− hk

2 ak−1
i j −

h2
k

12bk−1
i j , (i = j) .

(II.5)

これらを文献 57),81),80)に従い，次のような 3重対角行列にまとめる．

AkΨk−1 + BkΨk + CkΨk+1 = 0, (k = 0,1, · · · ,N − 1,N) . (II.6)
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ただし，Ak (k = 1, · · · ,N)，Bk (k = 0, · · · ,N)，Ck (k = 0, · · · ,N − 1)の具体的な形は次の

ようになる．

Ak =



Qk−1
11 Qk−1

12 Qk−1
13 Qk−1

14 Qk−1
15 Qk−1

16 Qk−1
17 Qk−1

18

Qk−1
21 Qk−1

22 Qk−1
23 Qk−1

24 Qk−1
25 Qk−1

26 Qk−1
27 Qk−1

28

Qk−1
31 Qk−1

32 Qk−1
33 Qk−1

34 Qk−1
35 Qk−1

36 Qk−1
37 Qk−1

38

Qk−1
41 Qk−1

42 Qk−1
43 Qk−1

44 Qk−1
45 Qk−1

46 Qk−1
47 Qk−1

48

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0



, (k = 1, · · · ,N) , (II.7)

Bk =



Pk
11 Pk

12 Pk
13 Pk

14 Pk
15 Pk

16 Pk
17 Pk

18

Pk
21 Pk

22 Pk
23 Pk

24 Pk
25 Pk

26 Pk
27 Pk

28

Pk
31 Pk

32 Pk
33 Pk

34 Pk
35 Pk

36 Pk
37 Pk

38

Pk
41 Pk

42 Pk
43 Pk

44 Pk
45 Pk

46 Pk
47 Pk

48

Qk
51 Qk

52 Qk
53 Qk

54 Qk
55 Qk

56 Qk
57 Qk

58

Qk
61 Qk

62 Qk
63 Qk

64 Qk
65 Qk

66 Qk
67 Qk

68

Qk
71 Qk

72 Qk
73 Qk

74 Qk
75 Qk

76 Qk
77 Qk

78

Qk
81 Qk

82 Qk
83 Qk

84 Qk
85 Qk

86 Qk
87 Qk

88



, (k = 1, · · · ,N − 1) , (II.8)

Ck =



0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

Pk+1
51 Pk+1

52 Pk+1
53 Pk+1

54 Pk+1
55 Pk+1

56 Pk+1
57 Pk+1

58

Pk+1
61 Pk+1

62 Pk+1
63 Pk+1

64 Pk+1
65 Pk+1

66 Pk+1
67 Pk+1

68

Pk+1
71 Pk+1

72 Pk+1
73 Pk+1

74 Pk+1
75 Pk+1

76 Pk+1
77 Pk+1

78

Pk+1
81 Pk+1

82 Pk+1
83 Pk+1

84 Pk+1
85 Pk+1

86 Pk+1
87 Pk+1

88



, (k = 0, · · · ,N − 1) . (II.9)
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境界条件（2.29）は k = 0と Nにおける行列 Bに反映され，それぞれ

BN =



PN
11 PN

12 · · ·

PN
21

. . .

...

PN
41 · · · PN

48

1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0



, B0 =



1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

Q0
51 Q0

52 · · ·

Q0
61

. . .

...

Q0
81 · · · · · · Q0

88



，

(II.10)

となる．このように式（II.6）は 8× 8の行列を各要素に持つ 3重対角行列：

LΨ ′ = 0， (II.11)

となり，非自明な解Ψ ′が得られるためには左辺の行列 Lの det[L]は零でなければなら

ない．ここで，Ψ ′ =
[
Ψ0 Ψ1 · · · ΨN−1 ΨN

]T
であり，

L =



B0 C0 0 · · · 0

A1 B1 C1 0 · · ·

0 A2 B2 C2 0
...

. . .

. . .
...

0 AN−2 BN−2 CN−2 0

· · · 0 AN−1 BN−1 CN−1

0 · · · 0 AN BN



，

である．本研究で採用した手法では非自明な解Ψを得るために，まず境界条件のうち

φ0
1 = 0を外し，代わりに φ0

4 = 1を課す．これは，一般に零でない壁面の圧力値 p̃ (0)を

用いて式（II.11）を正規化することを意味する．すると，第1行を (1 0 0 0 0 0 0 0)T，

残りの行を零と置いた行列 Hを用いて，式（II.11）は

L′Ψ ′ = H， (II.12)
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となる．ただし，行列 L′は式（II.10）の B0を

B0 =



0 0 0 1 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1 0

Q0
51 Q0

52 · · ·

Q0
61

. . .

...

Q0
81 · · · · · · Q0

88



， (II.13)

に書き換えた行列 Lである．式（II.12）から分かる通り，この場合には方程式が非斉

次形となるため L′の逆行列 L′−1を用いて解Ψ ′を得ることができる．そして，その解

が境界条件 φ0
1 = 0を満足するよう，攪乱パラメータ（α，β，ω）を修正する．例えば

得られた解が φ0
1 , 0であり，修正量 ∆φ0

1を用いて φ
0
1 + ∆φ

0
1 = 0を満足するとする．い

ま修正するパラメータを αとすると，

φ0
1 + ∆φ

0
1 = φ

0
1 +
∂φ0

1

∂α
∆α = 0， (II.14)

で，さらに式（II.12）を αで微分すると，

∂Ψ ′

∂α
= −L′−1∂L

′−1

∂α
Ψ ′， (II.15)

であるから，この 2つの式を用いて修正量∆αを算出し，次の計算においてα→ α+∆α

と置いて計算を実行する．この一連の手順を φ0
1 = 0が満たされるまで行う．なお，逆

行列 L′−1は LU分解法により求めた．　



補遺 III . 検証計算のための層流解の算出方法

　検証計算で用いた層流解に関する定式化とその数値解析法は文献 9)，59)，80)，81)，82)に基

づいている．以下，各層流境界層についてその概要を簡単に述べる．

Falkner-Skan-Cooke（FSC）型境界層

FSC型境界層は壁面曲率項を省略した非圧縮性 3次元流れの場合の式（2.1）から式

（2.4）によって記述される．ここで，一定の後退角度 θ = tan−1 (
W∗
∞/U

∗
∞
)
でスパン方向

zに無限に伸びた物体を考えると，その境界層プロフィルは z方向に依存しない．また

スパン方向の外縁速度Weは x方向に対しても一定とみなすことができる．この時，境

界層方程式は次のように書かれる．

U∗
∂U∗

∂x∗
+ V∗

∂U∗

∂y∗
= U∗e

dU∗e
dx∗
+
µ∗

ρ∗
∂2U∗

∂y∗2
, (III.1)

U∗
∂W∗

∂x∗
+ V∗

∂W∗

∂y∗
=
µ∗

ρ∗
∂2W∗

∂y∗2
, (III.2)

∂U∗

∂x∗
+
∂V∗

∂y∗
= 0. (III.3)

ここで，境界層外縁における x方向の速度U∗eをU∗e = Ax∗mの形で仮定し，さらに以下

の相似変数 ηと流れ関数Ψ を導入する．

η =
y∗

δ∗
=
y∗√
µ∗ex∗

U∗eρ
∗
e

, Ψ =

√
U∗eµ∗ex∗

ρ∗e
F (η) . (III.4)
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ただし，Aは定数，mは加速勾配に関するパラメータであり，Hartree数とβH = 2m/(1+m)

によって結ばれている．式（III.4）から速度Uと Vはそれぞれ以下で与えられる．

U∗ =
∂Ψ

∂y∗
= U∗eF′, V∗ = −∂Ψ

∂x∗
= − µ

∗
e

2ρ∗eδ∗
{(m+ 1) F + (m− 1) ηF′}． (III.5)

ここで “ ′ ” は ηについての導関数であることを意味する．また，スパン方向速度Wは

次の形で仮定する．

W∗ =W∗
eG (η) . (III.6)

式（III.5）と式（III.6）を式（III.1）と式（III.2）に代入すると，

F′′′ +
m+ 1

2
FF′′ +m

{
1− (

F′
)2
}
= 0, G′′ +

m+ 1
2

FG′ = 0， (III.7)

を得る．境界条件には次式を課す．

G = F = F′ = 0 at η = 0, (III.8a)

G→ 1, F′ → 1 as η→ ∞. (III.8b)

式（III.7）および式（III.8）がFSC型境界層の場合の解くべき方程式である．なお，式

（III.7）においてm= 0とした場合の第 1式は，Blasius型非圧縮性平板境界層の層流解

を与える．

圧縮性 2次元平板境界層

圧縮性を考慮した場合の 2次元平板境界層方程式は次のようになる．

U∗
∂U∗

∂x∗
+ V∗

∂U∗

∂y∗
=

1
ρ∗
∂

∂y∗

(
µ∗
∂U∗

∂y∗

)
, (III.9)

U∗
∂T∗

∂x∗
+ V∗

∂T∗

∂y∗
=
µ∗

C∗pρ∗

(
∂U∗

∂y∗

)2

+
1
ρ∗ Pr

∂

∂y∗

(
µ∗
∂T∗

∂y∗

)
， (III.10)

∂ρ∗U∗

∂x∗
+
∂ρ∗V∗

∂y∗
= 0． (III.11)
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これらの方程式に

dξ = ρ∗eµ
∗
eU
∗
edx∗, dη =

U∗e√
2ξ
ρ∗dy∗， (III.12)

による Levy-Lees変換を施し，さらに流れ関数Ψ：

Ψ =
√

2ξF (η) ,

(
ρ∗U∗ =

∂Ψ

∂y∗
, ρ∗V∗ = −∂Ψ

∂x∗

)
， (III.13)

とエンタルピー hおよび全エンタルピー H：

h∗ = C∗pT
∗, H∗ = h∗ +

1
2

U∗2 = H∗eG (η)， (III.14)

を導入すれば，最終的には

(
c̄F′′

)′
+ FF′′ = 0,

(
a1G

′ + a2F′F′′
)′
+ FG′ = 0， (III.15)

を得る．ただし，

c̄ =
µ∗ρ∗

ρ∗eµ
∗
e

, a1 =
c̄
Pr
, a2 =

(γ − 1) Ma2
e

1+ 1
2 (γ − 1) Ma2

e

(
1− 1

Pr

)
c̄，

Mae=
U∗e√
γR∗T∗e

， (III.16)

である．境界条件は温度に対して断熱条件を用いた以下を課した．

G′ = F = F′ = 0 at η = 0, (III.17a)

G→ 1, F′ → 1 as η→ ∞. (III.17b)

以上，式（III.15）から式（III.17）が圧縮性平板境界層の場合の解くべき方程式である．

数値解法

本研究ではFSC型境界層方程式（III.7）と圧縮性平板境界層方程式（III.15）をシュー

ティング法により数値的に解いた．この手法を用いるため，式（III.7）を次のように書

き換える． 
F′ = u,

u′ = v = F′′,

v′ = −1
2 (m+ 1) Fv −m

(
1− u2

)
.

(III.18)
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境界条件は

F (0) = u (0) = 0, v (0) = s. (III.19a)

u (η∞) = 1， (III.19b)

となる．ここで，式（III.19a）における sは壁面せん断応力に関連した一般に零でな

い値である．シューティング法では式（III.19a）の初期値をもとに式（III.18）を積分

し，その解が式（III.19b）を満たすよう初期値 sを修正する．本研究では数値積分法に

Runge-Kutta法，収束法にNewton法を採用した．いま ϕ (s) = u (η∞, s)−1について，あ

る sの時の解が ϕ (s) , 0であったとすると，その修正量 dϕ（ϕ (s) + dϕ (s) = 0）から s

の修正量 dsは

ds= −u (η∞, s) − 1
∂u
∂s (η∞, s)

， (III.20)

によって与えられる．式（III.20）の右辺の分母 ∂u/∂sは式（III.18）から式（III.19b）

を sで偏微分した場合の問題，
F̄′ = Ū,　　　　　F̄ (0) = 0,

Ū′ = V̄,　　　　　Ū (0) = 0,

V̄′ = −1
2 (m+ 1)

(
F̄v + FV̄

)
+ 2muŪ,　　V̄ (0) = 1，

(III.21)

から求めることができる．ここで，“ 　̄ ” は sに関する偏微分を施した変数であること

を意味する．

　圧縮性境界層方程式も同様に解かれる．例えば，式（III.15）の第 1式は 1階常微分

方程式系に書き直すと，
F′ = u,

u′ = v,

w′ = −Fv,　 (w = c̄v) .

　　　


G′ = p,

q′ = −Fp,　 (q = a1p+ a2uv)，
(III.22)
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となる．境界条件は零でない sと tを用いて，

F (0) = u (0) = p (0) = 0, v (0) = s, w (0) = s
µ∗

(
T∗w

)
T∗e

µ∗eT∗w
, G (0) = t, (III.23)

F′ (η∞) = 1, G (η∞) = 1， (III.24)

となる．ここで，壁面温度 Twは

T∗w = T∗e

{
1+

1
2

(γ − 1) Ma2
e

}
t， (III.25)

である．
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表– 1 オーダーに基づく層流解の分類

オーダー 1 　Re−1
δ∗ 　Re−2

δ∗

物理量 Qpl,
∂Qpl

∂y
,
∂2Qpl

∂y2
∂Qpl

∂x ,V,
∂V
∂y
, ∂

2V
∂y2

∂2Qpl

∂x2 ,
∂V
∂x

　　　　 ∗Qpl は壁面垂直方向の速度 Vを除く物理量

表– 2 計測した遷移位置 x/ctr.で最大の N値を与える攪乱の特性（LST解析による）

断面 Y/s=0.45 　 Y/s=0.60 　 Y/s=0.77

( f ∗max[kHz]，β∗max[m
−1]) （5，−50） （10，450） （15，700）

Ntr.値 9.6 4.4 4.7

x/cneu. 0.0736 0.0252 0.0182

φs,max[度] 73 −75 −79

表– 3 各手法により得られた Ntr.値

断面 Y/s=0.45 Y/s=0.60 Y/s=0.77

LST解析 9.6 4.4 4.7

壁面曲率項を省略した LPSE解析 9.8 6.6 7.0

LPSE解析 9.7 6.4 6.5
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表– 4 複素特性曲線法により得られた Ntr.値

断面 Y/s=0.45 　 Y/s=0.60 　 Y/s=0.77

LST（βi = ωi = 0） 10.8 4.5 4.9

LST+CRT 10.8 4.5 4.9

LPSE（βi = ωi = 0） 11.3 6.9 7.4

LPSE+CRT 11.3 7.1 7.8

表– 5 断面 Y/s=0.45でのNPSE解析において想定した遷移シナリオ

シナリオ 初期モード 非線形的に励起されるモード [M = N = 2]

1 （1，± 1） （0，0），（2，± 2），（0，2），（2，0）

2 （2，0），（1，± 1） （0，0），（2，± 2），（0，2）

3 （2，1），（1，2），（1，− 1） （0，0），（2，− 2）

4 （1，0），（1，− 1） （0，0），（2，± 2），（1，1），（0，1），

（0，2），（2，0），（2，± 1），（1，± 2）

5 （1，− 1） （0，0），（2，− 2）

表– 6 断面 Y/s=0.77でのNPSE解析において想定した遷移シナリオ

シナリオ 初期モード 非線形的に励起されるモード

1 （1，1） （0，0），（2，2） [M = N = 2]

2 （0，1） （0，0），（0，2） [M = 0，N = 3]

3 （0，2），（1，1） （0，0），（1，− 1），（1，± 3） [M = 1，N = 3]
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図– 1 JAXA小型超音速実験機 NEXST-1を用いた飛行試験の結果 34)．圧力分布

図– 2 JAXA小型超音速実験機 NEXST-1を用いた飛行試験の結果 34)．遷移位置



109

∞Q

x

z

y

xs

ys

zs

図– 3 本研究の座標系．（x, y, z）は前縁直交座標系；（xs, ys, zs）は外部流線座標系
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長率の比較．記号は文献 56)；実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析；

破線は式（2.26）を用いた LPSE解析の結果
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献 63)；実線は進行波 (ω, β) = (−0.01,−0.14)；点線は定在波 (ω, β) = (0,−0.19)に対する
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破線は Y/s=0.77上での推移
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図– 20 断面 Y/s=0.60における定在波の N値（LST解析の結果）
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図– 21 断面 Y/s=0.77における定在波の N値（LST解析の結果）
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図– 22 各断面におけるスパン方向波数 β∗=800[m−1]を持つ定在波の外部流線に対する伝播角

度 φs（LST解析の結果）．実線は Y/s=0.45；点線は Y/s=0.60；破線は Y/s=0.77での

結果
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図– 23 断面 Y/s=0.45における進行波の N値（LST解析の結果）
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図– 24 断面 Y/s=0.60における進行波の N値（LST解析の結果）
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図– 25 断面 Y/s=0.77における進行波の N値（LST解析の結果）
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図– 26 断面 Y/s=0.77における定在波の N値．実線は LST解析；破線は壁面曲率項を省略し

た式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解析の結果
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図– 27 断面 Y/s=0.77におけるスパン方向波数 β∗=1200[m−1]を持つ定在波の伝播角度 φs．実

線は LST解析；破線は壁面曲率項を省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁

面曲率項を考慮した LPSE解析の結果
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図– 28 断面Y/s=0.45における支配的な進行波の N値．実線は LST解析；破線は壁面曲率項を

省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解析の結果
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図– 29 断面Y/s=0.60における支配的な進行波の N値．実線は LST解析；破線は壁面曲率項を

省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解析の結果
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図– 30 断面Y/s=0.77における支配的な進行波の N値．実線は LST解析；破線は壁面曲率項を

省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解析の結果
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曲率項を省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解

析の結果
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図– 32 断面 Y/s=0.51と 0.70における支配的な攪乱の N値．実線は LST解析；破線は壁面曲

率項を省略した式（2.26）による LPSE解析；点線は壁面曲率項を考慮した LPSE解析

の結果
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図– 33 LST解析による等 N値マップ．□（赤）は断面 Y/s=0.77での Ntr.=4.7；×（青）は断面

Y/s=0.60での Ntr.=4.4；△（緑）は断面 Y/s=0.45での Ntr.=9.6を用いた場合の結果
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図– 34 壁面曲率項を省略した LPSE解析による等 N値マップ．□（赤）は断面 Y/s=0.77での

Ntr.=7.0；×（青）は断面 Y/s=0.60での Ntr.=6.6；△（緑）は断面 Y/s=0.45での Ntr.=9.8

を用いた場合の結果
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図– 35 LPSE解析による等 N値マップ．□（赤）は断面 Y/s=0.77での Ntr.=6.5；×（青）は断

面 Y/s=0.60での Ntr.=6.4；△（緑）は断面 Y/s=0.45での Ntr.=9.7を用いた場合の結果
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図– 36 複素特性曲線法を利用した LST解析によるBlasius型境界層の中立安定曲線の比較．記

号は本研究の解析結果；実線はくさび型攪乱（条件（3.9），N値（3.15a））；点線は 2

次元波束型攪乱（条件（3.13），N値（3.15b））に対する結果
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∗
r，

ω∗i）=（31415，1885）[rad./s]のケース；実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた

LPSE解析の結果；破線は外部流線方向の層流の外縁速度
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図– 38 断面 Y/s=0.45の観測点 x/c1で ti=0を満たす 2次元波束型攪乱の複素時刻 t∗．（ω∗r，ω
∗
i）

=（31415，1885）[rad./s]のケース；実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE

解析の結果
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図– 39 断面 Y/s=0.45の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能な 2次元波束型攪乱の ω∗i に対する

N値．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 40 断面 Y/s=0.45の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能な 2次元波束型攪乱の ω∗i に対する

伝播角度 φs．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 41 断面 Y/s=0.45の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能な 2次元波束型攪乱の観測時間 ∆t∗

に対する N値．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 42 断面 Y/s=0.77の観測点 x/c1で zi=0を満たすくさび型攪乱の伝播角度 φc（上）と群速

度比の虚数部Ci（下）．（ω∗r，β
∗
i）=(106814[rad./s]，85[m−1]）のケース；実線は LST解

析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果；一点鎖線は外部流線の φc
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図– 43 断面 Y/s=0.77の観測点 x/c1で zi=0を満たすくさび型攪乱の複素スパン座標 z∗．（ω∗r，

β∗i）=(106814[rad./s]，85[m−1]）のケース；実線は LST解析；点線は式（2.25）を用い

た LPSE解析の結果
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図– 44 断面Y/s=0.60の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱の β∗i に対する N値．

実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 45 断面Y/s=0.77の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱の β∗i に対する N値．

実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析：破線は周波数 15[kHz]を持つ

攪乱に対する壁面曲率項を省略した LPSE解析の結果
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図– 46 断面Y/s=0.77において周波数 15[kHz]を持つくさび型攪乱の 3種類の β∗i に対する成長

率．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 47 断面 Y/s=0.60の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱の β∗i に対する伝播

角度 φs．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 48 断面 Y/s=0.77の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱の β∗i に対する伝播

角度 φs．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 49 断面Y/s=0.60の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱のスパン方向へのず

れ z∗1,r に対する N値．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 50 断面Y/s=0.77の観測点 x/c1で支配的かつ観測可能なくさび型攪乱のスパン方向へのず

れ z∗1,r に対する N値．実線は LST解析；点線は式（2.25）を用いた LPSE解析の結果
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図– 51 Blasius型境界層における2次元波（1，0）の振幅の比較．周波数 F0=86；記号は文献 29)；

実線は本 NPSE解析の結果
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図– 52 図-51のReδ∗ = 796における ũm,nの分布の比較（1）．記号は文献 29)；実線はNPSE解

析の結果
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図– 53 図-51のReδ∗ = 796における ũm,nの分布の比較（2）．記号は文献 29)；実線はNPSE解

析の結果
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図– 54 Blasius型境界層における 2次元波（2，0）と分調斜行波対（1，±1）の振幅の比較．周波

数 F0=62，スパン方向波数 β∗0δ
∗/Reδ∗ = 3.333× 10−4；記号は文献 75),54)；実線はNPSE

解析の結果
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図– 55 Mae=1.6の場合の圧縮性平板境界層における斜行波対（1，± 1）の振幅の比較．周波数

F0=20，スパン方向波数 β∗0δ
∗/Reδ∗ = ±83× 10−6；記号は文献 24)；実線は NPSE解析；

点線は LPSE解析の結果
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図– 56 後退角を有する Hiemenz流れにおける定在波（0，1）の振幅の比較．スパン方向波数

β∗0l∗ = 0.4；記号は文献 76)；実線は NPSE解析；点線は LPSE解析の結果
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図– 57 後退角を有するHiemenz流れにおける定在波（0，1）と弱い進行波（1，1）の振幅の比

較．周波数 F0=75，スパン方向波数 β∗0l∗ = 0.4；記号は文献 76)；•は（0，1）；◦は（1

，1）；⋄は（0，0）；Zは（2，2）；△は（1，0）；▽は（0，2）；×は（1，− 1）；実線はNPSE

解析；点線は LPSE解析の結果
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図– 58 後退角を有するHiemenz流れにおける定在波（0，1）とそれと同じ初期振幅を有する進

行波（1，1）の振幅の比較．周波数 F0=75，スパン方向波数 β∗0l∗ = 0.4；記号は文献 76)；

•は（0，1）；◦は（1，1）；⋄は（0，0）；Zは（2，2）；△は（1，0）；▽は（0，2）；×は（1

，− 1）；実線は NPSE解析；点線は LPSE解析の結果
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図– 59 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 1（斜行モード崩壊）を想定した場合の各モードの振幅

Am,n． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；A0
1,±1 = 5.0× 10−5；点線は LPSE解析の結果

0.1 0.2 0.3 0.4
0

0.0002

0.0004

0.0006

Cf

Cf,w

Cf,u

x/c x/ctr.

図– 60 断面Y/s=0.45で遷移シナリオ 1（斜行モード崩壊）を想定した場合の平均摩擦係数C f．

f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；A0
1,±1 = 5.0× 10−5；点線は層流部のみの結果
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図– 61 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 1（斜行モード崩壊）を想定した場合の様々な初期振幅

A0に対する平均摩擦係数C f． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；点線は層流部のみの結果
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図– 62 振幅 Am,nに対するモード数 M，Nの影響．実線は M = N = 4；•は M = N = 2；点線

は LPSE解析の結果
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図– 63 図-62の各 x/cにおける
√
|ũ|2 + |w̃|2の分布（1）．実線は NPSE解析；記号は LPSE解

析の結果；◦は x/c = 0.21；×は x/c = 0.31；Zは x/c = 0.35；•は x/c = 0.38での結果
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図– 64 図-62の各 x/cにおける
√
|ũ|2 + |w̃|2の分布（2）
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図– 65 図-62の各 x/cにおける平均流補正モード（0，0）の振幅の分布
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図– 66 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 2（H型 2次不安定攪乱）を想定した場合の様々な初期

振幅 A0に対する平均摩擦係数C f． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；点線は層流部のみの結果
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図– 67 断面Y/s=0.45で遷移シナリオ 2（H型 2次不安定攪乱）を想定した場合の各モードの振

幅 Am,n． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；A0
2,0 = A0

1,±1 = 8.5× 10−7；点線は LPSE解析の結果
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図– 68 図-67の各 x/cにおける
√
|ũ|2 + |w̃|2の分布（1）．実線は NPSE解析；記号は LPSE解

析の結果；◦は x/c = 0.21；×は x/c = 0.31；Zは x/c = 0.35；•は x/c = 0.38での結果
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図– 69 図-67の各 x/cにおける
√
|ũ|2 + |w̃|2の分布（2）．実線は NPSE解析；記号は LPSE解

析の結果；◦は x/c = 0.21；×は x/c = 0.31；Zは x/c = 0.35；•は x/c = 0.38での結果
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図– 70 図-67の各 x/cにおける
√
|ũ|2 + |w̃|2の分布（3）
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図– 71 非線形性による急成長が開始される振幅についての検討．実線は NPSE解析；点線は

LPSE解析による結果

0.1 0.2 0.3 0.4
0

0.0002

0.0004

0.0006

x/c

Cf
Cf,u

Cf,w

A0 = 5.0×10−4

5.0×10−5

5.0×10−6
8.5×10−7

x/ctr.

図– 72 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 3（非対称分調波共鳴機構）を想定した場合の様々な初

期振幅 A0に対する平均摩擦係数C f． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=−20[m−1]；点線は層流部のみの

結果
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図– 73 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 3（非対称分調波共鳴機構）を想定した場合の各モード

の振幅 Am,n． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=−20[m−1]；A0
2,1 = A0

1,2 = A0
1,−1 = 8.5× 10−7；点線は LPSE

解析の結果
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図– 74 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 4（斜行波と 2次元波）を想定した場合の様々な初期振

幅 A0に対する平均摩擦係数C f． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；点線は層流部のみの結果
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図– 75 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 4（斜行波と 2次元波）を想定した場合の各モードの振

幅 Am,n． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；A0
1,−1 = A0

1,0 = 8.5× 10−7；点線は LPSE解析の結果
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図– 76 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 5（斜行波のみ）を想定した場合の様々な初期振幅 A0に

対する平均摩擦係数C f． f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；点線は層流部のみの結果
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図– 77 断面 Y/s=0.45で遷移シナリオ 5（斜行波のみ）を想定した場合の各モードの振幅 Am,n．

f ∗0= 5[kHz]，β∗0=50[m−1]；A0
1,−1 = 8.5× 10−7；点線は LPSE解析の結果
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図– 78 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 1（進行波のみ）を想定した場合の各モードの振幅 Am,n．

f ∗0=15[kHz]，β∗0=700[m−1]；A0
1,1 = 5.0× 10−6；点線は LPSE解析の結果
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図– 79 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 1（進行波のみ）を想定した場合の各モードの振幅 Am,n．

f ∗0=15[kHz]，β∗0=700[m−1]；A0
1,1 = 7.5× 10−5；点線は LPSE解析の結果
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図– 80 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 1（進行波のみ）を想定した場合の平均摩擦係数 C f．

f ∗0=15[kHz]，β∗0=700[m−1]；A0
1,1 = 7.5× 10−5；点線は層流部のみの結果
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図– 81 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 2（定在波のみ）を想定した場合の各モードの振幅 Am,n．

β∗0=1400[m−1]；A0
0,1 = 8.0× 10−4；点線は LPSE解析の結果
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図– 82 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 2（定在波のみ）を想定した場合の平均摩擦係数 C f．

β∗0=1400[m−1]；A0
0,1 = 8.0× 10−4；点線は層流部のみの結果
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図– 83 図-81の各 x/cにおける時間平均された外部流線方向の速度成分 Ū∗sの分布（1）．記号

は各スパン位置；•は z∗ = −0.5π/β∗0；◦は z∗ = 0；▲は z∗ = 0.5π/β∗0；×は z∗ = π/β∗0；

点線は層流．
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図– 84 図-81の各 x/cにおける時間平均された外部流線方向の速度成分 Ū∗sの分布（2）．記号

は各スパン位置；•は z∗ = −0.5π/β∗0；◦は z∗ = 0；▲は z∗ = 0.5π/β∗0；×は z∗ = π/β∗0；

点線は層流．
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図– 85 断面 Y/s=0.77で遷移シナリオ 3（定在波と進行波）を想定した場合の各モードの振幅

Am,n． f ∗0= 15[kHz]，β∗0=700[m−1]；A0
0,2 = 8.0× 10−4，A0

1,1 = 4.0× 10−5；一点鎖線は初

期モードが定在波のみの NPSE解析（図-81を参照）；点線は LPSE解析の結果
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図– 86 断面Y/s=0.77で遷移シナリオ 3（定在波と進行波）を想定した場合の平均摩擦係数C f．

f ∗0= 15[kHz]，β∗0=1400[m−1]；A0
0,2 = 8.0× 10−4，A0

1,1 = 4.0× 10−5；点線は層流部のみ

の結果
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写真–1 JAXA小型超音速実験機 NEXST-134)




