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第 l 立早

序論

Introduction 



1. 1 本研究の目的

近年の先端技術の発展は、構造システムに対する経済的な要請に応えるべく、より洗練された工業

材料や製造方法を生みだし、最新の宇宙航空機器あるいは原子力施設などの例を挙げるまでもなく、

構造物の薄肉化を進めている。これは同時に構造応答の強い非線形性を生みだし、座屈現象の解析が

機造設計や信頼性評価に不可欠なものになることを意味している。座屈現象は、応答の飛び移りや分

岐によって構造物が安定性すなわち耐力を失うことであるが、このような薄肉構造物の終局耐力をあ

らかじめ知るためには、スケーJレ試験を行なう以外には有限要素法に代表される数値解手法を用いて

評イ面することになる。この時、次の 2.9.について留意しなければならない。

まず l点は、従来行なわれていた線庁長座屈理論の仮定に基づく解析では正確な座屈何重が予測でき

ないことである。これは構造応答の非線形性が増すためであり、その結果平衡経路を忠実に追従する

i自分型の幾何学的非線形解析を笑施し座屈点を求めなければならない。この点についてはすでに多く

の研究により樹f~鹿局理論に基づいた予測値が実際の座殴苛重よりも高くなることが指摘されている 。

もう l点は、このような非線形座屈現象に対しては主平衡経路だけの解析では不十分なことである。

これは、通常の数値解析法ではエネルギ一的に不安定な分故経路よりも安定な主経路が求められるが、

実際の薄肉構造物は殆どの場合なんらかの初期不整によって分岐経路に沿った応答を示すためである。

このような場合、実際に初期不整を与えて解析し座屈点を求めることも多いが、初期不整の任意性を

考慮すれば効率の良い方法ではない。むしろ厳密に分岐解併を行なったうえで、逆に適切な初期不整

を評価する方が本質的である。

以上の手順にしたがって正確な座屈荷重が得られ、同時にH~造物に含まれる任意のパラメータに対

する荷重の感度が求められれば、それによって従来行なわれていた座屈現象に対する最適設計や信頼

性評価の効率平精度を、より向上させることが可能になる。現実に最適設計の分野においては、線形

座屈理論にさまづく解析ではあるが、例えば部材の断面積を変動を考慮するパラメータとし負荷荷重が

座屈荷重となるような拘束粂件下での全重量を最小化する解析が実路されており、この場合は断面積

に対する座屈荷重の感度が必要とされる。また信頼性の分野においては、期待憎造系における入力情

報の不確からしさ、すなわち物理的な不確からしさや統計的な不確からしさ、あるいはモデル化にお

ける不確からしさが併進応答に与える影響を評価するために構造応答の感度が用いられ、座屈解析

においては、J9H寺11~造系における座屈伴韮の分散値や、破境条件に対する信頼性指標や磁波確率等が

求められることになる。このように応答感度も評価することによって、より合理的な非線形座屈解析

システムを構築することが可能となると考えられる。
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一方、有限要素法を中心とした数値計算による構造解析技術も計算機の発展と共に成長し、現在で

は、静的ー動的、線形 非線形を問わず、あらゆる領域での定式化がなされているといっても過言で

はない。しかしながら、構造設計を担うエンジニアが、実用規筏の非線形解析を実用的な時間とコ λ

トで笑施できるようになったのはここ 1-2年のことであり、それまでは計算速度および記憶容量の

蘭からのさまさま制約下で非線形解析が行なわれていた。そのような環境における非線形有限要素解

析は必ずしも厳密性を保持していたわけではな〈、むしろ複雑化を避けるために簡易化された解析モ

デJレ、数学 物理モデJレあるいは解析手法に基づいた、いわば線形解析の単なる延長のような非線形

有限要素解析であった場合も多く、また簡易化された手法が「効率的jあるいは「工学的Jな手法と

考えられていた。id!に言えば、計算環境上の制約は受けなくなった現時点が、非線形有限要点定式化

を見直し、より厳密な非線形解析を実施できる出発点であり、厳密:性を保持したうえでの数値計算7

1レゴリズムの効率化がこれからのの非線形有限要素法の一つの課題であると考える。

本研究においては、薄肉情造物すなわちシェJレ構造物を対象として、感度解析を含めた有限要索法

による非線形座屈解析手法の開発を行なう。非線形有限要素座屈解析に関しては従来の研究において

も実施されているが、以上に述べたように、本研究では新たに厳密な非線形連続体力学に基づいた非

線形有限要素定式化、幾何学的非線形シェJレ要素の開発、および弧長法、分岐解析等の座屈解析手法

の開発を行なう。この時、従来の解析手法を見直して問題点を明確にし、それに対する改良を施すだ

けでなく、常に笑用規模の問題に対する適用性も考慮した解析手法を後立する。一方、このような非

線形座屈現象に対する感度解析手法は、世界的に見てもまだ開発の途上にあり、シェJレ権造物の座屈

に対する適用はほとんど行なわれていないのが現状である。これは、かかる非線形有限要素座屈解析

が座屈点という数学上の特異点を取り倣うからに他ならない。本研究では、この問題に対しても度周

点を特別に扱うことなく、座屈後の挙出Jも含めた荷重経路上のf壬窓の平衡点において、荷重感度を評

価できる解析手法の開発を行なう。

本研究の最終的な目的は、以上の手法を統合し、'厳密、性'と'効率性'を兼ね備えた 'robUSl'なシ

ェJレ構造物の非線形座屈解析システムを開発することである。



1， 2 従来の研究

本節では、本研究のテーマである'シェル構造物の有限要素座屈解析 'および f同座屈感度解析'

に関連する従来の研究につい調査検討し、より厳密かつ効率的な解析手法の俄立に資することを目的

とする。ここでは、 「座屈解析のための幾何学的非線形有限要素法」、 「シェJレ要素の開発」および

「非線形有限要素感度解析手法Jの3つに大きく分け、それぞれにおける従来の研究について示す。

最初の、 「座屈解析のための幾何学的非線形有限要素法に関する従来の研究Jにおいては、まず、

基礎となる幾何学的非線形有限要素法の定式化および非線形方程式の解法について述べ、次いで座屈

後解析のような不安定な平衡経路の解析に不可欠な弧長増分法や、座屈点の判別、分売買および分岐経

路への誘導を行うための有限要素座屈解析手法について詳しく示す。

「シェル姿索の開発に関する従来の研究」においては、 現在の主流となっている CO連続性シェル

要素、特に Ahmad裂の degeneratcdシェJレ要素の開発背景、現在に至るまでの改良の経緯について述

べる。特に、シェル要素にとって歴史的な命題ともいえる shcarlocking現象に閲する研究について詳

しく示す。また、 Ahmad裂のシェル要素の非線形問題への適用についても調査し、本研究で開発改良

すべき機能について検討する。

最後に、 「非線形有限要素感度解析手法にj泊する従来の研究jについて示す。ここでは、摂動法に

よる一般的な非線形問題に対する感度解析手法の定式化について調査する。特に、座屈荷重感度解析

手法について詳し く示し、従来の手法の問題点、現在取り組まれている課題について明らかにする。

1， 2， 1 座屈解析のための幾何学的非線形有限要素法に関する従来の研究

(1 ) 幾何学非線形問題の有限要素法定式化に関する従来の研究

幾何学的非線形問題に初めて有限要素法を応用したのは Tumerらりである。彼らが飛行機併造に対

して有限要素法を適用したように、当初はある特定の構造(要素)のみに限定され、線形問題の延長

として取り扱われていた2)・九 一方、有限要素法においてアイソパラメトリック要素の考え方が整備

され‘¥アイソパラメトリック要素を用いた有限要素離散化の効率性が認められるにしたがい、一般

l問題における、辺i*de体力ヴに必づいた非線形有限要素法定式化が 1970年前後から活発に進められる。

基本的には、幾何学的非線形問題に対する有限要素法定式化は 'Eulcrian'型定式化と 。Lagr加 gian'!l'i 

定式化の2種類に分けることができる。 Eulerian型定式化は、例えば T 山田の方法")に見られるよう

に、変形後の形状を参照してその時点での情報から接線問1]性マトリックスを作成する。この時緩線剛
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性マトリックスには新たに「幾何剛性7 トリックスjが含まれる。また、常にt皆分変位により節点座

原健を更新するため 'm∞v川gc∞rdinalC'あるいは 'u凶a阻d'型定式化とも呼ばれている。'Lagr加gian'型

定式化は Mallelら6)、 Hibbillらηの研究に見られるように、常に初期状態を参照しながら接線岡j性7

トリ γクスが作成される。この時 Eulerian型定式化により得られる接線開l性マトリックスと比較する

と、更に「初期変位マトリックス」が加えられる。

幾何学的非線形問題の解析が始まった当初は、初期安定問題として、先に述べたマトリックスを用

いて線形座庖固有値問題が多〈解かれていた。しばらくして、増分型の非線形有限要素法方程式が解

かれるようになるが、 Eulerian型定式化においては前進 Euler型の解法で方程式が近似的に解かれ、そ

の時点の増分荷重ベクト Jレと接線岡1)1金7 トリックスがら反復することなく変位増分ベクト Jレを求めて

いた。そのため増分数が噌えるにしたがって誤差が蓄積する。一方Lagrangi加型定式化を行なってい

た印en2)、Mallelらめは NeWlOn-Raphson法あるいは m凶i日ed-NewlOn法を用いた反復解法により非線

形方程式を解き始める。この場合は平衡方程式を満足する精度の良い解が得られるため、現在でも非

線形有限要素法の解法の主流として用いられている。

Batheら的は、現時車1)の平衡解が得られているものとし、次時刻の Grcen-Lagrangeひずみと 2nd

Piola-Kirchhoff応力を、 現時刻の形状および初期形状を参照した場合の2種類の方法で表わし、それ

ぞれに対して仮想仕事式を示している。次に、この仮想、仕事式を離散化し、平衡方程式と接線剛性マ

ト1)-;;クスを求め、前者を u凶al凶ーLagmngcian定式化、後者をlO凶ーLagrangianと名付けた。また、両

手法は全く等価であり、応力とひずみを関係付ける構成式が適切に変換されているならば、両手法に

よる解は全く同じものになると述べている。Ba山eら以降には、これといった新しい定式化はなく、

現在では幾何学的非線形有限要素法は、多くの場合どちらかの定式化に基づいてい導かれている。

(2 )非線形方程式の解法

一般的に、非線形方程式の解法としては NeWlon-Raphson法が用いられることが多い。これはいわ

ゆる ι残差荷重ベクトJレ'に、同時刻の'接線剛性マトリックス lの逆マトリックスを釆じることによ

り'変位補正ベクト Jレl を求め、変f立ベクト Jレを更新しつつ残差がある許容量以下になるまで反復を

繰り返す方法である。この方法は非常に収束性がよい半面、反復毎に接車矧1)性7 トリックスを作成し、

三角分解をおこなわなければならない。 1990年より以前では現な(1992年)はど高速な計算機が曽二

Jえしておらず、有限要素法等の大規彼自由N.系の非線形問題においては、このf量級剛性マトリックス

の作り替えならびに三角分解自体の'計算効率性『が問題視されていた。

非線形有限要素法解.tIfの初期のころは、接線剛性マトリックスの作り替えは全く行なわない初期応



力法と呼ばれる方法や、収束時点での接線剛性マトリック1のみ用い反復の聞はマトリックスの更新

を行なわない、 modfied-NeWlon法等が広く用いられていた句"。しかしながら、この方法は非線形性

の強い問題に対しては収束回数が飛躍的に増加し、必ずしも計算の効率化が達成されていたとはいい

がたい。

次いで、 BFGSi法に代表される quasi-NeWlon法が Mallhiesら叫により初めて有限要素法に導入さ

れた。この方法は、反復毎に接線剛性マトリックスの更新を行なうものであるが、 full-NewlOn法のよ

うに要素レベルで完全に作り替えるのではなく、反復関の残差荷重増分ベクト Jレおよび変位増分ベク

トJレで構成される quasi-New回n方程式を満たすように接線剛性マトリックスを更新する。この時、接

線剛性マトリックスの逆行列も直接更新することが可能なため、計算の効率化を計ることができる。

以上の方法は、 Line-Search法と呼ばれる最適化の分野で開発された手法川と組み合わせることによ

り、収束速度を加速することができる。これは残差荷重ベクト jレと接線剛性マトリックスより求めた

変位増分ベクト Jレを、そのまま既知変位ベクト Jレに加えるものではなく、ある比例パラメータを導入

して変位増分ベクト Jレに乗じ、そのパラメータに関してポテンシャルエネJレギーが段小になるように

比例パラメータを定めてから変位を更新するものである。有限要素法においては、 Crisfield1りが工学

的な側面からの笑用イじをおこなっている。

先にも述べたように、現在では計算機の高性能化、大容量化がすすみ、計算速度の観点からは 10

年前と比較し 10倍以上の能力を有している。したがって、 NeWlon-Raphson法により要素レベJレで完

全に接線問IJ性マトリックスを作り替えたとしても、 2次収束性が保証されている点を考えれば、十分

笑用的な計算ー時間で非線形有限要紫解析が可能である。

(3 )弧長i自分法に関する従来の研究

典型的な幾何学的非線形問題である座1ffi解析は、構造応答における特異点、すなわち緩限点や分岐

点を求めるものである。有限要素法のt普分解析によりこの稜の問題を取り扱う場合、例えば径限点に

関しては、極限荷重よりも大きな荷重を付加することができないため、通常の荷重制御法では解を得

ることが困難である。この時、極限点付近の荷重増分を細かくして解析したとしても、極限点の極め

て近傍では接線剛性マトリァクスの特典性が増すため、通常の New凶 作Raphson法では収束解が得ら

れにくい。仮に得られた湯合でも座屈後の荷重の低下まで解析することはできない。分岐点について

は、一次経路(primary palh )において分岐点を飛ぴ主主えるくらいの適当な荷量I自分をとった場合には

安定に解析が進むが、分岐経路(secondary pa山)に平衡点を求めようとする場合等、分岐点の極めて

近傍を解析する場合には同様に解析が不安定になることが多い。
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これに対して、幾何学的非線形解析の初期の頃には、特異点近傍で剛性7 トリックスに人工的なパ

ネ (anificialspring)を婦人したり、反復計算を行わないことによって、特災点付近での不安定性を回避

していた。その他、荷重制御法から強制変位法に転じることにより剛性マトリ ックスが特典になるこ

とを防ぐ方法も用いられていた。この強制変位法は現在でもしばしば用いられるが、実際に強制変位

を付加しているような実験解析には有効であるが、実用レベルの複雑な荷重モードの問題に対しては

適用が困難である。また、 'snap-lhrough'のような飛び移り座屈問題に対しては有効な場合が多いが、

'snap-back'，すなわち同変位値で荷重レベルだけが突然下がる様な湯合には適用することができない。

Riks日}叫および Wempner15)は、このような座屈問題の解析手法として、それぞれ独立に弧長法

(arc-Ieng山)と呼ばれる経路追従裂の7)レゴリズムを開発した。この方法は解析に際し、外力ベクトJレ

がある荷重ベクト Jレ(以下参照荷重ベクトル)に比例すると仮定し、その(比例)係数も未知数とす

るもので、増えた自由度を含む未知ベクト Jレの長さに対する拘束粂件式を、新たに有限要素方程式に

加えて解を求める。一般には、非線形方程式の増分解法に合わせ、未知I自分ベクトルの長さ、すなわ

ち弧長増分を規定して解の探索を行ない、極限点や分岐点の近傍においても平衡経路に沿った解が比

較的安定して得ることができる。これは、新たな拘束条件式を加えたことにより培えた自由度も含め

た系の接戦剛性マトリ γクスがもはや特典ではなくなるからである。更にRiks同および， Keller1めは、

弧長を規定する 2次の非線形方程式を線形化した方程式を拘束条件式とする、線形化弧長法 (linearizω

arcーleng出 me出od)を示しており、現在 Riks-Wempner法として参照される弧長法はこの線形化弧長法を

示していることが多い。

以上で述べた弧長法あるいは線形化弧長法では、接線剛性マトリックスがもはや特異ではなくなる

ものの、マトリックスの対称性が損なわれるため、有限要素法の数値計Jlにおいては計算容量、時IHJ

の観点から効率的ではなくなる。そこで、 BalDZ川らは外力ベクトJレの参照荷重ベクトJレに対する線

形性を利用した、 lwo-slepping7 )レゴリズムを提案した。この方法は、各反復計算における変位地分

(補正)ベクト Jレを 2つのベクトル、すなわち残差荷重ベクト Jレに従来の接線剛性マトリックスの逆

マトリックスを乗じて得られるベクトルと参照荷重ベクトルに同逆マトリックスを乗じて得られるベ

クト Jレ、の線形結合で表わし、この変位I自分ベクト Jレを弧長を規定する拘束条件式に代入してG:初に

比例荷重係数を求めるものである。この手法の利点は、増えた自由度も含めた全体の剛性7 トリック

スを作るのではなく、従来の媛線岡tJ性マトリックスをそのまま使用できるため、岡tJ性7 トリックスの

対称性を保持したまま解が求められる。また、既存の有限要素法解析プログラムからの拡張も容易で

あるため、現在では弧長法に対してはこの解法手順が主として用いられている。

一方、 Ramm聞は、幾何学的に明瞭かつ数値的な取り扱いが幾分簡便な拘束条件式を示した。この



方法は、最初の反復時のみ規定された弧長になるように荷重i自分および変位噌分ベクトルを定め

ω目dic~町)、それ以降の反復時にはその増分ベクト Jレに垂直な超平面上に解を鋲索するものである。

(これは先に述べた線形化弧長法の特別な場合に相当する。)当然のことながら、超平面と荷重変位

曲線の交点が平衡点となるカえ初期の prediClorが長すぎる場合には交点が得られなかったり、極限点、

分岐点から遠く縫れたところに解を求める可能性がある。したがって prediClorを反復毎に更新する方

法も種々提案されており"湖、解の収束性は改善される。i91Jえぱ5単塑性解析において、反復前は弾性

状態、反復後は塑性状態のような反復途中で接線剛性の大きさが径端に変化する場合に有効である。

またこのような線形化弧長法は次にのべる超球拘束、超円筒拘束と比してi自分解が唯一求められると

いう利点がある。

弧長法の基本的な槻念である弧長一定の条件は、直前の収束点を中心とした超球と荷重変位曲線と

の交点に解を求めることに相当するが、 Riks，Wempner以降においてもこの条件式を用いた解析はし

ばしば見受けられる初出。 CrisfieJd21)は、超球拘束条件と先に述べた two-steppmgアルゴリズムを用

いて、比例荷重係数(の増分)にI刻する2次方程式を解くことにより弧長一定を満たす平衡点を求め

られることを示した。本手法の欠点は、 2つの解が求められるために解の適切な選択をおこなわなけ

ればならないこと、必ずしも2次方程式が知毘をもつことが保証されない、点である。しかしながら、

反復の問は、常に同じ平衡点を目指している点で、線形化弧長法よりも安定であると言えよう。また

CrisfieJdは、極限点の近傍では比例荷重係数の増分が極めて小さくなることに着目して、拘束条件式

から比例荷重係数を省略する、超円筒拘束型弧長法 (cyJin世icalarc-Jeng山me出00)も提案している。

その他、弧長法のバリエーションとして、例えば HeisJer山.Batoz 17)らは、ある荷重モード下で、治

目した点の変位量を拘束することにより解析を安定に進める変位制御法を示した。また、拘束条件式

の中の自由度には互いに次元の逃うものも含まれているため(例えば並進自由度、回転自由度、比例

荷重係数)、大きさが極端に違うものを同等に扱っている可能性がある。このことが収束性に与える

悪影響をさけるために、各自由度に適切なスケーリング係数を乗じる、 S国 lωarc-Jeng出me出00も提案

されている 20)，同問。特に Simoら聞はスケーリング係数の与えかたで通常の弧長I自分法、荷重制御

法および変位制御法と見なせる汎用的な scaled抗 ーJengthme山00を示している。

(4 )有限要素座屈解析に関する従来の研究

J) 座屈点の定義

先に述べた弧長法(町c-Jcng出 mc出Od)は座屈解析には不可欠な手法ではあるが、弧長法自体にはそ

のような座屈点の判断する機能がないために、有限要素法で座屈解析を行なう際にはなんらかのアル
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ゴリズムを併用してその判定を行なわなければならをい。数学的には、J:ii!庖点は平衡経路上における

特異点となる。すなわち、有限要素法ではその点にでの接線開Ij性マトリックスの行列式が零になる。

このことは接線剛性マトリックスが雰固有値を持つことと同等であり、零固有値に対応する周有モー

ドは座屈固有モードと呼ばれている。

座屈モードを必要としない場合は、以上で述べたように接線剛性マトリックスの行列式の値を調べ

るだけで座屈点の判定ができる。非線形布限要素法の増分解析において NcwlOn-Raphson法等の反復

解法を用いている場合は、 t長線剛性マトリックスを三角分解する際に得られる対角マトリックスの各

成分をかけあわせたものが行列式となるため、非常に簡便に求められる。求めた行列式について、

GaJlagher醐は各平衡点での値を外郎あるいは内帰することにより座屈点を求めている。しかしながら、

大規彼自由度の問題では、行列式の値および増分間での行列式の値の変動査は極めて大き〈なり、も

はや補間する意味が希簿となる。また計算機の取り扱える限界を縫えると数値的にとり扱えなくなる

ので、 Wagnerら町は線形の阿l性マトリックスの対角項で正規化する方法を示している。その他、対

角成分の対数を取る方法等があるが、行列式自体の大きさよりも、その正負符号を符号の変化の方が

重要な意味合いを持つため、例えば北川らは加、常に対角マトリ ックスの各成分の正負符号ををモニ

ターして行列式の正負符号を判定し、符号の反転するところを座屈点としている。また、 Ne凶Jem叩

ら29J，Wagnerら刊は対角マトリツデスのある成分の絶対値が適当な許容量よりも小さくなったときを

座屈点と判断している。

11) 線形座屈固有値解析

実用的な立場でもっとも用いられている手法は、線形固有値解析である。これは基本的に、接線剛

性マトリックスを線形昔日と非線形音11に分け、非線形昔日(担Uj草Jr.t.カマトリ ックスあるいは幾何剛性マト

リックスとも呼ぶ)が外荷重にたいして線形に変化するものとして固有位脱析をおこなうものである。

この時、外力ベクト Jレに対する比例係数が固有値として求められ、近似的な座屈イ有重が推定される。

非線形解析がまださほど実施されていなかった頃は、線形静解析より得られる応力値を用いて初期応

力マトリックスを作り線形解析の剛性マトリァクスとの間で固有値解析が行なわれていた珂。 この手

法は Euler-Buckling問題のように座屈前の荷重変位曲線が比較的線形になる問題に対しては精度よく

座屈国有値が求められる。

近年になり非線形解析が行なわれるようになってからは、 i自分解析の途中で固有値解析をおこなう

ことにより、座屈荷重の予測がなされている。 Malletら刊は弾性jlg造体に対して、極限点ではトー

タルポテンシヤJレエネJレギーの二階変分が容になることを示し、座屈固有値解析を実施した。また、

Brandclら明、 Borri)J)は座屈点にいたるまでの荷重変位経路上の l点で臨有値解析を行ない座屈荷量
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を求めている。この方法は one-poimlin回reigenvalue analysisと呼ばれる。更に Batheら拘は、経路上

の近接2点の接線剛性マトリックス(微分間l性マトリックス)の差をとり、最初の点の接線剛性マト

リックスとの問で固有値解析を行なう手法を用いている。この方法は先の手法に対して、two-poml

eigenvalue田a1ysisと呼ばれる。いずれの手法も、外荷重に対する初期応力マトリックスや微分岡1)性の

線形性を仮定することにより、座屈点での接線剛性7 トリックスを近似しており、座屈点においての

みこれらの手法は厳密となる。

皿 ) ，回也n也dsyslems・による解析手法

Wrigge目ら町』ま数学的手法であった eXlendedsyslemsによる解析手法を初めて有限要素解析に導入

し、固有値解析を行わないで座屈点における荷重値および固有モードを厳密・に求める手法を開発した。

これは座屈点における固有ベクトルと後線岡地マ トリックスの殺が零ベクト Jレになることを利用して、

平衡方程式、および固有ベクト Jレの大きさを規定する方程式と連立させて解くものである。方程式の

解?去には NeWlon-Raphsoni去を用い、厳密な exlended syslemの掛捌性マトリックスを得ているため、

非常に安定かっ精度のよい座屈点が求められる。この時のマトリックスは非対称マトリックスとなる

が、 Keller附の 凶rderingalgorilhmに基づいて、部分マトリックスの対称性を利用した効率の良い解法

を示している。また、通常の解析と比較すれば、接線剛性マトリックス例放分等の付加計算が士宮える、

反復計算での初期値が収束回数に影響を与えるという短所があるものの、 eXlendωsys民間による解法

は、固有値解析を行わないで厳密、に座屈点および固有モードが求められる俊れた解法のひとつである

と考えられる。Wrill!持 らはその後、Eit屈点付近での接線剛性マトリックスの安定化および接線開l性

マトリックスの微分の簡便な計算手法を、新しい ex回也dsyslemにおいて示している制。

1V)座屈点の分類

一般に座屈点は緩限点と分岐点に分けることができる。躯限点においては平衡経路はひとつである

が、分岐点では複数の経路が存在する。分岐点を有する構造耳、の有限要紫解析では、弧長法を用い数

値的に安定した解が得られたとしても、主経路のみの平衡解が求められている可能性が高い。一方、

主経路と 2次経路を比絞すると 2次経路の方が不安定で終極耐力が下がることが多いが、実際のシェ

Jレや梁構造物では初期不整等の影響で、初jめから 2次経絡が主経路となっている場合がありうる。し

たがって期待機造系に対する有限要素解析では、単に座屈点を探索するだけでなくそれらを極限点と

分岐点に分類し、分岐点の場合はしかるべき手法で分岐経路に誘導して新しい平衡経路を求めること

が不可欠である。

Be屯田町は、単位争7重モードに対するエネルギーの増加率を各平1ii点で求め、初期状態におけるエ

ネルギー増加率で正規化したものの逆数を 'sliffnessp回 meter'と定義し、極限点付近ではこの値が零
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に近づくことを示している。分岐点においては零とならないので stiffr回 sparam田町と行列式の値を調

べることにより座屈点の分類を行なうことができる。

Endo. H皿gmらl8，は、座屈点における平衡方程式を摂動展開することにより、座屈固有モードと荷

重モードの内積値を計算することで，ffi周点の分績が可能であることを示している。この場合は内積イ直

が零でないときは極限点、容の時は分岐点となる。更に高次の摂動方程式より導かれる二次方校式を

解くことにより分岐経路の方向性を定めており、分岐モードは座屈点における座屈固有モードだけで

なく、すべての固有ベクト Jレおよび固有値に関する関数として表わされる。なお、分岐モードが座屈

固有モードと一致するときを、対称分岐座屈(それ以外は非対称分岐)として分類している。

Wriggersら哨は、 Spenccら'9)の数学的な手法に基づいて分類を行なっている。基本的には Endo.

H加 galらとおなじ分類方法であるが、極限点、分岐点に分類した後、更にそれぞれを細か〈分類して

いる。また、分岐モードに関しては、座屈固有モードと主経路に沿う変形モードとの線形結合であら

わしており、 Endo.Hangaiらの方法と比してすべての固有値、閲有モードを用いないが、各モードに

対する比例定数を定めるためには、 t量級剛性マトリックスの変f立に関する微分を求めなければならな

"、。

V) 有限要素分岐解析

有限要素法において分岐経路に解を誘導するもっとも簡便な方法は、あらかじめ構造系に初期不整

口あるいは分自主モードの方向に傑動荷廷を与えて叫解析を行ない、分岐経路での挙iltIJを援似評価する

方法である。この場合、期待は造系で分岐点以降の平衡経絡が不安定 (unslable)ならば、実際の座屈

荷重よりも低いところで極限点として評価される。 また、初期不整量を与える場合には、初期形状に

対する線形座屈固有値解析により得られた座屈固有モードを用いることが多い。しかしその固有モー

ドが笑際の座屈モードと一致している保証はなく川崎〉、初期不整量の大きさにより応答が変化するた

め、かならずしも確実に分岐経路に誘導されるわけではない。その他、北川ら明.Liuら叫は特に初期

不整量等を考慮しなくても、強制変イ立法により分岐点付近の変位増分を十分に細かくすることにより

分岐経路に誘導できることを報告している。

基本構造系に対して厳密に分岐経路を求め解を誘導する方法は、先の分査員方法にしたがい分岐モー

ドを計算し、座屈点あるいは近傍での平衡方程式に対する反復解に適当にスケーリングして重ね合わ

せ収束解を求めるものである。このときのスケーリング係数の選び方は Wagnerら刊に詳しい。分岐

モードを厳密に求めるには、先に述べたように相当な計算査を要し余り現実的ではないが、工学的な

問題にはあI初、座周が多い崎、平衡方花式に対する初期値としての精度があればよい、との点で座屈点

における座屈闘有モードのみを月1いて、分自主主圭路に誘導している場合が多い町'"制。
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1. 2. 2 シェル要素の開発に関する従来の研究

( 1) Ahmad 型 'degc問問出d' シェル~;l再開発の背景

シェル要素は、 3次元薄肉(シェJレ)出lilnl1li造物の解析のために開発された要素で、並進3自由度

のみをもっ3次元ソリッド要素(連続体安素 continuum element)に対して、並進3自由度以外に回

転2あるいは3自由度を有している憎造要素 (structu悶1element)である。薄肉俗造物の肉厚方向に

節点をとる必要がないため構造物の有限要素メッシユ分割が簡易になり、現在では先の3次元ソリッ

ド要素と共に笑用の場でもっとも使用されている。

しかしながら、シェル要素を定式化する際に導入する仮定によって、絶えずなんらかのデメリット

が生じるため(たとえば、非常に複雑な要素同i性マトリックス、あるいはある砲の条件化での構造応

答特性の劣化等)、シェ Jレ要素が開発されて以来20数年たった今でも依然としてその開発、改良が

続けられている。

歴史的には、開発当初は C'連続性要素が用いられていたり。これは要素間において、変位(並進

自由度)ならびに変位の空間微分が連続になるように定式化される要素で、簿肉要素に対する

Kirchhoff-Loveの仮定、すなわちシェル曲面に対する法線ベクト jレは変形後も中立面に対し垂直を保

つ(要素の面外せん断変形を許さない)、が厳密に導入されている。しかしながら、 I)C'連続性要

素を満たすためには高次の内挿関数を要しその結果要素剛性マトリックスが複雑化する、 2)要素の面

外せん断変形が許されないため厚肉構造に対しては適用されない、等の制約により現在ではほとんど

用いられていない。

代わって現われたのがReissner-Mindlin2)，3)型(一般には単に Mindlin型と参照されていることが多

い)の要素である。これは要素の面外せん断変形を考慮したc'連続性要素で、有限要素法において

は、並進自由度と回転自由度がそれぞれ独立に同じ関数で内掃される。この要素の般大の利点は、 1)

面外せん断変形を考慮しているために厚肉シェJレまで取り扱える、 2)並進と回転をそれぞれ1虫立に内

挿しているために要素の定式化が容易である、の二点である。 Reissner・Mindlin型の仮曲げ要素に通常

の平面応力要素を加えて、 (平板)シェル要素としている場合も多い。

1 970 年に Ahmad ら勾が発衣したいわゆる 'degenerated' シェ Jレ要素は、ある特定のシェル程論から j;~

築されたものではなく、 3次元ソリッド!j!!j吾を mechanica1lyに明瞭な仮定、 1)中立面に対する法線ベ

クトJレは変形後も直線を保ち変形後は必ずしも中立国に垂直である必要はない、 2)肉厚は変化しない、
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3)肉厚方向の応力成分は零とする、の下にdegeneraleした、連続体力学に基づく変位型の曲面シェJレ

要素である。この要素は平面要素として用いると、先に述べた Reissner・Mindlin型の板曲げプラス平

面応力要素に完全に一致し、換書すれば、曲面を取り扱える Reissner-Mindlin型シェル要素というこ

とになる。現在世の中に知られているシェ Jレ要素は、ほとんどがこのAhmad裂の degene剛 edシェ Jレ要

i告を原型としている。

( 2) shear lockingに関する研究

このAhmad型の degene四回シェル要素、すなわち Reissner-Mindlin型の要素は、肉厚が簿くなるに

したがい、曲げ問題に対し非常に解が固くなることで知られている。要素分割を細かくするにしたが

い解は収束傾向を示すものの、理論解を得るには非現実的な数の要素分割を行わなければならない。

これは一般に 'shear-Iocking'と呼ばれている現象で、現在にいたるまで、さまざまな数学的、工学的な

検討が継続されており、シェJレ要素開発のテー7がこの 'sh即 ーl民 king'の解明、回避にあるといっても

過言ではない。

Ahmad型の deg.叩e田町dシェJレ要素が発表された翌年に Zienk.iewiczら勾は、各要素における領減税分

について 'redueedimegration' (次数低減ヰ点分)をおこなうことにより、解が大幅に改善されることを

示した。この時点では理論的な裏付けはほとんどなく、一種の数値計算上でのテクニックのような印

象を与えていた。その後 Hughes町らは Mindlin裂の板曲げ要素における shear-I田 kingと r叫x:ed

mtegrauonについて深〈検討し、 1)トータルポテンシャJレエネルギーにおいて、せん断ひずみが寄与

する項は Kirchhoff条件をAA!すためのペナJレティ項、肉厚の自乗の逆数はペナルティ乗数の役割をは

たしており、 2)板厚が簿くなると面外せん断エネルギーが過剰に評価されることがshear-Iockingの原

因であり、 3)red uced imegrationによりそれを緩和する、と述べている。一方、 Pughらη、Hintonらめ

は、商外せん断エネルギーの過剰評価が lockingの一因であることを認めながらも、数値実験におい

ては、 9，16特に 16節点 Lagrange要素は reducedintegrationを行わなくても、薄肉要素に対して十分に

理論解が得られることを示しており、必ずしも厳密な理由付けになっているわけではない。また、問

じ数値実験では 8，12節点serendipity要素は叫ucωmtegrauonを行っても shear-I目 kingが生じている。

一方 Arnold"は、面外せん断ひずみの内婦関数の次数が並進自由度と回転自由度で異なるため、

Kirchhoff条イ斗を満足するには高い次数の関数が低い次数の関数に等しくならぢるを得ず、そのために

生じる誤差のために型怨的なひずみ分布が得られない、ことを原因として挙げている。例えば純曲げ

状態でも要素内部のすべての点で面外せん断ひずみが零とならないわけである。この場合 red皿ed

Inlegrallonは次数の低い内挿関数にあわせた領減税分と解釈される。
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このAhmad型の dege前回凶シェ Jレ要素プラス red皿edintegrationある いはせん断剛性のみ陀d叫d

'"出grauonをおこなう 'selective-reduccdintegration' (選択型次数低減積分)は、数値積分アルゴリズム

のみを変えるだけで効率的に良好な解が待られるため、 1980年の前後では、これを少し改良、あるい

は付加機能をつけた要素が出始め叫川市、汎用有限要素法コードである NASTRANや AD削 A等にも

取り入れ初められる。しかし一方で、 reducedintegrationをおこなうために、剛性マトリ ックスのラン

クが下がる、すなわち剛体モード以外の容エネルギーモード(hour-glassモード)を有する ωη旬、と

いうデメリァトが生じ、要素分割の荒きや境界条件によっては虚偽の解が得られてしまう。さらに、

Ahmad型の degcne日也dシェ Jレ要素は要素のゆがみにより解の精度が落ちる、すなわち patchtest問。叫

に合絡しない、ことが指摘された。この2点は実用的な立場(すなわち経済的な面から要素を荒〈切

らざるを得ない、解析構造が複維でゆがんだ要素分割は避けられない等)で有限要素法を(

black-boxとして)用いるエンジニアにとっては本質的な問題であったため、 1980年代はこれに対応ー

するシェル要素の開発がおこ なわれる。興味深いことに、この時点で陀ducedintegrationをそのまま使

用する立場と使用しない立場に別れることになる。

( 3) 'Iocking-free'要素の開発に関する従来の研究

1) 国民rete-K田 hhoff(離散型 Kirchhoff)要素

Reissner巾 lindlin型の要素以外では、 3毒素内のあるポイントについてのみ Ki同hhoff条件を認す

国民間胞Kirchhoff(離散型 Ki民hhoff)要素が平行して開発されていた。著名なのは lron聞が開発した

'scmiloof要素と呼ばれるもので、 Gaussの積分点において discrete-Kirchhoff粂件が満たされる。後に

改良されたものが汎用有限要素法コード ABAQUSの初期のシェJレ要素として取り入れられ、また近

年でも新しいバージョンの定式化がソ-Aコードと共に公開されている附川。しかしこの要素も同様

にhour-gl国Sモ ドを有しており、メッシュのゆがみに対して解の精度が煩なわれる。続いてBatoz，

Batheら閣旬刊は、節点において discrelC-Kirchhoff条件を満たす 3，4角形シェル要素を開発した。この

要素は、厚肉シェJレ要素に対しては精度が落ち、場合によって 町tificialbending stiffnessが生じるとい

う欠点を有している。さらに Dhatら均四は、近年新しい 6節点3角育長discre恒一KirchhoffシェJレ要素を

提案している。また Kui同I明らの方法は面外せん断ひずみを要素内で税分したものがOになるように

Kirchhoff拘束条件をいれるもので、拘束条件のある変位空間から拘束条件のない空間に写像して変位

併を求めるために 'gcncrJ.iizcddi splaccment' 法と呼ばれている 。 この~7kも shcar- l ocking は生じないが、

Ahmad要素の直接改良ではないため p剖chtcstには合格しない。

1 1) 'hetcrosis'要素
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再び Reissner-Mindlin型に着目すると、 Hughes明により開発された 'helerosis'要素は並進自由度と回

転自由度に異なる内挿関数を期いる 9節点要素で、 1980年前半までは bestelementと評価されていた

町。この要素は通常・の fullintegrationでも粉度の良い解が得られ(lockingしない)、 hour-glassモー

ドは存在しない。しかしながら、節点、続分点の数が多く要素定式化も複雑なために計算効率性が俊

れず、 patchtestにも合格しないため現在ではほとんど用いられていない。同径の要素は Crisficldも開

発している町。

皿) 'mixed inte叩olation'要素

一方、 shear-I臼:kingの一因が面外せん断ひずみの内挿関数にあることが明らかになり、面外せん断

ひずみの内挿方法が見直され始めた。 Hughes，Tezduyar'めにより最初に提案された方法、 Macncal聞が

用いた 'assumed-slIaIn'me出od、Dvorkin，Ba山CJO)，JI)。明 による 'mixedime中olation'me山od、Hintonら)))制i

お}による 'substituteshear str血nfield' mcthodは互いにほぼ等価な方法で、基本的には商外せん断ひずみ

を従来の方法にしたがい変位から内得するのではなく、新たにあるサンプリング点の箇外せん断ひず

みの値と再定義した内挿関数から求めるものである。(この時サンプリング点における面外せん断ひ

ずみに|渇しては従来通り変位から内押したものが用いられる。)Hughesら、 Macn回Iの要素、 BaU1c

らが最初に発表したものはいずれも 4節点要素であり、矩形で用いた場合には Ahmad型の

deg，凹erated要素を selective-reducedimegrationして得られる要素と同等になる。またHintonらの要素は

この4節点要素を 8節点要素以上に拡張したものである。いずれの要素も full integrationをしても

shear-I配 kingしないために hour-gl蹴モードを持つことはない。また、面外せん断ひずみを内挿する際

に、直交座標系におけるひずみ成分でなく、アイソパラメトリック要素の自然(埋め込み)座標系に

おける成分を用いることにより、要素のゆがみによる解の精度の低下を防いでおり、 patchtestにも合

格している。近年 Brezziら拘刊は mixcdintcrpolation methodの数学的な倹討を行ない、要素の安定性、

収束性に|謝して良好な結果を示している。

JV) 'projection'要素

Storalskiら珂が提案した 'pr句配tion'mcthod ( 'mωe-d民omjX)slt旧n'，'Kirchhodd-mωe' meth凶)は、変形

モードを曲げモ ドと面外せん断モードに分解し、分解した面外せん断モードからせん断エネJレギー

を適切に評価することにより、 shear-は king、要素のゆがみによる鮮の精度の低下、 hour-gl山モード

等の問題点を回避している。この方法は、以降reducedintegrationをおこなった要素の要素のゆがみに

よる解の精度の低下を防ぐために用いられる。

V) 'resu剖 inegration+ stabilization '要素

以上に述べた Reissner-Mindlin型の改良要素はいずれも、 hour-glassモードを回避するために full
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川田grauonを行ないかつ shear-Iockingしない要素であるが、一方で、面外せん断ひずみの再定義等の

改良を施さず、むしろ悶lucedintegr加onをしたことにより生じる剛性マトリックスのランク低下を要

素の'安定化， (s回bilizalIon)により防ぐ要素も開発されている。

Bcly回ckoら明叫叫は現在まで一貫してこの rcducedin也grauonプラス stabilizationマトリックスの方

法を用いている。 stabilizationマト リックスは、剛体モードに対しては容となり、 hour-glassモードに

対しては零でない一般化ひずみを導入することにより求められる明叫。この時点ではまだ、人為的な

hour-gl出 Sコントロー jレパラメータがstabilizationマトリックスに用いられていたが、近年 BclylScko

ら叫は Hellinger-R即日nerの変分原理より人為的なパラメータを用いない stabilizalionマトリ ック;z.を

導いている。いずれの要素も shear.lockingは生じないものの、 palchleSlには合絡しないため先に述べ

たpr句eClionmcthodによりメッシユのゆがみによる解の精度の劣化を防いでいる。またこの手法は、

4節点要素の場合、蘭内 1;占の領I新五分となり非常に計算効率にすぐれているため、特に衝撃問題等

のexplicit型の動的非線形問題に対して使用されている叫。

(4 )非線形シェJレ要素の開発に関する従来の研究

さて、 Ahm出l型dege即日出活要素は連続体力学に基づく要素であるため、幾何学的および材料非線形

問題に対しても容易に拡張することができる。 Ba的ら同は、 1980年に古典的な Ahmad型 deg間 四凶

要素の lOlal-Lagrangian法、 u凶a日d-Lagrangi制法による幾何学的および材料非線形問題に対する定式化

を示した。同様に、 Owenら明は 'Iayeredapproach'に基づく異方性シェル要素を開発している。 Surana

叫は Ba山eらの定式化を拡張し lO凶ーLagrangi加法において有限回転増分を取り鍛えるようにした。更

に Chao ら叫は、積層構造に対する定式化を示し動的幾何学的、材料非線形解析を行なっている。事~

塑性以外の材料非線形では、 Paricsh崎が M∞ny-Rivlin体を対象としたシェ jレ要素を開発している。

以上の要素は shear-I田kingに対しては (scl∞tive)ー田ducedinlegrauonで対応している。

また先に述べた mixed旧日中olalionmClhω による Ahmad型dege問団.led要索の非線形問題への拡張は

1984年に Dvorkinら瑚が行なっており、後に S凶 derら明、 P加sch岨らが有限回転i自分を取り扱える

ように改良している。

一方、 Hughsら哨は、 1981年にAhmad型degcnc剛 .ed要素に対して、共回転系 (co-ro阻tionalsyslem)、

すなわち要素とともにに回転する座係系でのひずみ増分(速度)および 3 次元1;~成則を用いたシェル

EE3Eを開発した。この要紫においては、 shear-Iockingを回避するために田l民Uvc-rωu田d川田grallonが用

いられている。更に Liuら聞は、 Hughsらの要素を 4節点要素として用い、要素面内は一点政分、肉

厚方向には解析的税分を行なうことで cxplicilに剛性マトリックスを求め、計算精度、効率性を論じ
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た。この時、幾何学的非線形問題における接総剛性マトリックスに対応する stabilizationマトリック

スについても示している。 Belytchkoら喝の方法も同様に ccトrotationalapproachであるが、 Hughsらの

方法と異なる点は degenera~凶 要素ではなく基本的に平面応力を仮定した平板要素である点である。こ

の要素も l点積分を行ない st.abilizationマトリックスを用いて解の安定化を図っている。この要素は

初期形状がゆがんでいる要素に対して精度が慈くなるため、 Belytchkoら判は任意初期形状を扱える

ように叫問団ted要素に対して一点積分をおこない proJecuonme山民1プラス stabilizalion?トリックス

により解の精度を向上させている。

幾何学的非線形の立場から見た Ahmad型 degene四凶要素のひとつの問題点は、回転噌分が微小で

あるという仮定のもとに定式化が行なわれていることである。これは、定式化の出発点が線形要素の

ためで、その結果幾何学的非線形問題の場合は接線剛性マトリックスが正しく求められない。従って

非線形性問題に対して増分ステップの大きさや収束性に大きな影響を与える。これに関する研究は、

古くは Euler角を用いたシェル要素叫叫があるが、後にEuler角よりも幾何学的に明瞭な Argyris'"

の有限回転テンソJレを用いたシェル要素が多く提案されており叫"ト町、近年のシェル要素のテーマ

のーっとなっている。

(5 )シェル要素開発に関するその他の研究

以上に述べた方法は、すべて変位裂の有限要素法であるが、混合/ハイブリッド法に基づいた

(mixed/hibrid method )要素を用いることも shear-Iockingに対応する一方法であることは古くから知られ

ており開i問、1980年代後半から急速に研究が進められている。これらに関する研究は文献に詳しい

闘争明。その他の近年の話題としては、シェル要素の面内回転自由度の導入η}明、 9節点 Lagrangc要

素の改良明ー叫が挙げられる。

J_ 2 _ 3 非線形有限要素感度解析手法に関する従来の研究

(1)非線形有限要素感度解析手法定式化に関する従来の研究

感度解析とは、併造系に含まれるパラメータ(設計変数)の変動に対してli~造応答応答の変動を求

めるものであり、有限要素法においても最適設計の立場から 1)-18)、信頼性設計の立場から I仲町、あ

るいは両方の立場から羽)-<"それぞれ研究開発が進められている。感度解析手法には大別して2つの手

法があり、一つは直接差分法であり、もう一つは摂動法あるいは直接微分法である。前者は、基本系
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(感度評価の対象とする系)で解析した後で、変動を考慮するパラメータに摂動量を与えて再解訴し、

得られた応答と基本系での応答との差を感度として求めるものである。この方法は、再解析を行なう

ため計算効率が悪〈、またパラメータの妓動を含んだ開l性マトリックスの逆行列を計算しなければな

らないため、計算精度の点でも優れていない。したがって、応答の一次感度を求める観点からは直接

差分法を用いることは少なく、一次感度の適用範囲を滋えてパラメータが変動するような場合につい

てのみ有用である。祭到biまは、構造応答における平衡方程式を、変動を考慮するパラメータで直接微

分することにより感度を求めるもので、直接微分法とも呼ばれている。変位法に基づく有限要素法に

おいては、ある変f立におけるパラメータに対する不平衡力(釣合状態にある基本系では零)の感度

(援動量)を、その点での接線同1Jt'1で除すことにより変位感度を求めることができ、次いで得られた

変位感度より応力、ひずみおよび反力のj態度が評価される。この方法は、有限要紫法でもっとも計算

時間を要する剛性マト 1)-;;クスの三角分解を、感度を求める際には行なう必要がないために計算効率

の函で優れており、また、解析的に不予衡カの感度を計算している場合には厳密な応答感度を得るこ

とができる。この場合はすべての変位自由皮に対する感度を求めた後でti白金(例えば応力等)の感

度が得られるが、 adjoinlvariable mClhod (随伴法)を用いるならば、その時点の後線剛性マトリック

スを含む随伴構造の線形方程式を平衡方程式と同時に解くことによって、吉正位感度を求めることなく

活自量の感度を評価することができる。この方法は着目量の数が少なく、変動を考慮するパラメータ

の数が多い場合に効率的である。以下では adjointvariable me出odを含む鍍動法/直微分法による感度解

析手法に関する従来の研究についてのみ述べる。

最適設計の分野では、例えばある磁の拘束条件下で重量等の最小化を行なう場合に、設計変数に対

する構造応答の感度が利用されるが、この分野において最初に有限要素感度解析の定式化をおこなっ

たのは、 Zienkiewiczらりであり、応答強度と最初彰計画法を用いることにより形状段通化を試みている。

その後線形領成を中心に研究が進められ、 んむ回ら2)， Hsiefら"により、静的、動的問題における感度

解析手法および最適化手法が体系付けられ、また Dems件。らに よ って、随伴l;~造を含む変分原理から

線形構造体に対する感度解析手法の定式化が行なわれている。非線形領域においては、 Kanekoら7)が

除荷が生じないトラス併造の~~j塑性感度解析を行なっているが、一般的な非線形問題に対して摂動法

による感度解析定式化を示したのは Ryuら町であり、次いで Mrozら釣聞も向織の定式化を示してい

る。この頃より計m農の性能が飛路i的に向上し非線形有限要素法自体が私極的に実施されるに伴ない、

このよう な非線形感度解析手j去を汎mコードに取り入れ、最適化手法と組み合わせたシステムとして
の開発も行なわれるようになる川 1九また、 Choi，SanlOs叫， 14)は非線形感度解析手法において adjoint

variable mc出odを用いた定式化を示している。上述の非線形感度解抗手法は、幾何学的非線形問題お
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よぴ非線形弾性等の経路依存のない材料非線形問題に対してのみii!i用可能である。経路依存のある問

題に対する感度解析の定式化はT日y，Arora 1炉開により行なわれているがこれに|刻しては最後に述べる。

一方信頼性の分野では、期待機造において入力情報の不確からしさ、すなわち物理的な不確からし

さ(phsicaluncenaimy)、統計的な不確からしさ (s凶tislicaluncertainly)あるいはモデJレ化における不確

からしさ (mωeluncenainty)が情造応答に与える影響を評価するために感度が用いられる。すなわち、

符られた感度と一次近似二次モー メント法と組み合わせることによって、{;~造応答の統計的な評価を

行なうことができる。このような解析手法を有限要素解析に取り入れたのは Combou問，Hanω制らで

あり 凶田da，Nakag田町によって確率有限要素法 (slochasticfinile element melhod)として体系づけられて

いる。 また、 DerKiureghian聞は、これらの手法を一般的な信頼性解析に応用することによって、信頼

性指標を評価する手法を開発している。以上の手法は線形領域におけるものであり、非線形領土まにお

いてはLiu，Belylshkoら"ト聞が先に述べた Ryuら"の静的問題に対する感度解析手法を動的問題に拡

張する定式化を試みているが、この方法は笑際は陽解法を反復し直接差分的に感度を評価しているに

過ぎない。 Liuらは感度を求めたあとで一次近似二次モーメント法で4躍進応答の平均値及び分散値を

求めモンテカ jレロ法による結果と比較している。また Liu，Der Kiureghian 17，聞は幾何学的非線形を考

慮した弾性体に対して Ryuの方法で感度を求め、その後で AFORM(Advanced Firsl Order Reliabilily 

Me山od)法による信頼性解析を実施している。 凶阻白肌瑚および出回也ら31).32)は、除荷を含む経路依

存性の問題にも適用できる静的非線形感度解析手法を示した上で動的問題に拡張し J3)刷、 AFORM

を用いて動システムの信頼性解析を実施している )j)，摘。

最後に、経路依存性も考慮できる非線形感度解析法の定式化に関する研究について述べる。多くの

非線形感度解析手法が Ryu"の方法に基づいて定式化が行なわれているが、 Ryuらの定式化は現時点

の変位のみを用いて感度を求めているため、弾製性問題のように併進応答が変位履歴にも依存するよ

うな解折には適用することができない。現在まで、経路依存も含めた一般的非線形有限要素感度解析

の定式化に関する研究は H限必a29)， Tsayら問"6)， Kleiber '1)-43)， ZhangらJ7)が行なっている。有限要素

法においては、このような経路依存性の問題に対しては荷重ステップを細分化し、各ステップの問で

は経路依存性は無視できるものとして解析をおこなうため、いずれの方法もそのような噌分方程式に

対して感度解析の定式化を行なっている。このような弾塑性問題における問題点は、 出国da聞が抱摘

している ように、変イ立I自分の|前で弾性から塑性に移る ような場合にその点およびその点の近傍では接

線剛性の変分が評価できないことである。この問題に対し Tsayら"，坤， Kleiber 41}-41)らは、 t自分内で

は開l性すなわちm成則テンソJレが一定、すなわち弾性から塑性に入るような変遷状態はないという仮
定のもとで定式化を行なうことにより対応している。また彼らは、 comrolvolume me出odや adjoim
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variable me山odも併用して一般的な感度解析手法の定式化を試みている。しかしながらこの方法は、

荷重あるいは変位増分の前後において権造の状態を弾性あるいは塑性状態に固定し、その状態下での

感度を評価するため、摂動系において必ずしも正確に降伏点が扱われていない可能性がある。出坦da

29'は先の問題点を指摘した上で、 jti立感度を求めるのに必要な不平衡力の感度(摂動)については直

後差分法を用いて評価している。この方法は数値的に微分を行なうため、~};~.に実際に与える様動量と

得られる感度の精度について慎重にならなければならないが、 Tsayら'"・ 1@，KielbcflH3}の方法と較

べると、基本系と夜勤系で consistem~こ応力続分を行なえ、かつ材科非線形のみならず幾何学的非線

形問題に対しても有限要素法プログラムに容易に取り入れられるという利点がある。 Zhangら刊の方

法も基本的には 山田daの方法と同じであるが、弾塑性における応力税分71レゴリズムに対して直接微

分法を用いて不平衡力の感度を求め、ついで変位感度を求めている。この方法は解析的な微分である

ため、事~塑性問題のような複雑な椛成則に対しては定式化が複雑になり、また情成則が変わると定式

化を再び行なわなければならない点で汎用的ではない。

(2 )座屈荷重感度解析手法に|刻する従来の研究

座屈荷重に対する感度解析は、1. 2. 1 (4)項で述べた座屈解析手法を設計変数で微分するこ

とによって基本的には定式化が可能であるが、基礎方程式が複雑なこともあり現実には厳密な座屈荷

重に対する感度解析は簡単な憐造要素を除いてはほとんど行われてない。

まず最初に、線形座屈固有値解析に対する定式化は、最適設計の分野において Kiusalass叫、 KhOl 

ら叫、 Khm45l等が、信頼性の分野では久田崎ら等が行っている。線形座!呂田有他解析は、線形静解

析における剛性マトリックスとその時の応力から得られる初期応力マトリックス(幾何剛性マトリッ

クス)との間で固有値解析を行うもので、得られた固有値を静解析での荷重に釆じたものが座屈荷重

として求められる。線形座屈固有値の感度は、援動固有値解析の場合と会〈同級の手順で刊、同1)性7

トリックスの逆行列を用いることなく効率良く求めることができる。 K山田l出 S叫、 Kholら叫、 KhOl 

'"らはトラス、フレーム構造物の座屈悶有値解析を行っており、先に述べた剛性マトリックスのみが

設計変数に比例し、初期応力マトリックスは設計変数の影響を受けないと仮定して座屈荷霊感度をn

出している。一方久田崎はフレーム構造物に対して、初期応力マトリックスは応力の関数であり設

計変数に対して陰関数となることを考慮して定式化を行っている。いずれにせよ、線形座屈固荷値解

析が適用できるのは、 Eulerbuckling のような変形が極めて小さくかっ応答の線形性が強いj;~造物のみ

であり、従って、得られる座屈荷重感度もそのような前後のもとでの感度となることに注意しなけれ

ばならない。
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次に、 Kholら崎、 Kamal叫叫らは、簡易なトラス構造物に対して幾何学的非線形問題のt自分解析

で厳密に座屈点を求めて感度解析を実施している。 KhOlら哨は、与ええられた荷重値が座屈荷重と

なるような拘束条件の下で、全体の重量を最小になるようなトラユ構造物の最適設計解析を笑錯して

いる。彼らの解析ではトラスの断面積を設計変数とし、幾何学的非線形解析によって厳密に座屈.9.を

探宗した後で、ポテンシャ Jレエネ Jレギーの感度を求めて最適化を行なっている。そのため解析におい

ては座屈荷重の感皮は評価されていない。一方、 Kamalら叫は、座屈点においては接線剛性マトリッ

クスが特異になることを直接考慮した感度解析をおこなっている。すなわち、平衡方程式と接線IiJIJ性

マトリックλの行列式が零になる式を連立させて設計変数で微分することにより、座屈荷重の感度を

得ている。また同じく Kamalら町は、 2つおよび4つの要素からなるトラス構造物の座屈荷重値の厳

密解を求めて座屈荷霊感度を評価iしている。いずれの場合も理想的な解析手法ではあるが、 トラス構

造物という簡易な要素に対し、設計変数を限定して(例えば断面積)定式化を行なっているため、 3

次兄要素に対する任意の設計変数に対して定式化を行なうにはあまり現実的でないと考えられる。

増分裂の幾何学的非線形有限要素角ifo{lfに基づいた座屈荷霊感度評価の一般的な定式化は、 Wu&

向。悶'sl)， Park & Choi '2)により行われているが、イ可れも座屈点以前の平衡点での線形化固有値解析(

Lin岡 山 edOne-poim Eigenvalue analysis以下LOE)から予測される近似的な座屈荷重に対する感度を

評価するものである。したがって座屈符重の清度は、系の非線形性の強さ、あるいは解析点がいかに

座屈点に近いかに依存しており、座屈何重感度もそれに応じたものが得られることになる。これらの

感度解析手法が先に述べた線形座屈固有値に対する感度解析手法と異なる点は、固有値解析を行なう

マトリァクスがそれぞれ変位の|刻数となっているため、座屈荷霊感度がZE位感度を含む形で表わされ

ることである。その結果、接線剛性マトリックスの設計変数および変位 |刻する偏微分を言十字1する必要

が生じ、定式化が複雑なものになり、彼らが解析に使用しているトラスや梁要索以外の要素、例えば

3次元シェル要素等を対象に定式化を行なう場合の効率性が懸念される。また、変{立感度を求めるに

あたっては、座屈点では接線剛性マトリックスが特異になるため、座屈点の緩めて近傍でも非常に零

に近い plVOlでの除~. が生じ数値的な不安定が生じる。実際、 Park & Choiの例題担}では、座屈点に

近づくに従い座屈荷霊感度が発散する傾向を示している。これに対し Park& Choiは、最適設計の観

点からはむしろ、座屈点ではなく座屈以前での予怨座屈荷重およびその感度を用いる方が良いとして

いるが、先に述べたように LOE解析に基づくかぎり、非線形性の強い問題では、座屈点の近傍でし

か精度の高い座屈荷主催を得ることはできない。Wu& AIo目は別の方法として、座屈点上でのみ適用

できる効率的な座屈荷霊感度式を悶有モードを用いて示しているが、極限点に対しては適用できるも

のの、分岐点に対しては適用することができない。極限点においては、 Wu& Aromらが実施している
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簡単なトラス構造の'snap-through'問題の場合、非常に精度の良い座屈荷量感度が得られている。また、

Wu& Arora川， Park & Choi '"とも座屈点という特異点'を数値計算上とり扱う際の困難を指摘してお

り、 まだ研究の余地があると考えられる。

22 



1. 3 本研究の概要と意義

本研究は、大別して有限要素座屈解析手法の開発および有限要素座屈感度解析手法の開発の2つの

内容で構成されている。有限要素座屈解析手法に関しては、幾何学的非線形有限要素法の定式化につ

いて第2章で、幾何学的非線形シェJレ要素の開発について第3章で、座庖解析手法について第4、5 

章で、それぞれ開発を行なっている。また有限要素座屈感度解析手法に関しては、非線形問題に対す

る感度解析手法の定式化んらびに座屈後挙動のための感度解析手法について第5章で、座屈荷重のた

めの感度解析手法について第6章で、それぞれ院i発を行なっている。本研究の構成を図 1.3.1に示す。

次に本研究の各章の概要について述べる。

第2章では、テンソル解析の観点から新しい幾何学的非線形有限要素法定式化について示しプログ

ラミングの際の効率化について言及する。現在幾何学的非線形方程式の定式化には lotal-Lagrange法と

updaled-Lagrange法が王流として用いられており、有限要素プログラミングにおいてはあたかも 2通り

の別の解法として取り扱われているが、現実にはこの 2つの手法はまったく等価な方法で、手法の使

い分けはその傍成式の参照している時刻によ って決定される。したがって、有限要素プログラミング

においても、構成則のみの適切なテンソJレ変換によりプログラミングがひとつにまとめられる可能性

がある。第2章では、アイソパラメトリック要素の自然座探系を埋め込み座係系とみなし、その成分

を持ちいた定式化により LOtaI-Lagrange法と u凶a肥d-Lagrange法の統合化を試みる。

費~3 章では、有限回転を考慮した幾何学的に厳密なシェ Jレ要素の開発を行なう 。本研究では全章を

通じてシェJレ権造物を対象に解析をおこなうため、開発に先立ち 20年来開発が続けられているシェ

ル要素について詳細に調査し (1.2. 2参照)、基盤とする要素について検討した。その結果、 1)

薄肉、厚肉双方のシェルに適用できる(ilif.肉 Shell要素においてもロッキングが生じない)、 2)任窓

の形状のシェJレを取り扱える、 3)剛体モード以外の虚偽のゼロ固有値を持たない、 4)要素のゆがみ

に対して解の精度が損なわれない、 5)要素内の任意の点においてゼロを含む一定ひずみを表現でき

る、の観点から MITC(Mixed Inlcrpoalation of Tcnsoria1 ComponebLS)要素が理怨に近いシェル要素だと

考えられる。しかしながら MITC要素は基本的に微小回転増分を前提としているために完全な接線剛

性マトリックスが得られていない。その結果、 NeWlon-Raphson法の収束性、後に述べる感度解析の精

度が劣化すると考えられるため、第3I;'i:ではこの点を改良し MITC要紫対して有限回転増分を厳密か

っ効率的に取り扱える定式化について示す。

第 4 章では新しい有限要素分岐座屈庖庖解析手法について述べる。厳密な非線形~屈解析を実施

するためには、 1)増分型の幾何学的非線形方程式を解き、 2)行列式の値等から座屈点と判断される場
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合には、 3)固有値解析を行なって座屈モードを得、のそのモードと荷重モードより座屈点の分類を行

ない、 5)分岐点であれば、分妓解析をおこない分岐経路に解を誘導する、という手順が不可欠である。

しかしながら、実用の場においてこのような分岐解析が敬遠されがちなのは、大規侠問題の固有値解

析の不経済性によるところが大きいと考られる。したがって、厳密性を績なわずに 1)から 5)までの

手順を簡易に行なえる方法が望まれる。第4章では、 Newlon-R討lpson法の反復解法式と座屈点におけ

る固有方程式の類似性に着目した、新しい有限要素分岐解析手法を開発する。

第5章の前半部では、弧長i首分法の改良と座屈後解析のための感度解析手法の開発を行なう。有限

要素座屈解析では、それが飛ぴ移り座屈であれ分岐座屈であれ、座屈後の不安定経路を解析するため

には弧長増分法とよばれる経路追従型の7)レゴリズムが不可欠である。この時使用する弧良法のアル

ゴリズムとしては、効率性を重視するならばpredicLOrに垂直な超平面に解を探索しかっ pr百licLOrを更

新する一種の線形化弧長法が優れているが、長い弧長i皆分を用いるとは解が発散したり、全く)J1jの経

路に解が求められることもあり鮮が安定的に得られない場合がある。一方安定性を重視するならば超

球拘束型弧長法が適しているが、この場合は非線形方程式を解かねばならないため、解が存在しない

可能性があり、また複数の解からの適切な解を選択しなければならないため、効率性に欠けている点

がある。第5章前半部では、両解析手法の共通性を幾何学的に示し、両者の利点を生かすように改良

された robUSlな弧長法について提案する。

第5章後半部および第6章においては、摂動法に基づく非線形有限要素座屈感度解析手法の開発を

行なう。従来の感度解析手法では、不平衡カ(釣合状態では零)の変動パラメータに対する妓動量に

接線開l性マトリックスの逆行列を乗じることにより 、最初に指定荷重下における変位感度が得られ、

次いで反力、応力およびひずみの感度が求められる。しかしながら座屈解析においては、座屈点にお

いて後線剛性マトリックスが特異になるため変位感度が安定には得ることができない。また、座屈解

析の場合は着目する量は終局耐力などの荷量値であるから、変{立感度よりも荷霊感度が求められる方

が望まれる。この場合、荷重も未知数として取り扱うため通常の平衡方程式になんらかの拘束条件式

を加えた憐造系での感度を評価しなければならない。ここで、固有方程式等の座屈点を定義する拘束

粂件式を用いると、非線形座屈に対する一般的な定式化は非常に複維なものになるため、シェJレ要素

等の3次元要素に対しては実用性が少なくこれまでほとんど実施されていない。また、その適用範囲

は座屈点のみに限られる。一方本研究においては、固有値解析を使用しない座屈解析手法を提案して

いるため、感度解析手法においても固有方程式を拘束条件としては取り扱わない。かわりに種々の拘

束条件を考慮することにより、座屈形態によらずまた平衡経路上の任意の点で待霊感度を評価でき、

かつ座屈点では座屈何重感度が求められる手法を提案する 。 本研究費~5 意後半部においては、孤長法
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で用いる一定孤長増分を拘束条件式とした、座屈後解析のための感度解析手法について述べる。次い

で第6章においては、超円筒型の LOtal~創立拘束条件を考慮することによって、座屈荷霊感度を効率

よく求める手法について示す。

本研究の意義は、以上で述べた解析手法を統合した非線形座屈解析システムによって、現在行なわ

れている座屈挙動を考慮した最適設計や信頼性評価の効率や精度を、より向上させる可能性があるこ

とだと考える。
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第 2 章

幾何学的非線形問題における

total/updated Lagrange統合型有限要素法定式化

Integrated FEM Formulation for TotalNpdated-Lagrangian M巴thod

inG巴om巴tricallyNonlinear Problems 



2. 1 緒言

現在、幾何学的非線形問題に対する解法としては、 [0凶Lagr田 ge法および u凶a削ーLagrange法の二

つが玉として用いられているが、両者のi韮いは定式化の出発点となる仮怨仕事の原理において、応力

テンソル、ひずみテンソJレなどが参照する基準配置を、時刻oあるいは現時刻 1のいずれにとるかに

よっている。当然のことながら、いかなる幾何学的非線形問題も両手法による有限要素法の定式化が

可能であり、得られる傍線剛性マトリックスおよび数値解は一致しなければならない。

現実には両手法の使い分けは、応力テンソJレとひずみテンソJレを関係づける構成式が参照している

基準配置(の時刻)によって決定される。すなわち構成式が、時事IJ0の配置に基づき記述されている

ならば total.Lagrange法が、時刻 lならば u凶a[ed-Lagrange法が用いられるわけである。例えば金属材

料の弥塑性jl~成式は、通常は現時刻 t を基準配置とした応力速度とひずみ速度を用いて記述されるの

で、この場合は u凶a[ed-LagrangeY去を用いる方が簡便である。また時刻Uoからの変形勾自己を参照する

弾性体、あるいは Moony-Rivlin体等の超持性体の場合は、 [0凶ーLa呂田nge法が広く用いられている。

ifLJ日的な観点からは、両手法による布限要素解析プログラムを完備し構成式により適切な手法を選

択するのが望ましいが、従来からの手法に従い直交デカルト座標系での基底ベクト Jレで分解された応

力やひずみテンソルの成分を用いて有限要素法の定式化を行なうと、接線剛性マトリックス等を導〈

手順は両者で明らかに異り1'，2通りのプログラミングが必要になる。また同じ問題を両手法で解析

した場合、得られる接線開l性マトリックス等が一致することを一見して判断することは困難である。

一方、埋め込み座標系における基底ベクトルで分解したテンソJレ成分を用いて定式化を行なう場合

は、変形状態などを基底ベクト jレのみで簡潔に表わすことができる九しかしながら、基底ベクト Jレ

そのものが空間的に変化し、また三つの基底ベクト Jレは一般には直交しない苦手、別磁の複雑さがある

ため、近年では Ba出♂らが [0凶ーLagrangc法によるシェJレ要素を示しているものの、汎m的な解析手

法として数値計算に用いられていることは比較的少ない。

本章では、埋め込み座綴系を用いることにより、適切な構成式の変換を行なうだけで旧凶ーLagrange

法、 u凶a田<1-Lagmnge法いずれの手法にも対応できる統一的なプログラミングが可能であることを示

す。以下では、まずアイソパラメトリック要素における自然度原系をその要素の埋め込み座標系とし

てとらえ、その基j民ベクト Jレにより応力、ひずみテンソJレを分解する。そして、その成分を用いて両

手法による接線剛性マトリックス等を導けば、両者の同一性が容易に硲EE、できることを示す。またプ

ログラミングにおいても共有性が高いことを示す。最後に具体例として、本手j去を三次元ソリッド要

素および三次元シェル要請さに適用し、従来の手法と比較した場合の長所、短所を論じる。
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2. 2 仮想仕事の原理

本節では、埋め込み座係における成分を用いた場合の、 [0国l-Lagrange 法および u凶a~ω-Lagr剖ge 法

による仮想仕事式について概説する。なお以下に本章で用いる記号について示す。

OS ， ~'s 時刻 0，[を基準配置とする時刻 ['における 2ndP凶

OS， ~S 時刻 tにおける2ndPiola-K同 hoff応力速度および True地 II応力速度

'T 時刻 tにおける Cauchy応力テンソJレ(=~S ) 

'U 時刻 tでの変位ベクト jレ

u 時刻 1から['までの変位増分ベクト Jレ

oE， ~E 時五IJ0， [を基準配置とする時刻 ['における Gree山伊噌 ひずみテンソlレ

OE， ~È 時刻 0，[を基準配置とする時刻 tにおける G悶 n-LagrangeひずみテンソJレ速度

。C"C それぞれ òS と ÒÈ 、 ~S と ~È の間に仮定する四階の燐成則テンソ Jレ

F，D 変形勾配テンソJレおよび変形速度テンソJレ

G" 'g， 時刻IJ0， [における埋め込み座標系の共変基底ベクト Jレ

G'， 'g' 

G. = elX . '!! = el'x 一一 一一 一一
! a ri 01 -a ri 

持主IJ0， [における埋め込み座標系の反変基底ベクト Jレ

G ' =~ょこEL ， V=」ピgk
G ;-(Gj X Gk) 【gγ(lgjX 'gk) 

ただし (i，j，k)= (1.2，3)， (2，3，1)， (3，1，2) 

X， 'x 時刻0，[での物質点の位置ベクト Jレ

r' 埋め込み座標系における :方向成分

V，'V 時刻 0，lにおける物体の占める領域

体積雪E化守二 ( = det F =空工)
dV 
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2. 2. I 仮想仕事式の噌分分解

一般に任意の符刻における仮怨仕事式は、 Cauchy応力テンソルTおよひ'微小ひずみテンソル eを

を用いて次のように書くことができる。

I T: oedv = oR 
川

(2.2.1) 

5は仮1!'.変位に起因する変分、 oRは外力のなす仮想、仕事を表わしている。ここで、式 (2.2.1)を2nd

Piola-Ki同hhoff応力テンソJレSおよび Green-l.agrangeひずみテンソJレEを用いて書き表わす。まず

変形勾配テンソJレFおよび変形速度テンソル Dにより G間 :n-l.agrangeひずみテンソル速度 Eは

E = FT.D.F 

と書けるので、 Dot=oeの関係を用いれば式 (2.2.2)より

oE = FT.Dot.F 

= FT.oe.F 

を得る。式 (2.2.3)を式 (2.2.1)に代入して

i T: oedv十川 F.l)dv 
=十(T.F-ToE.F-l) dv 
十(F-l.T.F-T山

となる。ここで式の変形においては、 S= J F.l.T.F.T， J = dv / dVの関係を用いた。

(2.2.2) 

(2.2.3) 

(2.2.4) 

従って、10凶l.agrange法および updaled-l.agrange法で用いられる時刻 l'= 1+ 61における仮怨仕事

式は、それぞれ時刻 0，1を基準配置値として、式 (2.2.5)およ び(2.2.6)のように書くことができる。

L o'S : 8bE…R (2.2.5) 

iiss:-8R (2.2.6) 

30 



G回開-La酔ngeひずみを埋め込み座標系における反変基底ベクトル G'，GJおよび'g'，'gJでそれぞ

れ分解すると、

~E =~ (t山 j-G i G j ) G' 18> GJ 

~E =~ (t g ït gj- G ï G j) G i I8> Gj 

:'E = t ( t'git'gj -t gi' gj) t gi③ tgJ 

(2.2.7) 

(2.2.8) 

(2.2.9) 

と表わせる。式 (2.2.7)，(2.2.8)および (2.2.9)より Green-Lagrangeひずみの増分。E，tE はそれぞれ次

のように与えられる。

oE = oEij G'⑧ GJ 

= ~E -~E - O~ -0 

=}(tgAJJE11EJ)GI③ GJ 

tE = tEij tg'⑧ tgJ 

=:E -:E 

=}(lE11EJJE111)刊 tgJ

(2.2.10) 

(2.2.11) 

。Eおよび， Eは当然異なるテンソJレであるが、それぞれ適当な基底ベクト Jレで分解することによっ

て、その成分の値が一致することを上式は示している。一方時刻 l'における 'g，は、 'g，および時刻

Iから ピまでの変位増分ベクトル uを用いて

au 
tgi =tgi+てで

dr' 

となるので、これを式 (2.2.10)，(2.2.11)の最右辺に代入し整理すれば次式を得る。

OEij = tEij = eij + llij 

但し

1 . aU aU . 1 aU aU 
eij =ム(【gi一一+も 一一)ηii=ム一一一-
J 2 ' 0'  ari OJ ari " "J 2 ari arj 

更に式 (2.2.13)の変分をとり

OOEij = OtEij = Oeij + 0η'J 

但し

1.. aOU aOU " 1 .aOU aU aU aOU 
Oeij=上(tgi一一 +tgi一一)， Ollii=上(一一 一一←一一一)J 2 '0' ari "J ari" _. "J 2 'ari ari ari aρ 
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(2.2.13) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 

(2.2.16) 



いま、時刻tでの状態量を既知とすると、 bE， ~ E の変分は oE "Eの変分であると見なすことがで

きる。よって、

o~E = O~Eij G i⑧ GJ 

= ooE 

= (Oeij + 0ηij)G'⑧ GJ 
(22.17) 

o:E = O:Eij'gi⑧ 'gJ 

= o，E 

= (Oeij + 0ηij) 'gl③ tgJ 
(2.2.18) 

次に時刻 t'の2ndPiola-Kirchhoff応力を、埋め込み座原系における共変基底ベクトル G"Gjおよび

t gvt gJでそれぞれ次のように分解する。

bS = bS + oS 

=(hS'J+OS'J)Gi② GJ (2.2.19) 

~S = 'T + ，S 

= ('T'J + ，SIJ ) 'gi③ 'gj (2.2.20) 

ただし 'T(= ~S )は時刻 1における Cauchy応力テンソJレを表わしている。式 (2.2.17)ー(2.2.20)を

式 (2.2.5)，(2.2.6)に代入すると次の仮想仕事の増分分解式が得られる。

{o
必OSIJ刊SIν1リJ

L，レい♂rρ州Sγ引判
2
リ川j吋(川仲j巾巾刊'T'J011isゆ011凡h川州附η川川附ザ1リis'仲Jρ戸ρd'酌t匂v= l寸川t

J'V 

2. 2. 2 接線剛性の作成

(2.2.21) 

(2.2.22) 

増分分解された仮想仕事式 (2.2.21)，(2.2.22)の左辺を 企Iで除 Ld.t→0として線形化を行なうこ

とにより、非線形方程式を解〈際の接線岡IJ性を求めることができる。すなわち、 oS'J/d.t→bS'J，

，S IJ/ð. t → ~SI J， u /d.t →'uを考慮して各式の左辺から次式が得られる。

32 



v

w

 

d

d

 

i
y

、
)

川

町

ζ

い

で

0

1

(

 

凶

中

f
l
Ih

-
-
!μ
 

+

+

 

V

N

 

d

d

 

戸

LV

ρ

u

c

o

c

o
 

-

P

3

0

3
 

1

0

t

t

 

f
l
l
EN
I
-
-州

↓

↓

 

辺

辺
左

左
)

)

 

-
l

ヲ
-

ヲ

-

2

内

zL

ヲ
-

司

4

内，
b

式

式

しロM
一
f
 

(2.2.23) 

(2.2.24) 

1 • dOU d'U d'U dOU 
(0ηii) =上(一一一一一+一一一一ー)
'J' 2' dri drj dri drI 

今、応力速度テンソルとひずみ速度テンソJレの間に次のような構成式を仮定する。

bS = oC : b芭

(2.2.25) 

(2.2.26) 

:s =，C::E (2.2.27) 

bE=巴ijG1⑧ GJ (2.2.28) 

m=巴リ 'g'⑧ 'gJ (2.2.29) 

但し

eij =上(Et tE1+tgtEL)
2 'dri OJ 0 ' drj (2.2.30) 

よって。Cおよび，Cを式 (2.2.31)，(2.2.32)のように分解すれば式 (2.2.33)，(2.2.34)が符られる。

。C= OCijkl Gi③ Gj② Gk⑧ GI (2.2.31) 

，C =，C杭I'gi⑧ 'gj③ 'gk③ 'gl (2.2.32) 

b51J = oCijkl ekl (2.2.33) 

:51J = 1Cijkl ekl (2.2.34) 

これより式 (2.2.23)，(2.2.24)はそれぞれ次のようになる。

式(2.2.23)= I oCijkl e川 町jdV + I bSリ(OTli)dV 
JV JV 

(2.2.35) 

…)十作!とklOeij吋1T1J川 'y (2.2.36) 

一方、一般に成立する次の関係

;s=} F bS FT 

tT=t  F bS FT 

(2.2.37) 

(2.2.38) 
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F = Ulj tgi③ GJ (2.2.39) 

から次式が導かれる。

~ SIJ tgi⑧ tgj 

=tsh(tgk⑧ GI) oS
mn 
(Gm⑧ Gn) ù~P (GP⑧ tgo) 

=tbS川 gkQSI tgo) (2.2.40) 

iSBJ=fbS11 
(2.2.41) 

同様にして

巾=ドSIJ (2.2.42) 

更に、式 (2.2.33)，(2.2.34)および (2.2.40)より

。Cijk1= J ，Cijkl =立とtCijkl
‘ dV‘ 

(2.2.43) 

結局、式 (2.2.41)，(2.2.42)， (2.2.43)により式(2.2.35)，(2.2.36)の与える接線剛性はまったく同ーのもの

であることが容易に確認できる。

2. 2. 3 内力(等価節点力)の算出

時刻 tにおける内力(等価節点力)は式 (2.2.5)，(2.2.6)で時刻 L'をtと置くことにより求められる。

これらは、式 (2.2.21)，(2.2.22)右辺第2攻と等値でき、

からEdV十JueijdV 
liS5ルレ司

(2.2.44) 

V
 

A
U
 

戸
、

F
A
U
 
T
 
ν
 

f
l
lL
 

=
 

(2.2.45) 

となる。

また、 (2.2.42)より

tTリdty= oSIJ d V (2.2.46) 

であるから、 (2.2.44)，(2.2.45)の右辺が同ーであることは容易に確認できる。
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2. 3 プログラミングにおける total-Lagrange法と updated-Lagrange 法の同~性

2. 3. Bマトリックス (BL，B汎)

ここでは、有限要素法での慣例lにしたがい、 Bマトリックスを、有限要素離散化の過程において節

点~f立から要素内のひずみ値や変位の空間的微分値を計算するための変換マトリシクスとし、厳密に

は次項で定義するが、 BL'B，，1.をそれぞれ e'J'TlIJに対応するものとする。このうち BLマトリックエ

は、接線剛性7 トリックスだけでなく、内力(等価節点力)の評価にも用いられる。

前節で示したように、埋め込み(自然)座標系において成分表示を行なうと、 lO凶 Lagrange法およ

びu凶aled-Lagrange法に基づく仮怨仕事式で用いられるひずみ成分に区別はないので、 BLおよび

BNLマトリックスは両手法とも同じものになる。

なお本手法によれば、直交座係系における成分を用いて離散化する湯合に lota1-Lagmngc法で必要

となる初期変位マトリックス (BL¥)が協な形では茨われないが、これについては次のように解釈す

ることが可能である。すなわち、式 (2.2.30)， (2.2.16)に 'gi= G汁 与を代入すると、い速度
c) r' 

と変分は

eij ::;上(Gi 主主+G
2' -， dri 

1 . ~ dou 
8巴ii=土(Gi 一一一 +G
'J 2' -， dri 

(2.3.1) 
'ti. 1. d'u d'ti d'u d'ti 、
一一) +土(一一 一一 +一一一一)
dri ' 2' dri dd dd dri' 

dou. 1， d'u dou d'u dou、
) +上(一一ー一一一+一一。一一)
dri' 2' dri dri dο dri • 

(2.3.2) 

のように2つの項に分けることができる。それぞれを離散化すると、第一項は微小変形解析の BLO

マトリックスを、第一二項は通常の lotaトLagrange法における初期変位 ('u)の寄与による BL¥"'1トリ

ツクスを生じる。

2. 3. 2 接線剛性マトリ γクス (Kマトリックス)

前項で示したように、接線剛性マトリックスは式 (2.2.35)，(2.2.36)より作ることができる。この時

の領域枝分は埋め込み座標系上で行なうが、アイソパラメトリック要素自然座線系と埋め込み座標系

を一致させれば、通常の数値積分により剛性マトリックスが求められる。今 IJはスカラー 3重積を

表わすものとすれば、

dY = [ G 1 G2G3l dr1dr2dr3 (2.3.3) 

d'v =[ 'gl
'
g2
'
g3l dr1d内 r3 (2.3.4) 
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であるから結局次式を得る。

式 (2.2.35) = L L L [G I G2G3l OCijkl ekl Oeij dr1山

+L L L [ ω 3汁山川似]川川川川b凶ぽ即s'引1りJ叩 l 山 (ο2.3.5幻) 

K =L L L川仏則川]日(山 L+叩汎山)ω山山山山世M耐ω2加ω官ω3 (οωω2口山3.6め) 

式引却叩……(σω仰山ω2口山山叩2口山川36拘6め)=LLJ>卜比凶t宮釦νglν…lいt
+ { j {ft [ドt宮M山…glν叫山lい北巾t官恒E酢2

K =LLL['九[，比l官巴…]( 山L+ B~LT BN L ) 合l山

式 (2.3.5)，(2.3.6)の最右辺は前項で述べた Bマトリックスを用いて表記している。なお式中。D"D

は構成則マトリックス、 S，Tは応力マトリックスを表わしているがテンソルと区別するために上総

を施している。以上により、埋め込み(自然)座標系における成分を用いれば、 lotal-Lagrange法及び

u凶a巴d-Lagrange法に基づく接線岡IJ性マトリックスは全く同様な手順で待られ、またプログラミングに

おいては B?トリックスの共有化が可能であること、換言すれば、基底ベクトルの選択により 一つ

のプログラムを lO凶ーLagrange法、 updal凶ーLagrange法のいずれとも見なすことが可能であることが示

された。なお基底ベクト lレの選択の判断は、従来と同様、対象とする物質の僧成式から。cijkl'tCjkl

を求める際の効率を考慮して行なえばよい。

2. 3. 3 内力(等価節点力)ベクト Jレ

内力(等価節占力)ベクトJレの作成は式 (2.2.44)，(2.2.45)より作ることができる。この時の領域積

分は埋め込み座標系上で行なうが、アイソパラメトリック要素自然座線系と組め込み座様系を一致さ

せれば、通常の数値税分により内力(等価節点力)ベクトルが求められる。式 (2.3.3)，(2.3.4)を式

(2.2.44)， (2.2.45)に代入すれば次式を得る。
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式…(οωωω2口山山2μM川4必叫叶5勾ド)ドイ=イ[[[一い山[卜比凶凶M【唱'gl'gむν山1い岬t官bωgμU叫2ど刈t官E
=[ [[ [卜t官νM山ω…g釦ν叫山ωl'北崎岬1官b肝g2針2必'g3叫山川]川川B叫叩山I戸[idれidr伽r1山叩3 

(2.3.9) 

(2.3.10) 

式 (2.3.7)，(2.3.8)の設右辺は前節で述べた Bマトリックスを用いて表記している。なお式中 S，Tは

応力ベクト jレを表わしているがテンソJレと区別するために A を施している。以上により、 S，Tが得

られている場合、埋め込み(自然)座標系における成分を用いれば、 LOIa1・Lagrange法及び

u凶a田d-Lagmnge法に基づく内力(等価節点力)ベクト Jレは全く同様な手順で符られ、またプログラミ

ングにおいては Bマトリックスの共有化が可能である。なお S，Tの各応ノコ成分は、変位i自分 uが

得られた後、対象とする物質の構成式に依存した応力積分方法により求められる。
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2. 4 離散化およびプログラミング手順

前節では埋め込み(自然)座標系におけるテンソル成分を用いることにより、阿国I.Larange法、

u凶alCd.Lagr加 ge法、いずれの手法で定式化を行なっても、統一的なプログラミングが可能であるこ

とを示した。本節では、更に具体的に3次元ソリッド要素、シェJレ要素に対してプログラミングにお

ける実際の手順を示す。なお従来の手法によるプログラミングについては Appendixに示す。

2. 4. 1 3次元ソ リッド要素(連続体要素)

ここでは、時刻 lでの状態量が既知であるものとして、接線剛性マト')'Jクスおよび等価節点力の

作成手順について述べる。

( 1)時刻 tにおける共変基底ベクトル 'g，を求める。

'0. = d'x = dNk 
!!; =一一一=一一-'x
~. d ri dri 

_ d'u _ dNk 
= li; +一一一=li; +一一一_lUK
. d ri dri 

ここで

'x = Nk 'xk 'u = Nk 'uk 

(2.4.1) 

(2.4.2) 

Nは形状関数、右肩の kは節点 kにおける値を表わしており、要素を構成するすべての節点に闘し

て総耳目規約を適用するものとする。

(2 )求めた 'g，よりスカラー31邸R['g， 'g2 'g31及び反変基底ベクト Jレ'g'を計算する。必要に応
じて [G，G2G31も計算する。

(3) 'g，を用いて B
L
7 トリァクスを作成する。ここで

e = BLU (2.4.3) 

一T
であり、 e は式 (2.2.30)の eijをベクトル表示したもので、 e = {el1巴22e33 2巴122巴232e3d、

-;-T ..1 .1.1 .k.k.k .n.n 'n. 
uは節点変位ベクト jレを節点ごとに並べたもので、 u = {ui ui uj・ UI u2 u3 ・ uiui u:il 

である。したがって、 BLは6x 3n ( nは姿素あたりの節点数)の大きさで次式のように省くことが

できる。
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BL=[ BL' BL' ...BL'…BLn 1 (2.4.4) 

BL' (L，M)が部分マトリ γクス BJの L行 M列目の成分を表わすものとすれば、式 (2.2.30)，

(2.4.2)，から得られる

1 ，elNkν elNk .•. 
り=ム(一一u". 19j + 'gi 一一u")2、c3ri 0 J 0 I c3rj - I 

を参照して、

elNk 
B( (L，M) = (‘gJ" drτ 
缶 elNk elNk 
B( (L，M) = (‘gL')"耳石+('gL')" drL2 

(2.4.5) 

(L，M=  1，2，3) 

(L=4，5，6，M= 1，2，3) 

(2.4.6) 

と与えられる 。ただし L1，L2はそれぞれ L=4，5，6に対し(L1，L2) = (2，1)， (3， 2)， (1，わであり、

(gJMはベクト JレgLの空間に固定した直交デカルト座標における第 M成分を表している。

(4 )同級に B乱を求める。前項と同 4燥にして式 (2.2.25)を離散化すれば

ーー 1r elNk ~.. k elNm l.'.m ， elNk 1". k elNm 
(011;;)ー (ーc.:.._ou". :::':':"'_lli'" +一一 u 一一--{iu'") (2.4.7) 
リ 2' elri ~ ~ elrj elri arj 

であるから、 'd
T
=(~U: 主主担ユ 包L 担主主ユ 担L 包主主主 } と置き
elr1 elrl elrl elr2 elr2 elr2 elr3 elr3 elρ 

d = B NL li (2.4.8) 

を満たすように B況を定める。 BNLは9x3nの大きさになり、次式のように普くことができる

B ~'1.. = [ BNL' BNL' ••• BNL
k…B問Ln1 

更に BNLKを3x3の3つの小行列に分け、

B ~'L' = [B ~'1..，" B ~L. ，' BNL.3' ]' 

とし、 B"u
k
(L 

elNk 
BALJK(L，M)=376凶 (J， L，M=I，2，3) 

と与えられる。

( 5) {I~成則テンソ Jレの反変成分を求める 。

(2.4.9) 

(2.4.10) 

(2.4.11) 

ここで e，を直交デカJレト座標系での単位基底ベクト Jレとし、 e，で分解した成分にはーを付けて区

別する。
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。C= OCijkl ei② ej⑧ ek⑧ el 

= oC
mnop 
Gm③ Gn⑧ G。⑧ Gp (2.4.12) 

であるから

。c可nop= OCijkl (ei.G m)(ej .G n)(ek .G O)(el .G P) (2.4.13) 

となる。同4長に、

，Cmnop = lCijkl (ei .'gm)(ej .'gn)(ek・'gO)(el.'gP) (2.4.14) 

である。物性値として OCijklあるいは lCijklが定められれば式 (2.4.13)，(2.4.14)を用いて反変成分

に変換する。

(6 )接線剛性マトリックスを作成する。

式 (2.4.13)あるいは (2.4.14)で求めた椛成則テンソJレ反変テンソル成分を用いて権成則マトリック

ス D を次のように定義する。

D = [G IG2G31 oD 

。C"11 OCl122 OCII3J 。Cll12 OCl123 OCl131 
。C2211 OC2222 OC2233 。C2212 OC2223 OC223 1 

= [G1G2G311 
OC
3J11 
OC
3322 
oC
333J OC

3J12 oC
3J23 OC333 1 

OC
l211 
OC
1222 
OC
l233 。Cl212 OC1223 OC1231 

。C2311 OC2322 OC2333 。C2312 OC2323 OC2331 
OC
3111 
OC
3122 
OC
3133 。C3112 OC3123 OC3131 

= [lgllg2
'
g31，D 

tC
1111 
tC
ll22 
tC
ll33 

IC
1112 
tC
1123 
tC
l131 

tC
2211 
tC
2222 
IC
2233 

tC
2212 
tC
2223 
tC
2231 

= [lgllg2
'
g311 

tC
3311 
LC
3322 
tC
3333 

tC
3312 
tC
3323 
IC
3331 

tC
l211 
IC
1222 
tC
l233 

IC
l212 
IC
l223 
tC
l231 

tC
2311 
tC
2322 
IC
2333 

IC
2312 
IC
2323 
tC
2331 

tC
3111 ，C3122 IC3133 ，C3112 ，C3123 IC3131 

(2.4.15) 

次に、応力の反変成分を用いて応力マトリックス Zを次のように定義する。L'Jは3x3の部分マトリ

γクス、 Iは単位マトリックスである。

r = [G 1 G2G31 S = ['g l'g2'g31 'f (2.4.16) 

ここで
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_ I LII L12 L13 
L =1 L21 L22 L23 
¥ L31 L32 L33 

Lij = [G1G2G31 ~ S ij 1 = ['gl'g九31'Tij 1 

(2.4.17) 

(2.4.18) 

結局、式 (2.3.5)，(2.3.6)を参照して接線剛性マトリックスは、 10凶-Lagrangc法、 u凶拙d-Lagrange法の

区別なく次式で求められる。

K = f f f {B[DB (2.4.19) 

，
J

・
れめ{疋手官

〈

P3'レ

。
J

る

・
h
a

め

ク

求

ベ
を

力

力

応

占

…

に

節

う

価

よ

位

守

の

)

式
7

次

S = [G1G2G31 {OSII bS22 bS33 bSI2 bS23 bS31}T 

= ['gl'g2'g3]( 'T11 'T22 'T33 'TI2 'T23 'T31}T (2.4.20) 

等価節点力ベクトJレは次のように求められる。

心
凶
勾，-b凶

心
凶

〈

P3
T
a
'
L
 

B
 

f
i
l
l山

r
S
I
E
-
-山

f
f
t
1山
一一n
 

F
 

(2.4.21) 

2. 4. 2 7 イソパラメトリツクシェル要索 (jl~造要素)

ここでは MIEnadtype-}の 'dege冊目巴d'シェJレ要素を例にとり離散化、プロミング手順を示す。第3章

で示すシェJレ要素定式化に対するプログラミングも基本的には本手順に従っている。先のソリッド

(連続体)要素のとの大きな相違は 1)並進自由度だけでなく回転自由度も有し、要素内の任意の点

における変位の補間式が異なる、 2)平面応力を仮定した構成則が通常要素上の局所直交座探系で定義

され、またこのためすべての応力成分は考慮しない、の2点である。 以下では前項と異なる点につい

てのみ記す。

(1')時刻 tにおける共変基底ベクト Jレ'g，を求める。

図 2.4.1を参照して、時刻 tにおける要素内の任意点における位置ベクト Jレ'x、および d1の間の

変位増分uは次のように書くことができる。
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tx =川 +2aNktv;

u=川 +2aNK(吋 αk+ 'v~ sk) 
式 (2.4.2)より 'g，は

tg
i 
=型EM・三 型11vk

ði 内 '2 ~ ði '3 

1E1=;a川:

(2.4.22) 

(2.4.23) 

( i=I，2) (2.4.24) 

(i=3 ) (2.4.25) 

となる。なお式 (2.4.22)ー(2.4.25)で、 N'は形状関数 (r'，r2の関数)を表わし、 kに関 して前項伺様

総和規約をi車用する。また式 (2.4.23)では 似 悶の回転増分は微小であると仮定している。

(3 ，) 'g，を用いて BLマ トリックスを作成する。

シェJレ要素では面内は平面応力状態を仮定するので板厚方向の応力は Oに仮定される。したがって

接線剛性を評価する にあたってはひずみは板厚方向を除く 5成分を考慮する。式 (2.4.23)より

dti dNk . kρ ðNk • I.，k'k ， . ， k ~ k 
ー=--.u

民

+-::-a一一 (- 'v ~ α+ lV ~ 日 )
dr1 dr' 2 dr1" J. 

- 1 (i=1，2 ) (2.4.26) 

)
 

k
 
-
R
ド

'
h区
民

'
tv
 
+
 

k
 α
 

b
A
内
4V
 
(
 

b
A
 N
 
a
 

l

一2一一
U
T
r
 

、。
一、d

(i=3 ) (2.4.27) 

これを式 ο2，30)に代入し、
目 .

-;1' = (e II e22 2巴122e23 2e3 tl、jjT= (lillii lijαIs
且

U105uiαks".. ' U~ Ù~ uSαn s")と
置けば、式 (2.4.3)で定義されるBLマトリックスはお5nの大きさとなり、式 (2.4.4)と同様に nプ

ロ γクに分けると各成分は次式のように求められる。

M=1，2，3に対し

， _ dNk 
BL' (L，M) = (‘gJ" ar亡

(し=1，2)

dNk dNk 
BL' (3，M) = ('g山王了+('g，)" ~~;2 

ー
dNk

BL' (4，M) = Cg3)" dr2 

dNk 
B( (5，M) = ('g3)"てア。r'
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M=4，5に1すし

』 会今 dNk" ，_"V 
B，' (L，M) = ~ rj一一 ('gL，'V'M)L ，-，---， 2 drL 問

(L=I，2) 

1. ._ _ ._ !::a '1 dNk • I t.... ~ 
B，X (3，M) = ~ rJ一一('g2"V'ふ)L ，-，---， 2 dr1 川

_lL r3 dNk ( lo. 'v' .k， r3 一一(泡 1"V'~ ) 
2 - dr2 '''' '" 

BL
k 
(4，M) =す Nk(lg/V ' ~! ) 

BL
k 
(5，M) =す Nk(lgl'V'~) 

以上 (2.4.28)

式 (2.4，28) では、表記の使宜上 'V '~ =刈Ltvt;=吋と置いている。また面外せん断ひずみは
板厚方向一定と仮定している。これをマトリックス表示すれば、

BL
k 
= 

dN孟
('gtl.，てァ，

dr' 

dN' 
(tg2).， v:~ 
d?-

川一
U
M

世
紀

b

M

b

 

dNk 免 ，ðNk
• , ，... 

('gl).Jーァ・ _ .ll. r3ーァ(【gltVi) 
orl 2 drl ~ O'  L 

dNk 免 ，dN孟 k
(tg2).J一一， ー且r3ー (tg2，tVi) a戸 2' d?-'''- . l 

(tg2).1等 οg2).2等 ω32旦iir32年(νV~)
dr" 2' dr 

+ (句【官も'gt)⑤ωt)山)dr戸2 ，，，，，.' d戸 dr戸2' 2 dr戸2 

dNk ， dNk 
(tgJ).1一一， (lgJ).1一一，d?- . ， ，，-，.' d?-

dN
k 
，， ' dN
k 

(tgJ).tてァ ， ('gJ).2マア。r or 

dNk 
(lgJ).J v:~ a戸
dNk 

(lg3).Jでで
dr 

ー?NK(tE21v;)，

fNV 

となる。

( 4・)同級にB汎を求める。

d'T=f dti上主主担z担上主主担ユ包L担1dti3 1 
‘dr1 dr1 dr1 dr2 dr2 dr2 dρdr3 dρ' 

û T=( tilti ~ ti j αl pl...utui ulαkR1..0?U303EZn 。n}

.lI. r3 ~笠{'gl ， tV~)
2 dr" 

aρ型:(tE2tvf)
2' d?-'''' 

且r3~旦(tg2 ， tVf) 
2 -ar" 
Ar32Ektg11vf) 
2 d?-

? NM付州k町k(tg

? 付州内(やtg⑤1 ， 1ヴV叶~)) 

(2.4，29) 

と 置き 、 式 (S りで定義される B況を求める 。 B ~'Lは 9xSn の大きさで、 前項と同級に部分マトリ ッ ク
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通-

ス BNL'を3x5の3つの小行列に分けると、その成分は式 (2.4.26)，(2.4.27)を参照して

M=1ム3に対し

νdNk 
BNl.，/ (L，M) = v~r~ OLM 

BNL• ,' (L，M) = 0 

M=4，5に立すし

( L= 1， 2， 3 ， J = 1 ， 2 ) 

(L=I， 2， 3， J=3) 

. _ ，.. 0 0 dNk '"..， 
B肌"(L，M) = + r3 一一 (V'~)LNL， J ，-，.. -/ 2 ar1 (L=I， 2， 3， J=I， 2) 

BNL.，'ιM)= すNk(V'~)L (L=I， 2， 3， J=3) 

これをマトリックス表示すれば、

B，、1K--

dN' 。 。 ー且2 r32d旦r'V~) A2ρ一AdNr一K〈tV与i) 
dr' 

。dN' 。 - 且2内戸1 一3dAf一~'V~) A2 ρ 一為d、f一作-('V~)
dr' ' 

。 。dN' -A 2r3一AdNf一K〈tV-フ2) A2ρ一3ddf 一-('V~)
dr' 

dNk 。 。 ー且zr32oEri{tvi-) 且2ρ 一3dA「一C-<'V~ι i) dr' 

。dNk 。 ー且2 r32d坐rtV~) A2ρ一3dNf一K〈tV1・) 
dr' 

。 。dN' -A 2r3ーBdNfベKtVヲ2) A 2r3一AdA「一jk〈tVE1l ) 
a戸

dN' 。 。 ー且2r32d世r〈tvi-) A 2r3ー3dd「ベtV~)
dr' 

。dN' 。 -A2r32dEfktvi一) A2r3主d主r〈tV?-) a♂ 
。 。dN' -且2r3一3dM「一k〈tVkE4 ) A2 ρ ー3dKfベ声'V~) 

dr' 

(2.4.30) 

以上 (2.4.31)

となる。

(5') i博成則のテンソJレ成分分解を行う。

シェJレ要素は本項冒頭で触れたように、シェル要素の rl.r2方向に対して平面応カ状態を仮定し、
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応力ひずみテンソルのすべての成分を考慮しない点で連続体要素と異なっている。そのため、変換す

る併成式には板厚方向の応力を Oと仮定したものを使用しなければならない。また、成分分解の際に

は、式 (2.4.12)ー(2.4.14)における e;をシェルの局所直交基底ベクトル同に置き換えて計算しなけれ

ばならない。構成式がH∞ke則に従う腕、構成則テンソル C を局所敵蹴ベクト jレ句で分解し、

マトリックス表示したものを式 (2.4.30)に示す。ただしE はヤング率、 vはポアソン比、 K はせん断

修正係数を表わしている。

c=五ー
l-v2 

o I 
(I-v)n I 
o K(トv)β j

K(I-v)/21 

(2.4.32) 

1 v 

v 1 

(6 ，)接線開l性マトリックスを作成する。

シェル要素における構成則マトリックス Dは次のように表わすことができる。

。C11l1OCl122 OCll12 0 0 
OC
2211 
OC
2222 
OC
2212 0 0 

D = [G1G2G311 OC
l211 
OC
3122 
OC
l212 
0 。

o 0 0 OC2323 OC2331 
o 0 0 OC3123 OC3131 

IC 11 11 lC 11 22 lCll12 0 。
tC
2211 
tC
2222 
tC
2212 0 。

= [IgI'g2
'
g311 

IC
l211 
¥C
3122 
¥C
1212 0 。

。。。lC2323 tC2331 
。。。tC3123 lC3131 

(2.4.33) 

次に応力マトリァクス Zを作成する。式 (2.4.16)の記号を用いると

I LII LJ2 工13

エ=I L2I L22 L23 
¥ L31 L32 0 

(2.4.34) 

となる。
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S = [G1G2G31 (~Sll ~S 22 ~S12 ~S 23 ~S31}T 

= ['gl'g2'g3H '1'11 '1'22 '1'12 '1'23 'T31}T 
(2.4.35) 

2. 4. 3 従来の手法との比較

( 1)本手法におけるプログラミングでは、 lO回1-Lagrange法 u凶aled-Lagrange法の区別なく統一的に

取り扱える。

(2 )従来の手法では、 lotal-Lagrange法の場合、ひずみ変位7 トリックス (BJにおいて初期変位マ

トリックス (IlLl)を陽な形で考慮しなければならないが、本手法ではその必要はない。

(3 )アイソパラメトリック要素の場合、従来の手法では、空間微分を行なう際には、最初に自然座

係系上でおこない、次に chain-rulcを用いて直交座標上の成分への変数変換しなければならないが、

本手法では埋め込み座標系と自然座係系を一致させているため、自然座標系上での微分をそのまま使

用することができる。

(4 )シェルや梁なとの構造要素の場合、通常、構成則は各要素内の局所直交座様系iこ対して定義さ

れる。したがって従来の方法では、ひずみ、応力テンソJレ成分に対して全体から局所へ、あるいは局

所から全体への座様変換を要する1)。これに対し本手法では、埋め込み座標系における応力、ひずみ

成分を座標変換を行なうことなく直接用いるが、式 (2.4.13)，(2.4.14)による構成則四階テンソJレの成

分変換を、一般には各荷重増分毎に行なう必要がある。

(5)本手法に基づく数値計算より直接待られる応力やひずみテンソ jレの成分は、埋め込み座係系での

共変基底ベクト Jレや反変基底ベクト Jレで分解した成分であるため、有限要素メッシュの形、大きさに

依存し、直感的な把握が困難である。
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2. 5 結言

本章では従来の 10回1.Lagrange法、 u凶a凶Lagmnge法による幾何学的非線形問題解析手法に対して、

単め込み座標系におけるテンソJレ成分を用いて両手法の定式化を行ない、プログラミング化における

効率性について検討した。その結果以下のことが明らかになった。

アイソパラメトリック要素における自然座様系をその要素の埋め込み座標系とし、埋め込み(自然)

座標系において成分表示を行なうと、 lota1-Lagmnge法および u凶aled-Lagr加 ge法に基づく仮怨仕事式

で用いられるひずみ成分に区別はなくなり、通常の有限要素法において接線側性マトリックスおよび

等価節点力の算出に用いられる B?トリックスは両手法とも同じものになる。また領域積分も埋め

込み座標系上で行なうならば、 10凶ーLagrangc法及び u凶aL凶Lagmnge法に基づく接線剛性マトリック

スおよび等価節点ベクト Jレは全く問機な手順で得られ、またプログラミングにおいては Bマトリッ

クスの共有化が可能であること、換言すれば、基底ベクト Jレの選択により一つのプログラムを lotaト

Lagmnge i宏、 u凶ated-Lagr加 ge法のいずれとも見なすことが可能であることが明らかになった。

次に、この手法を、 3次元ソリ γド要素(連続体要素)および3次元シェル要素に適用し、具体的

に関1)性マトリックスおよび等価節点力ベクト Jレの成分を求めた。その結果、本手法は従来の手法と較

べて、 1)本手法で直獲得られる応力やひずみテンソJレの成分は有限要素メッシユの形、大きさに依

存し直感的な把握が困難である、 2)構成則四階テンソルの成分変換を一般には各荷重I皆分毎に行な

う必要がある、という問題点があるものの、 3)10凶ーLagmnge法u凶a担d-Lagmnge法の区別なく統ー的

に取り扱える、 4)10凶Lagrange法の場合に初期変位マトリックス考慮しなくてもよい、 5)アイソパラ

メト')'lク要素において空間微分を行なう際に自然座標系から直交座標上の成分への変数変換を行な

う必要がない、という利点があることがわかった。シェル要素等のほ造要素に対しては、従来の手法

を用いても 2)の構成剣四階テンソルの成分変換を行なわなければならない点を考慮すると、従来の

手法で 旧凶 Lagmnge法により定式化されてたシェルや梁要素に本手法を適用するのがもっとも効率的

であると考えられる。



第 3 立早

有限回転増分を考慮した効率的シェル要素の開発

およびその評価

An Efficient Formulation for a Shell Element Considering 

Finite Rotation Increments and its Ass巴ssment



3. 1 緒言

本章では、本研究におけるシェ Jレ構造物の宥限要素解析に用いる、有限回転増分を考慮した完全1

な接線剛性を有し、かつ効率的なシェル要素の定式化について示す。

シェJレ要素の開発は過去 20数年にわたって多くの研究者により行なわれてきたが、現在もまだ高

精度、高信頼性かつ (計算)効率のよい要素を目指して開発が続けられていると言っても過言ではな

い。その中で、優れた「シェJレ要素jの条件とされている、

ill薄肉、厚肉双方のシェJレに適用できる(簿肉 Shell要素においてもロァキングが生じない)、

白任意の形状のシェルを取り扱える、

ill剛体モード以外の虚偽のゼロ固有値を持たない、

笠i要素のゆがみに対して解の精度が損なわれない、

ill要素内の任意の点においてゼロを含む一定ひずみを表現できる、

の観点から、従来のシェル要素について第 l章で詳細に検討したところ、理論の明解さ、定式化の容

易さの点で、 saU1eらり，2)，3)が 1984年以降に発表している MITC (Mixed lnterpolalion of Tensolial 

Components)要素がもっとも優れていると考えられる。そこで、本研究ではこの要素を基盤として新

しい要素の開発を行なう。

一方、 MlTC要素に限らず、 Ahmadら"が開発したシェJレ要素を出発点とした 3次元 'degege悶1Cd'タ

イプのシェル要素は、基本的に[-1 j自分内でシェjレ要素の節点における回転角のi自分は微小であるj

という仮定のもとに定式化が行なわれている。その結果、幾何学的非線形解析に必要な接線岡I[性マト

リックスのうち、劉可剛性(初期応力)"トリックスが完全'な (:=要素の変形挙動に conSlstentな)

マトリァクスとはならない。このような不完全な接線剛性マトリ γクスを用いて幾何学的非線形解析

を行なった場合、大回転が生じるような問題では、 Newlon-Rapl】son法による反復解法における解の

収束性が懸念される。また、接線ilJlJ性マトリックスによって直接評価される座屈固有値や、任意の設

計パラメータに対する感度の精度がh1なわれる可能性もある。このように、有限回転に対する取り扱

いは、非線形有限要素解析のみならず非線形有限要素感度解析に対しても多大な影響を及ぼす。

以上の点より 、本論文では有限回転を考慮した MlTC要素を開発し、各市におけるシェル構造物の

有限要素解析に用いるものとする。本車では、まず MlTC要素の基礎定式化について述べ、次いで効

率的に有限回転増分を取り入れる定式化を従策する。数値解析例においては、他の類似要}'Jと比較す

ると同時に、従来の MITC要素を用いた解析結果と収束性および応答感度の点から比較検討をおこな

う。また、極々の解析i0JWiに適用した場合の解析精度についても検討する。
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3. 2 幾何学的非線形例ITC)シェJレ要素の基礎式

本節では、定式化の基礎とした 8atheらの MITC要素の概要を示す。 この要素の特長としては、

(1)アイソパラメト 1)'Jク(dcgcnCrdlω)ンエル要素である、 (2)蘭外せん断ひずみに関しては、あるサ

ンプリング点の面外せん断ひずみの値から内侍するように再定義する、 (3)ひずみ成分および応力成

分には自然座標系での共変成分、反変成分を使用する、等が挙げられる。上記(2)，(3)が Mixed

Ime巾olationof Tensorial Componcms要素と呼ばれる所以であり、 Assumcd-Strain要素と参照されてい

る場合もある。

3. 2. 1 )形状および変位術開式

図 3.2.1に時刻 Oにおけるシェ Jレ要素の形状を示す。以下特に記載がない場合は図中の記号でもっ

て説明をおこなう。図 3.2.1より、時刻IJ0における要素内の任意の点の位置ベクトル X は形状関数

h(r'， r2)を用いて

4 4 

x=工hk(rl，ρ)Xk +号aL h川，戸)OV~ (3.2.1) 

k = I k = I 

で表わされる 。 式 (3.2. 1 ) で ov ~ はシェルの厚み方向を示すベクトル (左肩の添字は時刻を表わす、

以下 :ディレクター)であり、解析面に対する法線としてひとつの節点に唯一つ定義され、その節点

を有する~~転問で共有される。

ここでシェJレの変形に関し次の2つの仮定を設ける。

(a)時刻Oにおいて直線を仮定した、各iiii点におけるディレクターは変形の|問も直線を保つが、必ず

しも中立面に垂直である必要はない。 (留外せん断変形を許す。)

(b)シェルのi利厚aは変形の|聞も変化しない。(大ひずみ領域は取り扱わない。)

このとき時刻 iにおける要素内の任意の点txの位置ベクト Jレは

lX =土 hk(rl向日 +7a土lh(rl，r2)tvi (3.2.2) 

となる。 したがって、時刻 tにおける変位 旬、時刻 tから ピ(=l+ Ll.l)までの変位泊分uはそれぞ

れ λu= lX -X ， u = l'X -lXであるから

4 4 

lU =エhk(rl，内 川 +号a工hk(rl，戸)(吋-OV~) (3.2.3) 
k = I k = I 

4 4 

u=エhk(rl，内uk+ヰaL hk(rl，戸)(叫吋) (3.2.4) 

k = I k = I 
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となる。ここで各節点のシェルディレクターの時刻 1からピまでの有限回転を表わすテンソJレを fR

とすると、 t'V~ = fR吋 であるから式 (3.2.4)は式 (3.2.5)のように書き直される。

u-lhk(rl r2)ぺat lhk(rl戸)(tR -1)吋 (3.2.5) 

( 1は単位テンソル)

3. 2. 2 菌外せん断ひずみ成分補閉式

通常のアイソパラメトリック要素では、要素内の任意の点のひずみ、ひずみi自分は式 (3.2.3)，

(3.2.4)で表わされる変位、変位I盟分の空間駒子をとることにより直後求められるが、 MITC~~では、

面外せん断ひずみ成分についてのみ、あるサンプリング点における函外せん断ひずみ(通常・の方法か

ら求める)から内挿関数を再定義して求める。図 3.2.2にサンプリング点位置(点A-D)を、 式

(3.2.6)に面外せん断ひずみ成分の補間式を示す。

E13=;(l+r2)Eち寸 (1イ)可3

E23す(1 + r1 ) E~3 寸( 1ィ 1) E~3 

(3.2.6) 

(3.2.7) 

ここで

E13， E23・要素内の任意点のせん断ひずみ

EA-D サンプリング点におけるせん断ひずみ

である。

3. 2. 3 ラグランジェ未定乗数法を用いたポテンシャJレエネJレギーの原理

5単位権造体では、最小にすべきポテンシャルエネルギーは

W
 

V
 

A
U
 
E
 
Fa 

fil--川

l
-2
 

=
 

口 (3.2.8) 

で表わされる。

ここで、

S" : 2nd Piola-Kirchhoff応力テンソJレの反変成分

E" : Gn田n-Lagr加geひずみの反変成分
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w 外力によるポテンシャJレエネJレギー

である。

一方、式 (3.2.6)，(3.2.7)で定義されるせん断ひずみ E13'E23は変位との関係が確立していないため、

次の拘束条件式をラグランジェ未定釆数を用いて式 (3.2.7)に付加することにより両者を関係付ける。

すなわち

ここで

E日， EB 変位から内t帯されて求められるせん断ひずみ
入13λ23 ラグランジェ未定乗数

である。

(3.2.9) 

更に、付加した拘束条件が過剰にならないようにラグランジェ未定乗数を次のように定義する。o()

をD四c-delta関数とすれば、

入13=入A0(r1) 0(1・ r2)+入c0(r1) 0(1 + r2) 

入23=λD0(r2) 0(1 _ r1) +入B0(r2) 0(1 + r1) 

oTI* = 0として 日を停留させる条件を求めると、ラグランジェ未定乗数に関して

A _ rDI，A 
Ei3 = E'i:i 

C rDI， C 
E'i3 = E'i:i 

o rDI，D 
EZ3 = E2':i 

E~， = E~! . B 23 -....23 

(3.2.10) 

(3.2.11) 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

の条件式が得られる。 よって、ポテンシャ Jレエネルギーは最終的に次のよう になる。すなわち

口伊・=t I Si引円J司Ei円1り川J
JV 

(3.2.17) 

ただし、面外せん断ひずみに関しては、式 (3.2.6)，(3.2.7)および (3.2.13勾 16)で計算されるものを用

いるものとする。
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3. 2. 3 仮想仕事式の増分分解

10凶ーLagr皿ge法に基づく仮惣仕事の原理は、式 (3.2.17)を参照して、

L b'S : ObE吋おIJOiEij dV = "OR 
で表わされる。

ここで

bS 時五IJ0を基準配置とする時刻 l'における 200Piola-Kirchhoff応力テンソル

bS
IJ 
: bSの反変成分、すなわちis= isりGi⑧ Gj

bE 時刻IJ0を基準配置とする持主IJl'における Gr田n-LagrnngeひずみテンソJレ

bEij : iEの共変成分、すなわち iE = iEij Gi③ GJ 

'oR 外力による仮想仕事

Gi，Gj ・時刻J0における共変および反変基底ベクトJレ

ただし、 8は変分、③はテンソlレ積を表わす。

(3.2.18) 

式 (3.2.18)の仮:ffi仕事式をi自分分解するために、応力、ひずみ成分変分を次のように時刻 tでの成分

(既知項)と 1'-I=Olにおける増分(未知項)に分解する。

bSリ=bSIJ + OSIJ 

O~Eij = o(bEij + oEij) 

= OOEij 

= 00巴1J+80ηIJ

(3.2.19) 

(3.2.20) 

Oeij'OηIJはそれぞれ oEリの線形昔日および非線形部を表わすものとする。式 (3.2.19)，(3.2.20)を

(3.2.18)に代入し妓知項を右辺に移すと

I OSIJ OoE刊V+ I bSIJ 0011ij dV = 'oR -I bSIJ ooe刊V (3.2.21) 

JV JV JV 

が得られる。式 (3.2.21)左辺の線形化 (Ot→0)を行ない、ひずみが微小であるとの前提のもとに

bSリ=OCijk1 bEklの形の構成則を導入すると、

式(3.7.21)左辺→ |ρjklOekl OOeij dV + I bSij (Oo11i) dV (3.2.22) 

JV JV 

を得、これより接線剛性マトリックスが求められる。
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次に時刻Oを基準配置とする時刻 l'における G悶 n-Lagr加 geひずみテンソJレ6Eは定義により

6E =t ("gi"gj -GiG J )Gi@ Gj 
であるからGrecn-LムagrangeひずみテンソlレI自分。Eは

oE = t ( ，'gi"gj _1 gi' gj) Gi③ GJ (3.2.24) 

となる。ここで、 Gi，'gi， "gjはそれぞれ自然(埋め込み)座標系における時刻 0，1，l'での共変基底

(3.2.23) 
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(3.2.25) 

であるから、式 (3.2.25)を式 (3.2.24)に代入してさらに線形部と非線形部にわけると、 oe， OOeij， 

(0。ηij)はそれぞれ

向 j=上(21tgj+tEI21)
2 'eJri OJ 0'  eJロ

1 • eJOu eJOu 
Ooeij =上(一一_.'gj + 'gi 一一一)
J 2' eJri OJ 0 ' eJrj 

; _ 1 (eJou . e1_iJ_ ~ e1_iJ_ . eJOu 
(0。ηi;) ー(一一一ー一一+一一ー一一一)
リ 2'eJri eJrj eJri eJrj 

(3.2.26) 

(3.2.27) 

(3.2.28) 

のように求められる。式 (3.2.5)を代入した式 (3.2.26-28)及び bS'J，oCijklの値より具体的に式

(3.2.22)が計算される。
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[3 
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a shell thickness 

x1 Cartesian coordinates 

E 
I orthonormal base vector in global 
coordinate system 

r1 natural coordinates (-I:S; r1:S; 1) 

Gi covariant base vector of natural 
coordinate r1 

v? orthonormal base vector in local coordinate 
system at node k 

shell director vector k V3 
k u displacement vector at node k 

rotations of the director vector about 
k _~..k 
Vi and Vi 

図3.2.1 4節点アイソパラメ トリ ツクシェル要素
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図3，2，2 面外せん断ひずみのサンプリング点
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3. 3 有限回転テンソルの導入

有限要素法に有限回転を導入する方法としては、現在まで、主として、次の 2つの方法が用いられ

ている。一つは、オイラ一角の導入であり、もう一つは、軸性ベクト Jレによる有限回転テンソJレの導

入である。

古典的なオイラ一角を導入する方法は、"也gene岡田d"シェ Jレ要素に対しては過去に S岡田勾'

Stander"が応用しているが、

(1)オイラ一角の値からは直観的に幾何学的な位置関係が把握できない、

。)基準とする座標軸の取り方により解が影響を受ける¥

(3) ?トリックスの対称性が績なわれる可能性があるη、

(4)三角関数の演算が増えて定式化が複雑になる、

(5) 90度以上の大回転は取り扱えない旬、

等の問題点があり余り好ましくないとされている。

一方、Argyri♂により提案された軸性ベクトルにより有限回転テンソJレを求める方法は、シェJレの

場合、ディレクターの回転を定義することに他ならないが、

(a)幾何学的な意味が明瞭である、

(b)回転角の更新は角度増分の和ではなく、シェルのディレクターに回転テンソルを作用させるこ

とにより行なう、

(c)初期形状に対する回転テンソJレを求める場合には、すべての節点における回転テンソ Jレを保存し

なければならない、 (言己憶すべき情報量が多くなる)"、

(め 180度以上の回転増分に対しては取り扱いが複雑になる"、

等の指摘がある。上記項目中短所だと思われる (c)，(d)に関しては、時刻 tから時刻 t' (= t +6 t) 

までの増分解を求める有限要素法では、必ずしも初期形状に対する回転テンソJレを求める必要はなく、

またステップ間での回転角の増分が 180度を怠えることは非現実的であるため、特に問題点になると

は考えられない。以上より、有限要素法においては軸性ベクトルを用いて有限回転を定義する方が望

ましいと考える。

Parish"はBatheらの MITC要素に軸性ベクトルを導入して、有限回転 (J自分)を考慮したシェル

要素を開発している。この要素の信頼性は文献の示すところであるが、著者自身が述べているように、

。)軸性ベクト Jレが常に 3自由度有するため、元来5自由度のシェル要素がl自由度分 singularilyを

有し、全体自由度盟主も増える、
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何)完全な形の回転テンソルの変分を直接とるため、接線岡l性の定式化が、三角関数の計算を含む

ためより複維なものとなる、また Balhcらによる探準的な定式化との関わりが不明徳である、

の2点で効率性を欠いているように考えられる。

本節では、ある時間増分における有限回転をあらわすテンソJレを、 i自分間での軸性ベクトルは一定

であると仮定し、一種のスピンテンソJレを用いてテイラー展開を行ない、その 2次項までを考慮する

ことにより、 singularilyを回避しながら効率よく有限回転テンソルを取り扱えることを示す。

3. 3. 1 軸性ベクト Jレおよび有限回転テンソル

シェルのテ・ィレクタ-tv~ の時刻 ピ までの有限回転に関して、回転の聞は(回転)軸は変化しな

いものと仮定する。このと き回転軸を表わベクトルを fek (軸性ベクト Jレ)、その大きさ ωが有限

回転角を表わすものとする。(図 3.3.1多照)この時

['ek = ['ef ei (3.3.1) 

L
民ハり一一ω

 
(3.3.2) 

と書くことができる。次に軸性ベクトJレの成分を用いて反対称マトリッタス

.̂k ，.̂k I 
o -t 93 t 92 1 

iφk = I f9~ 0 -t'9~ I 
k ，.̂k ^ I 
-t92 t9i 0 J 

(3.3.3) 

を定義する。式 (3.3.3)，(3.3.1)を企t=t' -tで除したものが、いわゆるスピンテンソJレとその軸性ベ

クト Jレとなり、

ホiφk t v ~ =かれ lV~ = l Y ~ 
(3.3.4) 

の関係がある。従って Iを単位テンソ川すれば、式 (3.3.4)より いおが は、 酬 を回転角と

する、 d.t/nの聞の微小回転テンソルを表わしている。有限回転は無限の微小回転の集まりと考える

ことができるから結局、前節で定義した有限回転テンソル tRは次式のように表わすことができる。

l"R = lim (1 + ~ tφk )n 
n→回一

=I+~φk+ 会 cφk)2+去 cφk)3+ (3.3.5) 

一方有限回転テ ンソルl"Rは、Argyrisη によって幾何学的関係から厳密に求められており、

!R = 1 +叫が +11虫盟1
2c:φk)2.ω 守 2¥ω1(2 1" -， (3.3.6) 
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となる。 ωが微小の場合 sinω， sin(ω2)をテイラー展開すれば、

今 ArR = 1 + ( 1 - ~+ 位一+・
ー 31 51 

+ (上 _ .oi_ + ~+
、21 41 61 

となる。ここで、 iφkとωの間には

+(ーl)m，_oo2~" 士・ ・・):ゆk
(2m+l)1 " 

+(ーl)m，_ 00
2
，:"士・・・)Cφk)2

(2m+2)1 ー

ν2m-l ....， .， _， _ ... 
cφKr'''-' = (ーl)m・1oo2(mーl)[φk

cφk)2m = (ー1)m-1ω2(m-1)(:'φk)2 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

(3.3.9) 

の関係があるので、式 (3.3.8)，(3.3.9)を式 (3.3.7)に代入すれば式(3.3.5)を得ることができ、式

(3.3.6)が式(3.3.5)と同等であることが分かる。

本研究における有限要素法定式化では、接線剛性マトリックスを導く際には式 (3.3.5)を、内力(等

側節点ベク トJレ)を計算する際には式 (3.3.6)を用いて厳密にディレクタ ーの更新を行なう。

3. 3. 2 幾何学的非線形シェル要素への応用

式 (17) で得られた ~ R を式 (3.2. 5) に代入するとシェル要素における変位ベクト Jレの縦散形が得 ら

れる。同種の方法を Dvorkinらはビーム要素に適用しているが問、ビーム35j告が回転3自由度である

のに対して、シェル要素の場合はディレクターまわりの回転を考慮しないために回転2自由度である。

したがってベクト Jレ ~'ek の 3 成分を未知数にすると、回転 l 自由度分の singularity を有する要素とな

る。本研究では、以上のことを考思し、 「軸性ベクト jレはシェJレのディレクターに直交する面内の任

意の2つのベクトlレによってのみ分解されるjと定義することによって singularityを回避する。

ここで任意の 2 つのベクトルとして ' y~ および 'y~ を選ぶと rek は

fek =αk tvt+。ktvi (3.3.10) 

となる。この場合 rRI;l: rekのまわりの 何 不 可子だけの有限回転を表わして川。回転が
微小な時には、ディレクタ - 'y~ の ' y~ ， ' y~ のまわりの回転角をそれぞれ α" s'と見なすことが

でき、ディレクター自身のまわりの回転は考慮されていない。

次に式 (3.3.4)，(3.3. 5) および(3.3. 10) より式 (3.2.5 ) の ~ R を消去する 。 3 . 4. I 項でその手順を

示すように、 J主総剛性を求める観点からは式 (3.3.5)でテイラー展開の2次の項までA管服すれば十分で

あるので、結局次式を得る。
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(3.3.11) 

え (3.3.11)段右辺の第 1，2項を U，、第3項を u目とすると U，は通常の"dcgeneratcd" シェ Jレ~~苦の式

に他ならず、一方、 u闘が有限回転寄与項となる。図 3.3.2にs'=0の場合の U ¥:)(の近似的な幾何学

的意味を示す。

なお、平面や連続曲面あるいは複数の面の交差角が小さい場合は、式 (3.3.11)のような回転2自由

度の定式化が可能であるが、交差角が大きい場合やビーム要素が結合する場合は、~素f正に節点での

ディレクターを定義する必要がある。この場合は、両要素に共通の基底ベクト Jレでrekを分解して回
転3自由度とすることで対応できるが、式 (3.3.11)のような簡潔な表記とはならない。しかしながら、

笑際のプラグラミングでは、式 (3.3.11)に基づく回転2自由度シェル要素の剛性マトリックスを作っ

た後、各節点に対し次式に基づく E草原変換を行なうことにより回転3自由度シェJレ要紫の剛性マトリ

ックスを得ることができる。式(3.3.10)において rek，'V~ および 'V~ を全体座係系における直交

基底ベクト jレで成分分解すると次式を得る。(()，は、直交基底ベクト Jレで分解した成分をぷわす。)

: 'e~ ¥ { (lV~)1 (lV ~)1 ¥ I . ¥ 

:'e~ 1=1 (叫h (lV~h II~: I 
:'e~ / ¥ (叶h (叫hI ¥f' J 

(3.3.12) 
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(3.3.13) 

となる。回転2自由度を有する岡1)性マトリックスに対し、式(3.3.13)を各節点の回転自由皮に作用さ

せることによって回転3自由度を有する剛性7 トリックスを得ることができる。
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eA 
r ek = r er ej 

図3.3.1 tv~ の軸性ベクトル re k ま わりの有限回転
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ーαktv~ 

tv~ 

1屯，k
Y2 

図 3.3.2 付加項 Uexの近似的な幾何学的意味
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3. 4 接線剛性マトリックスの作成

3. 4. 1 有限回転を考慮した付力時鍛畑地マトリックス

3. 3節式 (3.3.10)のuを式 (3.2.25)に代入し、変位の 2次の項まで考慮 して(変位の 3次以上の

項は接線剛性を導く線形化の際消滅するため考慮する必要ほない)式 (3.2.24)のGreen-Lagrangcひず

み増分を線形部と非線形部にわけると次式のようにをる。 (2.2. 2項参照)

ぬij = 上(担~. tgj + tgi 
J 2' dri OJ 

elus、
eld' 

1 ，elous ._ ._ elou ooeii =上(一一一.tgj + tgi 一?でと)
J 2' elri "J '" elri 

(0川;;)=上(笠主並と+並L 並旦~)
リ 2'elri elμelri elri ' 

+上(el(ouex) . t!'; + tp-; . el(oue.) ) l 一一一一~. tgi + tgi . -'--- ~^' ) 
2、 elri "J '" elri 

(3.4.1) 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

これからひずみ 変位7 トリックス、いわゆる B マトリックスが得られる。式 (3.2.26)ー(3.2.28)と

式 (3.4.1)一(3.4.3)を比較すると、有限回転を考慮したことによる差違は式 (3.4.3)第2項のみである

から、面外せん断ひずみの再定義を行なわない通常のシェJレ要素の湯合は、第2章で示した s，ト

リックス(式 (2.4.29)，(2.4.31)参照)に有限回転の寄与項を付加することにより得られる。(MITC 

要素の場合は、面外せん断ひずみ成分に対応するマトリックス成分を修正しなければならない。

MITC要素における Gr配 n-Lagmngeひずみ増分の具体的な形は APPENDIXに示す。)

従って、式 (3.2.22) から求められる傍線剛性マトリックス Kの第 l項 KLは回転を微小として取

りあつかう探準的な "degene目白d"シェル要素の KLと一致し、第 2項 KNJ..は原準的な形 (KNJ....lに有

限回転項 (K札口)を付加したものになる。すなわち標準的な K を K，とすると

K = K， + KNL." (3.4.4) 

と響くことができる。また、

仇x)= - fa 土 hk (日仏kd+叩kßk)tV~ (3.4.5) 

であるから、有限回転を取り扱うことにより加えられる項は、回転自由度の対角項のみとなる。

したがって、原準的なシェルの岡1)性マトリックスがすでに得られていれば、式 (3.4.1)-(3.4.5)によ

り容易に有限回転増分を考慮した剛性マトリックスを作成することができる。実際のコーデイングに
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おいては、約 20行程度の FORTRANstatem町田 の追加でプログラム化可能で、またこれによる計算

時間の1(')加はほとんど無視できる。

3. 4. 2 構成則の変換

式(3.2.22)では僧成則テンソJレ。Cの反変成分。cijkJが用いられているが、これはシェルの局所直

交座様系におけるテンソJレ成分 oCmnopより次のように求めることができる。ただし、 emはシェ
Jレの局所座療系における単位直交基底ベクト jレとする。

すなわち

。c= oCりkJGi⑧ Gj⑧ Gk⑧ GJ 
= OCmnop em⑧en③E。⑧ep

(3.4.6) 

より

ρkl=oEmnop(G t Em)(GJ L)(G KL)(G I EP) 
(3.4.7) 

となる。

ひずみが微小であるとの前提のもとでは、弾性解析の場合 oCmnopは近似的に直交座様系でのフッ

ク則のそれと等置でき(式 2.4.32参照)、持塑性解析では、 2ndPioJa-幻冗hhoff応力で表わされた5単

塑性構成則テンソルと等置できる。なお通常のシェルの仮定に従い、面内は平面応力泌翠を仮定する。

64 



~固--

3. 5 有限要素解析例

本節では開発したシェル要素を用いて大変形解析を笑施し、本要素の有用性について検討する。こ

の時、有限回転問題の検証例としてしばしば取り上げられている 4つの問題を対象として、'完全なl

f長線剛性マトリックスを用いたことによる NeWlon-Raphson法の収束性への影響について調べる。た

だし、ここではシェル要素の材科特性は弾性とした。

3. 5. J 板の， rolling -up ，解析 (Ex.3.1)

この例題は大回転ベンチマーク問題として、しばしば取り上げられるものである。本解析では

Simo川らの解析条件と同じものを用いている(図 3.5.1参照)。片端を完全固定して他端にモーメン

トを加えると、モーメントと回転角は比例関係になる。解析では 4，10および 20要素分割で解析をお

こない 20分割でほぼ理論解が得られている(図 3.5.2参照)。この時強制変位による解析では、わず

かに 6ステップで図 3.5.1に示すような紋の 'rolling-up' (中 =2π)状態が得られた。表 3.5.1に、

(1)伴重制御により中 =π までを 10λテァプで解析した場合、(勾強制創立により中 =2π までを

6ステ ァプで解析した場合(いずれも 20要素)の収束解が得られるまでの反綾回数を示す。通常の

K (以下 Ksと表す)を用いた場合、回転角が大きくなるにつれ収束状態が悪化するのに対し、有限

回転増分を考慮した K (以下 Kcと表す)の場合は安定した収束解が得られていることがわかる。

なお収束の判定には以下の解析を含め相対エネJレギー誤差 (ETOL)を用いている。

3. 5. 2 円筒シェルの大変形解析(Ex.3.2)

本例題は局部集中荷重を受ける円筒シェJレの大変形解析であり、解析モデjレ(1/4モデル， 16x 16 

分割)および有限回転を考慮した1也の要素 (SA4"， Sf怪 L4";共に附TC要素)との解析結果の比較を

図 3.5.3，4に示す。解析結果は 3者ともほぼ一致している。また SA4，SトIEL4による解析が p=

700 あ たりまでに約 1 0 ステップ要しているのに対し、本要素では弧長l~分法を耳!いており 6ステッ

プで到達している。図 3.5.5にl、 3およ び5ステップ自における変形図を示す。この問題は曲げ力

と脱力の複合荷重状態となり要素の回転は余り大きくないが、収束までの反復回数は Kcの場合平均

9.3回(合計56回)であったの対し Ksの場合平均 13回(合計78回)であり 、この場合でも Kcの

有用性が認められた。表 3.5.2に6ステップ目での反復計算毎の相対エネルギー誤差を示す。 Kcを
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用いた方が安定に2次収束していることがわかる。

3. 5. 3 'shallow.r∞f'の飛ぴ移り座屈解析(Ex.3.3)

本伊j越はいわゆるスナップスJレー解析である。解析は 1/4モデル (6x 6分割)で行い弧長1自分法

を用いた。解析モデルおよび荷重変位幽総を図 3.5.6，7に示す。比較のために汎用J有限要素解折コー

ドABAQUSの結果も合わせて示しているが、両者の結果は良好に一致している。本例題は曲げ力だ

けでなく、変形と同時に族力(面内力)が増加する複合荷重状態下での解析となるが、本要素および

弧長増分法を用いることによって安定した飛ぴ移り座屈を示す荷重変位曲線が得られている。(参考

までに、伝大荷重立 p= 600における膝力は約 R= 8000であった。)本問題はそれほどの大変形

問題ではなく、 また座屈点付近では朕力が支配的であるため、有限回転増分を考慮した効果はほとん

どなく、 KcとKsによる収束までの反復回数は共に3回程度であった。

3. 5. 4 半球シェルの大変形解析(Ex.3.4) 

この例題は、曲面シェル要素の線形解析用例題として用いられていたものを Stander"らが幾何学的

非線形問題に拡張したものである。図 3.5.8，9に解析モデJレ(1/4モデJレ， 16x 16分割)および他の

姿索 (SA♂， Simolll) との解析結果の比較を示す。図 3.5.10にp=200での変形図を示すが、ここま

でに要したステップ数は 7であった。これは SA4と同等のステップ数である(SimoはP= 100まで

10ステァプ)。本解析の場合収束までに姿した反復回数は Kcの時平均 7.8回(合計55回)、 Ks 

の時平均 9回(合計63回)であり若干の効果が見られた。 (ETOL= 1xI0") 
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解析モデル図 (Ex31) 図 3.5.1
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荷重変位曲線図 (Ex3.1) 図 3.5.2
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表 3.5.1 収束回数の比較 (Ex.3.1)

(1) (2) 

step Kc Ks Kc Ks 
5 5 8 8 

2 5 6 10 10 
3 5 8 8 14 
4 5 10 8 16 
5 5 14 8 17 
6 5 18 8 19 
7 コ 20 
8 5 23 

ETOL = 1xlO-5 9 5 26 
10 5 30 

Kc: complete K by present work 
Ks: standard K 
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図3.5.3 解析モデル図 (Ex.3.2)

図3.5.4 荷重変位曲線図 (Ex.3.2)
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(a) 1 step， U = 0.467 

(b) 1 step， U = 1.030 

(c) 1 step， U = 1.404 

図3.5.5 変形図 (Ex.3.2， 1/2 mode1) 
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表 3.5.2 収束状況の比較 (Ex.3.2)

unbalanced en巴rgyeπor
IteratlOn Kc Ks 

1
2
3
4
5
6
7
8
9
ω
日
ロ
リ
凶
行

158.6509 
5.60536 
7921444 
5.9241IE-02 
1.08853E-02 
2.33367E-03 
1.68958E-04 
9.1416IE-07 
3.18384E-II 

ETOL = IxlO-7 

15.25036 
1618351 
4.00730E-02 
2.3530IE-02 
1.45956E-02 
8.66873E-03 
3.96334E-03 
1.52792E-03 
4.64952E-04 
1.20870E-04 
2.88082E-05 
6.66199E-06 
1.52551 E-06 
3.47945E-07 
7.92077E-08 

Kc: complete K by pres巴ntwork 
Ks: standard K 
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modulus 3.1 03x 107 

v Poisson's O. 3 
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図3.5.6 解析モデル図 (Ex.3.3)
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図3.5.7 荷重変位曲線図 (Ex.3.3)
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radius 10 
thickness 0.04 sym 
Young's 弓

modulus 6.825xlO' 
Poisson's O. 3 
ratlo 

sym. 

図 3.5.8 解析モデル図 (Ex.3.3)
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図 3.5.9 荷重変位曲線図 (Ex3.3) 

73 

• 
rA 

日



図3.5.10 変形図(Ex.4， p=200， full model ) 
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3. 6 接線剛性マトリックスによる応答感度の精度に関する検討

本節では、本章で開発した有限回転を考慮した接線開l性7 トリックス Kc、および標準的な剛性マ

トリックス Ksが応答感度に与える影響について検討する。摂車lJ法に基づく感度解析手法に関しては、

第4章において詳しく述べるため、ここでは応答感度と接線剛性7 トリックスの関係について簡単に

示すだけにとどめる。

3. 6. 1 摂動法による感度解析手法の概要

一般に、変位法に基づく静的非線形有限要素法における平衡方程式は

F(b) -Q(b，U) = 0 

と書くことが出来る。ここで

F，Q外力と内力

U 変位

b 系に含まれるパラメータ

である。両辺を bで微分すれば明、

eJQ dU dF eJQ 
eJU db db eJb 

(3.6.1) 

(3.6.2) 

となる。 eJQ/eJUは接線剛性マトリックス K と一致し、 bに対する Uの感度 dU/dbは式 (3.6.2)

の右辺に K .1を乗じることにより得られる。変位感度が得られ後で、反力、応力、ひずみの感度が

順に求められる。したがって、接線剛性の精度により、応答感度の精度カ泣右されるのは明白である。

3. 6. 2 各接線問Ij性より待られる感度の比較

有限回転増分を考慮した Kcと通常の Ksから得られる感度の差異について、先にあげた Ex.3.1-

3をもとに検討を行う。なお幾何学的非線形問題における式 (3.6.2)右辺の計算叫については第4単に

詳しく記されている。

( 1) Ex.3.1 

まず Ex.3.1に関しては、荷重 M = 100π における ωの板厚に対する感度を求めた。この時
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t = t (1+α0とおき αtに対する感度を求めている。表 3.6.1に得られた感度を理論解とともに示す。

なお表の中で DFDM(Direct Finite Differential Me出0<1)とある のは有限要素解析を二回行い差分法によ

り求めた感度である。 Kcを用いて得られた感度は理論解とは誤差が 1%程度生じているものの、

DFDMとはほぼ一致している。一方 Ksからは誤った感度が得られた。 M= 100π はかなりの大回転

(中 =π)が生じているところであり、先に示したように Ksでは解の収束性も悪くなっているため、

有限回転を考慮していないことによる影響が大きく感度に現われている。

( 2) Ex.3.2 

次に Ex.3.2については u= 1.0の強制変位を与え、その時の等価節点荷重 Pの板厚に対する感度

を求めた。表 3.6.2に解析結果を示す。KcとKsで求められた Pはほぼ同じであるが、感度の方は

1.2 %ほどの誤差が生じている。このときも Kcで求めた感度は DFDMで求めた感度と一致してい

る。やはり解の収束性は Kcの方が俊れていた。

( 3) Ex.3.3 

最後に Ex.3.3に関しでも Ex.2同線 u= 0.015 (極大点を少し越えた辺り)の強制変{立を与え、そ

の時の等価節点荷重 Pの板厚に対する感度を求めた。この問題では、収束性に関しては Kcと Ks

による違いは全く見られなかったが、感度に関しても同様で表 3.6.2に示すように両者による感度は

一致していた。
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表 3.6.1 肉厚に対する感度の比較 (Ex.3.1)

出巴ory Kc Ks DFDM 

。} 1.0 1.0045 1.0045 

aω 

aαt -3.0 -3.0401 ー0.9517 -3.0400 

M= 100π1 = 1(1+α，) 

Kc: complete K by present work 
Ks: standard K 

表3.6.2 肉厚に対する感度の比較 (Ex.3.2， Ex. 3.3) 

Ex.3.2 Ex.3.3 

Kc Ks DFDM Kc Ks DFDM 

u 1.0 1.0 0.015 0.015 

P 367.718 367.724 574.145 574.146 

ap 
aα， 981.856 969.254981.854 1121.70 1121.71 1121.69 

Kc: complete K by present work 1 =-1 (1+α，) 
Ks: standard K 
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3. 7 結言

本章では、 8atheらが開発した MITC(Mixed Interpolation Tensorial Componen回)シェル要素に、有限

回転I自分を取り入れる新しい定式化を示し、有限要素解析を通じて要素の効率性、精度について検討

した。その結果以下のことが明らかになった。

シェル要素の各節点におけるディレクターの有限回転増分を考慮することにより、シェJレ要素の大

変形、大回転を厳密に取り扱うことができ、その結果'完全， ( complete or consistcnt)な接線剛性マト

リックスを得ることが出来る。定式化にあたってはArgyrisが提案した有限回転テンソJレを用いたが、

接線剛性7 トリックスを導く際には、有限回転テンソJレをテイラー展開した2次項までを用いること、

および有限回転の回転軸となる車UI性ベクト Jレを、ディレクターに直交する面内にある現時刻の単位局

所座標系ベクト Jレで成分分解することにより、有限回転を取り扱った従来の複雑な定式化を回避でき

ることを示した。その結果、従来の微小回転の場合の定式化により得られる接線剛性マトリックスと

の関係が明確になり、有限回転を考慮した幾何剛性7 トリックスを付加するだけで完全かつ対称な接

線開IJ性マトリックスが得られることが明らかになった。また、本定式化に基づけば、有限回転の寄与

項は回転自由度に対応する対角項のみとなるので、非常に容易にプログラム化することができる。

次に、板の， rolling. up ，解析、円筒シェルの大変形解析、。 shallow.roof'の飛ぴ移り座屈解析、半

球シェJレの大変形解析の4つの有限要素解析例題を通じて、このシェJレ要素を用いることにより、曲

げ変形が支配的で大回転が生じるような解析においては、通常の要素を用いた時よりも比較的大きな

荷重増分がとれ、なおかつ収束性がよくなることを確認した。しかしながら、面内力が支配的になる

ような問題に対しては有限回転を考慮した効果はほとんど現われなかった。

最後に、接線剛性マトリックスによる応答感度の精度について先の例題を用いて検討した。摂動1去

に基づく感度解析手法では応答感度の導出に接線開l性マトリックスが用いられる。そこで有限回転 i~

分を考慮した接線開IJ性マトリックス、および従来の接線剛性マトリックスから得られる感度を比較し

た。感度解析の結果、有限回転増分を考慮した接線開IJ性マトリックスを使用した場合には常に精度よ

く感度が求められたが、考慮しない接線岡IJ性7トリックスでは、大回転が生じる解析に対して正しい

感度が求められなかった。これは、有限要素解析で収束状況に差異が現われた場合と一致していた。

以上より、非線形有限要素解析、および非線形有限要素感度解析に対しては、有限回転t自分を考慮

した完全な接線岡IJ性マトリックスが不可欠であることを結論とする。
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4. 1、緒言

構造物の極限状態を解析するには幾何学的非線形解析が不可欠であり、特に座屈点を勉えた後の挙

動を解析するためには、弧長増分法(町'c-leng山melhod)1)と呼ばれている経路追跡型の71レゴリズム

を用いなければならない。一般に座屈点は図 4.1.1に示すように分岐点と僅限点に分類されるが、弧

長増分法自体はそのような座屈点の探索ならびに分類ができないため、弧長i世分法のみを用いた解析

では、複数の平衡経路が存在するにもかかわらず、二次経路(secon出ypalh)を無彼し主経路 (primary

pa由)における平衡状態のみを評価している場合が有り得る。また、梁やシェJレ構造物は初期形態にな

んらかの不整を有していることが多く、そのために期待構造系において二次経路であったものが不整

緋造系では主経路になっていることも少なくない。その場合分岐点であった点が極限点に変わり、構

造物の限界荷重値が極端に下がることも考えられる(図 4.1.2参照)。したがって、分岐経路での平

衡状態を求めることは構造物の終局耐力を知るうえで大きな手掛かりとなる。

現在、笑用的な側面から主流となっている解析手法は、あらかじめ情造系に初期不整量を加えて解

析を行い分岐経路での挙動を擬似評価する方法である。この時初期不獲量としては、初期形状に対す

る線形座屈固有値解析により得られた座屈固有モードを用いることが多い。しかしその固有モードが

実際の座屈モードと一致している保証はなくお.3にまた初期不整量の大きさにより大きく応答が変化

するため、必ずしも確実に分岐経路に誘導されるわけではない。

一方、このような座屈点を正確に探索し、分岐経路へ誘導する解析手法についても、現在まで多く

の研究がなされている削九座屈点の探索だけに限れば震も簡便な方法は、逐次平衡点での接線剛性

マトリックスの行列式の値を計算し、零になる特異点を求めることである。Liuらめ，北川ら"は行列式

の値を調べ、特異点近傍に到達したところで変位地分量を十分に小さくすることにより、分岐経路へ

解を誘導しているが、一般には、分岐点の判別ならびに誘導については、さらに特異点での固有値解

析を実施しなければならない。半谷ら町の方法によれば、極限点か分岐点かについては、荷重モード

と固有モードとの内務を調べることにより判断でき、分岐点の場合は内秘他が零となる。更に、零国

有値に対する固有モードを用いることにより分岐経路に沿った変位増分モードが求められ、これを用

いて分岐経路へ解を誘導することができる。しかしながら、固有値解析自体が大きな計算容量、時間

を要するため、実用的な立場からは敬遠されがちであった。

Wriggers ら日).同は数学的手法であった EXlcnd凶 syslcms による解析手法を有限~i特解析に導入し、

固有値解析を行わないで座屈点における荷重値および固有モードを精度良く求める手法を院1::;6した。

これは座屈点においては、固有ベクト Jレと接線剛性マトリックスのも1が容ベクトルになることを利用
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して、平衡方程式、および固有ベクトJレの大きさを規定する方程式と連立させて解くものである。し

かしながら、この方法では後述するように計算量は相当増加する。

本章の目的は、分岐点を正確に探索し、固有値解析を用いないで分岐経路に効率よく誘導する手法

を開発することにある。その結果、座屈点における固有方程式と収束前後の Newton-Rhapson法によ

る反復解法式の類似性に渚目し、収束直後の変位修正ベクト Jレを適切にスケーリングすることにより、

固有値解析を全くおこなわず、また初期l不整を導入せずに、効率よく分岐経路へ誘導することができ

ることを示す。

以下では、まず座屈解析の基礎式および従来の座屈解析手法について述べ、その後で本解析手法の

手順および適用範囲について示す。 iiit去に、本研究第3章で開発したシェJレ要素11)を用いた実用規伎

の解析結果も合わせて示しその有効性について篠認する。
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図4.1.2 初期不整のある構造系の応答
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4. 2 従来の座屈解析

4. 2. 1 疫屈の定義と分類

本研究では、 「座屈」は構造応答として得られる荷重変位曲線における「極限点Jまたは「分岐占」

のいずれかを越える際の構造挙動であると定義する。

一般に、変位法に基づく非線形有限要素法において、平衡方程式は次のように舎くことができる。

Q(u)=F (4.2.1) 

ここで、 Qは内力ベクト Jレ、 Fは外力ベクトルである。なお内力は一般には現時点での変位 uのみ

ならず、 uに至る履歴に依存すると考えられるが、表示を簡略化して Q(u)と表わす。また Fは保

存力とする。式 (4.2.1)を変位 uにおける平衡状態からの速度形で表わすと

K(u) u = F (4.2.2) 

ここで

K =dQ/dU :接線剛性マトリ γクス

となり、荷重増分法の場合は式 (4.2.2)に基づいた反復計算により変位 uが求められる。また、イ可重

モードが解析を返して一定の場合は、ある一定の荷重ベクトル f""に対する荷重パラメータ 入を導入

して、 F=λf"， と置けるから、式 (4.2.1)，(4.2.2)はそれぞれ

Q(u) = 入f"" (4.2.3) 

K(u) u =λ f"" (4.2.4) 

となる。なお座屈後解析の手法として知られる弧長増分法1)では変位に加え入も未知数として扱わ

れる。

式 (4.2.2)，(4.2.4)において K が特異でない場合、すなわち K の行列式(以下 det(K)とする)が

Oでない場合、ある荷重増分に対して釣り合い経路上で uが一意に決定される。逆に

det (K) = 0 (4.2.5) 

の場合は、 uが一意に定められず「座屈点Jとなる。

次に、8I屈点の分類については、変位I骨分ベクト Jレと荷重モードの内積から求められる stiffness

parameter の値を調べる方法η、 K の最小固有値が O の時の固有モードとや~ll!モードの内税のイ也を調べ

る方法的列均等が知られているが、ここでは半谷ら的による分類手法に従い、その続安を示す。
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まず K に対するモーダJレマトリックス φを用いて K の対角化をおこなう。式 (4.2.4)の左から

φTを乗じると、 φT=φー1より次式を得る。

φTKφφTu=えφ，Tf"" 

12v =入g

ここで、

φ=  [$¥弘一ー仇 ー中，]

中，:Kの I番目の固有値 叫 に対する固有モード

すなわち、 (K-叫 1)仇=0

12:ωLを1番目の対角項とする対角マトリックス

v =φ，T U :一般化変位ベクトJレ

g = [g¥ g， --g" 
_ _ 
g，] 
T 

= [申¥Tf""中，
T
f"" __中汁'" ー中，

Tf
"，
]T

一般化荷重ベクト Jレ

簡単のために ω1は最小固有値、また重根はないと仮定すると、座屈点では式 (4.2.5)より

ω¥=0 

となる。また、式 (4.2.7)における第 l行自の方程式は

ω1 Yt =λg¥ 

=λ申¥
T 
f 
'" 

であるから、式 (4.2.12)を式 (4.2.13)に代入して、

入中¥Tf"， =0 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

(4.2.8) 

(4.2.9) 

(4.2.10) 

(4.2.11) 

(4.2.12) 

(4.2.13) 

(4.2.14) 

が得られる。 中
1
は最小固有値がOの時の固有モードに相当する。式 (4.2.14)が座屈点分類の際の基礎

式となり、中¥
T 
f '"の伎により極限点と分岐点に区別される。以下にその概要を示す。

a )中¥Tf"， "'O (極限点)

式 (4.2.14)より明らかに

入=0 (4.2.15) 

すなわち、変位増分 uに対する荷重増分λがOとなるので、この点は極限点となる。なお

中¥Tf"， "'0は中lと荷重モードが直交しないことを意味しているa
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一方、 ω¥'" 0， (i = 2 -n)であるから式 (4.2.7)より

V
j 
;;::;:ω-，λg， : i= 2 -n (4.2.16) 

式 (15)を式 (16)に代入して

V， = 0 i =2 -n (4.2.17) 

となる。したがって、

u=φv 

= V)中1 (4.2.18) 

であるから、極限点を越えるときの変位I自分モードは、中l と一致する。

b) 中，Tf"" = 0 (分岐点)

この場合は分岐点となり(詳細は文献9)参照)、中lと荷重モードは直交する。この時式 (4.2.16)より

u=φv 

n 

= V)中， +工ωi・1λg，中I (4.2.19) 
i=2 

を得る。特に λ=0の場合は対税、分岐点と分類され、

u = V)中1 (4.2.20) 

となり式 (4.2.18)と一致する。そして中l は、分岐経路に入ったときの変位増分モードとなる。一方

λ"， 0の時は非対称分岐点と分類され、中lは分岐経路に入ったときの変位増分モードとは一致しない。

(なお、有限要素解析では u，入は微小i自分du，dλ として取り扱う。)

4. 2. 2 座屈点の探索

本項では座屈点探索のための代表的手法の槻要を示し、その精度および実用性について検討する。

( J ) del(K) = 0による座屈点の探索

del(K)の値は、非線形方程式の解法に NcwlOn-Raphson法を用いている場合には、 K の三角分解

の過程で求めることができる。すなわち

del (K) = det (LDL
T
) 
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= det (D) 

n 

= nDu (4.2.21) 

である。ここで

L・対角項が lの左下三角マトリックス

D 対角マトリックス (D"は l番目の対角項)

式 (4.2.21)は実用規後の解析では極めて大きな値になり、ほとんどの場合計算機で取り扱える笑数の

上限値を怠るため、そのまま乗算すれば ove而owcrrorが生じる。

これを回避するひとつの方法は det(K)に適切なスケーリングを絡すことであり、 Wagnerl2lらは

以下に示すように初期間l性 KLを用いて正規化している。

det (K*) = det (K) / det (KJ 

n 

= n(Djll DLII) (4.2.22) 

11 DLII = det (KJ"O (4.2.23) 

となる。ここで、

det(K勺スケーリングされた det(K) 

KL 線形解析における接線剛性マトリックス

11 DLII : KLを三角分解した対角7 トリックλのノルム

また overflowerrorを回避するために一度対数をとること もあり、その場合は次式で d巴t(K)が得ら

れる。

det(K)= (ーlflOα (4.2.24) 

n 

α=工log(1 Dul) (4.2.25) 
i=1 

ここで m は Dの中の負の対角項の数、 11は絶対値を表わしている。

実際には、増分解析の過程で、 det(K)あるいは d巴t(K*)の値が厳密に Oになることは稀である

ため、ある tolerance以下の値になった点目}や前後の値から内挿あるいは外挿して得られる点')を座

屈点とすることが多い。-l7lJとして図 4.2.1に、後で示す平板の圧縮座屈解析(Ex.4.1)における

det (K*)の荷重に対する変化を示す。この例では座屈点が det(K*)の値を補間することにより比較

的精度良く近似できる。一方、表 4.2.1には後で示す円筒の diamondbuckling解析 (Ex.4.2)における

最小座屈荷重値付近の det(K)の変化を示す。表中では det(K)は一度対数をとって求めている。こ

の例題では、 KLと較べ K の剛性変化が大きく、 det(K*)は計算機上では undeぽlow町rorが生じ、少
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なくとも表 4.2. 1 に示す荷重の範囲{座屈荷重の前後 2%) ではすべて O となるため、~屈点の判定

に用いることはできない。また、このように数パーセントの荷重変化の問にdet(K*)の値が何桁も

変化し、かつ複数の座屈点があると予怨される場合には、線形補間により~屈点を近似することも困

難であると考える。

(2 ) 固有値解析による座屈点の探索

4. 2. 1項で示したように、 K の O固有値に対する固有ベクト Jレは、対称分岐点においては分

岐径路に入ったときの変位増分に一致する。したがって、分岐経路に誘導したい場合には del(K)= 

Oの点を探索するだけでなく回有値解析も併用されることが多い。

線形~屈固有値解析は、実用的な立場で設も用いられている手法であり、古典的な初期安定問題と

して座屈荷震を求めるものであるi針。すなわち、初期状態から f=入f"，までの Kの変化量は、 f""

に対する初期変位マトリックス Ku"，や初期応力マトリックス Kcr，.パこ比例すると仮定される。こ

の時式 (4.2.9)にω=0をあらかじめ代入すれば

( KL +入 (K叫.，+Kσ，0() }中1=0 (4.2.26) 

となり、入に関する固有値問題となる。この方法ではいわゆる EulerBuckJingなどのように座屈前の

荷重変位曲総が比較的線形になる問題に対しては精度良〈座屈固有値が求められる。また、この固有

値解析で得た固有モ ドを初期不整誌として初期形状に加えて、分岐経路に誘導する解折がしばしば

行われるが、線形座屈固有値解析による固有モードは座屈点における Kの国有モードと必ずしもー

致しないことも報告されており均へその扱いには注意を要する。

その他、ある荷重値における接総剛性 K(入)とその点における微分剛性 K(入)の近似を用いて、

式 (4.2.27)，(4.2.28)に示すような線形化固有値解析を行う方法もあり、汎用有限要素法コード聞など

で用いられている。

(K(入)+ L¥入K(入)}中1=0 (4.2.27) 

K(λ) ~ (K(λ+0λ)-K(λ)) / 0λ ( 0入くくλ) (4.2.28) 

この時、座屈荷重は fcr= (入 +企入)f ""で計算される。この方法では、座屈点付近で K(λ)そのも

のがOに近づくにもかかわらず、それを式 (4.2.28)で近似する。したがって、精度の観点から、座屈

解析の途中での予測程度に使われるのが望ましいと思われる。

段後に、弧長I自分法等と並行して式 (4.2.9)の固有値解析を行う場合は、ある lolerance以下の固有

値になったときを座屈点と見なせるが、荷量ステップ~に固有値解析を笑絡し O 固有値を外挿等によ
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り求めるのは、計算コストの面から不経済である。そのため、前に述べた線形固有値解析も併用し、

予測される座屈荷重値の近傍、あるいは三角分解の過程で求められる d巴t(K)の正負符号が変化する

荷量値の近傍のみを対象に固有値解析を行えば効率的である。

(3 ) 出回制 systemsによる座屈点の探索

これは Wriggersら叫叫により有限要素法に初めて導入された解析手法であり、以下の連立非線形

方程式を Newton-Raphson法により直接解くことにより、厳密に座屈点が求められる。この時、平衡

方程式 (4.2.29)と連立させる方程式として、式 (4.2.30)および(4.2.31)を用いている。

Q(u)ー λf"" = 0 (4.2.29) 

K(u，λ)中， = 0 (4.2.30) 

|中，1 = 1 (4.2.31) 

式 (4.2.30)は式 (4.2.9)でω=0としたものであり、式 (4.2.31)では固有モードの大きさを規定してい

る。これらの方程式で総自由度 2n+1の"extcn也dsystems"が権成される。式 (4.2.29)-(4.2.31)をI自分形

で表わすと次のようになる。

K d.u -f""d.λ = -Q(u) +λ f"， (4.2.32) 

(K中，)"d.u + (K中，)，λA入+Kd.中，=-K(u，λ)中1 (4.2.33) 

(中，.d.中，) / 1中，1 = 1-1中，1 (4.2.34) 

ここで、

(K中，)，，=o(K中，)/ou， (K中，)，λ=o(K中，)/o入

式(4.2.32)-(4.2.34)がNewton-Raphson法により式(4.2.29)-(4.2.31)を解くための基礎方筏式となる。

式 (4.2.32)-(4.2.34)の左辺より得られる接線マトリックスは非対称マトリァクスとなるが、 Wrigge目

らは弧長増分法に似た手順で、マトリックスの対称性を保ったまま効率良〈解〈方法を示している。

また、通常の解析と比較すれば、 Kの微分を)]IJに計算しなければならず、 私 の初期値が収束回数に

影響を与えるという短所があるものの、 extendωsystemsによる解法は、固有値解析を行わないで厳密

に座屈点および固有モードが求められる優れた解法のひとつであると考えられる。
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4. 2. 3 分岐経路への誘導

通常、初期不整畳等を与えることなく分岐経路に解を誘導する場合(図 4.2.2A点から B.点に平衡

解を見つける場合)には次の手順が用いられる。

1)座屈点の判定および分類を行う。

2)分岐点の場合には K のO固有値に対する固有モード 中1より適切な u を求める。

3)座屈点近傍の平衡点から uをim切にスケーリングして得られる d.uを初期値として次の荷重

増分に対する反復計算を行う。

4)収束点が分岐経路上の平衡点となる。

すなわち、 det(K) = 0となる点、およびその点の Kに関する中1を精度良く求めることにより、特

に対称分岐の場合は滑らかに分岐経路に誘導することができる(式 (4.2.20)参照)。
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det (K*) = detσ() / detσ(1.) 
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Nx/Nxcr 

荷重に対する det(K*)の変化(Ex.4.1 ) 図4.2.1

荷重に対する d巴t(K)の変化(Ex.4.2)表4.2.1

百1

0.9346 

0.9600 

0.9840 

1.0060 

1.0253 

1.0415 

n
u
n
u
n
U
1
A
1
A

戸、“

det (K*) det (K) 

1.580 x 103似4

5.140 x 103641 

7.556xl03638 

-6.662 X 103635 

-9.683 X 103632 

-3.405 x 103628 

Nx / Nxcr 

ー:underflow e汀ordet (KL) = 1.349 x 10 3692 ， 
Nx : edge load per length 
Nx cr : theoretical buckling load 
m : number of negative t巴口nsin D 
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F ， primary path 

A: bifurcation point 

B: point on 
primary path 

B': point on 
secondary path 

u 

図4.2.2 分岐経路への誘導
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4. 3 Scaled Correctorを用いた分岐解析手法

本節では、前節で示した「座屈点」における諸特性および各種探索アルゴリズムに関する考察に基

づき、新たに開発した "ScaledCo打目LOr"を用いた分岐解析手法(以下 SC法)について示す。本手法

は、初期不登を考慮することなく、また固有値解析を併用することもなく、収束直後の変位修正ベク

トル(displacememcoπector v配 lor)を適切にスケーリングすることにより効率よく分岐経路へ解を誘導

するものである。本手法では det(K)の値により座屈点の探索を行うが、 det(K)が大きくgE動する

場ー合の取り扱いについても言及する。なおここでは対称分岐のみを対象とし、非対称分岐に対しては

後で考察を加える。

4. 3. I 座屈点における基礎解法式の考察

数値計算において座屈点と判断される点での時刻 l'(= l + "'l)における基礎解法式を式 (4.3.1)-

(4.3.8)に示す。

<'K(0)6u(酔 1) = "R(o) 

<'R(O) = _ Q(ピu(O))+ ')._(o) f"" 

n 
<'u(O) = L 6u") + 'u 

I=l 

11 <'R(o)1Iく (ιtol)

11 6u(0叶 )11 < (u-tol) 

Id巴t('K判)1 < (d-tol) 

(K(O)_ "ω11) '<PI = 0 

l'ω11 く (u}-tol)

(4.3.1) 

(4.3.2) 

(4.3.3) 

(4.3.4) 

(4.3.5) 

(4.3.6) 

(4.3.7) 

(4.3.8) 

ここで、右肩の (i)はNeWlon-Raphson法による反復回数を、 nは収東条件を満たした回数、(-lol)は

それぞれ対応する許容誤差 (=0)を表わしている。式 (4.3.4)，(4.3.5)の収東条件を満たし得られた

'uを用いて det('K判)あるいは rωlが計算され、式 (4.3.6)あるいは(4.3.8)より座屈点の判定が行b

れる。

きて、時刻 l'が座屈点である場合、式 (4.3.4)， (4.3.8)より式 (4.3.1)，(4.3.7)は次式のように近似で車

る。
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<'K(O)ou(肝 1) ~ 0 
(4.3.9) 

t'K (n) ピ中~ 0 
(4.3.10) 

これは、収束点直後の変位修正ベクト Jレ(匂均四ment∞π'oclQrv回.or)Ou(O+1)が座屈固有モード t仇を

近似し得る可能性があることを示唆している。すなわち

1中1 = dU(n+l) 
(4.3.11) 

と書ける。もし座屈点が対称分岐点に分須されるならば式(4.2.20)より分岐経路へ向かう変位I自分モ

ードは座屈固有モー ドに一致するから、固有値解析を全く行うことなく、 4. 3. 2節に示すように

適切にスケーリングされた Ou(O叶}を分岐経路上の平衡点探索のための有力な初期他として用いるこ

とができる。

(0φ1) 
4. 3. 2 Ou のスケーリング

ou(O叶}は収束直後の変位修正ベクト jレであり、大きさは緩めて小さい。ここでは、次式のように

スケーリングを施して分岐経路に誘導するための Ouとする。

Ou = C.I'ul.Ou(o+I)/lou(o+11 (4.3.12) 

C = 0.01-0.1 (4.3.13) 

すなわち、時刻 tにおける変位の大きさを基準にスケーリングをおこなう。同級のλケーリングは

Wagnerら聞も行っている。 またスケーリングフアクター Cの値は経験的なものであるが、この他に

よって収束回数が大きく作用されるため、分岐解析に際してはZ主要なパラメータのひとつとなる。
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4. 3. 3 有限要素法における解析手順

有限要素法における sc法の具体的な解析手順を以下に示す。座屈点は det(ピK)=0の点を二分法

(bi-section me出0<1)により求めている。

1) 時主~ t'における変位を求める。

2) det ('K)の正負符号を調べる。

3) 符号に変化がない場合

3)ーI 時刻~ t'を更新して 1)に戻る。

符号に変化がある場合

3)-2 det (K)の値を調べる。

十分な粕度で det('K) = 0の場合

3)-2-a 4)に進む。

det ("K) = 0とはいえない場合

3)-2-b 荷重方向を反転し、荷重増分値あるいは弧長が 1/2になるように時

五日 t'を更新して 1)に戻る。

4)収束直後のt.u(n叶)を式 (4.3.12)，(4.3.13)によりスケーリングし t.uを求める。

5) t.u.f""を計算し座屈点の分類を行う。

6) L~U.f~f= O ではなく極大点となる場合

6)ーl 新たな荷重増分値あるいは弧長を設定し、 1)へ戻る。

t~u . C = O，即ち分岐点で分岐経路を求める場合

6)ー2 ある微小荷重泊分イ直あるいは弧長を設定し、 1)へ戻る。この時式 (4.3.12)のt.uを

反復計算の初期値として用いる。収束点は分岐経路上の平衡点となる。

分岐点で分岐経路を求めない場合

6)-3 新たな荷重増分値あるいは弧長を設定し、 1)へ戻る。この時t.uを反復計算の初

期値としては用いない。
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4. 3. 4 SC法による有限要素分岐解析に関する補足

(1) 大きく変動する det(K)の取り扱い

2撃でも示したように、 det(K)が大きく変動する場合には、直接det(K)あるいは det(K*)の値

で座屈点の判定を行うことが困難な場合がある。このような場合は、表 4.2.1にも示したように、座

屈点の前後では Dにおける負の項の数が変化しd巴t(K)の正負符号が反転する性質を利用できる。 up

ち、 det(K)はその正負符号の変化のみに着目し、 Dにおける負の項の数が変化する際の荷重パラメ

ータの相対的な変動幅が、ある回lerance以下になった時の荷重値を座屈荷重とする。入右肩の正負符

号で det(K)の変化を表わすものとすれば、

('入.，λ一)/'λ< (λ-tol) (4.3.14) 

or ('入会 入。)/'入+ く (λーtol) (4.3.15) 

となる。後の解析例では、この手法 ((λ-tol)= lx 10.4 )により良好な結果を待ている。

(2 ) 誤差を含んだ Ou(O叫に対する補正

元来式 (4.3.11)は近似式であるから Ou加')ひいては Ouは厳密な固有モードに対しある程度の誤

差を生む。また緩い収東条件や0-1回の少ない反復回数で収束したときにも多くの誤差が含まれる。

しかしながら収束点が座屈点と見なせるならば、 K はすでに三角分解しであるので、 Ouを初期値と

した逆反復法(逆べき乗法)により 、よ り精度の高い 中iを

中 ~ K.'Ou (4.3.1.6) 

として得ることができる。筆者らの経験では、反復は l回で十分でありこれによる計算時間の地加は

無視できた。

(3) SC法による簡易分岐解析

4. 4節で示した解析手順は、厳密に座屈点を求めた上で分岐経路に誘導するものであるが、より

筒使には次の方法で分岐経路に移行する場合がある。すなわち、時刻 l守の解が n回で収束しかっ

d巴t(K)の正負符号が反転しているなら、その時点でスケーリングした Ou(O叫をmいて変位を更新

し内力の再評価を行い、再び反復により収束点を求める。この時式 (4.3.3)は次のようになる。
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n+l 
ピu('門叶) = y ci' t.Uω+'u 

I=l 
(4.3.17) 

Ci' = 1. (i ;en+l) 

= C.I'ul/lt.u(川町 (i= n+l) (4.3.18) 

この方法を既存の有限要素解析コードに取り入れる場合には、 det(K)の正負符号のチェックと式

(4.3.18)の係数Ci'を計算するだけで良い。したがって、試計算程度に分岐計算を行いたい場合t宇に

有効だと考える。

(4) SC法の適用範聞について

非対称分岐点の場合は、式 (4.3.19)で示したように私は必ずしも変位i自分モードと一致しない。

しかしながら、式 (4 . 3. 1 9) 右辺第 2~員を正確に計算するには、 K の固有値を全部求めるか、あるいは

相当量の追加計算9)をしなければならないため、大規模解析の際には効率が悪い。一方非線形計算の

場合、 t.u はあくまでも収束計~のための初期値であるから、必ずしも正雄に求められている必要は

ない。また、解析対象によっては、式 (4.3.19)において中1に関する第 1:項の寄与が支配的であるこ

とも考えられ、その場合には本手法によっても分岐経路に移行できると考えられる。

次に、座屈点での K の 0固有値が重根である場合は、本手法により待られる座屈図宥モードは重

根に対応する固有ベクト jレの線形結合となる。つまり、重根の個数分の固有ベクト Jレが個別に求める

られるわけではないため、選ばれる分岐経路は Newton-Raphson法の71レゴリズムに依存して求まり、

解析者が制御することは困難である。

(5 ) 接線問1)性 K の特異性について

座屈点は特異点であり、厳密には座屈点における K を三角分解することはできない。 一方、狐長

法等の現実の数値計算による探索では、結果的に d巴t(K)=0の"極めて近傍"の平衡点をm周点とみ

なしていることになる。このような点における K は性質が悪〈解析が発散することも考えられるが、

筆者らが後に示す例等で座屈点と判定した点の近傍では、 K が不安定になることはなかった。また

そうなったとしてもベナルティスプリング問等を用いて Kの安定化をはかることが考えられる。こ

の時も対角項を対象にすべての自由度に対して均等に安定化をする場合には、固有ベクト Jレは変化し

ないので、収束直前の変位修正ベクト Jレは座居間有モードとして用いることができる。
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