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第1章

緒論

1.1 対象
1911年に Kamerlingh Onnesによって発見された超伝導は,低温における Fermi粒子系
の基本的な相の一つである. 超伝導相では電気抵抗が零になるという劇的な現象の他にも,
完全反磁性や磁束が磁束量子Φ0 = π~/e0 の整数倍*1に量子化されるなどの,常伝導状態で
は存在しない様々な現象が発現し, 興味を惹き続ける研究対象となっている. 理論面にお
いては, 1957年に Bardeenらによって発表された Bardeen-Cooper-Schriefer(BCS)理論 [1]
における,有効引力相互作用が働く二つの Fermi粒子が Cooper対を形成し,その Cooper
対が凝縮するという描像が,超伝導現象の普遍的な説明になっていると考えられている.
本研究では特に強結合超伝導 [2–4] に注目する. “強結合” は物性物理の分野ごとに
様々な意味を持つが, 金属における超伝導の文脈では, しばしば Anderson と Morel[5,
6], Migdal[7], Eliashberg[8] らによって開発された理論 (Migdal-Eliashberg 理論あるいは
Eliashberg理論と呼ばれる)を用いていることを意味する. 電子-フォノン結合が強い*2(す
なわち強結合の)場合には,狭義の BCS理論*3(しばしば Eliashberg理論と対比して弱結合
理論と呼ばれる)におけるフォノン (あるいは一般に “糊”となる Bose粒子)の特徴的なエ
ネルギーが,超伝導の特徴的なエネルギーの尺度 kBTc に比べてずっと大きいという仮定に

修正の必要が生じ,このため遅延効果を明示的に取り入れる必要が生じる. これにともない
ギャップ方程式も (狭義の)BCS理論のそれではなく, Eliashberg方程式を採用することに
なる. すなわち強結合理論で超伝導を扱うことは, Cooper対を形成する “糊”となる Bose
粒子の遅延効果を考慮することを意味しており,このため超伝導秩序変数 (ペアポテンシャ
ル)は周波数依存性を持つ.
鉛や水銀などの金属では, 強結合性の効果として, 超伝導エネルギーギャップ ∆ と無磁

場下の転移温度 kBTc との比 2∆/(kBTc)が,狭義の BCS理論による普遍的な値 3.53から顕

著にずれる. Eliashberg理論によってこれらのずれは説明可能であるが, Eliashberg理論が

*1 e0 は素電荷.
*2 ただし結合が強すぎると電子は自己束縛されたポーラロン (格子振動 (フォノン) と電子の結合によっ
て生じるフェルミ粒子的な準粒子) を形成し動けなくなったり, 二つのポーラロンが結合した準粒子
であるバイポーラロンを形成してボーズ粒子として振る舞ったりもするため, 広義の BCS 理論である
Eliashberg 理論では記述できなくなる. 実際の系で Eliashberg 理論が使えるためには結合が強すぎても
いけない.

*3 本論文では広義の BCS 理論を電子が Cooper 対を組んで凝縮する理論を指すとし,また狭義の BCS 理
論を電子-フォノンの相互作用による超伝導で,電子間有効相互作用の遅延効果が無視できるもの,すな
わち Eliashberg 理論を用いる必要がないものを指すこととする.
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図 1.1: 無磁場での 3Heの相図 [21].

必要になる場面はそれだけではない. 例えば,近年,ペアポテンシャルが周波数に対して奇
の対称性を持つ奇周波数超伝導 [9, 10]がバルクで実現する可能性が注目されているが,相
互作用の遅延による奇周波数超伝導*4を扱うためには, Eliashberg理論,すなわち強結合超
伝導の理論が必要となる.
本研究ではカイラル p 波超伝導を主たる対象とした. この超伝導秩序は d ベクトルが

d = (kx ± iky )ez の形であり,その基底状態は時間反転対称性を自発的に破り, “右巻き”と
“左巻き”の二状態*5が縮退している*6.
現在, カイラル p 波超伝導体が実現していると考えられている系として, 超流動ヘリウ
ム 3-A 相 [12, 13] と Sr2RuO4[14–17] の二つの系が知られている. 超流動ヘリウム 3-A 相
は超流動ヘリウム 3-B相に対して高温-高磁場側で実現する超流動相である (図 1.1). 三次
元での超流動ヘリウム 3-A相は, l ベクトル, d ベクトルの向きが空間的に変調し,織目構造
(texture)を取ることによって量子化された渦が実現しており,通常の超伝導・超流動にお
ける量子渦が存在しないという点で, 特異な超流動体になっている [18]. また二次元性が
強い薄膜の系では,壁に対する境界条件によって l ベクトルと d ベクトルが固定され,軸が
面直方向を向いた二次元カイラル p 波が実現していると考えられており [19],実際に実験
によって二つの基底状態がなすドメイン構造の可視化もなされている [20].
Sr2RuO4は銅酸化物超伝導体 La2–xBaxCuO4とよく似たペロブスカイト型の結晶構造を

持ち (図 1.2), 1994年に 1.5 Kで超伝導転移を示すことが発見された物質である. この物質
は不純物効果 [22]や NMR (Nuclear Magnetic Resonance,核磁気共鳴)実験 [23]によって
異方的なスピン三重項超伝導であることが強く示唆され,また µSR (muon spin relaxation)
の測定 [24] や極 Kerr 効果の測定 [25] によって自発的な時間反転対称性の破れが観測さ
れたことから,結晶の対称性と併せ,カイラル p 波超伝導であると考えられている. ただし

*4 例えば [11]
*5 kx + iky と kx − iky の二状態.
*6 分野が異なった場合に “カイラル”(chiral) という単語の意味は必ずしも一致しない. 超伝導では時間反転
対称性が破れていることをもって “カイラル” と呼ぶが,例えばカイラル磁性体における “カイラル” は
その意味ではない.
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NMRでの Knightシフトに方向依存性が見られない [26]ことや,エッジ流による自発磁化
が観測されないこと [27],あるいはそれぞれの実験手法で見積もられたドメインの典型サ
イズが異なることなどから, カイラル p 波であることを疑問視する主張も強い. Sr2RuO4

が三つの Fermi面を持つマルチバンド超伝導体であることもこの系の解析を難しくしてお
り, 2016年現在でも秩序変数の対称性が何であるかという論争が続いている [28, 29].
以上のように,現在のところカイラル p波は非常に限られた系でしか実現しておらず,さ
らに広く認められている系としてはヘウリム 3ただ一つしか存在していない. しかしそれ
にもかかわらず,カイラル p 波超伝導・超流動は以下の点で非常に重要な系であると考え

られる.
まず, カイラル p 波超伝導を含む p 波超伝導・超流動の Cooper 対が持つ角運動量は 1
であり,異方的超伝導の中で最も小さいことが挙げられる. すなわち角運動量が 2である d

波や 3である f 波と比較した場合に p 波は最も単純な異方的超伝導・超流動であり,その
理論は異方的超伝導の理論の原型と考えることができる.
次に, カイラル p 波は二次元においてはノードがないという点が挙げられる. 一般に異
方的超伝導ではペアポテンシャルはノードを持ち,バルクにおいても低エネルギー状態が
存在している. 一方,二次元カイラル p 波のペアポテンシャルはノードを持たず,不純物が
なければバルクではギャップ端以下の低エネルギー状態は存在しない. そのため二次元カ
イラル p 波超伝導は, s 波のときと同様に,渦の内部に生じる低エネルギー状態がバルクの
状態と明確に区別され,渦を解析しやすくなっている.
さらにカイラル p 波超伝導はそれ自身が豊富な物理現象の舞台となっている. 例え
ば時間反転対称性の破れに由来する intrinsic Magnus effect (あるいは internal Magnus
effect)[30–33]やエッジ流 [34, 35],あるいは運動量空間のトポロジーに由来する Majorana
準粒子 [36] の出現 [37–39] など, 数多くの新奇な物理現象が理論, 実験の両面から調べら
れている.
他にも p 波超伝導は様々な理由により興味を持たれている. 例えば p 波はスピン三重項

超伝導であり, Cooper対にはスピン空間の自由度が存在している. すなわち内部自由度の
ある超流動体の系の一つとしても p 波超伝導は注目されている. さらに標準理論における
真空のトポロジーと三次元カイラル p 波の真空のトポロジーが似ているという指摘もな

されており,素粒子論を念頭に置いたヘリウム 3の研究もなされている [18]. また近年は,
その豊富な新奇現象の実現を目標として,冷却 Fermi原子系 [40–45]などにおいてカイラ
ル p 波超伝導・超流動が実現する系を人工的に設計・作成しようとする試みが,幾つもな
されている. 本研究では以上を念頭に置き,カイラル p 波超伝導を主たる対象とした.

1.2 目的
二体相互作用のある電子系を考える際, 相互作用の最低次の平均場として Hartree 項

(Hartree ポテンシャル), Fock 項 (Fock ポテンシャル), Cooper 項を考えることができる.
Hartree項は密度の平均場であり, Fock項は交換項とも呼ばれる. Cooper項は消滅 (生成)
演算子同士の積の平均であり,通常は常伝導状態には存在しておらずペアポテンシャルと
して超伝導の秩序変数となる. 弱結合超伝導の理論的研究において, Hartree項および Fock
項は常伝導状態においても存在するため,化学ポテンシャル µ にくりこまれているとみな

し,また µ は常伝導状態と超伝導状態でほとんど変化しないとしてその変化は無視するこ
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図 1.2: Sr2RuO4 の結晶構造 [46] (緑球: ストロンチウム原子, 白球: ルテニウム原子, 赤球:
酸素原子). 描画には VESTA[47]を用いた.

とがほとんどである. 実際には一様系の超伝導と常伝導との化学ポテンシャルには ∆2/µ

程度の差があることが知られている [2, 48] が*7, 通常の超伝導では ∆ � µ であるため*8,
銅酸化物超伝導体や鉄砒素系超伝導体などの高温超伝導体*9を考える場合でなければ [49,
50],この効果は小さいと考えられている.
しかし,超伝導と常伝導の接合や渦 (量子化された磁束)といった非一様な系を考える場
合には, 超伝導秩序変数 ∆ の空間変調の効果が入ってくるため, 一般に一様系の結果だけ
を用いて議論することはできない. 例えば常伝導-超伝導接合において, s 波超伝導は低エ
ネルギー束縛状態を作らない [51, 52]が, p 波超伝導や d 波超伝導は低エネルギー束縛状

態を作る場合があることが知られている [51, 53–55]. 一方, 渦における物理はしばしば超
伝導内部の円筒状の常伝導部分として素朴に定式化されるが,常伝導-超伝導接合では低エ
ネルギー束縛状態を作らない s 波であっても,渦内部には低エネルギー束縛状態が存在し
ている [56]. これらは ∆2/µ の大きさの物理を無視する近似理論でも議論・導出が可能で

あり,系の詳細による多様性の多くは ∆の位相の運動量・実空間の対称性に由来している.
以上のように, 常伝導状態に存在する項であったとしても, 非一様系の場合には化学ポ
テンシャル µ あるいは周波数へのくりこみが一様系と同じように行なうことが可能であ

るかどうかは非自明であり,無視してよいかは分からない. また強結合超伝導の場合には,
相互作用の遅延の影響により Fock項を常伝導状態のそれとは異なるものとして明示的に
扱う必要が生じる [2, 57]. この場合は一様系において明示的に扱っていることもあり, 非
一様系の場合に一様系の場合に同じものと扱ってよいかどうかはより非自明である. しか
しながら, 一様系に対する豊富な研究に対して, これまでのところ微視的な理論に基づき,
低エネルギー束縛状態に着目するという観点からの,渦や接合系などの非一様系における
Eliashberg方程式に従う強結合超伝導の解析はほとんど行なわれていない.
非一様系に対して,上記に関連する研究が行なわれてこなかった,少なくとも論文に記載

*7 化学ポテンシャルの違いの程度は強結合の場合も弱結合の場合と変わらない [2].
*8 化学ポテンシャルすなわち Fermi エネルギー µ が典型的には 1 × 103 K から 1 × 104 K であるのに対
して ∆ は典型的には 1 K から 10 K である.

*9 ∆/µ が大きい (典型的には 0.1 程度の) 超伝導体
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されてこなかった理由としては,本論文でも示されるように,従来型の s 波超伝導の場合に

は, Eliashberg方程式によって自己エネルギーへ周波数依存性を導入した場合でも,渦に定
性的な変化が生じないことが考えられる. しかしこれは本来は自明なことではなく, 本研
究で行なうような何らかの議論が必要である. また異方的超伝導においては本論文で見い
出されるように非自明かつ定性的な効果が生じるが,それについても無視してよい理由は
ない.
以上をふまえ,本研究では非一様系における自己エネルギー対角成分 (Fock項)の影響を
調べることを目的とする. 系としては強結合超伝導を考え,その弱結合極限として Fock項
を明示的に扱った弱結合超伝導を考える. 非一様な系としては孤立した磁束量子渦を対象
とする. 本研究では微視的な手法によって上記の系の解析を行ない,方程式で Fock項 (強
結合性)の存在を陽に取りこむことが,渦においてどのような形で現れるかを考察する.
本論文は以下の構成を取る. まず第 2章では本論文で使用する解析手法をまとめる. 最
初の 2.1節では強結合超伝導に適用可能な理論形式として, 超伝導の理論を経路積分の枠
組みの下で定式化する. 続く 2.2節では, 2.1節で得られる式から本論文で主に用いること
となる “準古典理論”を導く. 2.3節では強結合理論の典型例として,フォノンによる超伝導
の理論を簡単にまとめる. 第 3章では準古典理論を用いた孤立渦の解析手法について述べ
る. 本研究で得られた結果を第 4章で記述する. まず 4.1節で数値計算の詳細を述べる. 本
研究で得られた結果は主に二つに分けられる. 一つは弱結合極限でも無視できない大きさ
を持つ自己エネルギー対角項 (Fock項)の存在であり,もう一つは自己エネルギー対角項の
存在により現出する円筒対称性を自発的に破る渦の発見である. 4.2節および 4.3節では上
記二つの結果についてそれぞれ記述する. 最後の第 5章では結論と将来の展望を述べまと
めとする.
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第2章

超伝導の理論

本章では, 本研究において主に用いられることとなる方程式 (Eliashberg 方程式および
Eilenberger方程式)を経路積分から導出し,その詳細と周辺を述べる.

2.1 経路積分による超伝導の記述
本節では,経路積分 (汎函数積分)を用いて Eliashberg方程式とその自由エネルギー*1の

表式を導出する*2. 本節では簡単のため波数 k は連続であるとし (連続体模型),必要があれ
ば原子の大きさ程度のカットオフが存在しているとする. 以下では 1, 2 等は虚時間, スピ
ン,位置座標を併せた座標変数の,

∫
1
,
∫
2
等をそれらを積分変数とした積分の省略表記とし,

それぞれの要素を τ1, ς1, x2 等と書くこととする. 例えばスピン S を持つ粒子に対しては∫
1
=

∫ ~/T
0

dτ1
∫

dx1
S∑

ς1=−S
(2.1)

である. 以下では電子を考えスピンの大きさ S = 1/2 とする. また δ (1 − 2) は δ (x1 −

x2)δ (τ1 − τ2)δς1,ς2 の略記とする. ベクトルポテンシャル,スカラーポテンシャルはそれぞれ
Aおよび A0 と書き, q は電子の電荷とする. また空間次元は d とする.

2.1.1 有効作用

mを電子の有効質量, µ を電子の化学ポテンシャル, ĉ†, ĉ を電子の生成消滅演算子とした
とき,電子系のハミルトニアンは通常

He =
∑
ς

∫
dxĉ†ς (x)H0(x)ĉς (x)

+
1
2

∑
ς1,ς2

∫
dx1dx2u0(x1, ς1,x2, ς2)ĉ†ς1 (x1)ĉ†ς2 (x2)ĉς2 (x2)ĉς1 (x1) (2.2a)

H0(x) =
1
2m

(
~

i
∂

∂x
− qA(x)

) 2
− qA0(x) − µ (2.2b)

*1 本論文では大正準分配函数,大正準ポテンシャル (熱力学函数) をそれぞれ単に分配函数,自由エネルギー
と呼ぶことにする.

*2 多体量子系における経路積分の手法を詳しく記述した教科書としては [58–60]等が有名である. 本章の
経路積分部分に関する内容も基本的にはこれらに従っている. また経路積分による超伝導の定式化や記
法に関して [61, 62] も参考にした.
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という形,またフォノン (一般には何らかの Bose粒子*3)のハミルトニアンは生成消滅演算
子を b̂

†
, b̂ としたとき

Hp =

∫ dk
(2π)d

~ω(k)b̂
†
(k)b̂(−k) (2.3)

という形で書ける*4. ただし簡単のためフォノンの非線形部分およびフォノンのブランチ
の区別は考えず,フォノンの周波数は一律 ω(k)として書けるとした. またフォノンにとっ
て系は一様であり波数がよい量子数になっていると仮定して,電子系と違ってあらかじめ
Fourier変換を行なっている. u0(x1, ς1,x2, ς2)の項は電子間相互作用を表わし,例えば有効
Coulomb相互作用の場合は k−1TF をThomas・Fermi遮蔽長, r12 = |x1 − x2 | として

u0(x1, ς1,x2, ς2 = δ (x1 − x4)δ (x2 − x3)δ (τ1 − τ4)δ (τ2 − τ3)δ (τ1 − τ2)
q2e−kTF |r12 |

4πϵ0 |r12 |
(2.4)

である.
電子-フォノンの相互作用作用ハミルトニアンの模型は演算子形式では

Hep =
1
2

∫
dy

∫
dx

∑
ς
ĉ†ς (x)ĉς (x)vep(x ,y)∇ · u(y) (2.5)

という形が採用されることが多い*5. ここで vep(x ,y) は電子-フォノンの結合で通常は
vep(x −y)の形であり,また u は何らかの座標で表わした原子の変位である. フォノンを量
子化し, u(y)をフォノンの生成消滅演算子 b̂

†
, b̂ を用いて iu0[b̂(y) + b̂

†
(y)]と書き, y に関

する Fourier変換を行なうと,

Hep =
1
2

∫
dx

∑
ς
ĉ†ς (x)ĉς (x)

∫ dk
2π

k · u0vep(x ,k)
[
b(k) + b̂

†
(−k)

]
(2.6)

となる. ただし u0 は波数 k のフォノンの進行方向を向くベクトルであり,フォノンの縦波
成分のみを扱っていることを意味している. 以下では生成消滅演算子以外をまとめて v と

書き,また相互作用をより一般化して例えば電子のスピンが相互作用で変わる場合にも適
用できる表示を行なう.
以下では遅延効果を導入するため,系を経路積分で記述することにする*6. 経路積分の定
式化を行なうに当たり,相互作用に虚時間への依存性を導入し,ハミルトニアンに代わって
系を記述することになる作用を

Stot[b̄,b, c̄, c] = Se[c̄, c] + Sp[b̄,b] + Se-p[b̄,b, c̄, c], (2.7a)

Se[c̄, c] =

∫
1
c̄(1)

(
~∂τ1 + H0(1)

)
c(1) +

1
2

∫
1234

c̄(1)c̄(2)u0(1, 2, 3, 4)c(3)c(4), (2.7b)

Sp[b̄,b] =

∫ dk
(2π)d

kBT

~

∑
n

[−i~νn + ~ω(k)] b̄(iνn ,k)b(iνn ,k), (2.7c)

Se-p[b̄,b, c̄, c] =

∫
12

∫ dk
(2π)d

kBT

~

∑
n
v(1, 2, iνn ,k)

[
b̄(iνn ,k) + b(−iνn ,−k)

]
c̄(1)c(2), (2.7d)

H0(1) =
1
2m

(
~

i
∂

∂x1
− qA(x1)

) 2
− qA0(x1) − µ (2.7e)

*3 スピンは 0 とする.
*4 零点振動の項 1/2 は省略した.
*5 例えば [63].
*6 有効相互作用の遅延が重要な場合,ハミルトニアンではなく経路積分を用いて議論する必要がある場合
があることも知られており [64],一般に経路積分を使うのが自然な場合が多いと考えられる.



2.1 経路積分による超伝導の記述 13

と書くことにする. ここで νn = 2nπkBT /~ は Bose 粒子の松原周波数, c̄ , c は電子の生成
消滅演算子に対応する変数 (Grassmann数), b̄, b はフォノンの生成消滅演算子に対応する
変数 (複素数) である. 以下ではフォノンの状態密度等は電子状態によって影響をほとん
ど受けない*7とし,さらにフォノンにとって空間反転対称性が破れていないとして,分散に
ω(k) = ω(−k)の関係も仮定する. またフォノンに関しては波数と同様周波数もあらかじめ
Fourier変換を行なっている. v(1, 2, iνn ,k)はハミルトニアンの場合と同様に電子フォノン
相互作用を一般的に表わしている.
系の分配函数は Stot を用いて

Z =

∫
D(b̄,b)

∫
D(c̄, c)e−Stot[b̄,b, c̄,c]/~ (2.8)

と書くことができる. Bose粒子の自由度 b, b̄ は二次形式をなしているから,積分によって
消去することができる. b および b̄ を消去すると,残った電子の自由度によって表わされた
分配函数は

Z =

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~, (2.9a)

S[c̄, c] = Se[c̄, c] −

∫ dk
(2π)d

∑
n

1
−i~νn + ~ω(k)

ρ(−iνn ,−k)ρ(iνn ,k), (2.9b)

ρ(iνn ,k) =
∫
12
v(1, 2, iνn ,k)c̄(1)c(2) (2.9c)

と書ける. ただし積分によって生じる定数部分は省略した. (2.9b)の右辺第 2項のダミー変
数を k → −k , iνn → −iνn として足して 2で割ると

(2nd term of r.h.s. of (2.9b)) = −
1
2

∫ dk
(2π)d

∑
n

2ω(k)/~

ν2n + ω2(k)
ρ(−iνn ,−k)ρ(iνn ,k) (2.10)

となるから,改めて作用を書き直すと

S[c̄, c] = S0[c̄, c] + S1[c̄, c], (2.11a)

S0[c̄, c] =

∫
1
c̄(1)

(
~∂τ1 + H0(1)

)
c(1), (2.11b)

S1[c̄, c] = −
1
2

∫
1234

c̄(1)c̄(2)u(1, 2, 3, 4)c(3)c(4), (2.11c)

u(1, 2, 3, 4) =
∫ dk
(2π)d

∑
n

2ω(k)/~

ν2n + ω2(k)
v(2, 3,−iνn ,−k)v(1, 4, iνn ,k) − u0(1, 2, 3, 4) (2.11d)

となる [60, 65]. 通常は v による Bose 粒子と電子の相互作用は逆過程も同じだけ存在し,
u0 は二体の相互作用の行列要素だから, u は粒子の入れ替えに対する対称性 u(1, 2, 3, 4) =

u(4, 2, 3, 1) = u(1, 3, 2, 4) = u(2, 1, 4, 3)を満たすとしてよい. 後述の 2.2.2節を除いて, 本節
で以下示される方程式群は u の入れ替えの対称性のみを用いて導出されており, (2.11d)の
具体形には依存していない.

*7 あるいは最初からフォノンの自己エネルギーがくりこまれた周波数を使用しているとする. Migdal の定
理 [7] に相当.
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2.1.2 補助場

作用 S に対して, 複素補助場 ∆̄, ∆ および実補助場 ϱ を導入して Stratonovich-Hubbard
変換 [66, 67]を行なう*8. u−1 を∫

34
u−1(1, 2, 3, 4)u(3, 4, 5, 6) =

∫
34
u(1, 2, 3, 4)u−1(3, 4, 5, 6) = δ (1 − 5)δ (2 − 6) (2.12)

として

const. =
∫

D(∆̄,∆) exp
[
−

1
2~

∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4)

]
, (2.13a)

const. =
∫

Dϱ exp
[
−

1
2~

∫
1234

ϱ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)ϱ(3, 4)

]
(2.13b)

を分配函数の式に挿入し,変数変換

∆̄(1, 2) → ∆̄(1, 2) −
∫
56
c̄(5)c̄(6)u(5, 6, 1, 2), (2.14a)

∆(3, 4) → ∆(3, 4) −
∫
56
u(3, 4, 5, 6)c(5)c(6), (2.14b)

ϱ(1, 2) → ϱ(1, 2) + i
∫
56
c(5)c̄(6)u(5, 6, 1, 2) (2.14c)

を行なうと

S[c̄, c] → S0[c̄, c]

+
1
2

∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4)

−
1
2

∫
12
c̄(1)c̄(2)∆(1, 2) −

1
2

∫
12
∆̄(1, 2)c(1)c(2)

−
1
2

∫
1234

iϱ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)iϱ(3, 4) +
∫
12
c(1)c̄(2)iρ(1, 2) (2.15)

となる*9. 後の便宜のため,補助場は

∆(1, 2) = −∆(2, 1), (2.16a)

∆̄(1, 2) = −∆̄(2, 1) (2.16b)

を満たしているとする.
二次形式の形を明示するため,変数ψ および ψ̄ を

ψ (1) =

(
c̄(1)
c(1)

)
, (2.17a)

ψ̄ (1) =
(
c̄(1) c(1)

)
(2.17b)

*8 ∆̄ と ∆ は Cooper 項, ϱ は Fock 項に対応している. Hartree 項は µ にくりこんであるとする.
*9 (∆̄, ∆) の項と ϱ の項で二重に取るのは, kF 付近の電子のみが平均場に寄与し,また補助場の変動に関す
る特徴的な長さが k−1F に比べてずっと長いという条件を課したためである. これは,もともとの波数積
分は全波数に渡っている一方で,補助場によって切り出される波数積分部分がそれぞれ異なっているこ
とを意味・意図している [58, 60].
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と定義する. ψ , ψ̄ を用いると S を

S[c̄, c] = −
1
2

∫
1234

iϱ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)iϱ(3, 4) + 1
2

∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4)

+

∫
12
ψ̄ (1)

(
−
1
2
h(1, 2)

)
ψ (2), (2.18a)

h(1, 2) =

(
∆(1, 2) δ (1 − 2)

[
−~∂τ2 − H0(2)

]
+ iρ(2, 1)

δ (1 − 2)
[
−~∂τ2 + H0

∗(2)
]
− iρ(1, 2) ∆̄(1, 2)

)
(2.18b)

と書くことができる. h(1, 2)を行列 h の行列要素とみなした場合に行列 h が歪対称行列で
あることに注意して, ψ̄ とψ に関する (すなわち c̄ , c に関する)汎函数積分を実行すると

Z =

∫
D(∆̄,∆)

∫
Dϱ

∫
D(c̄, c)e−S [∆̄,∆,ϱ, c̄,c]/~

=

∫
D(∆̄,∆)

∫
Dϱ exp

[
ln pf

(
−
1
~
h

)
−

1
2~

∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4) +
1
2~

∫
1234

iϱ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)iϱ(3, 4)
]
(2.19)

である*10. 行列式ではなく Pfaff多項式であるのは, (c̄, c) → (ψ̄ ,ψ )で次元が倍になってい

ることの反映である*11. hの次元は 4の倍数であるから*12

ln pf
(
−
1
~
h

)
= ln det

(
−
1
~
h

) 1/2
=

1
2

ln det
(
−
1
~
h

)
(2.22)

である. Ǧ−1
0 , Σ̌, Ǧ−1 を

~Ǧ−1
0 (1, 2) =

(
δ (1 − 2)

[
−~∂τ2 − H (2)

]
0

0 δ (1 − 2)
[
+~∂τ2 − H0

∗(2)
] ) , (2.23a)

Σ̌(1, 2) =

(
iϱ(2, 1) ∆(1, 2)
−∆̄(1, 2) iϱ(1, 2)

)
, (2.23b)

~Ǧ−1(1, 2) = ~Ǧ−1
0 (1, 2) − Σ̌(1, 2) (2.23c)

*10 以下の det, pf の適用対象は, ∆a, ∆τ を空間, 時間座標の離散化格子定数として, 必要があれば
lim∆a→0 lim∆τ→0(∆a)d∆τ 等がかかっているものとする. この項は tr を積分で評価する際に測度と
なる.

*11 η1, · · · , η4n を Grassmann 数とする. η = (η1 · · · η4n )T と 4n 次元の歪対称行列 M に対して

ηTMη =
4n∑
i, j=1

ηiMi jηj =
∑
i< j

(2Mi j )ηiηj (2.20)

であることに注意すると,
∫

Dη1 · · ·Dη4n exp[−ηTMη] で残る項は∑
σ

ησ (1)ησ (2)(2Mσ (1)σ (2)) · · · ησ (4n−1)ησ (4n)(2Mσ (4n−1)σ (4n))

である. ここで σ は置換であり, σ (2i − 1) < σ (2i), σ (1) < σ (3) < · · · < σ (4n − 1) を満たす空間を走

るとする. Grassmann 数の積分を実行すると,置換に対し符号 −1 が付くから, Pfaff 多項式の定義と併せ
ると ∫

Dη1 · · ·Dη4n exp[−ηTMη] =
∑
σ

sgn(σ )(2Mσ (1)σ (2)) · · · (2Mσ (4n−1)σ (4n))

= pf(2M ) (2.21)

が得られる.
*12 スピン空間 × 南部空間の 2 × 2 = 4.
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と定義して,補助場のゆらぎが小さいとして ∆̄, ∆, ϱ に関する停留値近似を行なうと,自由
エネルギー Jは

J = −kBT lnZ

= −
kBT

2
tr ln

(
−Ǧ−1

)
+
kBT

2~

∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4)

−
kBT

2~

∫
1234

iϱ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)iϱ(3, 4) (2.24)

となる. ここで ln det = tr lnおよび

Ǧ−1 = h(1, 2)

(
0 −1
1 0

)
(2.25a)

det
(
−

1
2~
h

)
= det

(
0 1
−1 0

)
det

(
−Ǧ−1

)
= det

(
−Ǧ−1

)
(2.25b)

を用いた*13.

2.1.3 Green函数

電子の二点相関函数 (Green函数) G

G(1, 2) = −〈〈c(1)c̄(2)〉〉 = −
1
Z

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~c(1)c̄(2) (2.26)

を求めるため源 J (1, 2)を導入する.

ZJ =

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~−

∫
12 J (1,2)c(1)c̄(2) (2.27)

とすると

G(1, 2) =
δ lnZJ

δ J (1, 2)

����
J=0

(2.28)

と書くことができる. 自由エネルギーの式に J を入れると, (2.24)では J は Σ̌ の中で ϱ に足

し合わされた形として出現する. 公式

δ

δw
tr lnW −1[w] = tr

(
W

δ

δw
W −1[w]

)
(2.29)

を (2.24)および (2.28)に適用すると

G(1, 2) = Ǧ11(1, 2) (2.30)

となる (Ǧ の添字は南部空間での位置を表わすとする).
同様に源 J̄ を

Z J̄ =

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~+

∫
12 J̄ (1,2)c̄(1)c(2) (2.31)

と入れることによって

Ḡ(1, 2) = 〈〈c̄(1)c(2)〉〉 =
1
Z

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~c̄(1)c(2) (2.32)

*13 前述のように tr は
∫

dr
∫

dτ の積分によって評価できる.
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を

Ḡ(1, 2) =
δ lnZ J̄

δ J̄ (1, 2)

����
J̄=0

(2.33)

と書くことができるから,停留値近似の下では

Ḡ(1, 2) = Ǧ22(1, 2) (2.34)

となる. G(1, 2) = Ḡ(2, 1)だから Ǧ11(1, 2) = Ǧ22(2, 1)である. 異常 Green函数

F (1, 2) = −〈〈c(1)c(2)〉〉 = −
1
Z

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~c(1)c(2) (2.35a)

F̄ (1, 2) = −〈〈c̄(1)c̄(2)〉〉 = −
1
Z

∫
D(c̄, c)e−S [c̄,c]/~c̄(1)c̄(2) (2.35b)

も同様にして,源を加えて変分することにより

F (1, 2) = Ǧ12(1, 2) (2.36)

F̄ (1, 2) = −Ǧ21(1, 2) (2.37)

が得られる. すなわち Ǧ は

Ǧ(1, 2) =

(
G(1, 2) F (1, 2)
−F̄ (1, 2) Ḡ(1, 2)

)
(2.38)

と書け,南部形式における Green函数 (Gor’kov Green函数)とみなせる*14. よって Σ̌ は南

部形式における自己エネルギーであり, (2.23c)は Dyson方程式 (Gor’kov方程式)とみなす
ことができる.

2.1.4 ギャップ方程式 (Eliashberg方程式)

(2.29)を用いて Jを ∆̄で変分すると

δJ

δ∆̄(1, 2)
= −

kBT

2~
Tr Ǧ(2, 1)

(
0 0
1 0

)
+
kBT

2~

∫
34
u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4) (2.39)

となる. Jは ∆̄に関して停留値を取るから変分は 0であり,すなわち

Ǧ12(2, 1) =
∫
12
u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4) (2.40)

である. (2.40)の両辺に
∫
12
u(5, 6, 1, 2)を作用させると∫

34
u(1, 2, 3, 4)Ǧ12(3, 4) = ∆(2, 1) (2.41)

が得られる. 同様にして ∫
34
Ǧ21(3, 4)u(3, 4, 1, 2) = −∆̄(2, 1), (2.42a)

1
2

∫
34
u(1, 2, 3, 4)

(
Ǧ21(3, 4) + Ǧ22(4, 3)

)
= −iϱ(2, 1) (2.42b)

*14 Green 函数の定義には符号や引数の順序に関して幾つかの流儀があり,どの定義を選ぶかにより Dyson
方程式で τ̌3 の有無や H0 の符号などに差異が生じる. 本論文では τ̌3 を含める形で Gor’kov Green 函数
を定義した.
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が得られる.

Σ(1, 2) = iϱ(2, 1) (2.43a)

Σ̄(1, 2) = iϱ(1, 2) (2.43b)

すなわち

Σ̌(1, 2) =

(
Σ(1, 2) ∆(1, 2)
−∆̄(1, 2) Σ̄(1, 2)

)
(2.44)

と置くと,前小節の内容と併せてギャップ方程式 (Eliashberg方程式)

∆(2, 1) =
∫
34
u(1, 2, 3, 4)F (3, 4), (2.45a)

∆̄(2, 1) =
∫
34
u(1, 2, 3, 4)F̄ (3, 4), (2.45b)

Σ(2, 1) =
∫
34
u(1, 2, 3, 4)G(3, 4), (2.45c)

Σ̄(2, 1) =
∫
34
u(1, 2, 3, 4)Ḡ(3, 4) (2.45d)

が得られる. Green函数は定義より入れ替えの対称性

G(1, 2) = Ḡ(2, 1) (2.46a)
F (1, 2) = −F (2, 1) (2.46b)

F̄ (1, 2) = −F̄ (2, 1) (2.46c)

を満たす. ギャップ方程式 (2.45)において (2.46)を用いて引数を入れ替えると, u の対称性
と併せて,自己エネルギーの対称性として (2.16)および Σ̄(1, 2) = Σ(2, 1)が満たされている

ことが分かる.
偶周波数超伝導では F および F̄ は

(F (1, 2))∗ = F̄ (2, 1) (2.47)
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を満たす ((. . . )∗ は複素共軛)*15. よって u(1, 2, 3, 4)を実とするとギャップ方程式より

∆(1, 2) =
∫
34
u(2, 1, 3, 4)F (3, 4)

=

∫
34
u(2, 1, 3, 4)

(
F̄ (4, 3)

) ∗
=

(∫
34
u(1, 2, 3, 4)F̄ (3, 4)

) ∗
=

(
∆̄(2, 1)

) ∗ (2.48)

が満たされている.

2.1.5 自由エネルギー

本小節では Ǧ と Σ̌ が既知として Jを求める. まず, s を実数, Σ̌ を与えられた条件下での
解として, Gs を

~Ǧ−1
s = ~Ǧ

−1
0 − sΣ̌ (2.49)

と定義する (Ǧ−1
s Ǧs = τ̌01である). 定義より Ǧ = Ǧs=1 であり Ǧ0 = Ǧs=0 である. このとき

∂

∂s
tr ln

(
−Ǧ−1

s

)
= tr

[
−Ǧs

∂

∂s

(
−Ǧ−1

s

) ]
=

1
~

tr
(
−Ǧs Σ̌

)
, (2.50)

すなわち Ǧ−1 を含む項は

tr ln
(
−Ǧ−1

)
− tr ln

(
−Ǧ−1

0

)
= −

1
~

∫ 1

0
ds tr

(
Ǧs Σ̌

)
(2.51)

*15 偶周波数超伝導の時, 演算子形式では異常 Green 函数は T を虚時間での時間順序演算子として
F (1, 2) = − 〈n | T ρ̂ĉ(1)ĉ(2) |n + 2〉, F̄ (1, 2) = − 〈n + 2 | T ĉ†(1)ĉ†(2)ρ̂ |n 〉 と書ける. ただし ρ̂ = e−β Ĥ /Z

は密度行列で |n + 2〉 は |n 〉 に 2 粒子を付け加えた状態とする. このとき

(F †(1, 2))
∗
= −θ (τ1 − τ2)

∑
n

〈n + 2 |ĉ†(1)ĉ†(2)ρ̂ |n 〉
∗
+ θ (τ2 − τ1)

∑
n

〈n + 2 |ĉ†(2)ĉ†(1)ρ̂ |n 〉
∗

= −θ (τ1 − τ2)
∑
mn

〈n + 2 |ĉ†(1) |m 〉
∗
〈m |ĉ†(2)ρ̂ |n 〉

∗

+ θ (τ2 − τ1)
∑
mn

〈n + 2 |ĉ†(2) |m 〉
∗
〈m |ĉ†(1)ρ̂ |n 〉

∗

= −θ (τ1 − τ2)
∑
n

〈n |ρ̂ĉ(2)ĉ(1) |n + 2〉 + θ (τ2 − τ1)
∑
n

〈n |ρ̂ĉ(1)ĉ(2) |n + 2〉

= −
∑
n

〈n | T ρ̂ĉ(2)ĉ(1) |n + 2〉 = F (2, 1)

となる.
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と書きかえることができる. 一方,ギャップ方程式 (2.45)を用いれば∫
1234

∆̄(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4) = −

∫
123456

Ǧ12(6, 5)u(5, 6, 1, 2)u
−1(1, 2, 3, 4)∆(3, 4)

= −

∫
12
Ǧ21(2, 1)∆(1, 2)

= −

∫
12
Ǧ12(2, 1)∆̄(1, 2), (2.52a)∫

1234
Σ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)Σ(3, 4) =

∫
123456

Σ(1, 2)u−1(1, 2, 3, 4)u(3, 4, 5, 6)Ǧ11(6, 5)

=

∫
12
Σ(1, 2)Ǧ11(2, 1)

=

∫
12
Σ̄(2, 1)Ǧ22(1, 2) (2.52b)

が得られる. すなわち電子系の自由エネルギーは

J − J0 =
kBT

2~

∫ 1

0
ds tr

(
Ǧs Σ̌

)
−
kBT

2~

∫
12
Ǧ21(1, 2)∆(2, 1) −

kBT

2~

∫
12
Ǧ11(1, 2)Σ(2, 1)

=
kBT

2~

∫ 1

0
ds tr

(
Ǧs Σ̌

)
−
kBT

4~
tr

(
ǦΣ̌

)
(2.53)

と書くことができる. ここで

J0 = −
kBT

2
tr ln

(
−Ǧ−1

0

)
(2.54)

は相互作用 u がないとした場合の (自由電子系の)自由エネルギーである. 相互作用がない
ときの磁場,電場分布を B0, E0 とすれば,電磁場の寄与を加えた自由エネルギーは

J − J0 =
kBT

2~

∫ 1

0
ds tr

(
Ǧs Σ̌

)
−
kBT

4~
tr

(
ǦΣ̌

)
+

∫
dr

[
ϵ0
2

(
E2 − E2

0

)
+

1
2µ0

(
B2 − B2

0

) ]
(2.55)

となる.

2.1.6 補足

Green 函数を用いた超伝導の研究では, 自由エネルギーはダイアグラム法に基づいて
Luttinger-Ward汎函数 [68]から導出されることが多い. 本節では,より直感的であると思
われる経路積分を用いた自由エネルギーの導出を行なった. この方法によって得られた式
は, Luttinger-Ward汎函数から得られる式 [69, 70]およびそれを準古典化したもの [71–73]
と同じである.

2.2 準古典理論
本節では,空間変調がある超伝導系の解析に広く用いられる準古典理論について述べる.

2.2.1 Eilenberger方程式

超伝導系には系の特徴的なエネルギー尺度として系の Fermiエネルギー µF と超伝導ペ

アポテンシャル ∆ (あるいは転移温度 kBTc)が存在している. 多くの系ではこの二つのエネ
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巨視的

微視的

Bogoliubov-de Gennes 方程式
Andreev 方程式

London 方程式
Ginzburg-Landau 方程式

Eilenberger 方程式
Gor'kov 方程式

Green 函数の方程式波動函数の方程式

秩序変数の方程式

図 2.1: 超伝導の主な方程式とその階層. コヒーレンス長 ξ , London侵入長 (磁場侵入長) λL,
Fermi波長 k−1F という複数の長さの尺度が存在していることに対応して,それぞれの長さ
尺度に対応する方程式の階層が存在している.

ルギーは大きく異なっている*16. 超伝導のコヒーレンス長 ξ は ξ ∼ ~vF/∆だから*17,

1 �
µF
∆
=
~kFvF
2∆

∼ kFξ (2.56)

すなわち系の特徴的な長さの尺度である Fermi 波長とコヒーレンス長も大きく異なって
いる.
これらの大きく異なる尺度が存在することによる困難さを解決する手法の一つとし

て, Eilenberger[74] および Larkin と Ovchinnikov[75] による準古典理論が存在する. 準
古典理論では, Green 函数は Fermi 面を離れればすみやかに減衰するとし, またバンド幅
は自己エネルギーの大きさに比べて十分大きいと仮定して, Green 函数 Ǧ をエネルギー

ξk = ~
2k2/(2m) − µF で積分した準古典 Green 函数 д̌ を用いる. 準古典理論では, エネル

ギー積分によって Fermi面から離れた電子状態を除外することにより,大きく異なる二つ
のエネルギー尺度が存在することによる困難を回避している. 別の言い方をすれば, Fermi
波長を特徴的な長さとする Dyson方程式 (Gor’kov方程式)に対して,準古典理論はコヒー
レンス長を特徴的な長さとする理論であり, Fermi 波長の物理に興味がない場合により適
した理論となっている (図 2.1).
準古典 Green函数が従う輸送方程式を求めるため, Dyson方程式 (Gor’kov方程式)∫

2

(
~Ǧ−1

0 (1, 2) − Σ̌(1, 2)
)
Ǧ(2, 3) = ~δ (1 − 3)τ̌0 (2.57)

*16 金属において,典型的には µF/kB は 1 × 103 K から 1 × 104 K の程度であるのに対して Tc は 1 K から
10 K の程度である

*17 分散として µF = ~2k2F/(2m) を用いた.
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を考える. 準古典 Green 函数の式に変形するため, まず Ǧ(1, 2) と Σ̌(1, 2) を重心座標と相

対座標で書き (Wigner表示 [76]),相対座標に関し Fourier変換する*18.

Ǧ(1, 2) =
kBT

~

∑
n

∫ dk
(2π)d

Ǧ(iϵn ,k,r )e−iϵnτ+ir̄ k , (2.58a)

Σ̌(1, 2) =
kBT

~

∑
n

∫ dk
(2π)d

Σ̌(iϵn ,k,r )e−iϵnτ+ir̄ k . (2.58b)

ここで Ǧ(iϵn ,k,r ) と Σ̌(iϵn ,k,r ) は南部空間とスピン空間からなる 4 × 4 の行列, ϵn =
(2n + 1)πkBT /~は Fermi粒子の松原周波数, τ̄ = τ1 − τ2, r̄ = r1 − r2, r = (r1 + r2)/2とし,
また平衡状態を扱うため Green 函数は重心時間には依存しないとした. Dyson 方程式の
Ǧ−1
0 − Σ̌ と Ǧ の積をWigner表示で書き直す際,微分を含まない項 (すなわち平均場,外場
と Green函数の積の項)は,場の空間変調が小さいとして, Moyal積の最低次まで取って単
なる積に置き換える (付録 B.1.1). 微分を含む項が

∂τ1 = ∂(τ1+τ2)/2/2 + ∂τ̄ → −iϵn , (2.59a)
∇r1 = ∇r /2 + ∇r̄ → ∇r /2 + ik (2.59b)

であることに注意し,また重心座標に関する空間変調は特徴的な波数 |k | ∼ kF よりずっと

小さいとして (−i~∇r /2 ± qA)2 を無視すれば

H0(1) →

[
1
2m

(
~2k2 − i~2k · ∇r − 2q~k ·A(r )

)
− qA0 − µ

]
σ̌0

= HLσ̌0, (2.60a)

H0
∗(1) →

[
1
2m

(
~2k2 − i~2k · ∇r + 2q~k ·A(r )

)
− qA0 − µ

]
σ̌0

= H ∗
Lσ̌0 (2.60b)

となり, Dyson方程式はWigner形式で[ (
+i~ϵn − HL 0

0 −i~ϵn − H ∗
L

)
σ̌0 − Σ̌(iϵn ,k,r )

]
Ǧ(iϵn ,k,r ) = ~τ̌0σ̌0 (2.61)

と表わすことができる.
次に, (2.57)において, (2.46)および (2.16)の対称性を用いて自己エネルギーと Green函
数における引数を入れ替え, Ǧ−1

0,R を

~Ǧ−1
0,R(2, 3) =

(
+~∂τ2 − H0

∗(2) 0
0 −~∂τ2 − H0(2)

)
δ (2 − 3) (2.62)

と定義すると, Dyson方程式 (2.57)を∫
2
Ǧ(1, 2)

(
~Ǧ−1

0,R(2, 3) − Σ̌(2, 3)
)
= ~δ (1 − 3)τ̌0 (2.63)

*18 Eilenberger 方程式を求めるためだけならば Moyal 積の最低次を取ればよく,この場合は Wigner 変換は
単純に Fourier 変換を行なうだけでよい. 一方, Hall 項を含む “拡張された Eilenberger 方程式”[77] を求
める際には, Moyal 積の微分の一次の展開まで取る必要があり,この場合は重心座標に関するゲージ不変
性を保つように変換を行なう必要がある [77, 78]. 本論文では従来の Eilenberger 方程式のみを用いるた
め,簡単のためゲージ不変性を保つための手続きは省略した.
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と書きかえることができる*19. ここで Ǧ−1
0,R の微分は右から左に作用しているとする. (2.57)

と対比する場合は (2.57) を左 Dyson 方程式 (左 Gor’kov 方程式), (2.63) を右 Dyson 方程
式 (右 Gor’kov 方程式) と呼ぶ. 右 Dyson 方程式も同様にWigner 変換を行なった形で書
く. 右 Dyson 方程式はWigner 変換を行なった後でも左 Dyson 方程式と等価の内容を持
つ [79]. ∇r2 = ∇r /2 − ∇r̄ = ∇r /2 − ik であることに注意すれば

H0(2) →

[
1
2m

(
~2k2 + i~2k · ∇r + 2q~k ·A(r )

)
− qA0 − µ

]
σ̌0

= HR, (2.64a)

H0
∗(2) →

[
1
2m

(
~2k2 + i~2k · ∇r − 2q~k ·A(r )

)
− qA0 − µ

]
σ̌0

= H ∗
R (2.64b)

である. 同様に ∂τ2 = −∂τ̄ → iϵn であることに注意すれば右 Dyson方程式は

Ǧ(iϵn ,k,r )
[ (
+i~ϵn − H ∗

R 0
0 −i~ϵn − HR

)
σ̌0 − Σ̌(iϵn ,k,r )

]
= ~τ̌0σ̌0 (2.65)

と書き直せる. HR および H ∗
R 内の空間微分は G−1

0,R のときと同様に右から左に作用すると

している.
以上の準備の下に,準古典 Green函数

д̌(iϵn , k̂,r ) =
1
~

∫
dξkǦ(iϵn ,k,r ) (2.66)

の式が従う式を導出する*20. ここで k̂ は Fermi面上での波数 (運動量)の方向を表わすこと
とする. k̂ を固定してエネルギー ξk で積分することにより,準古典 Green函数 д̌ は k̂ の函

数となっている.
エネルギー積分で発散する項を取り除くため, 左 Dyson 方程式から右 Dyson 方程式を
引けば

i~2

m
k · ∇Ǧ(iϵn ,k,r ) +

[
i~ϵnτ̌3σ̌0 +

q~k ·A(r )

m
τ̌3σ̌0 − Σ̌(iϵn ,k,r ), Ǧ(iϵn ,k,r )

]
= 0 (2.67)

が得られる. ここで [X , Y ] = XY − YX は交換子である. (2.67)において自己エネルギーを
Fermi面での値に置き換え, ~k/m = vF とし,

∫
dξk を適用すれば

i~vF · ∇д̌(iϵn , k̂,r ) +
[
i~ϵnτ̌3σ̌0 + qvF ·A(r )τ̌3σ̌0 − Σ̌(iϵn , k̂,r ), д̌(iϵn , k̂,r )

]
= 0 (2.68)

また

д̌(iϵn , k̂,r ) =
(

¯
д(iϵn , k̂,r )

¯
f (iϵn , k̂,r )

− ¯
¯
f (iϵn , k̂,r ) ¯

¯
д(iϵn , k̂,r )

)
(2.69)

として, (2.68)を南部空間の各成分に分解して書くと

i~vF · ∇
¯
д +

¯
∆ ¯

¯
f −

¯
f ¯

¯
∆ + [

¯
д,

¯
Σ] = 0 (2.70a)

i~vF · ∇¯
¯
д + ¯

¯
∆

¯
f − ¯

¯
f

¯
∆ + [¯

¯
д, ¯

¯
Σ] = 0 (2.70b)

i~vF · ∇
¯
f + 2(i~ϵn + qvF ·A)

¯
f −

¯
∆¯

¯
д +

¯
д

¯
∆ −

¯
Σ

¯
f +

¯
f ¯

¯
Σ = 0 (2.70c)

−i~vF · ∇ ¯
¯
f + 2(i~ϵn + qvF ·A) ¯

¯
f + ¯

¯
∆

¯
д − ¯

¯
д ¯

¯
∆ + ¯

¯
Σ ¯

¯
f − ¯

¯
f

¯
Σ = 0 (2.70d)

*19 Ǧ−1
0,R の形が Ǧ−1

0 が異なるのは, τ̌3 を含む形で Green 函数を定義したことに由来する.
*20 準古典 Green 函数の定義は, (2.66) の他に π で割るものや ~ で割らないものなど様々なものが存在して

いる.
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が得られる ((2.70)では簡単のため引数を省略した). (2.68)あるいは (2.70)は vF に沿った

一次元的な方程式であり, vF/|vF | は準粒子の進行方向と解釈できる. vF に沿った経路は

“quasiclassical path”や “quasiparticle path”, “quasiclassical trajectory”などと呼ばれる. 本
研究ではこれを準古典経路と呼ぶことにする. 準古典 Green函数が従うこれらの輸送方程
式は Eilenberger方程式と呼ばれる. iϵn → ω ± iη と解析接続することにより実周波数で
の Green函数の方程式が得られる. このときは自己エネルギーを適切に解析接続したのち
(2.68)で iϵn を ω ± iη に置き換えればよい. 以下ではしばしば複素周波数 z で松原周波数

と実周波数をまとめて表現する.

2.2.2 準古典Green函数とギャップ方程式

電子間有効相互作用 u が簡単な場合の準古典 Green函数によるギャップ方程式を考え
る. u として,二点間の時空の距離のみによる相互作用

u(1, 2, 3, 4) = U (τ1 − τ2,r1 − r2)δ (1 − 4)δ (2 − 3) (2.71)

を考える. U は入れ替えの対称性 U (τ ,r ) = U (−τ ,−r )を満たし,また簡単のため相互作用
はスピンには依存しないとする. このときギャップ方程式は

Σ̌(2, 1) =
∫
34
u(1, 2, 3, 4)Ǧ(3, 4) = U (τ1 − τ2,r1 − r2)Ǧ(2, 1)

= U (τ2 − τ1,r2 − r1)Ǧ(2, 1) (2.72)

だから, Wigner変換を行なうと

Σ̌ς1ς2 (iϵn ,k,r ) =
kBT

~

∑
n′

∫ dk ′

(2π)d
U (iϵn − iϵn′,k − k ′)Ǧς1ς2 (iϵn′,k ′,r ) (2.73)

となる.

U (iνn ,k − k ′) = U (iνn ,kF(k̂ − k̂ ′)) (2.74)

と書けるとすれば,準古典理論ではギャップ方程式 (2.73)は

Σ̌ς1ς2 (iϵn , k̂,r ) =
kBT

~

∑
n′

∫ dk ′

(2π)d
U (iϵn − iϵn′,kF(k̂ − k̂ ′))Ǧς1ς2 (iϵn′,k ′,r )

' kBT
∑
n′

〈
N0(k̂

′)U (iϵn − iϵn′,kF(k̂ − k̂ ′))д̌ς1ς2 (iϵn′, k̂ ′,r )
〉
k̂ ′

(2.75)

となる. ここで N0(k̂
′)は Fermi面上での状態密度であり, 〈. . . 〉k̂ は Fermi面上で波数 k̂ が

走るときの平均値である. 例えば等方的な二次元円状の Fermi 面の場合は N0 は定数で

あり

〈X (α)〉α =

∫ 2π

0

dα
2π

X (α) (2.76)

である. U (iνn , k̂)が周波数依存部分 v(iνn)と運動量依存部分 φ に

U (iνn , k̂ − k̂ ′) = v(iνn)φ(k̂, k̂ ′) (2.77)

と分離できるとしたとき,等方的な Fermi面を持つ s 波超伝導のギャップ方程式は

Σ̌ς1ς2 (iϵm ,r ) = N0kBT
∑
n
v(iϵn , iϵm)〈д̌ς1ς2 (iϵn , k̂,r )〉k̂ (2.78)
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また二次元カイラル p 波超伝導のギャップ方程式は

Σ̌ς1ς2 (iϵm ,α ,r ) = N0kBT
∑
n
v(iϵn , iϵm)〈2 cos(α − α ′)д̌ς1ς2 (iϵn ,α ′,r )〉α ′ (2.79)

となる. 弱結合超伝導の場合, U が周波数 iϵn − iϵn′ に依存しない. このとき Σ̌ もカットオ

フよりも小さい周波数においては周波数に依存しなくなり,弱結合 s 波の場合は U は定数

v となる.

2.2.3 スピン一重項超伝導とユニタリなスピン三重項超伝導

Wigner表示したペアポテンシャル (自己エネルギー非対角成分)は

(
∆ς1ς2 (iϵn ,k,r )

) ∗
=

∫ ~β
0

dτ e−iϵnτ
∫

dr e+ikr̄ (
∆ς1ς2 (r + r̄/2,r − r̄/2,+τ )

) ∗
=

∫ ~β
0

dτ e−iϵnτ
∫

dr e+ikr̄ ∆̄ς2ς1 (r − r̄/2,r + r̄/2,−τ )

=

∫ ~β
0

dτ e+iϵnτ
∫

dr e−ikr̄ ∆̄ς2ς1 (r + r̄/2,r − r̄/2,+τ )

= ∆̄ς2ς1 (iϵn ,k,r ) (2.80)

を満たしている. よって準古典理論においてペアポテンシャルは対称性(
∆ς1ς2 (iϵn , k̂,r )

) ∗
= ∆̄ς2ς1 (iϵn , k̂,r ) (2.81)

を満たす*21. また以下では
¯
дと

¯
Σ, ¯

¯
дと ¯

¯
Σ はスピンに関して同じ対称性を持つ,すなわち

[
¯
д,

¯
Σ] = [¯

¯
д, ¯

¯
Σ] = 0 (2.82)

とする.
スピン一重項超伝導はペアポテンシャルがスピンの入れ替えに関して反対称である.
よってペアポテンシャルは d̄(iϵn , k̂,r )をスカラー函数として

¯
∆(iϵn , k̂,r ) = d̄(iϵn , k̂,r )σ̌2 (2.83)

と書くことができる. (2.80)を用いると

¯
¯
∆(iϵn , k̂,r ) = d̄

∗
(iϵn , k̂,r )σ̌2 (2.84)

である. このとき
¯
f と

¯
∆, ¯

¯
f と ¯

¯
∆がスピンに関して同じ対称性を持つとすると

¯
f = f σ̌2, ¯

¯
f = f̄ σ̌2 (2.85)

と書けるから, (2.70a)および (2.70b)より

¯
д = дσ̌0, ¯

¯
д = д̄σ̌0 (2.86)

また

¯
Σ = Σσ̌0, ¯

¯
Σ = Σ̄σ̌0 (2.87)

*21 Green 函数等の定義によって i の違いが生じる.
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と書けることが分かる. よって (2.70) においてスピン部分をくくり出すことができ,
(2.70)は

i~vF · ∇д + d̄ f̄ − f d̄
∗
= 0, (2.88a)

i~vF · ∇д̄ + d̄
∗
f − f̄ d̄ = 0, (2.88b)

i~vF · ∇f + 2(i~ϵn + qvF ·A)f + (д − д̄)d̄ − (Σ − Σ̄)f = 0, (2.88c)

−i~vF · ∇ f̄ + 2(i~ϵn + qvF ·A) f̄ + (д − д̄)d̄
∗
− (Σ − Σ̄) f̄ = 0 (2.88d)

に還元できる.
スピン三重項はペアポテンシャルがスピン入れ替えに関して対称である. ペアポテン
シャルの対称性が位置によって変化しないとすれば d ベクトル d = (dx ,dy ,dz )によって

¯
∆(iϵn , k̂,r ) = D(iϵn ,r )

(
d(k̂) · σ̌

)
iσ̌2

= D(iϵn ,r )
(
−dx (k̂) + idy (k̂) dz (k̂)

dz (k̂) dx (k̂) + idy (k̂)

)
(2.89)

と書くことができる (D(iϵn ,r )はスカラー値函数であり σ̌ = (σ̌1, σ̌2, σ̌3)である). (2.80)よ
り ¯

¯
∆は

¯
¯
∆(iϵn , k̂,r ) = D∗(iϵn ,r )(d∗(k̂) · σ̌ ∗

)iσ̌2 (2.90)

である.
d × d∗ = 0であるスピン三重項超伝導はユニタリな超伝導と呼ばれる [57]. このとき

[(d · σ̌ )iσ̌2][(d∗ · σ̌ ∗
)iσ̌2] = |d |2σ̌0 + i(d × d∗) · σ̌ = |d |2σ̌0, (2.91a)

[(d∗ · σ̌ ∗
)iσ̌2][(d · σ̌ )iσ̌2] = |d |2σ̌0 + i(d∗ × d) · σ̌ ∗

= |d |2σ̌0 (2.91b)

であるから, d(k̂)を大きさ d̄(k̂)と向き d̂(k̂)に分解して

d = d̄d̂, |d̂ |2 = 1, [(d̂ · σ̌ )iσ̌2][(d̂
∗
· σ̌ ∗

)iσ̌2] = [(d̂
∗
· σ̌ ∗

)iσ̌2][(d̂ · σ̌ )iσ̌2] = σ̌0 (2.92)

と書くことができる. スピン一重項の場合と同様
¯
f , ¯

¯
f と

¯
∆がスピンに関して同じ対称性を

持つとすれば, f と f̄ をスカラー値函数として

¯
f (iϵn , k̂,r ) = f (iϵn , k̂,r )(d̂(k̂) · σ̌ )iσ̌2, (2.93a)
¯
¯
f (iϵn , k̂,r ) = f̄ (iϵn , k̂,r )(d̂

∗
(k̂) · σ̌ ∗

)iσ̌2 (2.93b)

と書ける. よって (2.70a), (2.70b)より

¯
д = дσ̌0, ¯

¯
д = д̄σ̌0 (2.94)

すなわち

¯
Σ = Σσ̌0, ¯

¯
Σ = Σ̄σ̌0 (2.95)

が言え,スピン一重項の場合と同様に (2.70)の各式からスピン部分をくくり出すことがで
きて (2.70)を

i~vF · ∇д + Dd̄ f̄ − f D∗d̄
∗
= 0, (2.96a)

i~vF · ∇д̄ + D
∗d̄

∗
f − f̄ Dd̄ = 0, (2.96b)

i~vF · ∇f + 2(i~ϵn + qvF ·A)f + (д − д̄)Dd̄ − (Σ − Σ̄)f = 0, (2.96c)

−i~vF · ∇ f̄ + 2(i~ϵn + qvF ·A) f̄ + (д − д̄)D
∗d̄

∗
− (Σ − Σ̄) f̄ = 0 (2.96d)
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と書くことができる. スピン一重項の場合 d̄ を ∆,ユニタリなスピン三重項の場合 Dd̄ を

∆と置くことにすれば (2.88)と (2.96)は

i~vF · ∇д + ∆f̄ − f ∆∗ = 0, (2.97a)

i~vF · ∇д̄ + ∆
∗ f − f̄ ∆ = 0, (2.97b)

i~vF · ∇f + 2(i~ϵn + qvF ·A)f + (д − д̄)∆ − (Σ − Σ̄)f = 0, (2.97c)

−i~vF · ∇ f̄ + 2(i~ϵn + qvF ·A) f̄ + (д − д̄)∆
∗ − (Σ − Σ̄) f̄ = 0 (2.97d)

と書き直すことができる.

д̌ =

(
д f
− f̄ д̄

)
, Σ̌ =

(
Σ ∆

−∆∗ Σ̄

)
(2.98)

と置けば (2.97)は改めて

i~vF · ∇д̌(iϵn , k̂,r ) +
[
i~ϵnτ̌3 + qvF ·A(r )τ̌3 − Σ̌(iϵn , k̂,r ), д̌(iϵn , k̂,r )

]
= 0 (2.99)

と書くことができる. ギャップ方程式においても, Green函数と自己エネルギーのスピン空
間の対称性が同じであればスピン部分をくくり出せるから

Σ̌(iϵn , k̂,r ) = kBT
∑
n′

〈
N0(k̂

′)U (iϵn − iϵn′,kF)д̌(iϵn′, k̂ ′,r )
〉
k̂ ′

(2.100)

と書ける.
本論文で考える二次元カイラル p 波超伝導は, d ベクトルが

d(k̂) = (kx ± iky )ez (2.101)

の形をしておりユニタリである. 以降では特にことわりなく Green函数,自己エネルギー
としてスピンを消去した (2.98)を,また Eilenberger方程式として (2.97), (2.99)を用いる.
ここでは Eilenberger方程式に関して変形を行なったが, Gor’kov方程式上でも同様にス
ピン一重項あるいはユニタリなスピン三重項超伝導ではスピン自由度をくりこんで, 4 × 4

の行列ではなく南部空間のみの 2 × 2の行列で記述できることが知られている.

2.2.4 準古典Green函数の解

(2.97)より運動量方向に沿って

д + д̄ = const. (2.102)

である. 一方,常伝導状態すなわち ∆̄ = ∆ = 0の場合,電磁場がない一様系の準古典 (正常)
Green函数は

д(z, k̂) =
1
~

∫
dξkG(z,k)

=

∫
dξk

1
~z − ξk − Σ(z,k)

'

∫
dξk

1

~z − ξk − Σ(z, k̂)

= −iπ sgn(Im z) (2.103)
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であり*22,また同様に

д̄(z, k̂) '

∫
dξk

1

−~z − ξk − Σ̄(z, k̂)

= +iπ sgn(Im z) (2.104)

である. ここで Σ の値を Fermi面のものに置き換え, Im z , 0として lnの分岐切断は実軸
上 (正負のいずれか)に取った. よってこのとき д + д̄ = 0である. 今,一時的にギャップ方
程式を考えずペアポテンシャルを外場とみなし,一様系の常伝導状態からvF に沿って断熱

的にペアポテンシャルを加えていくことを考える*23. ペアポテンシャルを加えて十分たっ
た後は一様系の超伝導とみなせるが,このときも д + д̄ = 0であるから,超伝導においても
一様系, あるいはもっと一般に Eilenberger 方程式を解く際に境界条件 (初期条件) として
一様系を取る場合には д + д̄ = 0としてよい. このときは同時に Σ̄ = −Σ も言える.
д̌が Eilenberger方程式を満たしているとする. このとき (2.99)に左から д̌をかけたもの

と右から д̌をかけたものを足し合わせると

i~vF · ∇(д̌д̌) + [~zτ̌3 + qvF ·Aτ̌3 − Σ̌, (д̌д̌)] = 0 (2.105)

すなわち д̌2 も Eilenberger 方程式の解であることが分かる. 一方常伝導の一様系で
は д̌2 = д2τ0 = −π2τ0 であるから, 境界条件として常伝導一様系を採用した場合には
i~vF · ∇(д̌д̌)は恒等的に 0となる. よって断熱的に自己エネルギーを導入した場合にも д̌2

は変化せず,境界条件として一様系を取る場合には準古典 Green函数に規格化条件

д̌2 = −π2τ̌0 (2.106)

すなわち д2 − f f̄ = −π2 が成立する.
規格化条件 (2.106)と (2.97)でvF · (∇ ± 2iqA/~) = 0とした

∆f̄ − f ∆∗ = 0 (2.107a)
2(~z − Σ)f + 2д∆ = 0 (2.107b)

2(~z − Σ) f̄ + 2д∆∗ = 0 (2.107c)

を連立させることにより,一様系の準古典 Green函数の解

д =
−π~z̃√

−z̃2 + |∆ |2
(2.108a)

f =
π∆√

−z̃2 + |∆ |2
(2.108b)

f̄ =
π∆∗√

−z̃2 + |∆ |2
(2.108c)

が得られる. ここで表記の簡単のため ~z̃ = ~z − Σ とし, ∆ → 0で常伝導の準古典 Green
函数が得られるように符号を選んだ.

*22 G(z, k, r ) は Ǧ(z, k, r ) の (1,1) 成分.
*23 物理系としては超伝導体に接合した常伝導金属へのペアポテンシャルのしみだしに対応している
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2.2.5 準古典Green函数と物理量

電流
粒子流は演算子形式で [c†((p̂ − 2iqÂ/~)c) + H.c.]/2だから,電流 jは

j(1) = lim
1′→1

q~

2mi 〈〈c̄(1)
(
∇r1′ − 2iqA/~

)
c(1′) −

(
∇r1 + 2iqA/~

)
c̄(1)c(1′)〉〉

= lim
1′→1

q~

2mi
[ (
∇r1′ − 2iqA/~

)
− (∇r + 2iqA/~)

]
G(1′, 1) (2.109)

= lim
1′→1

q~

2mi
[
−

(
∇r1′ − 2iqA/~

)
+ (∇r + 2iqA/~)

]
Ḡ(1, 1′) (2.110)

である. G(1′, 1)をWigner変換し準古典化すると

j(r , ς) = q
kBT

~

∑
ϵn

∫ dk
(2π)d

[
~k

m
−
2qA(r )

m

]
Gςς (iϵn ,k,r )

= qkBT
∑
ϵn

〈
N0[vF − 2qA(r )/m]д(iϵn , k̂,r )

〉
k̂

(2.111)

である. 一方 Ḡ(1, 1′)をWigner変換し準古典化すると

j(r , ς) = q
kBT

~

∑
ϵn

∫ dk
(2π)d

[
−
~k

m
−
2qA(r )

m

]
Ḡςς (iϵn ,k,r )

= qkBT
∑
ϵn

〈
N0[−vF − 2qA(r )/m]д̄(iϵn , k̂,r )

〉
k̂

(2.112)

である. д + д̄ = 0であることに注意すれば

j(r ) =
∑
ς

j(r , ς)

= qkBT
∑
ϵn

〈
N0vF[д(iϵn , k̂,r ) − д̄(iϵn , k̂,r )]

〉
k̂

(2.113)

となる.

状態密度
状態密度*24N (ω,k,r )は Green函数を用いて

N (ω,k,r ) = −
1
π

ImG(ω + iη,k,r ) (2.114)

と書けるから準古典理論での状態密度は

N (ω, k̂,r ) =
1
~

∫
dξkN (ω,k,r )

= −
1
π
N0 Imд(ω + iη, k̂,r ) (2.115)

となる.

*24 空間的に一様な系を考える際には波数 k がよい量子数であるため k で分解した状態密度を考える必要

はないが,空間非一様系の場合は k は必ずしもよい量子数ではなく,さらに準古典理論では ξk による積
分も行なうため,周波数と波数 (の向き) を指定した状態密度を考える必要が生じてくる.
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自由エネルギー
Tr4 をスピンおよび南部空間の跡とする.

tr(X̌Y̌ ) = Tr4
kBT

~

∑
n

∫
dr

∫ dk
(2π)d

X̌ (iϵn ,k,r )Y̌ (iϵn ,k,r ) (2.116)

を用いて (付録 B.1.2) Wigner変換および準古典化を施すと

tr
(
Ǧs Σ̌

)
= Tr4

kBT

~

∑
n

∫
dr

∫ dk
(2π)d

Ǧs (iϵn ,k,r )Σ̌(iϵn ,k,r )

' Tr4
kBT

~

∑
n

∫
dr

∫ dk
(2π)d

Ǧs (iϵn ,k,r )Σ̌(iϵn , k̂,r )

' 2Tr2 kBT
∑
n

∫
dr

〈
N0д̌s (iϵn , k̂,r )Σ̌(iϵn , k̂,r )

〉
k̂

(2.117)

であるから (Tr2 は南部空間の跡),系の自由エネルギーは準古典 Green函数を用いて

J − J0 = Tr2 N0kBT
∑
n

∫
dr

[∫ 1

0
ds

〈
д̌s Σ̌

〉
−
1
2

〈
д̌Σ̌

〉]
+

∫
dr

[
ϵ0
2

(
E2 − E2

0

)
+

1
2µ0

(
B2 − B2

0

) ]
(2.118)

と書ける*25*26. (2.118)に (2.108)を代入すれば一様系の自由エネルギー

J − J0 =

∫
drπN0kBT

∑
ϵn

〈
i~ϵ̃Σ + |∆|2√
~2ϵ̃2 − |∆ |2

+ 2
√
~2ϵ̃2 − 2

√
~2ϵ̃2 + |∆|2

〉
(2.119)

が得られる. 一様系では自由エネルギーの空間変調はないはずだから,積分の中身はそのま
ま自由エネルギー密度である.

2.2.6 不純物効果

多量の弱い不純物が無秩序に存在している系を経路積分で扱う際には,レプリカ法が多
く用いられる. 本小節では教科書 [60]に従って系に (弱い)不純物を導入する. 簡単のため
フォノンに対する不純物効果は考えないことにする.
無秩序な位置 rn に存在する不純物ポテンシャル

Vi(r ) =
∑
n
vi(rn − r ) (2.120)

の分布が Gauss分布に従っているとし,不純物平均
〈〈
. . .

〉〉
dis が〈〈

. . .
〉〉

dis =

∫
DVi . . . exp

[
−

1
2γ 2

∫
drdr ′Vi(r )K

−1(r − r ′)Vi(r
′)

]
(2.121a)〈〈

Vi(r )Vi(r
′)
〉〉

dis = γ
2Vi(r )K(r − r ′)Vi(r

′) (2.121b)

*25 簡単のため Fermi 面は等方的とした.
*26 準古典 Green 函数を用いた自由エネルギーの表式として (2.118) の他に Eilenberger が原論文で与えた
式が知られている (付録 B.3).
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と表わされるとする. 以下では K(r ) = δ (r )とする. レプリカ法では分配函数 Zをレプリ

カの数 NR 回かけたもの*27の不純物平均
〈〈
ZNR

〉〉
dis を考え, 不純物平均された自由エネル

ギーや物理量 Aを

J = −kBT lim
NR→0

1
NR

ln
〈〈
ZNR

〉〉
dis (2.122a)

A = − lim
NR→0

1
NR

δ

δ J

〈〈
ZNR [J ]

〉〉
dis (2.122b)

のように求める*28. このとき作用 S は (2.11d)において電子の変数がレプリカの添字 Rを
足に持ち,さらに Vi(r )c̄c の項を加えた形で

S ′[c̄, c] = S ′0[c̄, c] + S
′
1[c̄, c], (2.123a)

S ′0[c̄, c] =
NR∑
R=1

∫
1
c̄R(1)

(
~∂τ1 + H0(1) +Vi(r1)

)
cR(1), (2.123b)

S ′1[c̄, c] = −
1
2

NR∑
R=1

∫
1234

c̄R(1)c̄R(2)u(1, 2, 3, 4)cR(3)cR(4) (2.123c)

と書くことができる. Viに関しての Gauss積分を実行すると有効相互作用としては (2.11d)
に有効引力相互作用

−
γ 2

2

NR∑
R1,R2=1

∫
12
δ (r1 − r2)c̄R1 (1)c̄R2 (2)cR2 (2)cR1 (1) (2.124)

の項が加わった形となる. (2.124)においてレプリカ添字に対し非対角な項は全て等しいと
する*29と,非対角項は

(2.124) =
NR∑
R=1

∫
1
µR(r1)c̄R(1)cR(1) (2.125a)

µR(r ) = −
γ 2

2

NR−1∑
R=1

∫
1
δ (r − r1)c̄R(1)c1(1) (2.125b)

と, Hartree項のように扱うことができる. Hartree項の寄与はあらかじめ化学ポテンシャ
ルにくりこんでいるとすれば,不純物の効果として (2.124)におけるレプリカ添字の対角項

−
γ 2

2

NR∑
R=1

∫
12
δ (r1 − r2)c̄R(1)c̄R(2)cR(2)cR(1) (2.126)

だけを見ればよい. (2.123), (2.126) の項は全てレプリカに関し対称だから, 対数を取って
limNR→0(1/NR)を作用させると添字 Rが消去した形が得られる. よって不純物効果は有効
二体引力相互作用

Simp[c̄, c] = −
1
2

∫
1234

c̄(1)c̄(2)uimp(1, 2, 3, 4)c(3)c(4) (2.127a)

uimp(1234) = γ
2δ (1 − 4)δ (2 − 3)δ (r1 − r2) (2.127b)

を (2.11d)に加えることによって表現できる.

*27 この段階では NR � 1 とする.
*28 J は A を生成する源.
*29 レプリカ対称性を持っているとする.
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図 2.2: 自己無撞着 Born近似での自己エネルギーの図形 (非交差図).

準古典理論においての (2.127)からの自己エネルギーへの寄与は, (2.72)において

U (τ2 − τ1,r2 − r1) = γ
2δ (r2 − r1) (2.128)

すなわち (2.73)に

U (iϵn − iϵ ′n , k̂ − k̂ ′) =
~

kBT
γ 2δn,n′ (2.129)

を代入して

Σ̌imp,ς1ς2 (iϵn , k̂,r ) = ~γ 2
〈
N0(k̂

′)д̌ς1ς2 (iϵn , k̂ ′,r )
〉
k̂ ′

(2.130a)

である*30. この結果は不純物を Green函数の平均化に基づく自己無撞着 Born近似で扱っ
たもの (図 2.2)と一致する*31. 等方的 Fermi面の場合,一様系の常伝導状態を考えると

Σimp(z) = −iπ~γ 2N0 sgn(z) (2.131)

であるから,不純物によって生じた常伝導での準粒子の寿命 τimp あるいは準粒子の散乱率

Γn = (2τimp)
−1 は

1
2τimp

= Γn = π~γ 2N0 (2.132)

であり,よって

Σ̌imp(iϵn ,r ) =
Γn
π

〈
д̌ς1ς2 (iϵn , k̂ ′,r )

〉
k̂ ′

(2.133)

と書ける.

2.2.7 実周波数への解析接続

Eliashberg方程式に従う超伝導の場合,不純物自己エネルギーを考えない場合でも,自己
エネルギーが周波数に依存するため,弱結合理論でのように,松原周波数の計算で得られた
自己エネルギーを実周波数でそのまま使用することができない. 松原周波数上で得られた
Green 函数や自己エネルギーから直接的に実周波数上の Green 函数や自己エネルギーを
得るためには,数値的に解析接続を行なう必要がある. 松原周波数から実周波数への数値解
析接続の手段としては Padé近似 [81]や最大エントロピー法 [82]がよく用いられるが,自
己エネルギーが Green函数から Eliashberg方程式によって得られる場合には,自己エネル
ギーの解析接続を行なうよりよい方法が Marsiglioらによって提案されている [83]*32. 本
論文ではMarsiglioらの方法を用いた.

*30 Σ̌imp は k̂ によらない.
*31 例えば [57, 80].
*32 論文 [83] の結果の式はおそらく間違っている. 同じ著者らによるレビュー [4] での式の方が正しい.
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相互作用 U (iϵn − iϵm)が周波数 iϵn − iϵm に関して何らかの Bose粒子の Green函数 D

に比例し同じ解析性を持っているとし*33,

U (iϵn , iϵn′,k,k ′) = −α2(k ′)D(iϵn − iϵn′,k − k ′) (2.134)

と書けると仮定する. 以下では表記の簡単のため

(D ∗ Ǧ)(k) =

∫ dq
(2π)d

α(q)2D(k − q)Ǧ(q) (2.135)

と書くことにし,引数の運動量は適宜省略することにする. また空間の重心座標に関しては
独立に解析接続を行なうため,本節では省略する*34. このとき,松原周波数での Eliashberg
方程式は

Σ̌(iϵn ,k) = −
kBT

~

∑
m

D(iϵn − iϵm) ∗ Ǧ(iϵm) (2.136)

と書くことができる.
(2.136)に Ǧ と Ď のスペクトル表示

Ǧ(iϵn ,k) =
1
2π

∫
dz ′ Š(z

′,k)

iϵn − z ′
(2.137a)

D(iνn ,k) =
1
2π

∫
dz ′B(z

′,k)

iνn − z ′
(2.137b)

を代入すると

Σ(iϵn) = −
1
4π2

kBT

~

∑
m

∫
dz

∫
dz ′ B(z) ∗ Š(z ′)

(iϵn − iϵm − z)(iϵm − z ′)

= −
1
4π2

∫
dz

∫
dz ′B(z) ∗ Š(z ′)kBT

~

∑
m

1
iϵn − z − z ′

(
1

iϵn − iϵm − z
+

1
iϵm − z ′

)
=

1
8π2

∫
dz

∫
dz ′B(z) ∗ Š(z ′) 1

iϵn − z − z ′

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
(2.138)

よって実周波数 iϵn → ω + iη に解析接続すると

Σ(ω + iη) = 1
8π2

∬
dzdz ′B(z) ∗ Š(z ′) 1

ω − z − z ′ + iη

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
(2.139)

となる. 2行目から 3行目への変形では公式 [84]

tanh z = z
∞∑

n=−∞

1
z2 + [π(n + 1/2)]2

=
1
2

∞∑
n=−∞

(
1

z + iπ(n + 1/2) +
1

z − iπ(n + 1/2)

)
=

∞∑
n=−∞

1
z + iπ(n + 1/2) (2.140a)

coth z = z
∞∑

n=−∞

1
z2 + (πn)2

=
1
2

∞∑
n=−∞

(
1

z + iπn +
1

z − iπn

)
=

∞∑
n=−∞

1
z + iπn (2.140b)

*33 本論文での模型では D(iν, k ) ∝ 1/(ν 2n + ω(k )2) である.
*34 簡単のため相互作用はスピンによらないともしている.
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を用いた. Š(z ′)の非対角部分は一般にはペアポテンシャルの位相部分 exp(iθ )が含まれる
ため複素数である*35*36. 解析を簡単にするため, S からペアポテンシャルの位相部分を分離
するため南部空間の行列 P̌ を

P̌ =

(
e+iθ/2 0
0 e−iθ/2

)
(2.141)

と定義して*37,

Σ̌(ω + iη) = 1
8π2

∬
dzdz ′B(z) ∗ P̌ P̌−1Š(z ′)P̌ P̌−1 1

ω − z − z ′ + iη

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
=

1
8π2

∫
dzB(z) ∗ P̌σ̌ (ω + iη, z)P̌−1 (2.142a)

σ̌ (ω + iη, z) =
∫

dz ′s(z ′) 1
ω − z − z ′ + iη

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
(2.142b)

š(z ′) = P̌−1Š(z ′)P̌ (2.142c)

とする,以下では σ について考える.
遅延 Green函数を Ǧ

R
とし, Ǧ

R
= P̌−1Ǧ

R
P̌ とする. Ǧ

R
は非対角部の位相を除いた Green

函数だから

š(z ′) = −2 Im Ǧ
R

(2.143)

である. š の代わりに Ǧ
R
を用いて σ̌ の (各要素の)実部と虚部を書き下すと

Re σ̌ (ω + iη, z)

= −

∫
dz ′ Im Ǧ

R
(z ′)

(
1

ω − z − z ′ + iη +
1

ω − z − z ′ − iη

) (
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
= − Im

∫
dz ′ǦR

(z ′)

(
1

ω − z − z ′ + iη +
1

ω − z − z ′ − iη

) (
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
(2.144a)

Im σ̌ (ω + iη, z)

= i
∫

dz ′ Im Ǧ
R
(z ′)

(
1

ω − z − z ′ + iη −
1

ω − z − z ′ − iη

) (
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
= Re

∫
dz ′ǦR

(z ′)

(
1

ω − z − z ′ + iη −
1

ω − z − z ′ − iη

) (
coth ~z

2kBT
+ tanh ~z

′

2kBT

)
(2.144b)

*35 S = S (z′) exp(iθ ) と書けるから,複素数であっても z′ ∈ C 平面の上半面で S (z′) は解析的である.
*36 θ は一般に位置と運動量の函数.
*37 簡単のため一成分のスピン一重項あるいはユニタリなスピン三重項超伝導を考えている. 多成分の場合
は成分ごとに分ければよい.
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となる. Ǧ
R
は上半面で解析的だから z ′ 積分を上半面での周回積分にして極を集めると

Re σ̌ (ω + iη, z) = + Im
[
2πiǦR

(ω − z + iη)
(
coth ~z

2kBT
+ tanh

~(ω − z + iη)
2kBT

) ]
− Im

[
4πikBT

~

∑
n≥0

Ǧ
R
(iϵn)

(
1

ω − z − iϵn + iη +
1

ω − z − iϵn − iη

) ]
(2.145)

Im σ̌ (ω + iη, z) = −Re
[
2πiǦR

(ω − z + iη)
(
coth ~z

2kBT
+ tanh

~(ω − z + iη)
2kBT

) ]
+ Re

[
4πikBT

~

∑
n≥0

Ǧ
R
(iϵn)

(
1

ω − z − iϵn + iη −
1

ω − z − iϵn − iη

) ]
(2.146)

となる. Im z − i Re z = −iz, − Im z − i Re z = −iz∗ だから

σ̌ (ω + iη, z)

= −i
[
2πiǦR

(ω − z + iη)
(
coth ~z

2kBT
+ tanh

~(ω − z + iη)
2kBT

) ]
+ i

[
4πikBT

~

∑
n≥0

Ǧ
R
(iϵn)

1
ω − z − iϵn + iη

]
− i

[
4πikBT

~

∑
n≥0

Ǧ
R
(iϵn)

1
ω − z − iϵn + iη

] ∗
= 2πǦ

R
(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~(ω − z)

2kBT

)
− 4π

kBT

~

∑
n≥0

(
Ǧ
R
(iϵn)

ω − z − iϵn
+

Ǧ
R∗
(iϵn)

ω − z + iϵn

)
(2.147)

となる. ǧ = P̌−1ǦP̌ とすると Ǧ
R
(iϵn≥0) = ǧ(iϵn)であり,また ǧ∗(iϵn) = ǧ(−iϵn)だから

σ̌ (ω + iη, z) = 2πǦ
R
(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~(ω − z)

2kBT

)
− 4π

kBT

~

∑
n

ǧ(iϵn)
ω − z − iϵn

(2.148)

となる. (2.142a)に戻すと

Σ̌(ω + iη)

=
1
8π2

∫
dzB(z) ∗

[
2πǦ

R
(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~(ω − z)

2kBT

)
− 4π

kBT

~

∑
n

Ǧ(iϵn)
ω − iϵn − z

]
=

1
4π

∫
dzB(z) ∗ ǦR

(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~(ω − z)

2kBT

)
−
kBT

~

∑
n

D(ω − iϵn) ∗ Ǧ(iϵn)

= −
1
2π

∫
dz ImDR(z) ∗ Ǧ

R
(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
+ tanh ~(ω − z)

2kBT

)
−
kBT

~

∑
n

D(ω − iϵn) ∗ Ǧ(iϵn)

(2.149)

が得られる*38. 変形には (2.137b)と

B(ω) = −2 ImDR(ω) = −2 ImD(ω + iη) (2.150)

を用いた.

*38 D の解析性に注意.
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cothの扱い
数値計算を行なう際には coth x が x = 0で発散するのが厄介である. 計算時には次のよ
うに処理すればよい.∫

dzB(z) ∗ ǦR
(ω − z) coth ~z

2kBT
=

∫
dzB(z) ∗ ǦR

(ω − z)

(
coth ~z

2kBT
−
2kBT
~z

)
+

∫
dzB(z) ∗ ǦR

(ω − z)
2kBT
~z

(2.151)

B と Ǧ
R
は上半面で解析的だから右辺第二項は∫

dzB(z) ∗ ǦR
(ω − z)

2kBT
~z
=
kBT

~

∫
dzB(z) ∗ ǦR

(ω − z)

(
1

z + iη +
1

z − iη

)
= 2πikBT

~
B(0) ∗ Ǧ

R
(ω) (2.152)

となる. 残る coth x − 1/x は実軸上で発散しないため,安全に数値積分を実行することがで
きる.

不純物自己エネルギーの扱い
不純物の自己エネルギー Σ̌impの式 (2.133)をここでの表記で書くと,運動量平均を Γn ∗G

で表現して

Σ̌imp(iϵn) =
Γn
π

∗ Ǧ(iϵn) (2.153)

と書くことができる. Γn には周波数依存性はないから,第二項を実軸上 ω + iη に解析接続
するとそのまま

Σ̌imp(ω + iη) = Γn
π

∗ Ǧ(ω + iη) (2.154)

となる. 自己エネルギー全体は D から来るものと Σ̌imp の単純な和であるから,解析接続し
たものも前節で得られる Σ̌ と不純物からくる Σ̌imp の和となる.

Einsteinフォノンの低温での振る舞い
(2.149)を数値計算に使用する際,第一項目の存在により一般的には松原周波数での値だ
けでなく実周波数での値による自己無撞着計算が必要となる. 一般にこの値は素早く収束
する [83]が,場合によっては値が小さいため最初から無視することが可能である.
フォノンの特徴的な周波数を ω0 としたとき, Einsteinフォノンの Green函数は

D(ω) ∝
1

ω2 − ω2
0

(2.155)

であり,そのスペクトル函数は

B(ω) ∝ δ (ω − ω0) − δ (ω + ω0) (2.156)

である. 一方 coth[~z/(2kBT )] + tanh[~(ω − z)/(2kBT )] の項は原点で発散するが, 1 �

|~z |/(2kBT ), ~|ω − z |/(2kBT )すなわち kBT � |~z |, |~(ω − z)| なる低温領域では非常に小さ

くなる. 函数の振る舞いを図 2.3に示した. kBT , ~ω が ~ω0 に比べて十分小さければ,この
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0
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2
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coth ℏω0

2kBT
+ tanh ℏ(ω − ω0)

2kBT

ω/ω0
kBT = 0.25ℏω0
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kBT = 0.05ℏω0
kBT = 0.01ℏω0

図 2.3: coth[~ω0/(2kBT )] + tanh[~(ω − ω0)/(2kBT )]の振る舞い.

項は |z | ∼ ω0 の領域ではほとんど値を持たないことが分かる. すなわち D の振る舞いと併

せると,低温・低周波数領域を考える限り, (2.149)の右辺第一項は無視してもよいことが分
かる.

2.2.8 補足

弱結合超伝導の場合, 対角項の自己エネルギー (Fock 項) は常伝導状態の Fermi エネル
ギーや有効質量にくりこんであるとし, 改めて超伝導状態で扱わないことが多い*39. また
準古典理論の枠組みで一様系を考えると, Σ の方程式は

Σ(k̂) = N0kBT
∑
n

〈
U (k̂, k̂ ′)

−π~ϵ̃n√
~2ϵ̃2n + |∆ |2

〉
k̂ ′

(2.157)

となるが, iϵn の上半面と下半面の対称性により, この項は消えるはずである. しかし準古
典理論においても, 渦のような非一様な系においてこの項の影響を無視してよいかは自
明ではない. また多くの場合 Σ は周波数にくりこんだ形で記述されるが, 緒論でも述べ
たように非一様系の場合でもくりこみがバルクと同様の形で行なえるかは自明ではない.
そのため, 本論文では Coulomb 相互作用についての Fock 項を µ にくりこんであるとせ

ず,また Fock項を周波数に対するくりこんでいない形で Eliashberg方程式を記述した*40.
Coulomb 相互作用の発散についてはカットオフを明示的に取り入れることによって対処
することにする.
本研究で用いる準古典理論は, Fermi 波数程度の振動をならし自由度を制限しているた
め, 1 � kFξ であるならば Gor’kov方程式を直接扱うのに比べて必要な計算が少なく,空間
変調がある系を扱うのに当たって有利である. 一方,後述するように渦の内部にはしばしば
エネルギー差が ∆/(kFξ )程度の離散準位が生じ,この離散的な状態が重要な意味を持つ状
況が生じる. このような状態は準古典理論ではならされてしまっており間接的にしか見る

*39 例えば第一原理計算で常伝導状態を求めたときには, Fock 項は既に取りこまれているはずである.
*40 前述のように Fock 項が既に µ 等に含まれている場合にはこの扱いはできない.
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ことができないため,必要がある際は Gor’kov方程式あるいは長さの尺度が k−1F である波

動函数の方程式 Bogoliubov-de Gennes方程式を解かなければならない*41.

2.3 フォノンに起因する超伝導

2.3.1 フォノンによる有効相互作用

電子と格子の相互作用によるエネルギー He-ion は,一番簡単には電子による電荷密度 ρe

と格子イオンによる電荷密度 ρion との間に働く Coulombエネルギーであり

He-ion =

∫
dx

∫
dx ′ 1

4πϵ0

ρe(x)ρion(x ′)

|x − x ′ |
(2.158)

と書くことができる. また ρe(x) = qc̄(x)c(x)として Fourier変換すると

He-ion =

∫
dx

∫ dk
(2π)d

q

4πϵ0

ρion(k)

|k |2
eikx c̄(x)c(x) (2.159)

である. 金属において遮蔽長 (Debye長あるいはThomas-Fermi長) k−1TF の遮蔽が生じてい
る場合は Coulombエネルギーに由来する項が

1
|k |2

→
1

|k |2 + k2TF
(2.160)

となる. kTF は通常の金属では原子の大きさの逆数の程度,すなわち Fermi波数の程度であ
る. ρion(k)がフォノンによって

ρion(k) = q
∗v0(k)

(
b̄(k) + b(−k)

)
(2.161)

と書けるとすれば (q∗ はイオンの有効電荷), (2.11d), (2.73)より電子-格子相互作用に由来す
る有効相互作用U (iϵn − iϵn′,k − k ′)は

U (iϵn − iϵn′,k − k ′) =
2ω(k − k ′)/~

(ϵn − ϵm)2 + ω2(k − k ′)

(
qq∗

4πϵ0

) 2 (
v0(k − k ′)

|k − k ′ |2 + k2TF

) 2
(2.162)

と書ける*42.
もしフォノンの正準座標が分極 P に比例するとすれば, ρion は分極電荷

−∇ · P = ρion (2.163)

であるから

ρion(k) ∝ q∗
|k |√
ω(k)

(
b̄(k) + b(−k)

)
(2.164)

であり*43,このとき

U (iνn ,k) ∝
1

ν2n + ω2(k)

k2

(|k |2 + k2TF)
2

(2.165)

*41 例えば各離散準位に対する不純物の効き方の違いを調べるのには準古典 Green 函数ではなく Gor’kov
Green 函数で考える必要がある [85, 86].

*42 電子間 Coulomb 相互作用は一時的に省いた.
*43 ∇· を作用させているので縦波フォノンのみを取った.
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である. フォノン分散として Debye模型を取るとフォノンの速度をvpとしてω(k) = vp |k |

だから,

U (iνn ,k) ∝
ω2(k)

ν2n + ω2(k)

1

|k |2 + k2TF
(2.166)

となる. 通常は kTF ∼ kF であるから,引数として取るほとんどの k に対して kTF � |k | で

ある. また結合が弱い場合は系の特徴的な温度が小さくなり,このときほとんどの k に対

して kBT /~ � ω(k) であるとすれば U (iνn ,k) は引数依存性がなく, 系は弱結合超伝導の
(狭義の)BCS方程式で記述できる.

2.3.2 電子-フォノン相互作用の模型

前節 (2.3.1)で述べた模型は Fröhlichが超伝導の説明を目的として考案した電子-格子相
互作用模型 [87, 88]を元にしている. 電子フォノン相互作用には他にも様々な模型が存在
する.
最もよく使用されている模型として Holsteinによる分子内の分極 (すなわち光学フォノ
ン)と電子の結合を考え模型である [89, 90]. Holstein模型は局所的な相互作用を考えより
単純な模型になっている [4]. 有効 Hamiltonianの形自体はほとんど同じだが,相互作用の
広がりの “大きさ”の差はポーラロンを考える際には重要になる*44.
この二つとは全く異なる模型として Barišić-Labbé-Friedel(BLF) 模型もしくは Su-

Schriefer-Heeger (SSH) 模型として知られる模型が存在する. この模型は, 最初 1970 年に
Barišić, Labbé, Friedelらが遷移金属超伝導の模型として提出し [92–94],後に Su, Schriefer,
Heeger らがポリアセチレンにおけるソリトンの模型として独立に提案した [95, 96] BLF
模型では格子振動によって重なり積分の大きさ,すなわちホッピング項の大きさが変調す
ると考える. BLF模型は一次元強束縛 (tight-binding)モデルにおけるフォノンの影響を調
べる際によく用いられており (例えば [97]),また Fröhlich模型, Holstein模型とは別にポー
ラロンの模型として使用されている.

2.3.3 フォノンによる異方的超伝導

超流動ヘリウム 3や銅酸化物超伝導体を始めとする現在知られている異方的超伝導の多
くは, 引力の機構としてスピンなどのフォノンではない機構が有力視されている. しかし
フォノンによって異方的超伝導が出現しうることは理論的には禁止されておらず,その可
能性自体は古くから指摘されてきた. 例えば, 1970年代には超流動ヘリウム 3の発見を契
機に,遷移金属,特にパラジウムにおいてフォノン機構による異方的超伝導の可能性が指摘
された [98]. パラジウムでは異方的超伝導の実現は難しいことが分かったが [99–102], そ
の後も銅酸化物超伝導体や Sr2RuO4,プルトニウム系超伝導 [103, 104],ドープしたトポロ
ジカル絶縁体 [105]などの,多くの非従来型超伝導体において,様々な新奇の対形成機構と
ともに,フォノンを対形成の媒介とした異方的超伝導が出現する機構の可能性が議論され
ている*45.

*44 例えば [91]
*45 銅酸化物に関しては [106] 等のレビュー論文が多数出ている. Sr2RuO4 がフォノン機構超伝導である可

能性は [107] で指摘されている. トポロジカル超伝導体候補である CuxBi2Se3 はフォノンによる可能性
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Eliashberg方程式において Coulomb斥力は,多くの場合周波数および波数に依存しない
有効斥力 (Coulomb pseudo potential) µ∗ として取り扱われる*46. Hubbard模型などの場合
とは扱いが異なるが,いずれにせよ強い Coulomb斥力は s 波チャンネルを抑制するため, p
波や d 波のチャンネルがある程度の大きさで存在し,かつ電子間斥力が無視できない場合
には,フォノンによる異方的超伝導の可能性が生じてくる*47.
フォノンによる有効相互作用では, 一般に s 波以外の成分は引力とは限らない. 例えば

(2.165)において,フォノンを Einsteinフォノン ω = ω0 とし, |k2 | + k2TF ' k2TF とすれば, p
波成分を含む相互作用が得られる. 電子の波数の大きさを kF に制限し二次元 Fermi 面を
仮定したとき,波数 k1 = kF(cosα1, sinα1)と波数 k2 = kF(cosα2, sinα2)の電子に働く相互
作用は

U (iνn ,k1 − k2) ∝
k

ν2n + ω
2
0

k

k2TF

=
k2F/k

2
TF

ν2n + ω
2
0

[2 − 2 cos(α1 − α2)] (2.167)

となるから (k = k1 − k2), s 波成分は引力であるが p 波成分は斥力になっていることが分

かる.
十分に大きく引力的な異方的成分がある模型を得る一つの戦略は,何らかの理由で遮蔽
が不十分である系, すなわち kTF . kF である系を考えることである. Abrikosovは以下の
模型

U (iνn ,k) ∝
ω2(k)

ν2n + ω2(k)

1

k2 + k2TF
(2.168)

を考え,遮蔽長 k−1TF が格子間隔よりもずっと長くなった場合には,有効相互作用が異方的に
なることを指摘した [111, 112]. また Shimaharaと Kohmotoは二次元的層状物質に対して
Abrikosovの模型を拡張し, p 波や d 波超伝導が生じうるパラメータ領域があることを示

した [113, 114]. 不十分な遮蔽はフォノンによる異方的超伝導を産む唯一の模型というわ
けではない. 例えば Alexandrovは,銅酸化物をモデルとして二次元異方性が強い系での音
響フォノンによる相互作用を用いて調べ,遮蔽が十分強い場合であっても d 波チャンネル

が s 波や p 波のチャンネルに対して優位に立てる領域が存在することを示している [115,
116].

が [108] で議論されたが,フォノンによる対形成を仮定すると実験の転移温度が高すぎるという指摘も
されている [109]. また有機超伝導 κ-BEDT-TTFでもフォノンによる異方的超伝導の理論が提案されて
いる [110].

*46 多くの場合 µ∗ は常伝導状態では Fermi 準位にくりこまれていると考え非対角項にのみ相互作用として
付け加えられる.

*47 逆に, Coulomb 斥力等の何らかの斥力が無視できる場合に,フォノンのみによって異方的超伝導が生じ
るのは難しい [108].
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第3章

渦の解析

本章では,準古典理論を用いた渦の解析手法を,主に解析的な手法を中心に述べる.

3.1 準古典理論による孤立渦の解析

3.1.1 Eilenberger方程式の変形

Eilenberger方程式は二本の Riccati型の常微分方程式

i~vF · ∇γ = −∆∗γ 2 − 2(~z − Σ +vF · qA)γ − ∆ (3.1a)

i~vF · ∇γ̄ = −∆γ̄ 2 + 2(~z − Σ +vF · qA))γ̄ − ∆∗ (3.1b)

に書きかえることができる*1[117–121]. Riccati型常微分方程式を用いる手法は ±vF 方向

の一次元の微分方程式であって数値的に取り扱いが比較的簡単であり,また境界条件 (初期
値) の依存性がなく数値的に安定 [122] という利点があるため, Eilenberger 方程式を解く
際に広く用いられている. 以下では射影子を用いた方法 [121, 123]で (3.1)を導出する. こ
の方法はスピン空間を含めた 4 × 4行列の Eilenberger方程式に対しても適用可能である
が,ここでは簡単のためスピンがない 2 × 2行列の Eilenberger方程式に限定して示す.
2 × 2行列 P̌± を

P̌± =
1
2
(τ̌0 ∓ д̌/(iπ)) (3.2)

として定義する. д̌ = −π2 を用いると

P̌2
± = P̌± (3.3a)

P̌+P̌− = P̌−P̌+ = 0 (3.3b)

が言えるため, P̌± は射影である. 複素数*2a,b を用いて

P̌+ =

(
1
−b

)
(1 − ab)−1

(
1 a

)
(3.4a)

P̌− =

(
−a
1

)
(1 − ba)−1

(
b 1

)
(3.4b)

*1 しばしば Riccati-parametrization と呼ばれる.
*2 スピンがある場合には 2 × 2 行列.
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とした P̌± は (3.3) の性質および P̌− + P̌− = τ̌0 を満たしている. P̌± が Eilenberger 方程
式 (2.99)の解となっていることに注意して, (2.99)に (3.4)を代入して展開し, (1, 2)成分に
(1, 1)成分を, (2, 1)成分に (2, 2)成分を代入すると

i~vF · ∇a + ∆
∗a2 + 2(~z − Σ +vF · qA)a + ∆ = 0 (3.5a)

i~vF · ∇b − ∆b2 − 2(~z − Σ +vF · qA)b − ∆∗ = 0 (3.5b)

が得られる. a = γ , b = −γ̄ と置くと (3.1)が再現される. このとき д̌は

д̌ = iπ
(
P̌− − P̌+

)
=

iπ
1 − ab

(
−ab − 1 −2a

2b 1 + ab

)
=

−iπ
1 + γγ̄

(
1 − γγ̄ 2γ
2γ̄ −1 + γγ̄

)
(3.6)

である. また P̌± の定義で符号を逆にしても全く同じ議論ができるので

д̌ =
∓iπ

1 + γγ̄

(
1 − γγ̄ 2γ
2γ̄ −1 + γγ̄

)
(3.7)

と書くこともできる. д̌ の符号は Green函数の解析性 sgnд = − sgn(Im z)によって決めら

れる*3.
γ と γ̄ のバルク解は (3.1)で vF · ∇ = 0と置くことによって求められる. これらの式は二
次方程式なので, γ , γ̄ はそれぞれ二通りの可能性がある. また vF に沿って常微分方程式を

解く際に, vF の向きに沿って解いていくか −vF の向きに沿って解いていくかの自由度も

ある. 実際に計算するときにどの選択肢を取るかは Green函数の解析性に加えて解の安定
性を議論することにより決められる*4. 具体的には, Im z > 0のときには γ を vF, γ̄ を −vF

の向きに発展させ,それぞれ

γ =
∆

−~z̃ − i
√
−(~z̃)2 + |∆|2

, γ̄ =
∆∗

+~z̃ + i
√
−(~z̃)2 + |∆ |2

(3.8)

を初期値とする. また Im z < 0のときには γ を −vF, γ̄ をvF の向きに発展させ,それぞれ

γ =
∆

−~z̃ + i
√
−(~z̃)2 + |∆|2

, γ̄ =
∆∗

+~z̃ − i
√
−(~z̃)2 + |∆ |2

(3.9)

を初期値とし,さらに Green函数を

д̌ =
−iπ sgn(Im z)

1 + γγ̄

(
1 − γγ̄ 2γ
2γ̄ −1 + γγ̄

)
(3.10)

とすれば方程式は安定に解くことができ, かつ物理的に意味がある解が得られる*5[120,
122, 124, 125].

*3 д は松原,遅延,先進 Green 函数のいずれかに対応しているとする.
*4 Riccati 型微分方程式への変換は, Eilenberger 方程式の発散する非物理的な解を組み合わせて発散しない
物理的な解を作るというアイデア (“explosion trick” [72, 73, 120]) によって開発された.

*5 初期値はそれほど重要ではない [122] が,進行方向は重要である.
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3.1.2 渦の角運動量

ペアポテンシャルの位相
渦に直交する面上での運動量の方向 α (cosα = kx/(k

2
x + k

2
y )

1/2, sinα = ky/(k
2
x + k

2
y )

1/2)
に対して,ペアポテンシャルの位相が eilα と変化する,すなわち Cooper対が角運動量 l を

持つ (“chirality”が l の)超伝導を考える. 系の座標系を原点 (すなわち渦)を中心にして角
度 θ 回転させると,運動量 (の向き)は α から α − θ ,空間座標の角度成分は ϕ から ϕ − θ に

変換される. 系を回転させてもある準粒子が感じる自己エネルギーは変わらないはずであ
るから,自己エネルギーの空間部分には回転に対して一定の制約がかかる. 系に円筒対称性
を仮定すると,回転による角度座標の変化から,渦度m (“vorticity”が l )の渦の周囲のペア
ポテンシャルは

∆(α , r ,ϕ) → ∆(α − θ , r ,ϕ − θ )eilθ eimθ (3.11)

の対称性を持つことが分かる. Eilenberger方程式でギャップに加える形で入る項*6は回転

に対して (3.11)と同じ変化をしなければならない.
異なる l を持つ成分のペアポテンシャルが共存しうる多成分の超伝導を考える. この場
合,バルクではある l を持つ成分しか存在しなくとも,渦近傍では空間反転対称性が破れて
いるため, バルクには存在していない成分 l ′ が誘起されうる (カイラル p 波の場合 [126]
は図 3.2に示されるプロファイルを持つ.)*7. 渦から十分遠い場所では l を持つ成分がm 巻

きの渦を作っているから,誘起された渦の位相の変化は回転に対して (3.11)と同じである
ことが必要である. すなわち系の θ の回転に対して

∆(α , r ,ϕ) → ∆(α − θ , r ,ϕ − θ )eil ′θ ei(l+m−l ′)θ (3.12)

と位相が変化する.
Cooper対が角運動量 l を持つカイラル超伝導を考える. カイラル超伝導は時間反転対称
性を破った基底状態が縮退しており, それぞれのペアポテンシャルは e±ilα の運動量依存

性を持つ. バルクで e+ilα の状態が実現しているとすると, 渦度m の渦内部に誘起される

e−ilα 成分のペアポテンシャルは (3.12)より回転に対し

∆(α , r ,ϕ) → ∆(α − θ , r ,ϕ − θ )e−ilθ ei(2l+m)θ (3.13)

の位相を持つ. すなわち誘起成分は渦度 2l +m の渦を形成する.
l = 1の二次元カイラル p 波の場合,渦度 1の渦に対して l +m = 0の渦と l +m = ±2の

二種類の渦が考えられる. 前者は Cooper対の持つ角運動量と渦の持つ角運動量が反対向
き (反平行)であり,後者は同じ向き (平行)である. 以降ではそれぞれ反平行渦,平行渦と呼
ぶことにする. Ginzburg-Landau(GL)理論の計算によって平行渦よりも反平行渦の方が安
定であることが示されている [127]が, 実際の系ではドメイン境界から十分遠い場所であ
るならば平行渦は準安定状態として存在してもよいと考えられる. (3.13)より,渦度 1の反

平行渦 (Cooper対と併せた系の角運動量 lz = 0~)での誘起成分は渦度 −1,渦度 1の平行渦

(系の角運動量 lz = 2~)の誘起成分は渦度 ±3を持つ (図 3.1)[128–130]. カイラル p 波の場

*6 不純物自己エネルギーを考える場合は不純物自己エネルギー Σ̌imp の対角項.
*7 l ′ は一般には一つだけとは限らない.
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反平行渦 平行渦
主要成分 誘起成分 主要成分 誘起成分

chirality ee ee ee ee

vorticity

図 3.1: カイラル p 波の渦と角運動量.

(a)反平行渦 (lz = 0)
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(b)平行渦 (lz = 2)
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図 3.2: 準古典理論で求めた (弱結合で自己エネルギー対角成分を含めないときの)カイラ
ル p 波超伝導の渦 (第二種極限 (磁場侵入長無限大, κ−1 = 0), T /Tc = 0.3).

合は特に,反平行渦と平行渦は NMR[131, 132]や光学特性 [133, 134]など,物性が大きく異
なることが理論的に予想されている.

自己エネルギー対角部の位相
ギャップ方程式より,もし有限の値として存在するのならば Σ も存在しうる ∆の成分と

同じ成分が存在し,また Σ は周波数 z と結合して方程式の中に入っているから,運動量由
来の位相と座標由来の位相を合計すると,系の座標系の回転に対して余分な位相が付くこ
とはなく,すなわち Σ は回転に対し不変になっているはずである.
s 波の場合, Σ は一成分であり回転によって運動量由来の位相は付かないから,座標由来
の位相も付かない. すなわち

Σ(α , r ,ϕ) = Σ(r ) (for l = 0). (3.14)
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図 3.3: (s,b,α)の座標系. Eilenberger方程式 (Riccati型常微分方程式)は準古典経路上で解
かれる.

角運動量 l のカイラル超伝導の場合, Σ には e±ilα の成分が存在しうるため,それぞれを ∆

と同じように Σ±e±ilα と書くことができる. よって Σ± は系の回転に対して以下のように

変換されるはずである.

Σ+(r ,ϕ) → Σ+(r ,ϕ − θ )e+ilθ , (3.15)

Σ−(r ,ϕ) → Σ−(r ,ϕ − θ )e−ilθ , (3.16)

すなわち Σ はもし有限の値を持つならば

Σ(α , r ,ϕ) = Σ+(r ,ϕ)e+ilα + Σ−(r ,ϕ)e−ilα (for l , 0), (3.17)

Σ+(r ,ϕ) = Σ+(r )e−ilϕ , (3.18)

Σ−(r ,ϕ) = Σ−(r )e+ilϕ (3.19)

という形を持つ.

3.1.3 渦中心近傍の準古典Green函数

本節では, 準粒子の準古典経路の “衝突径数” b*8が渦の特徴的な長さ ξ ∼ ~vF/(kBTc) に

対して十分小さい場合を考え, Kramerと Peschが提案した摂動的手法 (以下では Kramer-
Pesch近似と呼ぶ) [136]を用いて,渦芯近傍の低エネルギー状態に対する Green函数の解
析解を求め,議論する. 簡単のため Fermi面は二次元的であるとする.

設定
座標系として渦を原点に取り vF と平行方向に s 軸,垂直方向に b 軸 (衝突径数)を取り,
基準となる座標系から測った vF の角度を α とする (図 3.3)*9. s 軸方向の Riccati型微分方
程式 (3.1)を考え,磁場 Aは無視する. また境界条件として γ は x = −sc で, γ̄ は x = +sc で

一様系の解を取るとする*10. |~z | � ∆, Σ � ∆, |b | � r = (s2 + b2)1/2 ' |s | として

γ = γ0 + γ1, γ̄ = γ̄0 + γ̄1, ∆ = ∆0 + ∆1, b = 0 + b, z = 0 + z, Σ = 0 + Σ (3.20)

*8 b は古典的な角運動量に相当する (例えば [135]).
*9 三次元の場合は渦に垂直な面に射影した vF で考える [137, 138].
*10 簡単のため周波数 z は上半面に取るとした.
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と摂動を組む. 角運動量 l > 0 を持つカイラル超伝導のペアポテンシャルを考え, 渦度m

の渦近傍で b/s の一次の項まで取るとすると ∆は

∆(α , s,b) = ∆∞h(r )eimϕ e+ilα

= ∆∞h(r )

(
s + ib
r

)m
e+i(l+1)α

' ∆∞h

(
|s | +

b2

2|s |

)
sgn(s)

(
1 +

imb

s

)
ei(l+m)α

' ∆∞

[
h(|s |) +

b2

2|s |
h′(|s |)

]
sgn(s)

(
1 +

imb

s

)
ei(l+m)α

' ∆∞

[
h(|s |) +

b2

2|s |2
h(|s |)

]
sgn(s)

(
1 +

imb

s

)
ei(l+m)α

' ∆∞h(|s |)

(
1 +

imb

s

)
sgn(s)ei(l+m)α (3.21)

である. ただし h は, h(0) = 0, h(s = ±∞) = 1となる実函数で, 0 < h′(0) ∝ 1, h′(∞) = 0を

満たしているとした*11. また誘起成分は仮に存在しても影響は大きくないとして無視する.
∆∞ は一様系でのペアポテンシャルの大きさである. 方程式へのペアポテンシャルの入り
方に着目すると, γ → γ exp[i(l +m)α], γ̄ → γ̄ exp[−i(l +m)α]としてやれば, (3.1)を解く
ときに位相 α を落とすことができる. このとき

д̌ =
−iπ

1 + γγ̄

(
1 − γγ̄ 2γ e+i(l+m)α

2γ̄ e−i(l+m)α −(1 − γγ̄ )

)
(3.22)

であり,また

∆0 = sgn(s)∆∞h(|s |) (3.23a)

∆1 = ∆0
imb

s
= i sgn(s)∆∞h(|s |)

mb

s
(3.23b)

である*12.
γ , γ̄ の初期値 (3.8)を摂動展開すると

γ =
−z̃ + i

√
−z̃2 + |∆|2

∆∗
= −

z̃

∆∗
+ i |∆|

∆∗

(
1 −

z̃2

2|∆|2

)
= i ∆

|∆|
−

z̃

∆∗
+O

(
z̃2

|∆ |2

)
(3.24a)

γ̄ =
+z̃ − i

√
−z̃2 + |∆|2

∆
=

z̃

∆
− i |∆ |

∆

(
1 −

z̃2

2|∆|2

)
= −i ∆

∗

|∆|
+

z̃

∆
+O

(
z̃2

|∆|2

)
(3.24b)

*11 0 = h′(0) のときは h の Taylor 展開は二次から始まるためその場合もこの項は消える.
*12 式の形より ∆0 ∈ R, ∆1 ∈ iR である.
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であり,十分遠方では ∆0 = sgn(s)∆∞, ∆1 = 0であるから

γ0 = +i ∆0

|∆0 |
= +i sgn s, (3.25a)

γ̄0 = −i ∆0
∗

|∆0 |
= −i sgn s, (3.25b)

γ1 = −
~z̃∞
∆0

∗
= − sgn(s)~z̃∞

∆∞

, , (3.25c)

γ̄1 = +
~z̃∞
∆
= + sgn(s)~z̃∞

∆∞

(3.25d)

である (z̃∞ はバルクでの z̃). よって

γ0(s = −∞) = γ̄0(s = ∞) = −i, (3.26a)

γ1(s = −∞) = γ̄1(s = ∞) =
~z̃∞
∆∞

(3.26b)

である.

零次の解
零次の Riccati方程式は

i~vF
∂

∂s
γ0 = −∆0

∗γ 20 − ∆0 (3.27a)

i~vF
∂

∂s
γ̄0 = −∆0γ̄

2
0 − ∆0

∗ (3.27b)

である. γ0 の解は C ′ を積分定数として

γ0(s) = i tanh(u0(s) +C ′), (3.28)

u0(s) =
1
~vF

∫ s

0
ds ′∆0(s

′) (3.29)

で与えられる*13. 今,十分大きな有限の sc > 0に対して γ0(−sc)がバルクと同じ値を持つと

すると (3.26b)より γ0(−sc) = −i であり,このとき C ′ = −∞であり*14,同様にして γ̄0 = −i
が得られる.
以上より 1+γ0γ̄0 = 0だから, (3.22)より準古典 Green函数は分母の項が零となり発散す
る. そのため Green函数を求めるには最低でも摂動の一次の解を求める必要がある. 一方
Green函数の分子の項は (

1 − γ0γ̄0 2γ0
2γ̄0 −(1 − γ0γ̄0)

)
=

(
2 −2i
−2i −2

)
(3.30)

より摂動の零次でも値を持つ. よって д̌の最低次の摂動解は

Ml+m =

(
1 −ie+i(l+m)α

−ie−i(l+m)α −1

)
(3.31)

として

д̌ '
−2πiMl+m

(1 + γγ̄ の一次の摂動)
(3.32)

と書けることが分かる.

*13 ∆0 ∈ R に注意
*14 有限の sc を設けたのは, sc = ∞ すなわち境界条件を無限遠方に取ると (零次の範囲では) 任意の C′ が

許されてしまうための措置である.



48 第 3章 渦の解析

一次の解
一次の方程式は

i~vF
∂

∂s
γ1 = −∆1

∗γ0
2 − 2∆0

∗γ0γ1 − 2~z̃γ0 − ∆1 (3.33a)

i~vF
∂

∂s
γ̄1 = −∆1γ̄0

2 − 2∆0γ̄0γ̄1 + 2~z̃γ̄0 − ∆1
∗ (3.33b)

である. 定数変化法を用いるために斉次方程式

i~vF
∂

∂s
γ (0)1 = −2∆0γ0γ

(0)
1 , (3.34)

i~vF
∂

∂s
γ̄ (0)1 = −2∆0γ̄0γ̄

(0)
1 (3.35)

を考えると,この解は C ′′, C̄ ′′ を定数として

γ (0)1 (s) = C ′′ exp
(

2
~vF

∫ s

−sc
ds ′∆0(s

′)

)
(3.36)

γ̄ (0)1 (s) = C̄ ′′ exp
(

2
~vF

∫ s

−sc
ds ′∆0(s

′)

)
(3.37)

と書くことができる*15.

u(s) =
2
~vF

∫ s

−sc
ds ′∆0(s

′) (3.38)

と置いて (3.33)に代入すると

i~vF
∂C ′′

∂s
eu = ∆1

∗ + 2i~z̃ − ∆1, (3.39a)

i~vF
∂C̄ ′′

∂s
eu = ∆1 − 2i~z̃ − ∆1

∗ (3.39b)

すなわち

C ′′(s) =
1

i~vF

∫ s
ds ′ (∆1

∗ − ∆1 + 2i~z̃) e−u(s ′)

=
2

i~vF

∫ s
ds ′

(
i~z̃ − imb∆0

s ′

)
e−u(s ′) (3.40a)

C̄ ′′(s) =
1

i~vF

∫ s
ds ′ (∆1 − ∆1

∗ − 2i~z̃) e−u(s ′)

=
2

i~vF

∫ s
ds ′

(
−i~z̃ + imb∆0

s ′

)
e−u(s ′) (3.40b)

であるから

γ1(s) = eu(s)
{

2
i~vF

∫ s

−sc
ds ′

(
i~z̃ − ibm∆0(s

′)

s ′

)
e−u(s ′) + ~z̃∞

∆∞

}
, (3.41a)

γ̄1(s) = eu(s)
{

2
i~vF

∫ s

sc
ds ′

(
−i~z̃ + ibm∆0(s

′)

s ′

)
e−u(s ′) + ~z̃∞

∆∞

}
(3.41b)

となる. 積分定数は s = −sc と s = +sc で γ1 と γ̄1 のそれぞれが一様系の解 (3.26b)を取る
として決定した*16.

*15 γ0 = γ̄0 = −i を用いた.
*16 ∆0 は奇函数であるから u(s) は偶函数であり,また u(sc) = 0 となる.
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γγ̄ を一次まで取って (3.41)を代入すると

γγ̄ ' γ0γ̄0 + γ1γ̄0 + γ0γ̄1

= −1 − eu(s)
{

2
~vF

∫ s

−sc
ds ′

(
i~z̃ − ibm∆0

s ′

)
e−u(s ′) + i~z̃∞

∆∞

}
− eu(s)

{
2
~vF

∫ s

sc
ds ′

(
−i~z̃ + ibm∆0

s ′

)
e−u(s ′) + i~z̃∞

∆∞

}
= −1 − eu(s)

{
2
~vF

∫ sc

−sc
ds ′

(
i~z̃ − ibm∆0

s ′

)
e−u(s ′) + 2i~z̃∞

∆∞

}
= −1 − eu(s)

{
iz 2
vF

∫ sc

−sc
ds ′e−u(s ′) − ibm∆∞

2
~vF

∫ sc

−sc
ds ′h(|s

′ |)

|s ′ |
e−u(s ′)

− i 2
~vF

∫ sc

−sc
ds ′Σe−u(s ′) + 2i~z̃∞

∆∞

}
= −1 − iCeu(s)

(
z − Ep(b) − Σ̃/~ + Σ0/~

)
(3.42)

ここで

C =
2
vF

∫ sc

−ss
ds ′e−u(s ′), (3.43a)

Ep(b) = b
4m∆∞

C~vF

∫ sc

0
ds ′h(s

′)

s ′
e−u(s ′) = E ′b, (3.43b)

Σ̃(z,b,α) =
2

CvF

∫ sc

−ss
ds ′Σ(z, s ′,b,α)e−u(s ′), (3.43c)

Σ0 =
2~2z̃∞
C∆∞

(3.43d)

とした. h(s) ' tanh(s/ξ )として規格化定数 C の大きさを見積もると

u(s) =
2
~vF

∫ s

−sc
ds ′∆∞ tanh s ′

ξ

' 2 ln cosh(s/ξ )
cosh(sc/ξ )

(∆∞ξ/(~vF) ' 1) (3.44)

より

e−u(s) = cosh2(sc/ξ )

cosh2(s/ξ )
, (3.45a)

C '
4~
∆∞

cosh2 sc
ξ
, (3.45b)

すなわち exp[−u(s)]/C ' ∆∞ sech2(s/ξ )/(4~)である. また sc � ξ より C∆∞/~ � 1,すな
わち ~z̃∞ ∼ ∆0 ならば Σ0 = 0である.
1 + γγ̄ の一次の摂動が求まったため, Green函数の最低次の摂動解が得られる. (3.32)と

(3.42)より

д̌ '
2πe−u(s)C−1Ml+m

z − Ep(b) − Σ̃/~
(3.46)

がこの近似における渦中心近傍での Green 函数の摂動解 (Kramer-Pesch 解) である.
b = r sin(ϕ − α)であることに注意すると (3.46)は

д̌ '
2πe−u(r )C−1Ml+m

z − E ′r sin(ϕ − α) − Σ̃/~
(3.47)

とも書ける.
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低エネルギー束縛状態
(3.46), (3.43)より,渦芯近傍の準古典 Green函数は実周波数 z + iη に対して Re(z − Σ̃) =

E ′b に極を持つ. 対角部の自己エネルギーを考えない場合は Σ̃ = 0だから,渦内部には b に

対して線形分散の準粒子が局所的に存在していることが分かる. この状態は超伝導-常伝導
接合面等に出現する Andreev束縛状態の一例になっており,以下のような定性的な理解が
可能である. 接合系においての Andreev束縛状態を考えると,秩序変数の大域的な位相が
180度異なる超伝導状態が薄い常伝導状態 (秩序変数すなわちペアポテンシャルが 0であ
る領域)を挟んで接合しているとき,常伝導状態の中に零エネルギー束縛状態が出現する.
簡単化して渦を常伝導状態とみなせば,渦の中心ではこの状態が実現しているとみなせる
から,渦の内部には零エネルギー束縛状態が存在していることが分かる [139, 140].
準粒子は渦の中に局所的に束縛されているから, その準位は離散的である. 渦芯束
縛状態が作る離散準位は Caroli, de Gennes, Matricon らによって求められ [56], Caroli-
de Gennes-Matricon 準位 (CdGM 準位) 呼ばれる. CdGM 準位の準位間のエネルギー差
δE は

δE ∼
∆2

µF
∼

∆

kFξ
(3.48)

である. 準古典理論が適用できるような多くの超伝導は kFξ � 1であるため, CdGM準位
は連続スペクトルとみなせることが多い. 一方 kFξ0 が小さい系においては走査型トンネル

分光 (Scanning Tunneling Spectroscopy, STS) によって離散スペクトルが実際に観測され
ている [141].
s 波超伝導の (渦度 1の)渦の CdGM準位の最低エネルギー準位は δE/2である [56]が,
カイラル p 波を含む一部の超伝導 (トポロジカル超伝導)では最低エネルギー準位は 0で

ある [37–39]. この準粒子は生成演算子と消滅演算子が同じである Majorana 準粒子 [36]
であるため,非可換統計性 [39]などの新奇な物性を示すことが期待されており,このよう
な系は現在盛んに研究されている [142–144].
図 3.4に, (kFξ � 1の場合の)渦内準粒子の分散関係の概念図を示す. 通常の渦は円筒対
称であるから,準粒子が持つ角運動量は準粒子を記述する上でよい量子数になっている. 衝
突径数 b は古典的な角運動量に相当しているから,渦において分散関係を描く場合には状
態を示す指標として b を取ることが多い. 衝突係数 b を持つ準粒子が周波数 ω を持つこと

は,物理的には直径 ξ 程度の領域に束縛された角運動量 b を持つ準粒子が角周波数 ω で歳

差運動していると理解できる (図 3.5)[145]. b が小さい,すなわち渦に近い準粒子は b に対

して線形の分散を持ち,また b が大きい,すなわち渦から離れた準粒子は b が大きくなるに

つれてバルクのバンド (ギャップ端)へと近付き,最終的に分枝はギャップ端の状態に融合
する. ギャップ内部の分散の分枝が一本なのは渦が 1巻きであることおよびスピンが縮退
していることによる. 分枝の数はトポロジカルに保護されており,バルクの状態が壊れるよ
うなことがなければ, b がよい量子数でなくなることはあっても,分散のおおまかな形自体
は変わらない*17.

*17 例えば [18].
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図 3.4: 渦内準粒子の分散関係の概念図. 衝突径数 b および周波数 ω の特徴的な値はコヒー

レンス長 ξ とエネルギーギャップの大きさ (ペアポテンシャルの大きさあるいは転移温度
Tc)である.

図 3.5: 準粒子束縛状態の物理的解釈.

3.1.4 Kramer-Pesch効果

eilα の成分を持つペアポテンシャルのギャップ方程式

∆(iϵm ,r ) = N0kBT
∑
n
〈ve−ilα f (iϵn ,α ,r )〉α (3.49)

を考える. 簡単のため Σ̃ = 0としm = 1の渦に対して (3.47)を代入すると

∆(iϵm , r ,ϕ) = 2πN0vkBT
e−u(r )

C

∑
n

〈
−ieiα

iϵn − E ′r sin(ϕ − α)

〉
α

(3.50)

となる*18. 渦の中心に十分に近い (E ′r � kBT /~)ときは

∆(iϵm , r ,ϕ) ' 2πN0vkBT
e−u(r )

C

∑
n

〈
−ieiα

iϵn

(
1 +

E ′r sin(ϕ − α)

iϵn

) 〉
α

= πN0vkBT
e−u(r )

C

∑
n

E ′r eiϕ

ϵ2n

' ∆∞eiϕ r

ξ1
(3.51)

*18 r = r (cosϕ, sinϕ) とした.



52 第 3章 渦の解析

図 3.6: 渦における “回復長” ξ1.

となる. ここで ξ1 は

ξ−11 '

(
N0v~

4π

∑
n

1
(2n + 1)2

)
E ′

kBT
∝
~E ′

kBT
(3.52)

である. E ′ は定義より

E ′ =
4∆∞

~vF

∫ sc

0
ds ′h(s

′)

s ′
e−u(s ′)

C
(3.53)

である*19. 十分低温では (3.52)より ξ1 � ξ となり,ペアポテンシャルは非常に早く回復す
るから, (3.53)の積分を ∫ sc

0
ds ′ e

−u(s ′)

C

h(s ′)

s ′
∝
∆∞

~

∫ ξ

ξ1
ds ′ 1

s ′
(3.54)

としてもよいだろう. すなわち ~vF/∆∞ ' ξ と併せると

~E ′ ∝
∆∞

ξ
ln ξ

ξ1
(3.55)

ξ1
ξ

∝
kBT

∆

1
ln(ξ/ξ1)

'
kBT

∆

1
ln[∆/(kBT )] + ln ln(ξ/ξ1)

'
kBT

∆

1
ln[∆/(kBT )]

(3.56)

が得られる. ξ1 は渦におけるペアポテンシャルの “回復長”とみなせるから (図 3.6), (3.56)
は低温で渦の半径が温度 T にほぼ比例して収縮していくことを意味している. この現象は
Kramer-Pesch効果 [136, 146, 147]と呼ばれ,実験でも観測されている [148].

3.1.5 不純物効果

一様系の s 波超伝導では Andersonの定理 [149]が成立しており不純物の影響は小さい
ことが知られているが,渦に対しては必ずしもそうではなく,不純物が小さくない影響を与
えることが知られている.
前述のようにカイラル p 波超伝導の渦は平行渦と反平行渦で物性が大きく異なること

が予想されている. 不純物に対しても,平行渦と反平行渦は大きな差異を見せる. 不純物が
ユニタリ的な非常に強い不純物でないならば*20,反平行渦の渦内束縛状態は不純物耐性を

*19 m = 1 としている.
*20 不純物がニユニタリ散乱体として記述できる場合には反平行渦も耐性を失なう [150–152].
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(a)反平行渦 (lz = 0)
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(b)平行渦 (lz = 2)
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図 3.7: (弱結合)カイラル p波超伝導の Kramer-Pesch効果に対する不純物の影響 (κ−1 = 0).

持つ. その一方で平行渦はバルク, あるいは s 波の渦と同様に不純物に対して敏感である

[38, 128, 129, 133, 151–156]. このことは, 3.1.3節の議論において,不純物自己エネルギーの
項加えることにより示すことができる [152, 153]. 2.2.6節で議論した不純物効果は非ユニ
タリ的であるから, (2.133)による自己エネルギーに対して反平行渦の渦内束縛状態は耐性
を持つ.
3.1.4節で示したように Kramer-Pesch効果は低エネルギーの状態が重要な現象であるた
め,渦の収縮の具合によって不純物の低エネルギー状態への影響の程度を見ることができ
る [128, 154]. 図 3.7では (弱結合)カイラル p 波に Born的な不純物を加えた場合の “回復
長” ξ1 の温度依存性を示している. 反平行渦では図 3.7aのように低温では不純物が効かな
くなっているのに対し,平行渦では図 3.7bと振る舞いが異なり,不純物が多い場合に低温
での渦の収縮が抑制されていることが分かる.
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第4章

強結合超伝導の渦

本章では,本研究によって得られた結果について述べる.

4.1 対象とする系
本節では本研究の対象とする模型および数値計算の手法を述べる.

4.1.1 本研究で用いる模型

本研究ではフォノン機構による超伝導模型を採用した. これはギャップ方程式に周波数
依存性を加えて Eliashberg方程式で記述することが必要となる模型の中で,フォノン機構
による模型が最も簡単なものと考えられるという理由による. 有効相互作用として s 波超

伝導に関しては一般的に使用される

U (iϵn , ϵn′,k,k ′) =
Aω2

0

(ϵn − ϵn′)2 + ω2
0

(4.1)

またカイラル p 波超伝導に関しては二次元等方的な Fermi面を持つとして

U (iϵn , ϵn′,k,k ′) =
Aω2

0

(ϵn − ϵn′)2 + ω2
0

× 2 cos(α − α ′) (4.2)

の形を仮定した. ここで k = kF(cosα , sinα), k ′ = kF(cosα ′, sinα ′) とし, またフォノン
(Bose粒子)は Einsteinフォノンとして ω0 はフォノン運動量によらない定数とした. Aは
結合定数であり, 実際の計算では ω0 を決めたときに Tc が 1 になるように決定した (付録
B.2). (4.2)の形は, p波引力成分が存在する有効相互作用から,ちょうど s波引力成分がキャ

ンセルするように有効 Coulomb 斥力 µ∗ を差し引くことによって作ることができる*1. U
が与えられればギャップ方程式 (2.100)より自己エネルギー Σ̌ は Green函数 д̌から

Σ̌(iϵn , k̂,r ) = kBN0T
∑
n′

〈
U (iϵn − iϵn′, k̂, k̂ ′)д̌(iϵn′, k̂ ′,r )

〉
k̂ ′
, (4.3)

で得ることができる.
本研究では超伝導機構をフォノンとしたが,有効電子間相互作用が (4.1),(4.2)の形で近似
でき,準古典近似が成立する条件 kBTc, ~ω0 � µF を満たす系であれば, BCS理論が電子間

*1 本来は電子密度等の条件が課せられるはずだが簡単のため無視をする.
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Eilenberger 方程式 Maxwell 方程式ギャップ方程式
(Eliashberg 方程式)

図 4.1: 自己無撞着な計算の流れ.

引力の起源を問わず適用可能であるのと同様に,本研究の結果は引力の起源を問わず一般
的に適用可能であると考えられる. またフェルミ粒子と Bose粒子の結合が弱ければ, ω0 の

極限を取った弱結合の形が普遍性を持つと考えられるから, 少なくとも ω0 がある程度の

大きさを持っていれば, ω0 は弱結合の極限からのずれを記述したものと考えられ, (4.1)お
よび (4.2)の形はやはり一定の普遍性を持っていると考えられる.
本研究では準古典理論を用いて孤立渦を解析した. 系としては s 波およびカイラル p 波

であるため, Eilenberger方程式は 2 × 2行列の形をしている (2.99)

i~vF · ∇д̌(iϵn , k̂,r ) +
[
i~ϵnτ̌3 + qvF ·A(r )τ̌3 − Σ̌(iϵn , k̂,r ), д̌(iϵn , k̂,r )

]
= 0, (4.4)

を使用することができる. 電磁場に関しては電流の式 (2.113) および Maxwell 方程式
(Ampèreの式)

j(r ) =
∑
ς

j(r , ς)

= qkBT
∑
ϵn

〈
N0vF[д(iϵn , k̂,r ) − д̄(iϵn , k̂,r )]

〉
k̂

(4.5a)

∇ × [∇ ×A(r )] = µ0j(r ) (4.5b)

に従った. 電磁場に関しては三次元で考え, z 軸方向は一様であるとした. 系に不純物を加
える場合は, (2.133)に従って不純物の効果を自己エネルギーを介して加えることとした.

4.1.2 数値計算

本研究の数値計算では全て特徴的な温度 (エネルギー) として Tc (kBTc), 速度として vF,
長さとして ξ0 = ~vF/(kBTc)を採用し, Tc = 1 (kBTc = 1), vF = 1, ξ0 = 1の単位系で計算を行

なった. 電磁気的な量として Ginzburg-Landauパラメータ (に比例するパラメータ) κ を

κ−2 = ξ 20
~v2

Fq
2N0

µ0
(4.6)

と定義した. 渦の自由エネルギー (バルクからの自由エネルギー差)は κ の対数で発散する

ため (付録 A.3),自由エネルギーを計算するためには有限の κ を設定する必要がある. また
孤立渦に対する数値計算を行なう際には境界条件としてバルクを取るが, κ が小さいほど
バルクが距離的に近くなるため,実際の物理系からの要請がある場合や κ の依存性を見る

必要がある場合を除けば κ が小さい方が数値計算には都合がよい. 本論文では必要がある



4.2 自己エネルギーの対角成分 57

場合は κ−1 = 0.4を取った*2.
座標系としては,渦が原点に位置する円筒座標系を用い,また自由エネルギーの空間積分
の精度を高めることを目的として,動径方向の格子点として Gauss-Lobatto則の積分点を
変数変換したものを用いた. また必要がない場合は円筒対称性を仮定して,ギャップ方程式
はある角度に固定した動径方向のみ行ない,それ以外の角度は適宜空間座標に由来する位
相を付けることによって求めた.
Eilenberger方程式を変形した Riccati型の微分方程式を解く際には,経路に沿って四次-
五次の可変ステップ幅 Runge-Kutta法 (Dormand-Prince法)[157]を用い,初期条件は (3.8),
(3.9)を使用した. 実周波数での計算では収束因子として η = 0.01kBTc を用い,またギャッ
プ方程式の松原周波数のカットオフ ϵc は 20kBTc を取った.
系の境界条件として, Green函数および自己エネルギーの対角部分は考えている系の外
側ではバルクの値を取るとした. ただしペアポテンシャルは実空間での渦に起因する位相
e±iϕ を持つとした*3. カイラル p 波の場合, v = vF(cosα , sinα) およびバルクに存在する
ペアポテンシャル成分の α 依存性すなわち e±iα と併せると, e±iϕ と e±iα の組み合わせに

よって平行渦と反平行渦が選ばれる. また考えている領域の中での磁束は磁束量子 1 個
分として,領域の外側ではベクトルポテンシャル Aとしてその漸近形の値を用いた. また
Green函数から求めた電流 jからMaxwell方程式 (4.5)を用いて, Poisson方程式

−∇2(qA) = 2q2µ0N0kBT
∑
ϵn

〈vFд(iϵn , k̂,r )〉 (4.7)

を解くことにより, 考えている計算領域内部の Aを求めた. Poisson方程式を解く際には,
数値計算ライブラリとして Eigen[158]を用いた. 自己エネルギー Σ̌ と Aを用いて自由エ

ネルギーを求める際には,式 (2.118)を用いた. s 積分は 15点 Gauss-Kronrod則 [159]を用
いて行なった.
以上を組み合わせて,本研究では Σ̌,Aおよび д̌に関する自己無撞着な数値計算を行なっ

た (図 4.1). 繰り返しの打ち切りは 1 × 10−4Tc を目安に行なった. また自己無撞着計算の繰
り返し計算の際,自己エネルギーに対して加速および安定化のため Anderson加速法 [160,
161]を用いた.

4.2 自己エネルギーの対角成分
本節では,準古典理論かつ弱結合理論の下においても,カイラル p波超伝導の渦では自己

エネルギー対角成分が ∆ と同じ程度の大きさで生じることを示す. Kramer-Pesch近似が
成立する範囲ではこの結果は拡張可能であり,スピン一重項超伝導体では自己エネルギー
対角成分を考慮する必要は基本的にはない*4一方で, スピン三重項超伝導体では一般に弱
結合の場合でも自己エネルギー対角成分が有限の大きさで生じることが示される. 本節の
計算は全て渦が円筒対称性 (あるいはペアポテンシャルの対称性から要請される回転対称
性*5.)を持つことを仮定して行なっている.

*2 これは Sr2RuO4 の侵入長と同じ程度の大きさである [17].
*3 f , f̄ にもペアポテンシャル由来の位相が付く.
*4 強結合 s 波の場合はバルクにおいてももともと考慮する必要がある.
*5 例えば dx 2−y2 波であれば四回回転対称性
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4.2.1 弱結合の場合

渦中心付近の自己エネルギーを考えるため,弱結合 s波のギャップ方程式

Σ(r ) = N0kBT
∑
n
v 〈д(iϵn ,α ,r )〉α (4.8)

に дの Kramer-Pesch解 (3.46)を代入すると

Σ(r ,ϕ = 0) = N0kBT
∑
n
v

〈
2πe−u(r )/C

iϵn + E ′r sinα

〉
α

= vN0kBT
∑
ϵn>0

∫
dα

(
1

iϵn + E ′r sinα +
1

−iϵn + E ′r sinα

)
e−u(r )

C

= vN0kBT
∑
ϵn>0

∫ +π
−π

dα 2E ′ sinα
ϵ2n + E ′2r 2 sin2 α

e−u(r )

C

= 0 (4.9)

となる. Σ は円筒対称であることを用い,最終行は分子が奇函数,分母が偶函数であること
から言える. バルクでも弱結合ならば Σ は値を持たないから,少なくとも渦の系において
は,弱結合 s 波では自己エネルギー対角成分は非常に小さいと考えられる.
一方,カイラル p 波のギャップ方程式

Σ±(r ) = N0kBT
∑
n
v 〈e∓iαд(iϵn ,α ,r )〉α (4.10)

に渦内部の Kramer-Pesch解 (3.46)を代入すると

Σ±(r ,ϕ = 0) = N0kBT
∑
n
v

〈
e∓iα 2πe−u(r )/C

iϵn + E ′r sinα

〉
α

= N0kBT
∑
ϵn>0

4ve−u

C

∫
dα (cosα ∓ i sinα) sinαE ′r

(E ′r sinα)2 + ϵ2n

= ∓8iπv e−u

CE ′r
N0kBT

∑
ϵn>0

(
1 −

ϵn/(E
′r )√

ϵ2n/(E ′r )2 + 1

)
. (4.11)

よって十分に渦の中心の近く,すなわち E ′r � ϵn であれば

(4.11) ' ∓4iπv e−u

C
N0kBT

∑
ϵn>0

1

ϵ2n
E ′r

= ∓
iπ~2N0ve−u

2CkBT
E ′r (4.12)

であり, Σ は座標に依存した値を持つ. すなわちカイラル p波の場合には s 波の場合と異な

り,渦内部では自己エネルギー対角成分が値を持ってもよい.
自己無撞着な数値計算によって得られた弱結合 s 波およびカイラル p 波の自己エネル

ギーを図 4.2, 4.3 に示す. s 波の場合は Σ は常にほぼ 0 である一方で, p 波の場合は中心
からある程度離れた渦の内部で ∆ ' kBTc と同じ程度の大きさの値を持っていることが分

かる.
カイラル p 波では渦内部では Σ が値を持つが,しかし低エネルギー状態への影響は小さ
いと考えられる. 一つ目に, (4.12)より r → 0で Σ → 0より渦中心にピークを持つ零エネ
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図 4.2: 弱結合 s 波の自己エネルギー (κ−1 = 0, T /Tc = 0.3).

(a)反平行渦 (lz = 0)
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(b)平行渦 (lz = 2)
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図 4.3: 弱結合だが自己エネルギー対角成分を含めたときのカイラル p 波超伝導の渦の自

己エネルギー (κ−1 = 0, T /Tc = 0.3).

ルギー状態に対する Σ の影響は小さいであろう. ただし Green函数には sで積分した形で
入ってくるため, これだけでは影響を議論するには不十分である*6. 次に (4.12) から, カイ
ラル p 波では渦の中心近くの Σ は

Σ(α , r ,ϕ) ∝ i
(
e+iα−iϕ − e−iα+iϕ

) e−u(r )

C
r

= 2 sin(ϕ − α)
e−u(r )

C
r (4.13)

であるが,渦中心を通る準粒子は α = ±ϕ であるから Σ は r によらず 0である. よって渦
芯に局在する 0エネルギー状態に対しては Σ の影響は小さいと考えられる. また,このこ
とは Σ̃ の定義からも確認できる. Σ は Σ±(r )e±i(α−ϕ) の ϕ 依存性を持っているから, ∆と同
様に,原点の近くではある函数 σ を用いて b に関する最低次の摂動を σ (|s |) sgn(s)と書く
ことができる. よって Σ̃ を評価すると

Σ̃ ∝

∫ sc

−sc
ds ′σ (|s ′ |) sgn s ′ e

−u(s ′)

C
= 0 (4.14)

*6 カイラル p 波の渦に対するユニタリ散乱体の不純物効果は, s に沿って値を積分した項で Green 函数に
入ってくることが重要な帰結を与える [152].
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(a)反平行渦 (lz = 0)
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(b)平行渦 (lz = 2)
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図 4.4: 弱結合カイラル p 波超伝導 (自己エネルギー対角項あり) の Kramer-Pesch 効果に
対する不純物の影響 (κ−1 = 0).

となる. すなわち Σ のカイラル p 波の渦では低エネルギー状態への影響は大きくないと考

えられる. Σ を入れて円筒対称性を課したカイラル p 波平行渦および反平行渦の “回復長”
ξ1 の温度変化を図 4.4に示す. Σ を入れない場合と比較して,平行渦も反平行渦も定性的な
違いは生じていない.

4.2.2 一般化

三次元の系を含めて,前小節での結果の一般化を試みる. 本小節では φ, θ を Fermi面上
での運動量の位置 (角度) すなわち k̂ = (sinθ cosφ, sinθ sinφ, cosθ ), l ,m をそれぞれ角運
動量の方位量子数,磁気量子数を表わすことにする*7. また簡単のため,スピン一重項ある
いは三重項であっても 2 × 2の Eilenberger方程式として解ける系を考える.
三次元で等方球面である Fermi面を仮定する. このとき弱結合ギャップ方程式は

Σ̌(θ ,φ,r ) = N0kBT
∑
ϵn

∫ π

0
dθ ′

∫ 2π

0
dφ ′ sinθ ′

4π
v(θ ,φ,θ ′,φ ′)д̌(iϵn ,θ ′,φ ′,r ) (4.15)

*7 s 波,二次元カイラル p 波の結果から,実空間の渦の渦度は間接的な寄与しかないことが分かる.
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である. 渦の方向を z 軸方向に取ることにして球面調和函数 Ylm で v を

v(θ ,φ,θ ′,φ ′) =
∑
l=0

l∑
m=−l

clmYlm(θ ,φ)Y
∗
lm(θ

′,φ ′) (4.16)

と展開し, (4.15) に Kramer-Pesch 解 (3.46) を代入する. 球面調和函数 Ylm は Legendre 陪
函数 Plm を用いて

Ylm(θ ,φ) = Plm(cosθ )eimφ (4.17)

と書くことができることに注意し, カイラル p 波の場合と同様に Σ(θ ,φ, r ,ϕ) =

Σ±(θ ,r )e±iφ∓iϕ と書くとする. φ 積分に着目すると*8

Σ±(ϕ = 0) ∝
∑
ϵn

∫ 2π

0
dφ e∓imφ

iϵn + E ′r sinφ

=
∑
ϵn>0

∫ 2π

0
dφ e∓imφE ′r (e+iφ − e−iφ )/i

(E ′r sinφ)2 + ϵ2n

=
4i
E ′r

∑
ϵn>0

∫ 2π

0
dφ e∓imφ (eiφ − e−iφ )

e2iφ + e−2iφ − 2 − 4ϵ2n/(E ′r )2
(4.18)

となる. Σ± のそれぞれに対して z = e∓iφ と定義*9として変数変換を行なうと積分は

(4.18) = ∓
4
E ′r

∑
ϵn>0

∮ dz
z

zm(z − 1/z)

z2 + z−2 − 2 − 4ϵ2n/(E ′r )2

= ∓
4
E ′r

∑
ϵn>0

∮
dz zm(z2 − 1)

z4 − [2 + 4ϵ2n/(E ′r )2]z2 + 1

= ∓
4
E ′r

∑
ϵn>0

∮
dz zm(z2 − 1)

(z2 − p2)(z2 − q2)

= ∓
4πi
E ′r

∑
ϵn>0

[
pm(p2 − 1) − (−p)m(p2 − 1)

p(p2 − q2)

]
(4.19)

ここで複素積分 z の経路は半径 1の円周上であり, p, q (0 < p < 1 < q)を分母の四次方程
式の解,すなわち

p
2 = 1 + 2ϵ2n/(E

′r )2 − 2
√
ϵ4n/(E ′r )4 + ϵ2n/(E ′r )2 (4.20a)

q
2 = 1 + 2ϵ2n/(E

′r )2 + 2
√
ϵ4n/(E ′r )4 + ϵ2n/(E ′r )2 (4.20b)

とした. (4.19) から, Σ± はm が奇数のときのみ有限の値を持ちうることが分かる. s 波か
ら f 波まで (0 ≤ l ≤ 3)を考えることにすると, Σ± が値を持ってもよい l とm の組み合わ

せは

(l ,m) = (1,±1), (2,±1), (3,±1), (3,±3)

である.
次に θ の積分を考える. E ′ や Green 函数全体の係数の中に入っている θ の依存性

は, 渦に直交する面に射影した |vF |(|sinθvF |) を通したものである. よって Jacobian の

*8 r > 0 とする.
*9 複合同順
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表 4.1: (規格化されていない) Legerdre 陪函数 Plm(cosθ ) の具体形 [162] (−m での形はm

のそれと同じ).

l m Plm(cosθ )
0 0 1
1 0 cosθ
1 1 sinθ
2 0 (1 + cos 2θ )
2 1 sin 2θ

2 2 (1 − cos 2θ )
3 0 (− cosθ + 5 cos 3θ )
3 1 (sinθ + 5 sin 3θ )

3 2 (cosθ − cos 3θ )
3 3 (3 sinθ − sin 3θ )

表 4.2: スピン三重項超伝導のペアポテンシャル対称性と渦内の自己エネルギー対角項.

(l ,m) d ベクトル 対角項

(1, 0) kzex , kzey , kzez 7

(1, 1) kxex , kxey , kyex , kyey , (kx ± iky )ez 3

(3, 0) k3zex , k3zey , k3zez 7

(3, 1) k2z (kx ± iky )ez ,など 3

(3, 2) kz (kx ± iky )2ez ,など 7

(3, 3) (kx ± iky )3ez ,など 3

sinθ と Plm(cosθ ) を除いた被積分函数は θ − π/2 の偶函数である. このことに注意す
れば Plm(cosθ ) の具体形 (表 4.1) より, ただちに (l ,m) = (2,±1) の場合は積分が消え*10,
(l ,m) = (1,±1), (3,±1), (3,±3)の場合は積分が消えず値が残ることが分かる.
以上より Kramer-Pesch近似による Green函数の近似が妥当と考えられるときには,以
下が言える. まずパリティが偶の超伝導すなわち s 波, d 波の場合は自己エネルギー対角項
は少なくとも弱結合の場合には生じない. パリティが奇の超伝導すなわち p 波, f 波の場合
には,渦の向きに直交する平面上でパリティが奇の成分があればその成分が Σ として出現

する. 具体的には (l ,m) = (1,±1), (3,±1), (3,±3),およびこれらの線形結合で表わされる成
分が含まれる場合に,準古典理論かつ弱結合の場合であっても Σ が出現しうる.
表 4.2 に, 上記の議論から得られる自己エネルギー対角部分を考慮しなければならない
ペアポテンシャルの対称性をまとめた. ただしこれら以外でもペアポテンシャルと Fermi
面の対称性が異なるような特殊な場合には考慮する必要があると考えられる. また本小
節での議論は全ての場合について成立はしていない. 例えばヘリウム 3-B 相の対称性
d = kxex + kyey + kzez およびそれに類する対称性を持つ超流動・超伝導においては, 後
述のように円筒対称性を自発的に破る分裂した渦が安定に出現することが知られており,

*10 (l,m) = (2, ±1) は赤道にノードがあるため,二次元系は考えにくい.
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図 4.5: 強結合 s 波の自己エネルギー (~ω0 = 3kBTc, κ−1 = 0, T /Tc = 0.3).

(a)反平行渦 (lz = 0)

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 1 2 3 4 5

Σ̌
/k

BT
c

r/ξ0

∆+
∆−
iΣ−

(b)平行渦 (lz = 2)

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 1 2 3 4 5

Σ̌
/k

BT
c

r/ξ0

∆+
∆−
iΣ−

図 4.6: 強結合カイラル p 波超伝導の渦の自己エネルギー (~ω0 = 3kBTc, κ−1 = 0, T /Tc =
0.3).

その場合には本小節の議論は直接適用できない. またノードがある場合にノード近傍で
Kramer-Pesch近似が成立しているかは自明ではない*11. これらの場合に,自己エネルギー
対角項の具体的な振る舞いは今後の課題であろう.

4.2.3 強結合の場合

図 4.5に強結合 s 波 (ω0 = 3)の零エネルギーでの自己エネルギー ∆(ω = 0),Σ(ω = 0)を

示す. ∆は強結合性の影響で Tc に比べて大きくなっているが,一方で Σ は 0のままである.
バルクでは iϵn ↔ −iϵn の対称性より Σ(ω = 0) = 3kBTc であるが,渦内部でもこの対称性
は保たれている. すなわち強結合性として自己エネルギーに周波数依存性を導入した場合
でも,それによる渦内低エネルギー状態への影響は小さい.
カイラル p波の場合も,運動量に対する依存性が変わらないため,弱結合の場合と同じく
中心を通る準古典経路に対しては自己エネルギー対角成分は効かない (存在しない) と考
えられる. 図 4.7に強結合 p 波 (ω0 = 3kBTc)の自己エネルギーを描いた. 対角部の自己エネ

*11 このことは d 波超伝導の場合にも考えなければならない. ただし dx 2−y2 超伝導の場合にも Kramer-
Pesch 近似を用いた解析が上手くいくことが知られており [163–165],多くの場合 Kramer-Pesch 近似の
適用は可能であると思われる.
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図 4.7: 強結合カイラル p 波超伝導の Kramer-Pesch 効果に対する不純物の影響 (~ω0 =

5kBTc, κ−1 = 0).

ルギーは弱結合のそれよりも増大しているが,この場合でもやはり定性的な差異は見られ
ない. カイラル p 波平行渦および反平行渦の “回復長” ξ1 の温度変化を図 4.7に示す*12. 周
波数依存性を加えた場合でも,定性的には弱結合の場合 (図 3.7および図 4.4)と変わらない
ことが分かる. すなわち強結合効果は渦内部の低エネルギー状態に定性的な影響は与えて
いないと考えられる.

4.3 円筒対称性を破る渦
前節では円筒対称な渦に対して,自己エネルギー対角部分を導入した場合に,特に渦内部
の低エネルギー状態がどのような変更を受けるかを考察し,一般にスピン三重項超伝導の
渦においては自己エネルギー対角成分 (Fock)項が生じうることを得た. その一方で s 波お

よびカイラル p波に関しては,少なくとも不純物効果に対しては,自己エネルギー対角成分
の導入による質的な変化を見出せなかった.
本節では円筒対称性を仮定せずに数値計算を行なうことにより見出された,円筒対称性
を自発的に破る渦について述べる.

*12 周波数 ϵn=1 = πkBT /~ のペアポテンシャルで計算した.



4.3 円筒対称性を破る渦 65

4.3.1 誘起成分の分裂

カイラル p 波超伝導の平行渦において, 渦内部の誘起成分は対称性より渦度 3 を持つ
(図 3.1). 通常,渦度が大きな量子渦は渦度が 1の渦と比較して不安定であり,渦度 3の渦は
すみやかに分裂して 3 本の渦度が 1 の渦になることが期待される. ただしこの系では, 渦
度 3を持つ渦の成分は渦度 1を持つ主要成分の渦に付随して生じる誘起成分である. 誘起
成分はバルクには存在せず,また渦内での大きさも主要成分に比較して小さい (図 3.2). そ
のため,この系では誘起成分の渦が渦度 3のままであることの不安定性は小さく,系は円筒
対称性を保ったままであってもよいとも考えられる. 実際に円筒対称性を仮定せずに準古
典理論の計算を行なった先行研究 [130]が存在するが,そこでは分裂は見出されていない.
本研究でも,自己エネルギー対角項を導入しなかった場合には,先行研究 [130]と同じく
平行渦における誘起成分の有意な分裂は見出されなかった. 一方,本研究においては,これ
までの研究とは異なり,自己エネルギー対角項を導入した場合,あるいは強結合効果を導入
した場合の計算も行なった. 本研究ではその結果として,初期状態に対する依存性はあるも
の,自己エネルギー対角項の存在下では平行渦の誘起成分が分裂すること,すなわち円筒対
称性が自発的に破れた渦が安定な解として存在することを見出した.
図 4.8に, T = 0.3Tc, κ−1 = 0.4で自己無撞着に計算して得られた,自発的に円筒対称性を
破る平行渦の自己エネルギーを表示した. 図 4.8c, 4.8dから,系の三回回転対称性は誘起成
分の分裂に由来しており,自己エネルギー対角成分が存在する場合には渦度 3の渦が一本
あることよりも渦度 1の渦が三本ある方が,誘起成分にとって有利であることが示唆され
る. また図 4.8e, 4.8fには自己エネルギー対角成分 Σ を示した. 円筒対象の場合と同様に Σ

は渦の近辺で一定の大きさを持っていることが分かる.
原理的に測定可能な物理量の例として図 4.9に磁場, 4.10に電流を示した. どちらも円筒
対称性を破り三回対称の形を取っており,この系が確かに円筒対称性を破っていることが
分かる.
分裂した渦の安定性を議論するために, (2.118)を用いて系の自由エネルギーを計算した.
図 4.11に,強結合 p 波 (~ω0 = 3kBTc, κ−1 = 0.4)の反平行渦,円筒対称な平行渦,円筒対称性
を破った平行渦の,それぞれの自由エネルギー (バルクの自由エネルギーからの差)の温度
変化を示した. 高温 (T /Tc = 0.5))では円筒対称性を破る渦を安定に得ることはできなかっ
た. これは高温では円筒対称でない渦が円筒対称な渦に比べて不安定化していることを意
味していると考えられる. このことは,この系に対応する Ginzburg-Landau方程式のパラ
メータ*13の下では円筒対称の渦が生じるという先行研究 [166]の結果と矛盾しない. 低温
では平行渦に関しては円筒対称性を破った方が自由エネルギーが低くなり,円筒対称な渦
に比べて安定化していることが分かる. すなわち,十分に低温では平行渦は円筒対称性を破
ることが分かる. また初期値への依存性は円筒対称性のある渦とない渦がともに準安定で
あり, これらの間の転移が一次相転移的に振る舞うことを示唆している. ただし円筒対称
性を破った平行渦が円筒対称な渦より安定になった場合でも,反平行渦の方が自由エネル
ギーが低いため,平行渦は引き続き反平行渦に対して準安定状態である. そのため,この転
移を一次転移と呼ぶことはできない.

*13 付録 A.1,A.2.
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図 4.8: 円筒対称性が破れた平行渦の自己エネルギー. Σ− は Σ+ の位相を反転させると得ら

れる. (~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3, ~ω/(kBTc) = 0.0 + iη).
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図 4.10: 円筒対称性が破れた渦の電流
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図 4.11: 強結合 p 波 (~ω0/(kBTc) = 3, κ−1 = 0.4)の渦の自由エネルギーの温度依存性. 円筒
対称な平行渦: 赤い丸,円筒対称性を破った平行渦: 青い三角,反平行渦: 黒い四角.

図 4.12 に, Tc を固定して, Bose 粒子の周波数 ω0 を変化させたときの, 渦の自由エネル
ギーの ω0 依存性を示した. 図 4.12より,この温度と ω0 の範囲では ω0 によらず常に円筒

対称性を破った方が安定であり,依存性を入れない場合 (1/ω0 = 0, i.e.,弱結合の場合)でも
分裂した渦が安定に存在できてることが分かる (図 4.13に,自己エネルギー対角項を含め
て計算したときの弱結合における自己エネルギーを示した.). このことによっても,回転対
称性が破れた原因としては自己エネルギー対角項の導入が最も重要であると考えられる.



68 第 4章 強結合超伝導の渦

3.0

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

0 0.1 0.2 0.3 0.4

(J
−
J
0)
/(
k
2 BT

2 c
N
0ξ

2 0
)

kBTc/(ℏω0)

Triangular
Axisymmetric

図 4.12: 強結合 p 波 (κ−1 = 0.4)の T = 0.3Tc での渦の自由エネルギーの ω0 依存性. 円筒対
称な平行渦: 赤い丸,円筒対称性を破った平行渦: 青い三角.

またこの渦は円筒対称性を破っているため b がよい量子数になっていない. 図 4.14に幾
つかの角度 α を固定したときの分散関係を描いた. 円筒対称性の破れを反映し,低エネル
ギーでは b だけでは準粒子のエネルギー ω が明確に定まらず “ぼやけて”しまうことが分
かる.

4.3.2 局所状態密度

図 4.15に零エネルギーの局所状態密度 (Local Density Of States, LDOS)

N (ω + iη,r )/N0 = 〈N (ω + iη,α ,r )〉α /N0 (4.21)

を示す. LDOSのピークはペアポテンシャルの主要成分,誘起成分のどちらの中心でもない
場所に存在しており特徴的な空間構造をしている. この構造は零エネルギー束縛状態を作
る準古典経路の包絡線を考えることにより解釈ができる [137, 138].
渦内部の低エネルギー状態は, 定性的には渦を “反転で位相が 180 度変わる” “常伝導の
領域”とみなすことによって, Andreev束縛状態の観点から理解可能である (3.1.3節). 通常
の渦は円筒対称であり,また秩序変数が複数成分ある場合でもその中心では全ての秩序変
数が消えているため, “常伝導とみなせる部分” である渦の中心の位置は渦の運動量 (速度
あるいは準古典経路)の方向によらず一点であり,零エネルギー状態は渦の中心に局在して
いる. すなわち, “渦”のほぼ中心を通り,位相がほぼ 180度変わっている場所を通る準古典
経路は零エネルギー束縛状態を作る.
図 4.16に零エネルギー束縛状態を作る準古典経路を描いた. 通常は零エネルギーに極を
持つ準古典経路は渦の中心を通るのに対して,この系では図 4.16で示されるように原点か
ら離れた場所を走り,その包絡線上で LDOSが大きくなっている.
なぜこのような場所を束縛状態を作る準古典経路が通るかを考えるため, 運動量 (の方
向) α を持つ準粒子にとって自己エネルギーがどのように見えるかを考える. 図 4.17およ
び図 4.18では幾つかの α について主要成分と誘起成分を加えた全自己エネルギー ∆ およ

び Σ を示した. この系では渦の内部で誘起成分が主要成分よりも大きな値を持っているた
め, ∆ の零点は必ずしも主要成分の零点とは一致せず,各運動量 α から見た “渦”すなわち
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図 4.13: 円筒対称性が破れた平行渦 (弱結合だが自己エネルギー対角項あり) の自己
エネルギー. Σ− は Σ+ の位相を反転させると得られる. (~ω0/(kBTc) = ∞, T /Tc = 0.3,
~ω/(kBTc) = 0.0 + iη).
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図 4.14: T /Tc = 0.3における弱結合の円筒対称性を破った渦での, 運動量 α を固定したと

きの準粒子の b と ω の分散関係. それぞれ左から順に α = π/6, π/4, π/3, 5π/12, π/2.
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図 4.15: 円筒対称性が破れた平行渦の局所状態密度 (LDOS) N (r , ~ω/(kBTc) = 0.0 + iη)/N0,
(~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3).

位相特異点の位置は一致していない. (3.46) より零エネルギーにピークを持つ準古典経路
は b = 0の経路だから,この系では各々の α に応じた “渦の”中心を通る準古典経路の上に
零エネルギー束縛状態が実現していると考えられる. 図 4.17には零エネルギーにピークを
持つ準古典経路を重ねて描いた. 実際には Σ が有限であったり ∆が必ずしも対称性のよい

形をしていないためこのような経路は必ずしも “渦”の中心を通るとは限らないが,図 4.17
よりおおむね渦の中心を通っているとみなしてもよいと考えられる. すなわち, Andreev束
縛状態の観点から,図 4.15の空間的に広がった構造は,各運動量によって見えている “渦”
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図 4.16: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3 における零エネルギー束縛状態を作る準古典経路の

集合.

の場所が異なることに由来していると解釈できる.
図 4.18より,零エネルギー束縛状態が通る準古典経路の上では自己エネルギーの対角成
分はほとんど値を持っていないことが分かる. すなわち,分裂した渦の場合でも,零エネル
ギー束縛状態に対する自己エネルギーの対角成分の影響は間接的である.
図 4.19, 4.20 に有限の低エネルギーにおける LDOS と束縛状態を作っている準古典
経路の集合を書いた. 状態密度はやはり三角形の特徴的な形を取るが, これも各運動量
によって見えている “渦” の場所が異なることに由来していると解釈できる. 図 4.21 に
~ω/(kBTc) = 0.3 + iη での幾つかの各運動量におけるペアポテンシャルの絶対値および位
相を表示した. それぞれの運動量においては,変形によるずれはあるものの,通常の円筒対
称で秩序変数の位相の特異点を持つ渦と同じく,有限のエネルギー ω に対応して, “渦”の
中心から有限の衝突径数 b を持つ位置を走る準古典経路上に,準粒子の束縛状態ができて
いると解釈することができる.

4.3.3 実験による検出

本小節では,前小節までで得られた円筒対称性を破った渦の,実験における観測の可能性
について議論する.
まず,この渦は準安定な平行渦の相において出現する. そのため,熱力学的安定な基底状
態の単一ドメインに至る前の, ドメイン構造が保たれた渦糸相を測定する必要がある. 本
研究では単一渦を対象としており,これは巨視的な系の記述においては Hc1 近傍を調べて

いることに相当している. 本研究では渦糸格子を組んだ状態の計算を行なっていないため,
高磁場においてどこまで自発的に円筒対称性を破る平行渦が存在するかは分からない. ま
た本研究の計算では温度を上げると平行渦の円筒対称性が回復し. このことは GL理論に
よっても支持されている. よって本研究で得られた円筒対称性を破る渦の測定には,できる
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図 4.17: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3 における各準古典経路 (方向 α ) に対する自己エネル
ギー非対角部分 ∆(ω = 0,α ,r ) = ∆+(0,r )e+iα + ∆−(0,r )e−iα . 灰色の線は零エネルギーで
束縛状態を作る α 方向の準古典経路. (a), (b): α = 0.0π での ∆ の絶対値 (a)と位相 (b). (c),
(d): α = π/12の ∆ の絶対値 (c)と位相 (d). (e), (f): α = π/6での ∆ の絶対値 (e)と位相 (f).
(~ω0/(kBTc = 3), T /Tc = 0.3).



4.3 円筒対称性を破る渦 73

(a)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

1.0

2.0

(b)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

2.0

4.0

6.0

(c)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

1.0

2.0

(d)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

2.0

4.0

6.0

(e)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

1.0

2.0

(f)

−2 −1 0 1 2

x/ξ0

−2

−1

0

1

2

y
/ξ

0

0.0

2.0

4.0

6.0

図 4.18: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3 における各準古典経路 (方向 α ) に対する自己エネル
ギー対角部分 Σ(ω = 0,α ,r ) = ∆+(0,r )e+iα + Σ−(0,r )e−iα . 灰色の線は零エネルギーで束
縛状態を作る α 方向の準古典経路. (a), (b): α = 0.0π での Σ の絶対値 (a) と位相 (b). (c),
(d): α = π/12の Σ の絶対値 (c)と位相 (d). (e), (f): α = π/6での Σ の絶対値 (e)と位相 (f).
(~ω0/(kBTc = 3), T /Tc = 0.3).
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図 4.19: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3における各エネルギーでの LDOSとエネルギー束縛状
態を作る準古典経路の集合. (a), (b): ~ω/(kBTc) = 0.1 + iη での LDOS (a)と準古典経路 (b).
(c), (d): ~ω/(kBTc) = 0.2 + iη での LDOS (c)と準古典経路 (d). (e), (f): ~ω/(kBTc) = 0.3 + iη
での LDOS (e)と準古典経路 (f).
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図 4.20: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3における各エネルギーでの LDOSとエネルギー束縛状
態を作る準古典経路の集合. (a), (b): ~ω/(kBTc) = 0.4 + iη での LDOS (a)と準古典経路 (b).
(c), (d): ~ω/(kBTc) = 0.5 + iη での LDOS (c)と準古典経路 (d).

だけ低温・低磁場の渦糸相を対象とする必要がある.
具体的な検出方法として幾つかの手段が考えられる. Sr2RuO4 のような二次元電子系

においては,走査型トンネル顕微鏡 (Scanning Tunneling Microscope, STM)/走査型トンネ
ル分光 (Scanning Tunneling Spectroscopy, STS)*14によって LDOS を測定するのが有望で
あると考えられる. 対称性の破れは ξ0 の長さのスケールで生じているから, 空間分解能
の面からは十分に測定可能である. また図 4.22 で示されているように, バルクのエネル
ギーギャップが十分に見える程度のエネルギー分解能があれば (転移温度 Tc が低すぎる

ことがなければ) 三角形, 少なくとも状態密度の三回回転対称性は見えると考えられる.
Sr2RuO4 は正方晶であり四回回転対称な系であるため,渦において三回回転対称性が検出

*14 STM/STS は細い針を物質表面に近付けることによって流れるトンネル電流によって系を測定する装置
であり, 空間, 時間双方に関して非常に高い分解能を持つ重要な測定手法である. 超伝導の渦の測定に
限っても, Hess らによる NbSe2 の渦の測定 [167] を皮切りに,銅酸化物超伝導体 [168–170] や鉄系超伝
導体 [148, 171], YNi2B2C[141] などの様々な系で重要な役割を果たしている.
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図 4.21: ~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3における各準古典経路 (方向 α , α + π)に対する自己エ
ネルギー非対角部分 ∆(~ω/(kBTc) = 0.3+ iη,α ,r ) = ∆+(0.3+ iη,r )e+iα +∆−(0.3+ iη,r )e−iα .
灰色の線は束縛状態を作る α , α + π 方向の準古典経路. (a), (b): α = 0.0π での ∆ の絶対値

(a)と位相 (b). (c), (d): α = π/12の ∆ の絶対値 (c)と位相 (d). (e), (f): α = π/6での ∆ の絶

対値 (e)と位相 (f).
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図 4.22: 円筒対称性が破れた平行渦の, 積分によってエネルギーについて粗視化した局所
状態密度 (LDOS)

∫0.4
0

d[~ω/(kBTc)]N (r , ~ω + iη)/N0, (~ω0/(kBTc) = 3, T /Tc = 0.3).

図 4.23: 渦によって検出されるカイラルドメイン構造.

されれば, 本研究での円筒対称性が破れた渦の直接的な証拠になると考えられる. カイラ
ル p 波超伝導と考えられている Sr2RuO4 では今のところドメイン構造を直接検出できて

はおらず,ドメイン構造の観測は重要な課題とされている. 上記を用いれば, STM/STSを用
いて渦を直接観測することによってドメインの検出ができることが期待される (図 4.23).
また MFM(磁気力顕微鏡, Magnetic Force Microscopy)[172] によって磁場を観測するのも
有望であると考えられる. MFM の分解能は 10 nm 程度までなら可能とされているため,
ξ = 60 nmである Sr2RuO4 の渦の三回回転対称性の検出は可能であろうと考えられる.
またこの系は渦の構造がある温度で変化するため,ドメインが存在する場合には,温度を
変化させることによって系に何らかの巨視的な異常が生じる可能性がある. ただしカイラ
ル p波超伝導の渦は,比較的高磁場の条件下では反平行渦も不安定となり,渦度が 2の渦が
最安定となることが,準古典理論 [173]および GL理論 [174]によって示唆されている. そ
のため,巨視的な系の異常が渦の構造の変化によるものであったとしても,ただちに本研究
において見い出された転移に結び付けることはできない. カイラル p 波超伝導において生

じうる多様な渦の相図の解明は,今後の課題である.
カイラル p 波以外の系でも,本研究で得られた円筒対称性を破る渦が生じる系の候補は
存在する. LaNiC2[175], LaNiGa2[176], Lu5Rh6Sn18[177] は, 超伝導状態において時間反転
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対称性の破れが生じていることが,極 Kerr効果によって観測されている物質である. これ
らの物質の超伝導秩序は,系の対称性と併せて,ヘリウム 3-A1相に似た,スピン偏極した非
ユニタリなスピン三重項秩序である可能性が示唆されている. この秩序状態は上向きスピ
ンのペアあるいは下向きスピンのみがペアを組んで存在しており,存在する方のペアはカ
イラル p 波のように振る舞う秩序である. この系は非ユニタリな系ではあるものの一成分
のみの系であるため,スピンの向きを変える相互作用がなければ一成分のユニタリな場合
と同じ方程式に従う. そのため自発磁化の存在や Fermi面上の (ペアとはスピンが逆の成
分の) 状態密度などの大きく異なる点はあるものの, カイラル p 波の物理のうち自己エネ

ルギー対角成分のようにペアポテンシャルの位相の対称性のみからくるものは,十分に見
える可能性があると考えられる.

4.3.4 他の系との比較

非従来型超伝導の渦は,たとえペアポテンシャルが等方的であったとしても,しばしば自
発的に円筒対称性 (一般には結晶や Fermi面が持つ対称性)を破ることが知られている. 有
名な例として超流動ヘリウム 3が挙げられる.
超流動ヘリウム 3 は不純物*15および磁場がない三次元系では A 相と B 相の二つの相
を取る (図 1.1). A 相では一般に対の軌道角運動 l が空間変調し織目構造 (テキスチャ) を
作る. ヘリウム 3-A 相は自発的に円筒対称性を破る渦を作ることが知られているが, そ
の破れは織目構造によるものであるため, 金属電子の超伝導の系と直接の比較はできな
い. 一方でヘリウム 3-B 相ではコアに A 相が生じる渦と, 自発的に円筒対称性を破り分
裂する “double-core vortex”[182–188] の二種類の渦が生じることが知られている. 前者
は高圧高温領域で実現し, 後者はそれ以外の領域で実現する. B 相におけるこれらの渦は
Ginzburg-Landau理論によって円筒対称で秩序変数の位相の特異点を持つ通常の渦よりも
安定であることが確かめられており,実験的にも存在が確認されている [188].
ヘリウム 3 以外で分裂する渦の可能性が議論されている系として, UPt3 が挙げられる.
この系は f 波超伝導でヘリウム 3-B 相とよく似た対称性を持つと考えられており, この
対称性を仮定した場合にはヘリウム 3-B 相とよく似た分裂した渦が生じることが準古
典理論による数値計算によって予想されている [189]. カイラル p 波超伝導においても,
Ginzburg-Landau 理論を用いて渦の分裂を議論した先行研究が存在している [166]. この
先行研究は, GL自由エネルギーの各項の係数の値が, BCSの弱結合に対応する係数からあ
る程度ずれたときに, 渦の円筒対称性が自発的に破れうると報告している. また全く別の
系として, dx 2−y2 波超伝導である銅酸化物超伝導体でも,走査型トンネル顕微鏡 (Scanning
Tunneling Microscope, STM)による実験により,渦が分裂している可能性が示唆されてお
り [190],その説明を試みた理論 [191]も提出されている.
本研究で得られた円筒対称性を破る渦は,既に知られているこれらの渦とは以下の意味
で “異なった”種類の円筒対称性の破り方をしていると言える.
まず, 銅酸化物超伝導体での理論 [191]は銅酸化物超伝導体のコヒーレンス長が非常に

*15 ヘリウム 3 が超流動化する極低温ではほとんどの物質が固相となってしまい, またヘリウム 4 は絶対
零度でも低圧ならば固体化しないがヘリウム 3 と相分離してしまうため,不純物の導入は通常の方法で
は難しい. しかし現在はシリカエアロジェロ中でヘリウム 3 を超流動化させることにより実験が可能に
なっている [178–181].
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短いことを用いた非標準的な手法を用いている. 本研究で用いた準古典理論はコヒーレ
ンス長が k−1F に比べて非常に長い場合に適した理論であるため,この両者の物理は明らか
に異なる. 次にヘリウム 3 を始めとするスピン三重項超伝導での円筒対称性を破る渦は,
Ginzburg-Landau 理論によって議論が可能であった. 一方で, 本研究で対象とした系で通
常の秩序変数の四次の範囲までの Ginzburg-Landau自由エネルギー汎函数を考えると,た
とえ Bose粒子の周波数が有限であっても自己エネルギー対角部分が消え,自己エネルギー
対角部分がない弱結合の場合のそれと同じ形になる (付録 A.1, A.2). すなわち自己エネル
ギー対角部分の考慮の有無は Ginzburg-Landau理論に含めることはできない. 本研究で得
られた渦は自己エネルギー対角部分の有無が重要であると考えられるから,本研究で得ら
れた渦は Ginzburg-Landau 理論では記述できないと言える. また本研究では完全に丸い
Fermi面を用い,また二次元の極座標で数値計算を行なっているため,系にもともと三回対
称性は存在していない.
以上より,本研究で得られた円筒対称性を自発的に破る渦は,
1. Fermi面や結晶の対称性によるものではなく,
2. 準古典理論という標準的な理論を用い,
3. Ginzburg-Landau理論によって記述できない,
という点で,これまでに報告されていない “新しい”種類の円筒対称性を破った渦であると
言える.





81

第5章

結論

本研究では準古典理論の枠組みの下,強結合性の導入が低エネルギーに与える影響とい
う観点から超伝導における渦を調べた. 強結合性の導入は
(a). 自己エネルギーの対角成分の明示的な導入

(b). 周波数依存性の導入

の二つの段階に分けることができる. これを念頭に本研究の結果を整理すると以下のよう
になる. まず s 波超伝導に関しては以下が得られた.

(1a). 周波数依存性がない場合, s波超伝導は準古典理論の下では自己エネルギー対角成分
が渦においても値を持たず, (a)の効果はない.

(1b). 周波数依存性を含めた場合でも,周波数のくりこみは座標に依存して変化するが,渦
に定性的な変化は生じない.

すなわち, s 波超伝導に関しては, 本研究で調べた範囲では, 渦に対する強結合性の効果
は限定的であった. よって定量性を問題にするのでなければ,自己エネルギー対角成分を無
視した渦の理論解析の結果を,強結合性が強い超伝導の渦にそのまま適用することの問題
は,大きくないと思われる. 一方,カイラル p 波超伝導においては以下が得られた.

(2a). (a)の効果として,バルクには存在しない自己エネルギー対角成分が渦の周囲には出
現する.

(3a). 上記にともない, 平行渦が自発的に円筒対称性を破るという, (a) を行なわない場合
との大きな差異が生じる.

(3b). この効果は (b)により強まるように見える.

すなわち,カイラル p波超伝導の渦においては,通常無視されている自己エネルギー対角
成分 (Fock項)が,弱結合極限 (BCS極限)においても重要な役割を果たしうることを示し
た. このことは本研究で始めて指摘されたことであり,異方的超伝導における低エネルギー
励起を研究するに当たって重要な知見となることが期待される. 例えば接合系において低
エネルギー励起状態のスペクトルの形を議論することはよく行なわれるが,その際にも自
己エネルギー対角成分が無視できない可能性がある.
本研究の成果は,カイラル p 波超伝導のドメイン検出の実験に用いることができるとい

う点においても重要であると考えられる. カイラル p 波である超流動ヘリウム 3-A相にお
いては実験でドメイン構造が観測されている [20, 32]が,一方で Sr2RuO4 に関しては今の

ところドメインの構造は直接観測されていない. 平行渦と反平行渦は様々な物性が大きく
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異なるためそれに応じた様々な検出方法が考えられるが,本研究の結果は渦の形自体が大
幅に変わることを示しており, STM/STSで渦を見ることによる直接的なドメイン検出が可
能であることを示している.
また本研究の重要な点は, Ginzburg-Landau理論では見出せない量子渦の分裂機構を発
見した点にもある. 本研究で使用した模型は Ginzburg-Landau理論の本来の適用範囲であ
る転移点近傍では円筒対称性を破る渦は準安定状態としても見い出されず,準古典理論で
低温,低磁場を対象とすることにより始めて円筒対称性を破る渦が見出された. その点にお
いて本研究で見い出された渦は,ヘリウム 3等におけるこれまで知られていた円筒対称性
を破る渦とは別種のものである. このことは,これまで Ginzburg-Landau理論によって調
べられてきた系においても, Ginzburg-Landau理論では扱えていなかったタイプの量子渦
が別に存在する可能性があることを意味している. この点においても,本研究の意義は大き
いと考えられる.
本研究を発展させる課題としては以下のものが考えられる. まず,渦が対称性を破ること
により,どのように動力学に影響が生じるかは実験にも繋がる重要な課題であると考えら
れる. また動力学を考える際に保存則として系に対するエネルギーの収支を考えることに
なるが,これは対称性を破る物理的な理由・解釈を与える可能性もある. 次に,本研究で考
えた超伝導は, Ginzburg-Landau理論の極限では弱結合極限と同じ形になる. そのため,カ
イラル p 波の Ginzburg-Landau理論における係数をパラメータとした相図 [166]が,転移
温度よりも十分低温・低磁場でどう変化するのか,また準古典理論でどのように解釈でき
るのかは未知のままである. 最後に, 本論文ではカイラル p 波に限らずスピン三重項超伝

導における渦ではペアポテンシャルに一定の対称性が満たされれば自己エネルギー対角項

が値を持ちうることを示したが,非ユニタリの場合を含め,それぞれペアポテンシャルの下
で具体的にどのように自己エネルギー対角項の (あるいは強結合の)効果が生じるかは,興
味深く重要な課題であろう.
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付録A

巨視的理論

A.1 弱結合でのGinzburg-Landau方程式
本節では二次元カイラル p 波超伝導における Ginzburg-Landau自由エネルギー汎函数

(GL自由エネルギー)[127, 166]を準古典理論の方程式から導出する. 基本方針としては,教
科書 [80]にあるように, Eilenberger方程式を自己エネルギーが小さいとして摂動展開し,
ギャップ方程式あるいは自由エネルギーの式に摂動解を代入することにより,汎函数を自
己エネルギーの展開の形で導出する. Ginzburg-Landau 方程式 (GL 方程式) は GL エネル
ギーを秩序変数で変分することによって得られる. 強結合性を含めた議論は次節で行なう
こととし,本節ではまず弱結合で対角項の自己エネルギーを無視する場合を議論する. 以下
Fermi面は等方的とする.

A.1.1 Eilenberger方程式の摂動解

ペアポテンシャルを

∆̌ =

(
0 ∆

−∆∗ 0

)
(A.1)

としたとき, Eilenberger方程式は

i~vF · ∇д + ∆f̄ − f ∆∗ = 0 (A.2a)
i~vF · ∇− f + 2i~ϵn f + 2∆д = 0 (A.2b)

−i~vF · ∇+ f̄ + 2i~ϵn f̄ + 2∆∗д = 0 (A.2c)

であり, д, f , f̄ は規格化条件

д2 − f f̄ = −π2 (A.3)

を満たす. 表記の簡単のため ∇∓ を

∇∓ = ∇ ∓ 2iqA/~ (A.4)

と定義した. T ' Tc では ∇ � ξ−10 かつ |∆ | � 2πkBT が期待されるため, vF · (−i~∇ ∓ 2qA)

および ∆を展開パラメータとして摂動を行なう. Green函数を

д = д0 + д1 + · · · , (A.5a)
f = f0 + f1 + · · · , (A.5b)

f̄ = f̄0 + f̄1 + · · · (A.5c)
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と展開したとき,零次の Eilenberger方程式は

2i~ϵn f0 = 2i~ϵn f̄0 = 0 (A.6)

また規格化条件は

д20 − f0 f̄0 = −π2 (A.7)

であるから,零次の解は

д0 = −iπ sgn ϵn , (A.8a)

f0 = f̄0 = 0 (A.8b)

となる*1. 一次のオーダーの展開は

2i~ϵn f1 + 2∆д0 = 0, (A.9a)

2i~ϵn f̄1 + 2∆∗д0 = 0 (A.9b)

だから

f1 =
π∆

|~ϵn |
, (A.10a)

f̄1 =
π∆∗

|~ϵn |
, (A.10b)

また一次の規格化条件は 2д0д1 = 0だから

д1 = 0 (A.11)

である. 二次の Eilenberger方程式および規格化条件は

i~vF · ∇− f1 + 2i~ϵn f2 = 0, (A.12a)

−i~vF · ∇+ f̄1 + 2i~ϵn f̄2 = 0, (A.12b)

д21 + 2д0д2 − f1 f̄1 = 0 (A.12c)

であるから

д2 =
iπ |∆|2

2~2ϵn |ϵn |
, (A.13a)

f2 = −
π~(vF · ∇−)∆

2~2ϵn |ϵn |
, (A.13b)

f̄2 =
π~(vF · ∇+)∆

∗

2~2ϵn |ϵn |
(A.13c)

である. 三次の式は

i~vF · ∇− f2 + 2i~ϵn f3 + 2∆д2 = 0, (A.14a)

−i~vF · ∇+ f̄2 + 2i~ϵn f̄3 + 2∆∗д2 = 0, (A.14b)

2д0д3 + 2д1д2 − f2 f̄1 − f1 f̄2 = 0 (A.14c)

*1 д0 の符号は常伝導状態の Green 函数から決定する.
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であるから

д3 =
iπ~

4|~ϵn |3
[−∆∗(vF · ∇−)∆ + ∆(vF · ∇+)∆

∗] , (A.15a)

f3 = −
π∆|∆|2

2|~ϵn |3
+
π~2(vF · ∇−)

2∆

4|~ϵn |3
, (A.15b)

f̄3 = −
π∆∗ |∆|2

2|~ϵn |3
+
π~2(vF · ∇+)

2∆∗

4|~ϵn |3
(A.15c)

である. よって三次の摂動まで取り入れた Green函数は

д ' −iπ sgn ϵn +
iπ|∆|2

2~2ϵn |ϵn |
+

iπ~
4|~ϵn |3

[−∆∗(vF · ∇−)∆ + ∆(vF · ∇+)∆
∗] , (A.16a)

f '
π∆

|~ϵn |
−
π~(vF · ∇−)∆

2~2ϵn |ϵn |
−
π∆ |∆|2

2|~ϵn |3
+
π~2(vF · ∇−)

2∆

4|~ϵn |3
, (A.16b)

f̄ '
π∆∗

|~ϵn |
+
π~(vF · ∇+)∆

∗

2~2ϵn |ϵn |
−
π∆∗ |∆|2

2|~ϵn |3
+
π~2(vF · ∇+)

2∆∗

4|~ϵn |3
(A.16c)

である.

A.1.2 s波超伝導のGL方程式

GL 自由エネルギーは (A.16) を自由エネルギーの式に代入することにより導出できる.
дs , fs , f̄s は 0 ≤ s ≤ 1として ∆ → s∆とすれば

дs ' −iπ sgn ϵn +
iπs2 |∆|2

2~2ϵn |ϵn |
+

iπ~s2

4|~ϵn |3
[−∆∗(vF · ∇−)∆ + ∆(vF · ∇+)∆

∗] , (A.17a)

fs '
πs∆

|~ϵn |
−
π~s(vF · ∇−)∆

2~2ϵn |ϵn |
−
πs3∆|∆|2

2|~ϵn |3
+
π~2s(vF · ∇−)

2∆

4|~ϵn |3
, (A.17b)

f̄s '
πs∆∗

|~ϵn |
+
π~s(vF · ∇+)∆

∗

2~2ϵn |ϵn |
−
πs3∆∗ |∆ |2

2|~ϵn |3
+
π~2s(vF · ∇+)

2∆∗

4|~ϵn |3
(A.17c)

として得られるから,

N0kBT
∑
n

∫ 1

0
ds

[
〈fs∆

∗〉 + 〈 f̄s∆〉
]

=
|∆|2

v
+ N0 |∆|

2 ln Tc
T

−
7ζ (3)N0 |∆|

4

16π2kB
2T 2
+
7ζ (3)N0~

2v2
F

32π2kB
2T 2

[
∆∇2
+∆

∗ + ∆∗∇2
−∆

]
(A.18)

である*2. ここで,松原周波数の和に関して公式

2πkBT
∑

0<ϵn ≤ϵc

1
~ϵn
=

1
vN0

+ ln Tc
T

(A.19a)

2πkBT
∑

0<ϵn<∞

1

~3ϵ3n
=

7ζ (3)

4π2kB
2T 2

(A.19b)

を用い (付録 B.2), ∇2
∓ =

∑
i (∂i ∓ 2iqAi )

2 とした*3. 〈д̌Σ̌〉/2の項を 〈|∆ |2〉/v に戻して代入す

ると GL自由エネルギー

J − J0 = N0

∫
dr

[
− ln Tc

T
|∆|2 +

7ζ (3)|∆|4

16π2kB
2T 2
+
7ζ (3)~2v2

F(∇−∆) · (∇+∆
∗)

16π2kB
2T 2

+
B2 − B2

0

2µ0N0

]
(A.20)

*2 ζ は Riemann ゼータ函数.
*3 i は x , y , z .
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が得られる. ただし E = 0とし,微分項に関しては境界項を 0として*4部分積分を行なった.
ln(Tc/T )を 1 −T /Tc で置き換え, ∆∗ で変分することにより GL方程式

0 = −(1 −T /Tc)∆ +
7ζ (3)

8π2kB
2T 2

∆ |∆|2 −
7ζ (3)~2v2

F

16π2kB
2T 2

∇2
−∆ (A.21)

が得られる. また Aで変分することにより

1
µ0

∇ × (∇ ×A) =
7ζ (3)N0v

2
F

8π2kB
2T 2

[
q
~

i (∆
∗∇∆ − ∆∇∆∗) − 4q2 |∆ |2A

]
(A.22)

すなわちMaxwell方程式より

j =
7ζ (3)N0v

2
F

8π2kB
2T 2

[
q
~

i (∆
∗∇−∆ − ∆∇+∆

∗)

]
(A.23)

が得られる.

∆̃ =

√
7ζ (3)

8(1 −T /Tc)

∆

πkBT
(A.24a)

∇̃ =

√
7ζ (3)

8(1 −T /Tc)

~vF
πkBT

∇ (A.24b)

Ã =

√
7ζ (3)

8(1 −T /Tc)

vF
πkBT

qA (A.24c)

κ =
2πkBT

~v2
Fq

√
7ζ (3)N0µ0

(A.24d)

B̃0 =
7ζ (3)

1 −T /Tc

~v2
Fq

8π2kB
2T 2

B0 (A.24e)

および B̃ = ∇̃ × Ãとすると,無次元化した GL自由エネルギー密度

J̃1 = −|∆̃|2 +
1
2
|∆̃|4 +

1
2
[(∇̃ − 2iÃ)∆̃] · [(∇̃ + 2iÃ)∆̃∗

] + κ2(B̃2 − B̃2
0) (A.25)

および GL方程式

0 = −∆̃ + ∆̃ |∆̃|2 −
1
2

(
∇̃ − 2iÃ

) 2
∆̃ (A.26a)

∇̃ × (∇̃ × Ã) =
1
2κ2

(
1
i (∆̃

∗
∇̃∆̃ − ∆̃∇̃∆̃

∗
) − 4|∆̃ |2Ã

)
(A.26b)

が得られる.

A.1.3 二次元カイラル p波超伝導の自由エネルギー

二次元カイラル p 波のペアポテンシャルは k̂ = (cosα , sinα)としたとき

∆(k̂,r ) = ∆+(r )e+iα + ∆−(r )e−iα (A.27)

と書くことができ,またギャップ方程式は

∆±(r ) = vN0kBT
∑

|ϵn |<ϵc

〈f (iϵn ,α ,r )e∓iα 〉α (A.28)

*4 例えば ∆ = ∆∗ = 0 ならば成立する.
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で与えられる. このとき

∂+± =
1
√
2

[
(∂x ± 2iqAx/~) + i(∂y ± 2iqAy/~)

]
(A.29a)

∂−± =
1
√
2

[
(∂x ± 2iqAx/~) − i(∂y ± 2iqAy/~)

]
(A.29b)

として

〈|∆|2〉 = |∆+ |
2 + |∆− |

2 (A.30a)

〈|∆|4〉 = |∆+ |
4 + |∆− |

4 + 4|∆+ |
2 |∆− |

2 (A.30b)

〈∆∗(vF · ∇−)
2∆〉 =

v2
F
2

[
∆+

∗∇2
−∆+ + ∆−

∗∇2
−∆− + ∆+

∗
(
∂−−

) 2
∆− + ∆−

∗
(
∂+−

) 2
∆+

]
(A.30c)

〈∆(vF · ∇+)
2∆∗〉 =

v2
F
2

[
∆+∇

2
+∆+

∗ + ∆−∇
2
+∆−

∗ + ∆−

(
∂−+

) 2
∆+

∗ + ∆+
(
∂++

) 2
∆−

∗
]

(A.30d)

であるから

N0kBT
∑
n

∫ 1

0
ds

[
〈fs∆

∗〉 + 〈 f̄s∆〉
]

=

(
1
v
+ N0 ln Tc

T

) (
|∆+ |

2 + |∆− |
2) − 7ζ (3)N0

16π2kB
2T 2

(
|∆+ |

2 + |∆− |
2 + 4|∆+ |

2 |∆− |
2)

+
7ζ (3)N0~

2v2
F

64π2kB
2T 2

[
∆+

∗∇2
−∆+ + ∆−

∗∇2
−∆− + ∆+∇

2
+∆+

∗ + ∆−∇
2
+∆−

∗
]

+
7ζ (3)N0~

2v2
F

64π2kB
2T 2

[
∆+

∗(∂−− )
2∆− + ∆−

∗(∂+− )
2∆+ + ∆−(∂

−
+ )

2∆+
∗ + ∆+(∂

+
+ )

2∆−
∗
]

(A.31)

であり,部分積分すると

J − J0 = N0

∫
dr

{
− ln Tc

T

(
|∆+ |

2 + |∆− |
2) + 7ζ (3)

16π2kB
2T 2

(
|∆+ |

4 + |∆− |
4 + 4|∆+ |

2 |∆− |
2)

+
7ζ (3)~2v2

F

32π2kB
2T 2

[(∇+∆+
∗) · (∇−∆+) + (∇+∆−

∗) · (∇−∆−)]

+
7ζ (3)~2v2

F

32π2kB
2T 2

[
(∂−+∆+

∗)(∂−−∆−) + (∂
+
+∆−

∗)(∂+−∆+)
]
+
B2 − B2

0

2µ0N0

}
(A.32)

が得られる. s 波のときと同様の無次元化を行なうと

J̃1 = −|∆̃+ |
2 − |∆̃− |

2 +
1
2

[
|∆̃+ |

4 + |∆̃− |
4 + 4|∆̃+ |

2 |∆̃− |
2]

+
1
4

{
[(∇̃ + 2iÃ)∆̃+

∗
][(∇̃ − 2iÃ)∆̃+] + [(∇̃ + 2iÃ)∆̃−

∗
][(∇̃ − 2iÃ)∆̃−]

}
+
1
4

[
(∂̃−+ ∆̃+

∗
)(∂̃−− ∆̃−) + (∂̃

+
+ ∆̃−

∗
)(∂̃+− ∆̃+)

]
+ κ2(B̃2 − B̃2

0) (A.33)

であり,無次元化した GL方程式は

0 = −∆̃+ +
(
∆̃+ |∆̃+ |

2 + 2∆̃+ |∆̃− |
2) − 1

4

(
∇̃2
−∆̃+ + (∂̃

−
+ )

2∆̃−

)
(A.34)

0 = −∆̃− +
(
∆̃− |∆̃− |

2 + 2∆̃− |∆̃+ |
2) − 1

4

(
∇̃2
+∆̃− + (∂̃

+
− )

2∆̃+
)

(A.35)

∇̃ × (∇̃ × Ã) =
1
4κ2

(
1
i (∆̃+

∗
∇̃−∆̃+ − ∆̃+∇̃−∆̃+

∗
+ ∆̃−

∗
∇̃+∆̃− − ∆̃−∇̃+∆̃−

∗
)

+ 2 Im(∆−
∗∂+−∆+ + ∆+

∗∂−−∆−)ex + 2Re(∆−
∗∂+−∆+ − ∆+

∗∂−−∆−)ey

− 4|∆̃+ |
2Ã − 4|∆̃− |

2Ã

)
(A.36)

となる (ex = (1, 0, 0), ey = (0, 1, 0)は単位ベクトル).
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A.2 強結合カイラルp波超伝導のGinzburg-Landau方程式
二次元カイラル p 波のギャップ方程式を

∆±(iϵm ,r ) = N0kBT
∑

|ϵn |<ϵc

v(ϵm , ϵn)〈f (iϵn ,α ,r )e∓iα 〉α (A.37a)

Σ±(iϵm ,r ) = N0kBT
∑

|ϵn |<ϵc

v(ϵm , ϵn)〈f (iϵn ,α ,r )e∓iα 〉α (A.37b)

Σ = Σ+e+iα + Σ−e−iα (A.37c)

として強結合性を取り入れることを考える. Eilenberger方程式への変更としては自己エネ
ルギー対角部分 Σ を加えればよい. Green函数の摂動解は分母の ~ϵn を ~ϵ̃n = ~ϵn + iΣ に
置き換えてやればよい. このとき, Σ に関するギャップ方程式に注目すると, eiα をかけて

積分したときに摂動の零次,一次,二次の項は消えるから, Σ の大きさは摂動の三次かそれ
以上の次数である. よって f の摂動解に対する Σ の影響を考えると

∆

|~ϵ̃n |
∼

(
1 −

���� iΣ
~ϵn

����) ∆

|~ϵn |
=

∆

|~ϵn |
+O

(
(∆/~ϵn)

4) (A.38a)

∆∗~2v2
F∇

2
−∆

|~ϵ̃n |3
∼

(
1 − 3

���� iΣ
~ϵn

����) ∆∗~2v2
F∇

2
−∆

|~ϵn |3
=
∆∗~2v2

F∇
2
−∆

|~ϵn |3
+O

(
(∆/~ϵn)

7) (A.38b)

であるから, f に関しては摂動の三次まででは Σ は効いてこない. 同様に f̄ に関しても摂

動の三次まででは Σ は無視できる.
次に J − J0 における Σ の影響を考える. Σv−1Σ の項は Σ2 = O

(
(∆/~ϵn)

6) であるから無
視できる*5. 一方 дsΣ の項に関しては д の摂動の零次項 д0 が存在するため Σ の四次まで

考える必要がある. Σ の三次項は N0kBT
∑

n v(ϵm , ϵn)〈e±iαд3〉 で得られるが, ∇の一次であ
り r → −r で符号が反転するため,対称性より J− J0 を計算する際に

∫
dr によって消える

ため無視できる. Σ の四次の項に関して д4 を考える. 規格化の四次の摂動の式は

2д0д4 + д
2
2 − f1 f̄3 − f2 f̄2 − f3 f̄1 = 0 (A.39)

だから

д4 =
π2

8д0 |~ϵn |4
{
−3|∆|4 + ~2[∆(vF · ∇+)

2∆∗ + ∆∗(vF · ∇−)
2∆ − (vF · ∇−∆)(vF · ∇+∆

∗)]
}

(A.40)

である. よって 〈e±iαд4〉 = 0であり, Σ の四次項は 0である. よって J − J0 において дsΣ は

四次までの範囲では考える必要はない.
今, ギャップ方程式が (A.37a) の形で書けるとしているから ∆ において α 依存性と iϵn
依存性は完全に分離できている. ∆ の空間,周波数依存性を考えるため, f1, f2, . . .に対応す
る ∆の摂動 ∆1,∆2, . . .を考える. ∆の一次の式は

∆±
1 (iϵm) = N0kBT

∑
n
vmn 〈

π∆1(iϵn)
|~ϵn |

e∓iα 〉 (A.41)

だから, ∆1 は空間依存部分と周波数依存部分の積として書くことができる. ∆2 は消えるた

め, ∆3 を考える. ∆3д0 の項を ∆1 の項へくりこんでしまうことにすれば f3 の式には ∆の展

*5 v−1 は松原周波数の添字を足とする行列として考える必要があるがオーダーには関係ない.
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開項として ∆1 しか登場しない. f3 は空間微分の項と周波数に依存する部分が混在するた
め, ∆3 は ∆1 のように積の形で分けて書くことはできない. しかし f の三次までの摂動展

開の式の中には ∆3 は入ってこないため, ギャップ方程式による自己無撞着計算を考えた
場合でも,三次までの範囲では f3 に由来する空間の依存性と周波数依存性が混ざった項は

効いてこないと考えられ, ∆(iϵn ,r )は周波数依存部分ψ と空間座標依存部分Ψ の積で

∆±(iϵn ,r ) = ψ±(iϵn)Ψ±(r ) (A.42)

と書ける [192]. このとき,自由エネルギーの式においてΨ(iϵn)の部分を取り出してしまえ
ば ψ の部分は v と併せて足し合わせてしまえるので,自由エネルギーはΨ2,Ψ4, (∇Ψ)2 の

函数の積分になり ϵn に関する部分は足し合わせられて定数とみなすことができるように

なる. 同じ次数でのΨ+ とΨ− の係数の比は運動量積分に由来しているため弱結合の場合

と同じであり,また他の次数との係数は無次元化のための規格化を変えることによって吸
収可能である. よってこの模型においては,ギャップ方程式に強結合性があり ∆ に周波数

依存性がある場合であっても, 空間依存性を表わすΨ に関する Ginzburg-Landau 方程式
は,弱結合のそれと同じ形となるため, GL方程式の範囲では強結合性は効かないことが分
かる.

A.3 London理論での自由エネルギー
孤立渦の自由エネルギーは, ξ をコヒーレンス長 (秩序変数の回復長), λ を London磁場
侵入長としたとき, λ � ξ では ln(λ/ξ )に比例するため,例えば GL理論や準古典理論で孤
立渦の自由エネルギーを求める計算を実行する際には,有限の λ を持つ系が対象である必

要がある*6. 本節では de Gennesの教科書 [193]の方法に従い, London理論*7によって渦の

自由エネルギーを求める.
超流動密度を ns,粒子質量をm∗,粒子速度を v としたとき,渦まわりの超伝導のエネル
ギー E は

E = E0 +

∫
dr B2

2µ0
+

∫
dr nsm

∗v2

2
(A.43)

と書くことができるだろう. このとき E0 は凝縮エネルギーであり三項目は系の運動エ

ネルギーである. 粒子の電荷を q∗, 超伝導電流 js を js = nsq
∗v とし, Maxwell 方程式

∇ × B = µ0js に代入すると

E = E0 +
1
2µ0

∫
dr

[
B2 + λ2(∇ × B)2

]
(A.44a)

λ =

√
m∗

µ0q∗2ns
(A.44b)

となる. 十分低温ではエネルギーと自由エネルギーの差は無視でき,また ξ � λ では λ の

長さスケールで見たとき渦の半径は無視できるとみなせるから,一様系と渦の自由エネル

*6 ただし系の境界条件としてバルクを用いる場合の話である. 明示的に超伝導体の端を設ける場合や渦格
子の場合はその限りではない.

*7 Maxwell 方程式に London 方程式 (A.46) を加えた超伝導の巨視的な理論.
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ギー差 ∆E は

∆E =
1
2µ0

∫
dr

[
B2 + λ2(∇ × B)2

]
(A.45)

である. 一方, London方程式

j =
1

µ0λ2
A (A.46)

に ∇ × B = µjおよび ∇ · B = 0を代入し,さらに B が z 軸方向を向いていて大きさ B が円

筒対称である*8ことを用いると,

λ2r 2
∂2

∂r 2
B + λ2r

∂

∂r
B − r 2B = 0 (A.47)

である. B は原点 (渦中心)から十分遠くでは 0になるはずだから (A.47)の解は K0 を第二

種変形 Bessel函数, C を定数として

B(r ) = CK0(r/λ) (A.48)

である. 原点を中心とする半径 R � λ の円の内部を積分領域として積分を作用させると,
(A.48)の左辺は磁束量子Φ0 = 2π~/q∗ となる*9. 一方 (A.48)の右辺は

2π
∫ R

0
drrCK0(r/λ) ' 2πCλ2

∫∞

0
dttK0(t) = 2πCλ2 (A.49)

であるから, C = Φ0/(2πλ2)すなわち r � λ では

B(r ) =
Φ0

2πλ2
K0(r/λ) (A.50)

である. よって (A.45)に代入すると渦に沿って単位長さ l あたりの自由エネルギー (差)は

∆E/l '
1
2µ0

∫∞

ξ
dr2πr

[
B2 + λ2(∂rB)

2]
=

π

2µ0

(
Φ0

2πλ

) 2 [
t2K2

0 (t) + 2t
2K2

1 (t) − t2K0(t)K2(t)
]∞
t=ξ /λ

'
π

µ0

(
Φ0

2πλ

) 2
ln λ

ξ
(A.51)

であり,渦の自由エネルギーは λ/ξ に対して対数発散することが分かる.

*8 考える微分方程式の長さの程度は λ であるから, ξ � λ ならば ξ のスケールでは円筒対称性が破れて
いてもよい.

*9 1 巻きの渦を仮定する.
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B.1 Wigner変換と積

B.1.1 Moyal積

積分

Z (1, 3) =
∫
2
X (1, 2)Y (2, 3) (B.1)

のWigner変換 Z (iϵn ,k,r )を, Wigner変換を行なった函数 X (iϵn ,k,r )および Y (iϵn ,k,r )
で表わすことを考える (X , Y は一般には (正方)行列であり非可換とする). X , Y , Z は時間
の重心座標については依存しないとすると,周波数に関しては Z は X と Y の単純な積に

なる. 空間座標について考えるため, X と Y をWigner変換すると*1

Z (x1,x3) =

∫
dx2

∫ dkdk ′

(2π)2d
eik (x1−x2)eik ′(x2−x3)X (k, (x1 + x2)/2)Y (k

′, (x2 + x3)/2) (B.2)

である*2. 函数 X , Y の重心座標に対する変化は相対座標に対する変化よりも十分にゆっく
りだとして, r = (x1 + x3)/2に対する勾配展開を考えると

X (k, (x1 + x2)/2) = X (k,r + (x2 − x3)/2)

= X (k,r ) +
∂X (k,r )

∂r

(x2 − x3
2

)
+O

(
(x2 − x3)

2∂2rX
)

(B.3a)

Y (k ′, (x2 + x3)/2) = Y (k
′,r + (x2 − x1)/2)

= Y (k ′,r ) +
∂Y (k ′,r )

∂r

(x2 − x1
2

)
+O

(
(x2 − x1)

2∂2rY
)

(B.3b)

である. (x2 − x3
2

) n
eik ′(x2−x3) =

(
1
2i

) n
∂n

∂k ′n eik ′(x2−x3) (B.4a)(x2 − x1
2

) n
eik (x1−x2) =

(
−
1
2i

) n
∂n

∂kn eik (x1−x2) (B.4b)

*1 簡単のためゲージ不変性は考えない.
*2 簡単のため周波数の引数 iϵn は省略した.
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を用いて書き直すと

Z (x1,x3) =

∫
dx2

∫ dkdk ′

(2π)2d

[ (
X (k,r ) +

1
2i
∂X (k,r )

∂r

∂

∂k ′
+O

(
∂2k ′∂

2
rX

) )
eik ′(x2−x3)

]
[ (
Y (k ′,r ) −

1
2i
∂Y (k ′,r )

∂r

∂

∂k
+O

(
∂2k ∂

2
r ′Y

) )
eik (x1−x2)

]
=

∫
dx2

∫ dkdk ′

(2π)2d
eik ′(x2−x3)eik (x1−x2)

[
X (k,r )Y (k ′,r )

+
1
2i
∂X (k,r )

∂k

∂Y (k ′,r )

∂r
−

1
2i
∂X (k,r )

∂r

∂Y (k ′,r )

∂k ′
+O

(
∂2k ∂

2
r , . . .

) ]
=

∫ dk
(2π)d

ei(x1−x3)
[
1 +

i
2
(∂r ∂k ′ − ∂k ∂r ′) +O

(
∂2r ∂

2
k , . . .

) ]
X (k,r )Y (k ′,r ′)

���r ′=r
k ′=k
(B.5)

すなわち

Z (k,r ) = X (k,r )?Y (k,r )

= X (k,r )Y (k,r ) +
i
2
[∂rX (k,r )∂kY (k,r ) − ∂kX (k,r )∂rY (k,r )]

+O
(
∂2k ∂

2
r

)
X (k,r )Y (k,r ) (B.6)

となる. 積 ?は Moyal 積や Groenewold 積と呼ばれ, もともとは量子-古典対応を考える
ために導入された [194, 195]*3. 文献では X ◦ Y と表記されることも多く, しばしば “dot-
product”[198] や “circle-product”[199] とも呼ばれる. 超伝導における準古典理論の場合,
∂k の特徴的な大きさは Fermi波長の逆数 k−1F であり, ∂r の特徴的な大きさはコヒーレン
ス長の逆数 ξ−10 だから, Moyal積の最低次のみを取り高次の項を無視することは kFξ0 � 1

であることを意味している.

B.1.2 跡

積の跡

tr(XY ) =
∬ ~β

0
dτ1dτ2

∬
dx1dx2X (τ1,x1,τ2,x2)Y (τ2,x2,τ1,x1) (B.7)

のWigner変換を考えると (τ = (τ1 + τ2)/2, τ̄ = τ1 − τ2, r = (r1 + r2)/2, r̄ = r1 − r2)

tr(XY ) =
⨌

dτdτ̄drdr̄X (τ̄ ,r + r̄/2,r − r̄/2)Y (−τ̄ ,r − r̄/2,r + r̄/2)

=

⨌
dτdτ̄drdr̄ kB

2T 2

~2

∑
n,m

∬ dkdk ′

(2π)2d
X (iϵn ,r ,k)eikr̄ −iϵn τ̄Y (iϵm ,r ,k)e−ik ′r̄ +iϵm τ̄

=
∑
n

∫
dr

∫ dk
(2π)d

X (iϵn ,r ,k)Y (iϵn ,r ,k) (B.8)

である. よってゲージ不変性を考慮しない場合は積の跡のWigner変換はWigner変換し
た函数の積の波数,重心座標で積分し松原周波数の和を取ったものとなる.

*3 ここでの導出は [196, 197] に従った.
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B.2 結合定数と転移温度

B.2.1 弱結合の場合

弱結合 BCS理論ではペアポテンシャルは周波数によらず一定であると仮定するため,高
周波数においても常伝導に自然には繋げられず,計算に当たっては周波数カットオフを導
入する必要が生じる. カットオフとして実周波数の場合は Debye 周波数 ωD を用いられ

る*4が,一方で松原周波数のカットオフをどのように設定するかは自明ではない.
準古典理論を用いて超伝導状態を解析する際には,超伝導の “発現機構”ではなく “超伝
導状態”に興味があり,特徴的なエネルギーの程度として Tc (あるいは絶対零度でのペアポ
テンシャルの大きさ)を取る場合が多い. この場合には,結合定数はTc が転移温度であると

いう条件を満たせば計算上問題を生じないため,簡単な扱いが可能となる.
簡単のため s 波超伝導を考える. まず, 十分大きなカットオフ ϵc を取る. ϵc は典型的に
は Debye 周波数が取られるが, 考えたい温度 T において十分多くの松原周波数が取れれ

ば*5Debye周波数である必要はない. ギャップ方程式

∆ = vN0kBT
∑

|ϵn |<ϵc

〈f (iϵn)〉 (B.9)

を考え,バルク解 f (iϵn) = π∆/
√
~2ϵ2n + |∆ |2 を代入すると

1
vN0

= πkBT
∑

|ϵn |<ϵc

1√
~2ϵ2n + |∆|2

(B.10)

が得られる. T = Tc では |∆| = 0だから

1
vN0

= 2πkBTc
∑

0<ϵn<ϵc

1
~ϵn
=

nc(Tc)∑
n=0

1
n + 1/2

(B.11)

である. ここで nc(T )は温度 T において ϵc ≥ ϵn = (2n + 1)πkBT /~を満たす最大の n とし

た. nc(Tc)が十分に大きい場合

nc(Tc)∑
n=0

1
n + 1/2

= 2
2nc(Tc)∑
n=0

1
n
−

nc(Tc)∑
n=0

1
n

' lnnc(Tc) + γ + 2 ln 2 (B.12)

である*6. 同様に温度 0 < T < Tc の場合も nc(T )が十分に大きい場合は

2πkBT
∑

0<ϵn<ϵc

1
~ϵn
=

nc(T )∑
n=0

1
n + 1/2

' lnnc(T ) + γ + 2 ln 2 (B.13)

と書けるから, (B.11), (B.12), (B.13)を比較すれば

1
vN0

'

nc(T )∑
n=0

1
n + 1/2

+ ln nc(Tc)

nc(T )

' 2πkBT
∑

0<ϵn ≤ϵc

1
~ϵn
+ ln T

Tc
(B.14)

*4 物理的にはフォノンによる相互作用が引力ではなくなる周波数と考えられる.
*5 ϵn として 10 個程度取れれば十分なことが多い.
*6 γ は Euler 定数.
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が得られる*7.

B.2.2 強結合の場合

本論文では Eliashberg方程式

∆±(iϵm ,α ,r ) = N0kBT
∑
n

v0ω
2
0

ω2
0 + (ϵm − ϵn)2

〈f (iϵn ,α ′,r )e∓ilα ′

〉α ′ (B.15)

に従う超伝導の結合定数 v0 を, 与えられた ω0 に対して kBTc = 1 となるように決定した.
v0 を求めるため,バルクの異常 Green函数

f (iϵn , k̂) =
π∆(iϵn , k̂)√

ϵ2n + |∆(iϵn , k̂)|2
(B.16)

を考え*8, T ' Tc すなわち |∆| � |ϵn | として Eliashberg方程式を線形化すると

∆(iϵm) = N0kBT
∑
n

v0ω
2
0

ω2
0 + (ϵm − ϵn)2

π

|ϵn |
∆(iϵn) (B.17)

となる. すなわち ∆(iϵn)を n を足とするベクトル ®∆,M を (m,n)要素が

Mmn =
πN0kBTv0ω

2
0

[ω2
0 + (ϵm − ϵn)2]|ϵn |

(B.18)

である行列とみなせば Eliashberg方程式は ®∆ = M ®∆と書くことができる. 固有値問題

λ ®∆ = M ®∆ (B.19)

を考えたとき,最大固有値 λmax ≥ 1のとなる温度 T のときに系は超伝導に転移する. よっ
て本論文での設定を満たすようにするためには, kBT = kBTc = 1として固有値問題 (B.19)
を解き,M の最大固有値が 1となるように,二分探索等で v0 を求めてやればよい.

B.3 Eilenbergerの自由エネルギー汎函数
準古典理論を用いて求められた Green函数と自己エネルギーから自由エネルギー Jを

求める式として,本論文で用いた Luttinger-Ward汎函数あるいは経路積分を使用して導出
される (2.118)の他に, Eilenbergerが準古典理論の原論文 [74]で天下り的に与えた式が存
在している. この式では自由エネルギーは異常 Green函数と自己エネルギーの汎函数とし
て与えられており, 自由エネルギーの変分が Eilenberger 方程式を与えるように構成され
ている. 境界条件に注意すれば, この方法によって二つ目の方法と数値的に同じ値が得ら
れることが経験的に知られている [200]*9一方で,その証明は現在のところ存在していない.
本研究では有限の磁場侵入長 λL に対して十分に大きな半径を実空間のカットオフとして

境界を取った場合に,全ての計算で両者の自由エネルギーが一致することを確認している.

*7 変形の途中で nc(Tc) が十分に大きいことを仮定したが,実際に (B.14) を使用して計算する際には前述の
ようにある程度の松原周波数が取れる大きさで十分である.

*8 バルクでは e±iα の片方の成分しか考えなくてよいため, ± の添字は省略する.
*9 ただし積分した値は同じになる一方で,二つの方法によって (数値的に) 得られた空間座標の各点での値
は必ずしも一致しない. そのためこれらの方法で得られた各点での値が,その点での自由エネルギー密度
とみなせ物理的意味を持っているかどうかは,定かではない.
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ギャップ方程式

∆(r ) = vN0kBT
∑
ϵn<ϵc

〈f (iϵn , k̂,r )〉k̂ (B.20)

に従う結合定数 v で Σ を考えない弱結合 s 波超伝導に対して, Eilenberger が原論文で与
えた汎函数 JE[f , f̄ ]は

JE[f , f̄ ,∆,∆
∗] =

∫
dr

[
|∆|2

v
− N0kBT

∑
ϵn

〈I (iϵn , k̂,r )〉k̂ ′ +
B2 − B2

0

2µ0

]
(B.21a)

I (iϵn , k̂,r ) = ∆∗(r )f (iϵn , k̂,r ) + f̄ (iϵn , k̂,r )∆(r ) + 2i~ϵn
(
д(iϵn , k̂,r ) + iπ sgn ϵn

)
+ i~д(iϵn , k̂,r )

[
(vF · ∇−)f (iϵn , k̂,r )

2f (iϵn , k̂,r )
−
(vF · ∇+) f̄ (iϵn , k̂,r )

2 f̄ (iϵn , k̂,r )

]
(B.21b)

で与えられる. ただし上式で д は (−π2 + f f̄ )1/2 の別名として扱うこととする*10. JE を f̄

で変分することにより Eilenberger 方程式の f の微分方程式が, f で変分することにより
f̄ の微分方程式が得られ*11,また ∆∗ で変分することによりギャップ方程式が得られる. 一
様系での解を代入すると

JE =

∫
dr

[
|∆|2

v
+ 2πN0kBT

∑
n

(
~|ϵn | −

√
~2ϵ2n + |∆|2

) ]
(B.22)

となり,これは (2.119)で s 波弱結合を取ったものと一致する.
しかし,渦において汎函数 JE の式をそのまま適用しようとすると,渦の中心で汎函数が
非物理的な値を取るという問題が生じる. このことは以下のようにして示すことができる.
Eilenberger方程式を用いて ∇f および ∇ f̄ を微分を含まない項で置き換えると (B.21)は

I (iϵn , k̂,r ) = −2π~|ϵn | + π2
(
∆

f
+
∆∗

f̄

)
(B.23)

となる. 渦芯において f (iϵn), f̄ (iϵn)は一般には有限であり,一方で ∆が 0であることを考
えると −

∑
〈I 〉 は渦芯近傍で

∑
|ϵn | に比例する非常に大きな値を取ることになり, JE は自

由エネルギーとして非物理的であろうと考えられる.
この問題は微分項に修正を加えることによって解決される [199, 200]. 具体的には,微分
項を修正し

I (iϵn , k̂,r ) = ∆∗(r )f (iϵn , k̂,r ) + f̄ (iϵn , k̂,r )∆r + 2i~ϵn
(
д(iϵn , k̂,r ) + iπ sgn ϵn

)
+ i~

©­­«
f̄ (iϵn , k̂,r )(vF · ∇−)f (iϵn , k̂,r )

2
(
д(iϵn , k̂,r ) − iπ sgn ϵn

) −
f (iϵn , k̂,r )(vF · ∇+) f̄ (iϵn , k̂,r )

2
(
д(iϵn , k̂,r ) − iπ sgn ϵn

) ª®®¬
(B.24)

とする. 微分項を消去すると

I = −iπ sgn ϵn
f̄ ∆ + ∆∗ f

д − iπ sgn ϵn
= −iπ sgn ϵn(д + iπ sgn ϵn)

(
∆

f
+
∆∗

f̄

)
(B.25)

*10 GL 方程式を考えるときと同様 ∇± = ∇ ± 2iqA/~ とする.
*11 д は規格化条件から得られる.
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となる. この項は渦中心では 0となり,また |∆|2 = 0でもあるから,修正された汎函数を用
いた場合は渦中心では常伝導状態と自由エネルギー密度が変わらない. これは渦の中心は
常伝導に近い状態とみなせるという描像と整合している.
Eilenberger 汎函数は不純物自己エネルギーがある場合や異方的な場合への拡張が可能
であり [199], さらに Eliashberg 方程式に従う超伝導に対しても拡張可能である. 以下の
Eliashberg方程式

Σ̌(iϵm , k̂,r ) = N0kBT
∑
n
vmn 〈φ(k̂, k̂

′)д̌(iϵn , k̂ ′,r )〉k̂ ′ (B.26)

に従う異方的な超伝導に拡張した汎函数は

JE′[f , f̄ ,∆,∆
∗,Σ,A] =

∫
dr

[ ∑
m,n

〈∆∗(iϵm , k̂,r )(v−1)mn∆(iϵn , k̂,r )〉k̂

−
∑
m,n

〈Σ(iϵm , k̂,r )(v−1)mnΣ(iϵn , k̂,r )〉k̂

− N0kBT
∑
n
〈I (iϵn , k̂,R)〉k̂ +

B2 − B2
0

2µ0

]
(B.27)

I (iϵn , k̂,r ) = ∆∗(iϵn , k̂,r )〈φ(k̂, k̂ ′)f (iϵn , k̂ ′,r )〉k̂ ′ + f̄ (iϵn , k̂,r )〈φ(k̂, k̂ ′)∆(iϵn , k̂ ′,r )〉k̂ ′

+ 2i~ϵn(д(iϵn , k̂,r ) + iπ sgn ϵn) − 2Σ(iϵn , k̂,r )〈φ(k̂, k̂ ′)д(iϵn , k̂ ′,r )〉k̂ ′

+ i~
©­­«
f̄ (iϵn , k̂,r )(vF · ∇−)f (iϵn , k̂,r )

2
(
д(iϵn , k̂,r ) − iπ sgn ϵn

) −
f (iϵn , k̂,r )(vF · ∇+) f̄ (iϵn , k̂,r )

2
(
д(iϵn , k̂,r ) − iπ sgn ϵn

) ª®®¬
(B.28)

と書くことができる. Eilenberger方程式, Eliashberg方程式および 〈φ(k̂, k̂ ′)∆(k̂ ′)〉k̂ ′ = ∆(k̂)

を使って微分項,角度積分を消すと s 波と同様

I = −iπ sgn ϵn
f̄ ∆ + ∆∗ f

д − iπ sgn ϵn
(B.29)

と書くことができる. いずれの場合でも, London侵入長 λ よりも十分大きな系において単

一渦を計算した場合には,汎函数の値は本研究で用いた経路積分から導出した自由エネル
ギーと数値的に一致している.
Eilenberger の汎函数は, 上記いずれの場合でも汎函数を変分し Eilenberger 方程式等
を求める際に規格化条件 д2 − f f̄ = −π2 を用いている. Eilenberger の汎函数は変分して
ギャップ方程式および Eilenberger方程式が与えられる汎函数を探し出して得られている
ため,規格化条件が成立していない場合への拡張は直接行なうことができず,またアドホッ
クに求めることも困難である.
Dyson 方程式 (Gor’kov 方程式) から Eilenberger 方程式を求める際に, Moyal 積の一次
の項まで取ることによって, 拡張された Eilenberger 方程式が得られる [77]. 拡張された
Eilenberger方程式は Hall項や電場項を含んでおり, Eilenberger方程式では議論ができな
かった Hall効果やチャージ効果を準古典理論の枠組みで議論することを可能にしている
[201–204]. しかし拡張された Eilenberger方程式においては規格化条件が満たされないた
め, Eilenberger の自由エネルギー汎函数を使用することはできない*12. 一方で 2.2節で求

*12 拡張された Eilenberger 方程式の解は規格化条件が満たされないため,拡張された Eilenberger 方程式は
Riccati 型の常微分方程式への変換ができない. そのため拡張された Eilenberger 方程式は数値計算の面
でも難しくなっている.
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めた自由エネルギーの式は導出において規格化条件を要求していないため, 拡張された
Eilenberger方程式にも拡張が可能であると考えられる. これは (2.55)あるいは (2.118)の,
Eilenbergerの汎函数 (B.28)に対する利点と考えられる.
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