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要旨

地疎の地殺は極めて不均質性に寓んでいることが知られており、地殺を伝婚する地震波に散乱を生じさ

せ、結果的に地震波の減衰や速度分散などを引き起こすと考えられている。本論文では、そのような不均質

性の実体の候補のーっとして亀裂の空間分布を取り上げ、それによる弥性波の散乱を理論的に考察する。地

般が実際に多数の亀裂を含むことは周知の事実であるので、このような問題設定には十分な現実性がある。

亀裂を含む媒質中の波動伝情の問題は、これまで多数の研究者により理論的に敏われてきた。しかしな

がらそのほとんどは、数学的関錐のゆえに何らかの意味で問題を簡単化しており、得られた結果の応用範

聞は限られたものであった。例えば、著者はその修士論文において、 2次元亀裂分布モデルに基づいて散

乱現象を解明した。同論文は、従来の研究で多用されてきた長波近似に基づかず、有限波長のiiil性放の散

乱を級っている点に特色があるが、簡単のため i次散乱のみを考慮し、かつ亀裂が関口変位を生じないと

いう特殊な境界条件を仮定している固理惣的には (i)3次元モデルに基づき、 (ii)より一般的な境界条件を

扱い、かっ (iii)多重散乱の効果を考慮することが望ましいが、これらをすべて満足する有限波長散乱理論

はまだ存在しない。本論文では、上記の 3つの婆請を個別に検討する。将来的にはすべての要請を満足す

る理論の構築が望まれるが、本論文はそのための足がかりを与えるものである。

本論文は 3つの独立した部分から成る。そのいずれにおいても、 一貫して亀裂の確率論的分布を仮定し、

平均波の概念を導入することにより、亀裂分布領域を伝婚する弾性被の減衰と位相速度を評価する.各亀

裂の形状などはすべて同一であり、その空間分布はランダムかっ一様とする。分布密度iま十分小さいと仮

定し、高次の多重散乱の影響を線復する。

本論文の第 1部では、著者の修士論文を拡張し、より一般的な境界条件を導入する。同修士論文で仮定

した非開口の仮定は、亀裂が非圧縮性の間隙流休を含む場合に相当する。これに対し本論文では、現実の

地鮫亀裂の間隙流体の圧縮性を考慮する必要性が示唆される。さ らに、対極的な場合として亀裂が間隙統

体を含まない場合の結果を修士論文のものと比較することにより、流体の圧縮性が散乱に及ぼす影響の重

要性が示される。前者の場合、入射角の大きいsv波が短波長領域で特異な綴る舞いを示すことが明らか

にされた。また有限の圧縮性問隙総体の場合も検討され、散乱の圧縮性依存性が調べられる。

自信 2 部では、 2~散乱の効巣について検討する。今回、問題を 2 次元亀裂による SH 放散乱に限定した

上で、有限波長鎖域において 2次散乱の到J巣を評価することに初めて成功した。その結巣は、長波近似に

基づく過去の 3次元散乱理論と定性的ながら調和的であることが示される。また、 3次以上の高次散乱が

無視できるための発件についても若干の考察を加える。そのような条件が満たされる範閲内では、 2次散

乱の効果は意外に小さく、従来の 1次散乱理論が有効な近似であることが結Jl!として明らかになった。

第 3 部では、従来の著者らの手法を 3 次元円I~亀裂の場合に拡張する。 2 次元の場合と同様、問題を解

くための鍵は、 iiil性放の入射によって孤立円形亀裂に生じる相対笈位をいかにして評価するかにあり、こ

れまでさまざまな方法が提案されてきた。今回著者が新たに開発した数倣計算法は、数学的な見通しのよ

さの点で従来の半解析的方法よりも優れており、超特異性の処理に関して有般的分の概念を導入した点に

特色がある。その精度の高さは従来の方法との比較により確かめられる。さ らに、この方法を亀裂砕 l~

散乱理論に応用した例が示され、 2次元亀裂に|謝する第 l却の結*や、閉じ円形亀裂を扱った過去の研究

一一・一・E ・・E ・-----r



ー"ーー←

11 
要旨

と比較される。2次元の治合との相i韮はl'f.ら減衰係数の長波極限での波数依存性に認められ、それを除け

ば高い煩似性が成り立つことが示される。
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Chapter 1 

はじめに

地Eまの地銀は極めて不均質性に富んでいることが知られており、地殺を伝掃する地震波に散乱を生じさ

せると予怨される (Wuand Aki， 198め白このような散乱は、地震波にまつわる極々の観測事実(例えば、

コーダ波の存在、直逮波自体の滅表、 S披偏光巽方性など)を説明づける有力なメカニズムと考えられてい

る(Aki，1969， 1980; Aki and Chouet， 1975; Sato， 1977， 1990; C日 mpin，1987)。しかし、散乱の原因であ

る地殻の不均質性の実体は必ずしも明らかではない。本論文では、そのような不均質性の実体の4対自のー

っとして亀裂の空間分布を取り上げる.地殻が実際に多数の亀裂を含むことは、例えば坑井内壁の直接観

測などにより確かめられる (e.g.，Kuwahara， et 01.， 1991)。工学の分野では、防災や資滋開発などの観点

から地般亀裂の研究が極めて重要な課題となっている(資源・素材学会， 1990， 1992)。それゆえ、亀製群を

取り級うことには十分な現実性がある。

一般に、多数の亀裂群を含む媒質(一般的には不均質な媒質)に弾性放の波来が入射すると、以下の現象

が定性的に予想される(図1.1).まず、波来が領域内を伝帰するにつれ、エネルギーの一部を散乱放の励起

に消費されていくので、直逮放の振幅が減表するであろう。これは、煤質自体の非弾性による減衰とは本

質的に異なる見かけ上の減衰であり、散乱減衰と呼ばれる。 一方、各亀緩から生じた散乱波は、さらに綾

雑に散乱を繰り返しながら、直逮波より遅れて様々な時~Jに観測点に到達し、全体として位相の乱れた後

続波、すなわちコーダ波を生成するであろう。このような放の存在は、升:弾性の効果が無視できるならエ

ネルギー保存則から直ちに保証される。また、亀裂の存在は媒質の巨視的な弥性定数を低下させ、央労J的

な波動伝f番速度を減少させるであろう。もし、亀裂商の方向分布が全くの一線ではなく、何らかの方向性

があるなら、媒質は全体として速度奥方性を示す。これはS波のスプリッティングの原因となり得る。な

お、波動の減衰と伝f番速度は一般に波長の関数であり、その関数形は互いに独立.ではない。このことは因

来律から直ちに要諾される(Akiand Richards， 1980)。

亀裂による散乱問題を理論的に取り敏い、上述の諸現象を定盆的に評価する労力は、これまで多くの研

究者によりなされてきた。それらの論文において最もしばしば用いられてきた方法は、亀裂が機準的にラ

ンダムな空間分布をしているという仮定の下で、 11質内の波動伝織を周波数領域で確率論的に取り倣うも

のである(次章容照)。この方法はコーダ彼の時間発展を敏えないという弱点があるものの、個々の亀裂に

よる散乱の周波数特性を簡単に取り入れることができ、かつ多数の亀裂群を倣うのに適している〈コーダ

波を倣った研究に関するレヴューとしては、例えば佐藤，1991を参照されたい)。この方法に基づいた研究

は、大別して以下の 3グループに分類することができるであろう。

L静力学的アプローチに基づくもの (e.g.，Anderson et 01.， 1974; O'Connel and Budiansky， 1974; 

Iioenig， 1979; Yamamoto et 01.， 1981; Nishiz脚色 1982).このグループは、静的な条件下で亀裂を

含む媒質が巨視的に示す弾性定数の評価を目的とする。

旦 一 一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一一_.畠・・.圃E・E・
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図1.1亀裂群による散乱に起因する諸現象の紙袈.一般に、亀裂分布領減を伝惜した波束は波形をJIIIし、結

操として斑途波の"iJliの逃れと振幅の減衰、およびコーダ搬の生成が鎚削される。特に、亀裂商の方

向分布に方向性がある掛合には巡度'14方性が生じ、 S波スプリ ッティングの原因となる。

3 

2.披車b論的アプローチと長波近似を併用するもの (e.g.，Ga，bin制 .dKnopo町，1973， 1975a， 1975b; 

Kustcr and Toks品z，J974，，; Hudsoll 1980， 1981)，ここでは、 1仏裂併による入射弾性被の散乱を動力

学的に解析し、長波極限(故長》亀裂の大告さ)における媒質中の弾性波迷度の野I1国を試みる。この

グループに隠しては、 lludsonがそれ以前の研究を包倍する理論を打ち立てた.

3.上と同じアプローチを有限波長にも適用し、速度分散と散乱該宗の都側をおこなうグループ (cι，

Kikuchi， 1981a， 198Jb; Yamashita， 1990;河原，1990; Kawahara and Y"m細川ta，(992)。

これらのうち、 Iと2は迷度の計算に関して本質的に同じ結巣を与える (Garbinand Knopoff， 1973， 1975a， 

1975b; Douma， 1988)が、これは極めて当然なことである。しかし、 Hudsonの理論はその数学的簡明さ、

および 2次散乱の効泉(次節参照)を容易に取り込めることなどの点で従来の理論より優れていることか

ら、 5波偏光薬方性を説明するための Crampin(1984)の理論の基礎となっている。また、厳密に波数 =0

を仮定する1.のアプローチからは散乱減衰の概念が生じないのに対し、 Hud関口の理論からは減衰係数の

波数-0 での漸;rr~が導かれ、この点でも後者の方が理論としての乱用性に優れている。 しかしながら、

散乱滅表は本質的に有限波長の現象であり、一般に入射波長と散乱体が同程度のスケールのときに顕著に

なると予期される。それゆえ、これを深〈理解するためには 2.の長波近似は決して適当でなく、かなり広

範聞の波長にわたって散乱問題を扱うことが必要である。そのような試みは、これまで 3.のグループに践

する研究者逮によってなされてきた。しかし、著者の修士論文(河原，1990)を含め、そのほとんどが数学

的困難のため 2次元亀裂分布モデルを級い、かつ 1?X散乱を級う にとどまっている。散乱現象の全体的な

理解のためには、 3次元111重量分布による有限波長の弾性放の散乱を、多重散乱の効果を含めて解明するこ

とが望ましいが、そのような試みに成功した例は残念ながらまだない。

著者はかつて修士論文において、 2次元亀裂による SH波の散乱を数理的に扱う優れた方法である Ya-

masbita (1990)の方法を、 P，SV波の治合に鉱張することに成功した。しかし同論文では 1?X散乱のみを

考慮し、かつ簡単のため亀裂の関口変位が無担できると仮定したので、その応用範囲はかなり限られたも

のであった。これに対し本論文では、向修士論文の成果を基に、より一般的な亀裂爾の境界条件を倣うと

ともに、 2次散乱の効果についても検討を加える。さらに、2次元問題で成功を治めた著者らの方法を新

たに 3次元へ拡張することを試みる。本論文は、亀裂群による散乱の理論の理想像、すなわち 3次元モデ

ル・有限波長・多重散乱の 3点をすべてクリアする理論を与えるものではないが、そのような目標への重

妥なステップとして位置づけられるであろう。

本論文は 3つの部分から成る(第 3-5'1宮).これらは基本的に独立性の高い内務ではあるが、よ述のよ

うにいずれも亀裂による散乱現象を明らかにするという共通の目標を持つものである。それらに先立ち、

本論文でーrrして係周する亀裂分布モデル、被動場を決定する基礎方程式、および座標系の定義を次章で

与える a 場の定式化にあたっては、従来通り確議論的な取り扱いをおこない、平均波の縦念を導入する。

各亀裂の形状などはすべて同一であり、その~随分布はランダムかっ一様とするa 分布務lí!'は十分小さい

と仮定し、 高次の多重散乱の影響を無視する。

第3主主は、著者の修士論文の補迭もしくは拡猿に相当する。まず3.1iI1iにおいて悶修士論文のレヴューを

おこなう。同論文では亀裂面上の境界条件として、亀裂の内都が粘性流体で満たされているというイメー

ジに基づき、~断変位に関しては粘性l~H臨法則を仮定するとともに、上述のように関口変位は無舗できる

とした.3.2節ではこのような仮定の有効性について再考する.地殻浅部にはアスペクト比がある程度大

きい亀裂、すなわち関口亀裂が存在する可能性があるが、その勘合にはi間関{総体の持つ圧縮性のため開口

変位を無視できないであろう。3.3節ではそのような場合を倣うことにより、著者の修士論文で拙策した 2

次元亀裂群による i次散乱理論を境界条件に関して一般化する。SfI被の場合について確かめられた著者の

数値計算法の精度の高さは、今回は P，SV放の場合についても検討される。

一般に、亀裂分布が筏になるにつれて多重散乱の効果が顕著になる。特に、分布早普段がそれほど高くな

い協合には、 2次散乱のXJ)*がとりわけ重要であると予怨される。第4寧ではこの問題を取り上げる。上

一唱圃圃・田・・圃・・圃・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・r



CHAPTER 1 はじめに

述のように、亀裂による多貫徹乱を扱った従来の研究は専ら長波極限のみを依ってきた。これに対し、亀

裂以外の散乱体、例えば締円 (体)形の内包物 (inclusion)の分布モデルに閲 しては、Varadanらのグルー

プ (Varadanet .1.， 1978， 1985，1989， e1c.)が有限波長における多重散乱の評価を試みているが、彼らの方

法は1(1~g宇をt!iうのには適さないことが指摘されているい，Veavc r and Pao， 1979)。本論文では、2次元u!.

R・SH1出入射という制約はあるものの、有限彼長に対する 2次散乱の効果を取り入れることに初めて成功

した。今回得られた結呆は、 3次元亀裂分布モデルに関する nu.dson(1980)の理論によるものと比較され、

定性的ながら調和的であることが示される。また、 3次以上の高次散乱を無視できる亀裂分布密度の上限

についても若干の考察を加える。

第S章は、いままでの手法を 3次元の場合に拡援する。具体的には Hudson(1980， 1981)と同様、平行な

円形 (penny-shaped)亀裂君事による散乱問題を級う。 2次元の場合と同様、問題を解くための鍵は、弾性波

の入射によって孤立円形亀裂に生じる相対変位をいかにして評価するかにあるe この問題はこれまで多く

の研究者によって取り級われ、さまざまな方法が提案されてきた(第 5章冒頭参照)が、今回著者は新たな

数値計算法を側発したので、それを紹介する。この方法は、これまで2次元亀裂に対して著者らが用いてき

た方法の鉱張に相当し、 Mar1inand Wickham (1983)らと同様な半解析的方法に属するが、数学的な見通

しのよさの点で従来のものより優れている。同方法の最大の特色は、いわゆる超特異性 (hypcrsingulariLy)

の処理に関して有限部分の慨念を導入した点にある。その精度の高さは従来の方法との比較により確かめ

られる。本君主ではさらに、この方法を亀裂群による 1次散乱理論に応用した例も示すとともに、 2次元亀

裂に関する第 3:!otの結果、および同じ円形亀裂を銭った他の研究との比較も試みる。 2次元の場合との相

違はJJ{.ら減衰係数の長波極限での放数依存性に認められ、それを除けば高い類似性が成り立つことが示さ

れる。

--

Chapter 2 

モデルと定式化

本主主では、次章以降でt悪用する亀裂分布モデル、波動場を決定する基礎方程式、およびm機系を定義す

る。散乱問題に関する従来の研究の多くと問機、場の定式化においては確率論的な立渇から平均波の続念

を導入する (Hud田町 1980，1981; Kikuchi， 1981a， 1981b; Yamashi同， 1990; Kawahara and Yamashi1a， 

1992)。

2.1 亀裂分布モデル

本論文では、以下に述べるような亀裂分布モデルを一貫して仮定する(図 2.L)。まず、亀裂はすべて向ー

の形と大きさを持ち、また互いに平行とする。具体的には、 2次元の場合は長さ 2α の Griffi1h亀裂を、 3

次元の場合は直径2α の円形 (peony-shaped)亀裂をそれぞれ仮定する。また、亀裂而上の境界条件もすべ

て閑ーと仮定する。このような亀裂が十分大きな領域に多数分布しているとし、分布はランダムかっ一様

とする。ここで領域の体積 (2次元の場合は面積)を V，亀裂主主を Nとすると、亀裂分布の平均数申告度 ν11.

v= N/V 

で定義される。このような領域の無限遠方から蝉性波が入射したときに、領域内でどのような散乱のされ

方をし、その結果としてどのような波動績が観測されるかを考えるe

2.2 場の定式化

2.2.1 基礎方程式

いま、領域外部からの入射波を UO，内部で観測される波動場を uと表すことにする。これらの量はスカ

ラーでもベクトルでもよL、。このとき、ある観測点における uは、 dおよび各亀裂で励起される散乱被の

合計であり、以下のように書き表せる(図 2.2)。

N 

UAZU1+Zsiup (2.1) 

ここで添え字 Aは観測点の位置を、 iはi-ll'f自の亀裂(以下、単に亀裂 iと略祢)の位置を表している。ま

た、式中のす l 1. f{L裂 3 に入射する波動舗の総計を表し、 それにより励起される散乱披を S~ur という記号

で表す。 ここでらは一種のIìii~，):子である 。 さらに、亀裂 z への実効入射放1t~自体も同様な表現が可能で

5 

車一一一一一ιご7二二ーーーτ一一一一一一一一一一一~~~-h置
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2.2. ~品の定式化 7 

0
・lu
 

nu---
U

4
 

図2.1亀裂分布モデル (2次元の場合)。形状 ・大きさ 方向ともすべて同ーの亀裂がランダムかっ一様に~

l瑚分布すると仮定する。 2(j{元の嶋合は GriffiLh他裂を、 3次元の場合1ま円形 (p白 川 y-shapcd)亀裂

をそれぞれ仮定する。

図2.2.亀裂による散乱の様式図。灰色の部分が亀裂分布領域を表す。同領域内部の点 Aは鋭測点を、点 1，

j はそれぞれ gおよび j帯自の亀裂の位置を表す。

晶-ιーーーーーーーーーーーー一一一一一一一一 L -且一ーーー-・・・・・・・・園田園・・・・・・・・・・・・・・・・・・r一一
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あり、
N 

uf = u? +乞s{uf (2.2) 

i#-i 

となる a この場合は'lIIf式と只ーなり、級数和1"1亀裂 i自身を除いてとられなければならない。 (2.1)および

(2.2)式は、形式的ながら場の表現として閉じた形をしており、渇を記述する基礎方程式系を構成する。

2，2，2 平均放に附する定式化

基礎方程式系 (2.1)，(2勾を解くための最も直接的な方法は、予め適当な亀裂分布を与えてやり、波動

計算を厳慢におこなうことであろう (e.g.，Murai .t 01.， 1994; see al50 Benites et 01.， 1992)。しかし、こ

のような方法で一度に多倣の亀裂を滋うことは、計算概の発達した現在においても高度に図鑑な問題であ

る。ここではそのような決定論的な方法を歓楽し、代わりに確ヰi論的な方法を採用する (Foldy，1945; L拙，

1951; T¥Versky， 1964; Keller， J.96-t; Ishimaru， 1978)。すなわち、個々の亀裂の属性(位置や形状、境界条

件など)が何らかの確率密度関数に従って分布していると仮定した上で、観測される波動場の統計平均値

(または期待値)を考えることにする。

本研究では 2.11簡で述べたように単一種の亀裂を仮定しているので、 lifii.率密皮肉数は亀裂の位置のみに

依存する。これを p(r1，η ，"'，TN)と表すと、 uの平均値 <u:l>は

く UA>= J叫 T2， ，rN)dT1dT2・ drN (2.3) 

で定義される。ただし ηは亀裂 iの位置鹿様であり、また讃分区間は亀裂分布領域全体である。いま、 h

の従うべき聡本軍官度関数を p(η)とすると、次のような関係式が成り立つ。

p(九 r2，'"，Ti，‘" rN) = p(T.)p(avb 川町).

ここで、 avb"jは "allvariables besides rtの略であり、 p(avbT.fr;)は、 rT.が確定したという条件下で、

それ以外の全亀裂の位置鹿様が従うべき確率椛度関数」を表す。このとき、 (2，1)式より次式が得られる。

くい=吋fいわれ)d，'; (2.4) 

ただし、

く u~ >i = JU?p附 .Ir-;)d附d (2.5) 

は、川が舵定したという条件下での ufの平均値を表す@同織にして、 r，.;が確定したという条件下で勺が

従うべ古硲単純度l関数」をp(>-，Ir・)と表すと、 (2.2)式より、

が得られる.ここで、

〈 uphuf+2f川河 l'川》

i#丘“' 

く UI'>ij= J料叫 j."恥 "j)伽 b(いjJ)

li、円および ηが磁定したという条件下でのザの平均値を表す。

ここでさらに、すべての亀裂が統計的な意味において等価であると仮定しよう a

p(l・，)= p(勺). p(η|勺)= p(".lr，) for all i，j，k，l. 

(2.6) 

(2.7) 

2.2 場の定式化 9 

いまの場合は特に、亀裂の一様分布を仮定しているから (2.1節)、

p(r，) =ν/N = I/V (2.8) 

である。このとき、 (2.4)， (2.6)式中の散乱放の項は、すべての亀裂にわたって和をとる代わりに、特定の

亀裂により代表させることができ、次式に帰着する。

< lLA > = u~ + v J S~ < uf刈， (2.9) 

く uf>i = 1l?+ J巧 <uf >ij川州 (2.10) 

~ ~で、

'"(勺|町)=(N-l)p(ηIT.) (2，11) 

は「点町が亀裂iによって占められている場合の、.e:Tjにおける亀裂の平均数密度」を表す。

(2.9)および (2.1O)式は平均波 <U>の満たす基礎方程式系を成すが、 (2.1)，(2.2)式の締合と異なり

表現形式としては閉じていない。なぜなら、 (2.9)式中のく ur>iの表現式である (2.10)式に含まれる

くザ〉りがさらなる表現式を必要とするからである。しかもその表現式は明らかに <uf >リkのような項

を含み、その項もまた同様であるから、結局く u>を完全に表現するためには N個の方程式が必要とな

る。従って、実際に平均波 <u>を求めるためには何らかの新たな仮定が必要である。

2.2.3 亀裂の希薄分布の仮定

前述の基礎方程式系を解くためのおそらく最初の試みは Foldy(194.5)に遡る。彼は、 「ある亀裂への平

均実効入射波は、その亀裂がその場所に存在しなかった場合に観測されるべき平絢波に等しL、」、すなわち

< u~ >i ~ < 'Uj > (2.12) 

という近似を提案した。これを (2.9)式に代入することにより、基礎方程式系は次のような積分方程式に帰

治する固

< u.. > = u~ +νJ S~ くい の S (2.13) 

Foldyの近似 (2.12)は、亀裂tの存在が周聞の亀裂に及ぼす影響とそのフィードパッ夕、すなわち亀裂間相

互作用の効来を考慮しないことを意味するe このような近似は、亀裂の数密度が非常に小さく、従って亀

裂間距離が十分大きい場合にのみ有効と予想される。一方、 Lax(1952)はより密な亀裂分布に対して 「準

結品近似 (quasi同crystallil1e approximation) J 

(2.14) 
岱目

< 1'7 >リ旬く U;>j 

を提案した 1 . この近似は Foldy の近似に比べ、 2 次の相互作用 (2 佃の亀裂l聞の相互作用)を考慮したJ~に

なっている。ここで (2.9)，(2.10)式から dを消去した後、この近似を適用すると、次式が得られる。

くれ =<叫 >-JS{<lIザuf>jドf>j勾Jパ[

さらに、 Foldyの近似 (2.12)を 11X近似として同式を逐次近似すると、次のような近似式が得られる。

くれ同く u・>-J巧く Uj> [νー州Ir;)Jdrj (2.1O) 

1世乱悼がランダム分布ではなく結品栂遣を成している場合に1:、ある 1醐由散乱体的位置が確定すれば桟りの位置bI軍定するの
で、 (2.14)式11厳l告に成り立つことに江る.これがqu回 l・町ntallincと呼ばれるゆえんである (L悶，1952). 
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X2 

2.3.座標系について

(a) 

CIf.A.I'1'ER 2 モデルと定式化

(2.16) 

これを再び (2.9)式に代入すれば、(2.13)式に代わる積分方程式として

く UA> = tJ~ +v Jぬ く町 >dro -，，2 J S~S{ < Uj > [1-g(r1Iro)) drodrj 

が得られる。ただし、無次元盈

10 

g(η|町)=μ(r;1町)/ν(2.17)

は対相関関数 (pair-correlationfunction) (e・g.，Varad肌 etal.， 1989)と呼ばれる。 (2.16)式の右辺第 3項

は2次の相互作用の効巣を表しており、これを無復したものが(2.13)式に他ならない。

これらの近似は、<.>i， <. >かく・〉り.，.ーと絞く基礎方程式系の階層構造を途中で打ち切るという

やり方であるが、その物理的綴拠は自明ではない。この間短点は Keller(1964)により解決された。彼は、

元の基礎方程式系 (2.1)，(2勾を

(2.18) +
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と努き直した上で、右辺に関して

第 I項(入射放)>第2項 (1次散乱披)> 第3項 (2次散乱波)> 

という尤もな条件を仮定して散乱放を探動として鋭うことにより、独立に (2.16)式を導くとともに以下の

ことを証明した(この方法の詳細については、平明な解説が Hudson，1980により与えられているので参照

されたい)。

X3 、，，
F

-h
u
 

，，a
E

、
• Foldyの近似 (2.12)li、2e)(以上の散乱(すなわち多重散乱)の無視と等価である。

2a ...._.....酔
£孟み

£孟二》

• Laxの単結晶近似 (2.14)は、 3e)(以上の散乱の無線と等価である。

X2 

I(三与

6翠言語

Incident " 
wave: 

-これらの近似に基づく (2.13)および (2.16)式の解 くU>は、それぞれ νおよび Jの精度まで保証

される。

それゆえ Laxの近似が有効なのは、 νがある程度大きい(すなわち Foldyの近似が適用できない)が，，'li 

微小鐘にとどまる治合であり、高度に僚な亀裂分布には適用できない。 なお、 Laxの近似に関するこのよ

うな摂動論的解釈に対しては異論が存在する (Varadanet al.， 1985， 1989)が、これについては付録 Aを

移照されたい。

前宣言で述べたように、本研究では亀裂分布は十分希薄であるとし、 Foldyまたは Laxの近似に基づく

(2.13)または (2.16)式を基従方稜式として係JlIするg なお、 (2.16)式を採用する場合には.i!i当な g()の関

聖堂形を与えねばならないが、これについては買~4 章で検討する。

図2.3 座標系。 (a)2次元の場合。 X，輸に平行な長さ 2aの Griffith亀裂が半無限額綾 X，> 0に分布する

と仮定し、無限下方からの入射肢を考える。 (b)3次元の助合。X，X，平岡に平行な直径 2aの円形亀

裂が半無限領域X3> 0に分布すると仮定する.無限下方からの入射被は X'X3平而に波線方向を持

っと仮定する。

邑-一一一一ー工一二二二ーーで7孟ーーーーーーーーーー面二置

座標系について

本意を終わるに当たり、 E巨傑系を定義し、 2.1節で述べた他裂分布モデルを数学的によりりj確にする。

2 次元の場合(!f，:J章第<1章)は、凶 2.3. のょっに X11 X2軸を定義し、 X3軸は紙面に闘して表世~に垂
直にとるものとするe 亀裂砕は半無限領域

<X， <目>， X， > 0 

の令繊にわたって平均数1腎皮 νで総限伺分布すると仮定する。これは 2.1節において ν=NjVを一定値に

保ちつつ ¥f，Nー ∞の憾限をとることを意味する。また、亀裂前はすべてん軸に平行とする。このよう

2.3 
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な領域の慨限下方から、ある披数と入射1{jを持った単色平面披 (P，SVまたは SH披)u
Oが入射するとき、

領域内を伝わる平均披<u>の減衰と分散を考えるe

3 次元の燭合(第 5 :1在)には、図 2 .4 b のように X 1 • X'}.， X3軸を定著書し、亀裂分布領減は

一∞ <X，<∞，ー∞ <X2 <∞ X3 > 0 

で、亀製面はすべて X，X2平面に平行と仮定する。また 2次元の場合と同様、無限下方からの単色平面波

(Pまたは S波)の入射を考えるが、その波線方向lまX，X3平面内にあるものとする。なお、いまの場合入

射S波は一般に任意の偏光角を持ちj!J.るが、ここでは X，X3平面内に偏光するものを SV波、 X，X2平面内

に偏光するものを SH放と定義し、この両者のみを考える。このとき、一般の S波はこの両者の線形和で

表現される.

上記のように座援をとると、 SB放の変位方向が2次元の場合には X3軸方向、 3次元では X2翰方向とな

り-]t性に欠ける。しかし、前者については修士論文との整合性を保ち、後者については後で円筒鹿糠系

を導入する際の使笈のため、敢えてこのままにする.

ー'・一

Chapter 3 

2次元亀裂分布・ 1次散乱モデル

本章では 2 次元亀裂分布モデルを仮定し、分布が非常に希薄であるいぷ ~1) として (2. 13) 式を基礎方

程式として採用する a 前章で述べたように、この場合は 2次以上の亀裂間相互作用、すなわち多重散乱を

無視する場合に相当する。このようなテーマは著者の修士論文(河原，1990)でも級ったが、その際亀裂の

関口変位を使玄上無視した。これに対し本章では、亀裂が関口変位する場合をも含めた、より一般的な境

界条件について級い、修士論文の補迭とする。そこで本論に先立ち、まず 3.1節において修士論文に関す

るレヴューをおこなう。

3.1 修士論文のレヴュー

著者の修士論文(以下、単に修士論文と祢)では、地殺内部において特に亀裂分布の発達している断層破

砕帯に注目し、破砕415内部における地震波の散乱に起因する減衰・分散、および破砕帯からの反射 ・透過

披の鐙幅を評価した。その際、亀裂分布領域として図2.3aのような半無限領域を考える代わりに、

一目><XI. <臼コ， 0く x，く L

なる帯状鎖域を仮定した。このとき、反射 ・透過波の振幅が明らかに Lの関数であるのに対し、減衰・分

散は Lに依存しない。

一般に 2次元問題の場合、 SR波入射時には面外 (antiplane)努断変位のみ、 P，SV波入射時には函内

(inplane)到断変位と関口変位の両方が生じ得るので、前者はスカラー、後者はベクトル問胞となり、互い

にde∞叩10する。 SH波入射の場合の亀裂面上の境界条件としては、s'断変位に対して Newton型の粘性

殿様応力、すなわち変位迷度に比例する抵抗力が働くと仮定した。これは亀裂の内部が粘性流体で満たさ

れているというイメージに基づくものである(次節参照)。また P，SV彼入射の場合は、施断変位に関して

は前と同じ境界条件を仮定するとともに、簡単のため!期日変位は生じないと仮定した。なおこの場合には、

P-S変換のため入射波によらず平均波は P，SV波の両方が存在する。

減衰係数 Q-'，および媒質問有の(亀裂群がない槌合の)P波またはS波速度からの位相速度の返れ tlv

は、以下の手順で評価される。なお、反射 ・透過放については本研究の興味の対象外なので省略する。 SH

披入品Iの場合、まず披数 k，入射角 Oの入生!被

r 仕 X1sinD+ikX2曲 Hu;，ーし0'

を与え、これに対し平均波の形を次のように仮定する。

(3.1) 

< U'" > = C+ciJ:Xt !iln8+i(kc帽 O+ι)X'l+ C_eikX1別nB-i(k c()s8+吋X，. (3.2) 

13 
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ここで時間依存ファクタ -cxp(-;wt) (ω=kβ;βは煤貨の固有 S披速度)は簡潔さのため省略した.次

に、大減産僚系 (X1，X，)における亀裂 gの中点の位置箆療を町 =(1'1'/.川とし、図 3.1のように亀裂υ=
固定された局所座標系 (%I，X2)を定義する。このとき、散乱依5:‘〈叫〉はいわゆる表現定理によって亀

裂の相対到断変位企叫と結びつけられる (Achenbach，1973;田 ealso YamshiLa， 1990)。

ぬくい =-lirM(fIJh122)HUNKR)仏 (3.3) 
A - -， - 40X2 J-o 

ここで R2= ("1 -':1)2 + xiであり、また Hdll(.)は第 I積 Hanl咋l関数であるけHd')()が Green関数に

相当する)。一方、境界条件は次式で与えられる。

よ く 叫 > +~S! <叫>= -iukd.u;， O'?: 0， Ixd <α， "2 = O. (3.4) 
σXz U;&'2 

ここで鴛次元盆 σは粘性康被の比例係数であり、 σ=0で亀裂商は自由表蔚に帰着する。 (3.2)，(3.3)式を

(3.4)式に代入すれば、

£LDMI)仰 11町 =o+前 Isin8=4叫町)， I"d <α (3.5) 

が得られる。ただし D({I)は次式で定義される。

d.u;(6・p，・P2)= iKyeiJ:Plsin8(C+eiKγrl _ G_e-iKγP')D(ふ)， f<l' = kc情。+ι(3.6)

ここで D((I)はkのi到数であるが、未知盆 κには依存せず、従って(3.5)式を解くことにより一意に決定

される。 D(6)を既知とすれば、 (3.1)ー (3.3)および (3.6)式を基礎方程式 (2.13)に代入して獲理すること

により、経終的に κとC士にl渇する方程式が11，られる。これを解くと、 κについては

nu s
 

∞
 

，必中ν
 

司

la--n
，-~一κ

 

(3.7) 

が1~ られる。ただし、

中剣川(μ仏仰附k久M川，0刈8め)=[>μ:〉〉D町(収E仙1

であり、 ν也 -O(ν凶α2つ)<<: 1を予め仮1定Eして 2~次kの微小量を藷紙t視した (C士も同様にして求められるが、こ
こでは省略する)。このとき減衰係数 Q-lおよび位相迷&vは次式により与えられる。

Q-I = 21，，"" cosO = vlm<l.>cos' O. s ~ v = ~脱=一"kcosO=山崎cos.O， s=了間0=~巾唾 cos2 0 . (3.9) 

ここで、 E犯己号 'n恥1.e必

計1算1する ζとであるが、ここでは Yarn桔 hita(1990)の方法を採用する。まず、 (3勾 式を以下のように維

散化する。
M-l 

2:::(111剛一仙6，，，，)D
"，=1 

ここで 61mは I<roncckcrの 6記号であり、また

Sm =ー 1+川 d.s，d.. = 21M， Dm = D(s"，)、

かつ変数の頚のーは αによる規格化を怠抹する (..g.，~I = {IIα，k = ka， eLc.)。ここで行列妥素1:f，ml1.、

;:，2 r.'川+6.J/'2

l仇lん1m.=均，

よ ".附.-“3吋{.! I峠チ，::;n
(3.11) 

3.1 修士論文のレヴュー 15 

X2 X2 

p2ト一一〈 -~ X1 

P1 
X1 

図3.1.大域E草原系と局所座犠系。局所座標系 ("1'''2)の原点は z番目の亀裂(長さ 2α)の中点に一致し、そ

の各&t車輪の方向はそれぞれ大域座標系のもの (X1，X2)と一致する。

邑-一一一一一二一一一一一一てて一一一一一一一一ー一一一一-a置
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で定裂され、対角成分と非対角成分に分けて計算される。すなわち、後者は微分と積分を交供して計算ーで

きるのに対し、前者は飽特良性(イJ録 D .2 節参烈)ゆえにそれが不可能である・その場合には、 H~'JO を
特異点の回りに Laurent.展開して微小1買を切り捨てれば解析的に積分可能となる。 H'mの具体形 (sec修士

論文、付録 s;Kawahara制，dYarn前 hiLa，1992， Appendb， A)が与えられれば、(;1.10)式は数値的に容易

に解ける。求められた Dmをmいて、中(k，O)は

M-I 

中(k}O)= a26s L: Dme-i.b...slnl (3.12) 

m=l 

で計算される。なお、 P，5V波人射の場合の計算方法も基本的に上と同様であるが、これについては次節

以降に銭ることにする。

計算の結果、 Q-l，および位相速度の遅れ&旬言 β-vについて以下のことが示された(参考までに51:1

波入射の渇合を図 3.2に示す)。

l. Q-lおよび 6vは数絡l主/1に比例する。

2 一般に Q-lはある(無次元化された)波数 kaでピーヲを持ち、低波数領域は k¥高波数領域では k-1

にほぼ比例する.

3一方ムυは、対応する Q-Jのピーク波数と同程度の波数付近にコーナーを持ち、それを境にして低

波数制lではほぼ一定値をとり、高波数側では波数とともに急速に Oに漸近する。

4 これらのピーク波数およびコーナー波数は、 σ=0の場合 ka-lのオーダーであり、 σの地大ととも

に減少する 0

5.Q-l，6vとも高波数倣績に微小振幅の変動が免られる.

6. SR故人射の掛合、 Q-Jおよび 6vは0=0・で最大となり、。→ 90・でOになる。

ここでしは Foldyの近似 (2.12)に固有の結架であり、厳密に成り立つ。 2.-4.は、自由表面の場合には

入.Q;t5彼滋長が亀裂長の 2倍程度のときに最も散乱の効巣が大きいこと、および粘性降線が存在すると高

j司被の振動に対して亀裂の変位が抑制されることを示していると解釈される。 5.は亀裂の相対変位に生じ

るー積の共鳴現象と.R.なされるべきものであ り、 様々な長さを持つ亀裂が分布する締合にはこのよ うな微

小変動は平滑化されることが知られている (Ya川田hita，1990)0 6は入射SH波の変位方向を考えれば容

易に理解できる。なお、 P，SV波については次節以降で取り上げるのでここでは省略した。

l司修士論文の内容は!立総論文の形にま とめられた (Kawaharaand Yarnashita， 1992)。

3.2 境界条件についての再考

もし亀裂のIIJl隙が'1¥なる空洞であるなら、地殺波部(く 10krn)は別として、一般には地殻内の高い封圧

によりi甲し積されてしまうであろう(竹下 ・庖戸， 1989)。そうなれば亀裂iIiiは国務を起こし、不活性化して

しまう。それゆえ::M際の地獄亀裂はD!t体で満たされており、これにより面Iの国務が防がれていると考えら

れている(金嶋守 1 991)0 水で泌たされた亀裂の存在は地殺筏郎ではû'i~観測されており (e.g. ， Malin et al.， 

1988)、また地段探却においても地質学的見地から大盆の水の存在が即j待されるので (Fyfe0/ al.， 1978;竹

下・崎戸， 1(189)、このような惣定11十分現実的なものである。以上の製自に基づき、修士論文では流体で

満たされた111鋭を総定し、 1符節で述べたような亀裂而上の境界条件を仮定した。*節では、そのような仮

定についてもう少しば初!な検討を加える。

_.・ーー

3.2. .¥立界条件についての再考

(a) 10. 

C¥lcu 1. 
〉、、、

~ J:: 

3 
.1 

.01 

(b) 10. 

C¥lcu 1. 
〉、、、

F コご
'(/) 

0 

.01 

.1 

.1 

1. 10. 
ka 

o. 
0.5 

5. 

100. 

10. 100. 
ka 

17 

図3.2.S1:I波入射の場合の減衰係数Qぷおよび位相速度の返れA円 H(Kawabara and Yamashita， 1992より

転載)0(a) Q品の 0依存性(σ=0)。図中のパラメータは o{i(io (b) Qs~の σ 依存性 (0 = 0・)。図中

のパラメータは σ値。 (c)6VSHの 0依存性(σ=0)。図中のパラメータは O値。 (d)6VSHの σ依

存性 (0= 0・)。図中のパラメータは σ低。
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いま、亀裂の間隙がー械な厚さ ε(<a) を持っと仮定し、そこを満たす流体のt，l， t~時1を η とすると、

(3.4)式中の粘性慾録係数 σ は~式で与えられる(付録 B.l 節)ー

βη 
σ=ー-

"ε 
ここで μはjJ質の剛性!¥!である。修士論文では、 σ=0，0.5，5の場合について計算例を示した。しかし、

そのような値の現実性は必ずしも自明ではなも、(菊地， J992，私信)。例として常温常圧下の水を考えると、

η'" 1 X 10-3 Pa.sであるから、 s-'l km/s，μ-40 GPaを仮定すると、

図3.2.(鋭き)

σ_ 1O-10m /ε 

となる。ここで、 σ>0，]を仮定すると ε<1 nmとなるが、この値は分子レベルのスケールであり、地量生

亀裂の値としては妥当でない。このことは、 σ<0.1では修僚の効撲が顕著でないことを考え合わせると、

上記程度の粘性では散乱への寄与がほとんど無視できることを意味する。一般に、水の枯性は圧力ととも

に増大するが、温度については減少関数であり、結果として地獄深部の圧力組皮条件下での水の粘性は上

記の値と極度には逮わないと思われる (Clark，1966).従って、流体の存在が実際に散乱に影響を及ぼすた

めには、単なる水ではなくもっと粘性の高いものを惣定する必要がある。おそらく、ガウジと水の混合物

のようなものならば適当かもしれない。

一方、 粘性型の勇断摩僚法則を仮定すること自体への疑問もあり得る。現実の亀裂而は決して滑らかと

は限らず、流体を含む亀裂であっても部分的には接触している可館性がある。そのような場合には、粘性

腹様よりも面の凹凸の接触による蛾僚のほうが支配的かもしれない。しかしながら、現災の(特に地量生深部

の)亀裂の従う摩鍛法則がどのようなものであるかについては不明な点が多い。従って上述の粘性型の僚接

法則は、 vlt体の粘性の効果の直接の反映と考えるよりは、むしろより複雑な現実の脱線法則の単純化され

た表現と見なすべきであろう (Kawaharaand Yamashita， 199勾。実際、 Yoshioka剖 dKikuchi (1993)は、

乾燥した岩石資料の接触摩織であっても、見かけ上粘性摩僚で近似可能な事伊lを線告しており、このよう

な考え方には十分意味がある。ただしその場合にはパラメ ータ σの物理的怠味は必ずしも明確ではない.

亀裂間隙流体の粘性がjg断変位に影響を及ぼし得るのに対し、関口変位の場合は流体の圧縮性が悶mに

なる。いま、附隙抗体の体積拘i性率を Kとすると、法線応力の満たすべき境界条件は、

T~Iγ+ 弓2(\ = rμa-1[su，h， i ~ 0， !zd <α， Z2 = 0 (3.13) 

となる(付録 B.2 節)。ここでづ~C ， 7'}f，' (j， k = 1，2)はそれぞれ入射披と散乱波の応力場であり、 記号 [• J i 

はベクトルの第3成分を表す。また熊次元最 7は、

α
一ε

k

一μ一一
ザ

a
(3.14) 

で定義される弾性低抗の比例係数である。修士論文では、地殻内部の高針圧下では亀裂のアスペクト比

(ε/α)は十分小さく、従って 7が十分大きく倒口変位は無視できると仮定した(付録 (D，i):式)が、このよ

うな仮定はどの程度有効であろうか。前と同様、常温常圧下の水を仮定すると、 1<'" 2GPaであるから、

100. 
-y -0.05 / .; 

となる.よって、例えば 0<E/α< 0.05を仮定すると 7は i以上となる。さらに、水の{，'{，直は封圧とと

もに均加する傾向があるので、同じアスペクト比なら地殻深部ほど 7値は大きくなる。それゆえ地主主深部

の亀裂に関しては 7値は十分大きく、従って修士論文の仮定は有効であると忠われる。しかるに、地殻浅

部ではこの仮定は必ずしも適当ではないかもしれない。なぜなら、そのような民庄の十分低い償法では比

絞的大きなアスペク卜比を持つ亀裂が存症可能であり、従って 7が小さな悩をとり得るからである。この
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ような有限のアスペクト比を持つ関口亀裂(叩叩 crack)1の生成自体は特殊なことではない。例えば、 M
断磁場の進展は一般には完全に而的ではなく、:u断亀裂商の周回に 2次的な闘口亀裂群を生じることが知

られている (Br?Jleand Bombalakis， 1963; Cox aod Scholz， 1988)。このような倒口亀裂群の存在は断層形

成の初期段府において重要な役割lを呆たすと考えられている (Coxand Scholz， 1988)。また、動的被告自に

先行するダイラタンシー現象は、微小関口亀裂群の発生に伴う間隙率の地加として説明づけられる (Br出 e

.1 al.， 1966)。モれゆえ、地殻浅部においては亀裂群の 7伎が比較的小さい可能性は十分にある。特に地

殻のごく浅い鎖峨では、亀裂が完全に流体で満たされていない場合もあるであろう。その場合には、亀裂

内物質の実効的な K値はさらに低下し、 ;-0もあり得るかもしれない。

以上の理由から、次節では P，SV放の散乱問題における一般的な締合として、有限の 7値の治合につい

て検討する。 m界条件1;1;、法線応力に関する条件 (3.13)に加え、j1f断応力に関しては (3.4)式と同じ粘性

降線法制

T:iC+γr=-zσμk[OU;}l ， σ2: 0， Ixd < a， -"， = 0 (3.15) 

を仮定する。ただし σ備の効果は修士論文により既に切らかなので、実際の解析に際しては σ=0の場合

のみを級うことにする。なお、 SH波入射の場合は 7の値と無関係なのでここでは取り上げない。

3.3 関口亀裂群による 1次散乱

本節では、亀裂分布として改めて図 2.3aのような領域を仮定する。まず、入品J波が波数 h，入射角 4の P

唱え

，，~ ::.AOeihX • 削科目hX'J畑 φ(sino， c国世) (3.16) 

の場合を考える。これに対する平均放は以下のように仮定する。

< 11.A > = AeIhX 1 IiIIn軒巾四吋+印)X'(sin仇cos<t+町 /h). (3.17) 

勿輪、この場合も P-S変換に起因する SV放が存在し得るが、十分遠方 (x，→∞)では無視できるのでこ

二では考えないeこのとき、基礎方程式(2.13)式中の散乱波 SA<叫〉は (3.3)式と同様にして、亀裂の

相対変位d.叫と GreenI則数テンソルに対応する応力テンソルとの畳み込み続分の形で表現される(修士論

文、 (43)式;Kawahara and Yamashita， 1992， (24)式)。この表現定裂を用い、 3.1節で述べた SH波の犠

合と悶織にして基礎方程式を解くと、最終的にAと仰が求められる。結果のみを以下に示す(ただし A

は興味の対象外なので省略する)。

山内Jh山 .，山

ここで

q>}(h，O) = J:a D}((，).-i油尚h叫之いs臥 吋 、

であり、また J=s'/α2で、 αは媒1'lの悶有 P波速度である.定数fは Poi田 on比 sと

1 -2. 
21 =ーァ一一

L-S 

(3.19) 

の関係にあり、 0<s < 1/2に対応して 1/2>1 > 0 が袈請される。 Dj(~ ，) 1;1; 3. 1 節の D(~l) と同様、規
格化された相対変位の第 j成分を表しており、境界条件 (3.13)，(3.15)を解く ことにより求められる。具体

1 Tensile l:rack ともも・ぅ . こ こで言う「開口J は、人財瞳にようて生じる開口変枇 (op~ni吋 d脳P品目men L) のそれと混同しては
ならはい. はお一部副歯文 ~e.g._: l~e~~~I ，_t~~; 8udrtck and Achenbach， 1988:叫c.)では白山町kopclling displac町田川'という
踊を相対聖位のA味でmo‘ているので注宜を喜書する.

--
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的には、

I D，(ゐ )Tl21 (X"OI~"O)d{， -.oh...nO = ;CTkD1(~') ， 1 

J，f >， I-"d < a 
I D2((J)T'2， (X"01~ ， ， O)d{， -eoh:oinφ = -;0-' D2((1) 1 

(3.20) 

であり、 1;.，(j， k， 1 = 1，2)の一般的な凶数形は以下の通りである (Kawabaraand Yam拙 hita，Appcndix 

B)。

勾"("1，-"，16，6) = Tj"k/(X1，X，I(I，6)+ 

ι |{6tjL+duJ二十5ktjL+6321L1FIj1)(川 一11 ¥'J' 8x.8x， ' '"， dXjd." ' '"， dxjdx， T "J' dx.dx，) 

JdZ(I川)-H~')(kR外
T;1I(X1・'"い)= ~(υf) ã品五石刊H瓜4附刷刷jrP町仰1リ「句勺)(ヤ恥(1.作h川B

Ti，ら22メ(x町1，"町，1陥E凸1，(')= 1勾i1'('"町J，X町，16ふ，，(ゐ，)=:，ηIη'21バ(X町"X，I{I，(')， (3.21) 

~ 1-2J ( _g_含 d'¥ u(1) 
~，.(x1 ， x ， lç ，， 6) = 一一一一 l一一 +一一 )HO'J(hR)， 

4 1 ¥dxi' dxlJ 
Ti，，(X1，X，16，I;"，) = T211(X1 ， X， I~" ç，) = 0， 

r ~ミ 2 !'.I2 1 

T勾屯山引;込ゐ似幻"2("町川l

ここで R'=(いX，一6)'+(いx，一(，)'であり、またS波紋数 kは関係式

l出 =ks、 or J = h'/k' (3.22) 

を通じて定義されるaなお、厳密に言えば (3.5)式と同様、 (3.21)式中の微分lJii算子は (3.20)式の叡分記

号の外側に置かれるべきであるが、簡単のため上記の表現を採用することにする。また、前節で述べたよ

うに、以下では σ=0を仮定する。解 (3.18)は散乱の効果が2つの成分から成ることを示している.すな

わち、右辺第 1:項・ m2項がそれぞれ亀裂の到断 ・関口変位からの寄与を表しており、特に後者が無視で

きる境合 (D2=骨，=0)には修士論文の (65a)式(または Kawaharaand Yarγla.shiL.a.の (30.1)式)に帰結

する。これは前述のように 7→∞の抱合に他ならない。

SV披問題の場合には、入Jト!被と平均波を以下のように仮定する。

u~ ;::: BOCik}.:・Isin9+i.l:X，c師'(∞sO，-sinO)， (3.23) 

< ttA > ;::: BeikX，sin9+i(l:cos9+ltsv)λ"(c明。+向v/k，ー 剖 110). (3.24) 

このとき、解は以下のようになる。

5' 20 
ゐ v::::ν中，F;O一一一ー+ν骨，k.in 20 sin 0 

2c曲 o' --. 
ただし、この場合の争3は(3.19)，(3.22)式およびSncllの後則

hsin<t = k剖nO

(3.25) 

(3.26) 

により定義されることになる。この幸古来もまた、省辺第 2項を無視すると修士論文の結果に知器する(悶

論文、 (65b)式;Kawahara and Y回 lashita，(30.2)式)。なお、亀裂の待状分布を仮定した修士論文では、

簡単のため SV波の入射角が臨界角

Oc =sin-Iゾ7

-

-ーー一一ーーーーーーーーーーーーーーーーーーーーー一ー一一一一一 L ~・

一一曹園田・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・圃贋t 司 ー ・E・・E ・・E ・-ーーー・・H・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・F



22 CHAPTER3. 2次元亀裂分布 ・I次散乱モデル

を銘す勧合を考えなかったが、いまの場合は特に問題なく O?8cの泊合を1&うことができる。

境界条件 (3.20)I;!:、3.11晒で 51!波の場合に述べた Yamashita(1990)の方法を鉱強することにより数値

的に解くことができる。その雛略については修士論文(または Kawaharaand Yamashita， 1990)を参照さ

れたい。

3.4 結果と考察

亀重量分布償減を伝備する P，SV放の減衰・分散は、 (3.18)式および (3.25)式を (3.9)式に代入すること

により求めるられる。 Q-'の値は以下の通りである。

QiL} 
Q({iksvl}+Q({2)E-v3 }・

Qt')-I vI_m争，fsin'24>，

Q¥?)-' = vfm中，r'(1-2f剖n'4>)' ， (3.27) 

Q{siv )-1 v Im<T， cos' 20， 

Qit-l vlm中，sin'20. 

ここで下付き添え字は放のモードを表す。これらの表式は以下のことを意味する。まず、 Q-'を構成する

成分 Q(I)-'， Q(2)-' はそれぞれ亀裂の殉断 ・ 関口変位からの寄与を表している。特に、 Qþ')→と Q~~-'Iま
垂直入射時(仇0=0・)および水平入射の儀限付，0~ 90・)でOになり、 QW-'Iま0=45。でOになるが、

これらのことは P，SV波の振動方向の特徴から容易に理解される.また Q¥.')-IIま4とともに単調減少す

るが、。となるのは f→ 1/2かつ骨→ 90・の極限においてのみである。なお、 Q¥?)-Iは f→ 0で一見発

散するように忠われるが、 (3.19)ー (3.2J)式より

T2220 Q( r'，剖 ¥dhence <T， Q( f 

であるので、災際はそうではない。一方、位相迷度の返れ

~ ~ ↓ -u 一 =d.ωμU〆山川{れωlけ1，¥ + 企ωυぷρ(ロ2nv}一lsJ-U{~v} =L> u{~v} 1-L>u{~v} 

については、 (3.27)式において111に

"，，(j】 "..(j) ， 
Q~)-l =キ出L， Q~J-I =骨三与旦 h叫 ，=a4R時

t¥'・ 11 "1 

と泣き換えるだけでよい。 Q-'に閲する上述の性質は、当然d.uに|刻しでもあてはまる。

以下、 Poiss旧日固体(~ = 1/4， f = 1/3)を仮定する。修士論文が 7→∞ という極端な勘合であったの

に対し、ここではまず、もう一方の極端な樋合である 1=0の場合についての結果を示そう。これによ

り、 一般の守値の場合は両者の中間として理解することができる.図 3.3.1孟Q;;'の入射角依存性を示し

ている。一般に Q;;'の仰はゆとともに減少するが、成，:StQt')-'からの寄与があるのて， 4>→ 90.でも Oに

なることはなL、。また、そのピークの位置は 4にほとんどよらず ka向l.l(入射 P波放長""9.9aに相当')

である。 Q;;Iの各成分のうちでは、 Q¥")-';6<Q~)-1 よりも常に大きい。例として、 Q~')-1 カ4最大備に近い
4> = 45。の場合を図 3.3bに示すが、この締合でも金波数領峨で Q¥?)-1の方がはる由、に大きい。ちなみに、

修士論文で認められた高波数領域の漸近的関係 Q-' 目 k-' は Q~)-Iおよび Qþ')-1の両方に認め られ る。

一方、QJの結拠は図 3.4.に示す通りである。 この場合も、ピークの位置は Oに対してそれほど敏感で

2と由結晶は嘗士崎文由結果((入射能畳)-(亀裂提)x 2)と-'f盾するように見えるが、裂はそヲではない.S.4筋書照.
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図3.3.(a) Q;;'のφ依存性。図中のパラメ ータは 4>1直。ここで‘90.'は4>- 90。の極限を表す。 (b)世=45。

の場合の Q;;lの各成分。記号‘(J)'，'(2)'および '(恥(2)'はぞれぞれ Q¥.')-I，Qt'ト 1および Qf=

Q¥，')-' + Q¥.')-'を表す。両図とも σ=，=0を仮定。
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図3.4・(a)Qs~' (b) Q~リ-1 および (c) Q~~-lの 0 依存性 (σ= ， = 0)・図中のパラメータは 0値。ここで

ゆ0.' は e~ 90・の極限を表す。
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図3.4.(続き)



26 Clf A PTER. 3. 2次元亀裂分布・ l次散乱モデル

はなく、1.1<向くJ.8(入射 S披波長田 3.50- 5.7α) の範聞に収まる。 Qs~の値自体も 0 にあまりよら
ないが、しかし各成分の備は決してそうではないことは既に述べたとおりであり、両者の 0依存性は全く

対照的である(図 3.4b，c).また、 P彼の場合と大きく異なる特徴として、高波数領域における漸近的関係

Q-1 <x (:-1からの泡脱が挙げられる固図 3.4bはQiv-Lの挙動を示しているが、同値は Oが十分小さいと

きには高波数領域で Q-1<x k-1をほぼ満たす。しかし、その傾きは Oが臨界角 Oc= 35.26・に近づくに

つれて緩やかになり、 Ocを紐えると特呉な蛇行を生じることがわかる。同様な性質はQit-1においても

0;> 45・の騎合に認められる(図 3.4c)。これらの大振闘の変動は、 P被および 5B波の場合にも認められ

た微小綴暢の変動と同様、 3.1節で述べた亀裂回上の共鳴現象として理解される。すなわち、入射放により

亀裂両端から生じる回折訟が互いに干渉し、特定の波長に対して共鳴を起こすため、 (3.27)式中の〈均値

が変動すると考えられる。ただし、 Sll波の場合の変動が正鐙法的である(図 3.2)のに対し、 P，5V波の場

合に不規則な変動や舵行が見られるのは、後者では回折披として実体彼と Ro.yleigh披の両方が現れ、複雑

な相互作用をするためと考えられる (Keogh，1985)。

ところで、 r~ ∞の場合は

Q(2ト 1= 0， and hence Q-1 = Q(I)-1 

であるから、図 3.3bの曲線 (1):および図 3.4bは、突は修士論文の結果(同論文、図 12..，130.; Ko.wahara 

and Yam描 hito.， 199丸f'igs.7(a)， 8( .. ))と一致する。この場合の Q-111(3.27)式からも明らかなよう に、

r=Oの場合の Q-1とは非常に異なった性質を持つ。すなわち Qp1の場合は、任意の入射角に対して前者

が後者よりかなり大きな値をとり、特に後者は垂直および水平入射時に Oとなる。またQ54の場合は、前

者が入射角依存性に乏しいのに対して後者は強い依存性を示し、。=45。で 0になる。任意の 7値の場合

の Q-1の挙動に関しては、成分 Q(均-1の 7依存性を調べることにより理解できる。例として、 P披垂直

時の Q(2ト1の 7依存性を図 3.50.に示す。この場合は、関口変位しか生じないので Q→ =Q(2)→である。

これによれば、 Q(2)ー1の備は一般に7とともに減少し、特に低波数領域でそれが顕著である。また、ピー

クliLili:は 7とともに駒大するが、このことは 3.1節で述べた σの効果とは逆センスであり興味深い。これ

らのことは、初 >1では入射披の波長カ悔いほと亀裂の相対変位が小さくなることを反映していると解釈

される(修士論文、図 5jKuwabara al1d Yam酷 h.ita，l'ig.3)。すなわち、変位が小さければそれに比例する

抵抗力も小さいで、それだり 7 の~響を受けにくい。なお、任意の 7 に対して低厳数および高披数領域で

それぞれ Q(21-1'" k'， k-1が成り立つことも確認された。任意の入射角の P，SV波の場合には、上記成分

にQ(1トlを加えたものがQ-1fiffとなるが、多くの場合に Q(2ト 1の寄与が卓越するので、やはり 7 値の影

留は大きい。ここでさらに σ>0をも許すなら、パラメータの組み合わせによっては 2つのピークを持つ

ような複雑な場合もあり!l}るであろっ。

ここまではもっぱら減蕊係数について述べてきたが~同様なことが位初速度の遅れについても言える(図

3.51>， 3.6)。ある披数付近を境にして、(止波数側では svがほぼ一定値をと り、高波数側で波数とともに O

に漸近するという一般的特徴は常に成り立つ九その長を別とすれば、tJ.uの入射角および 7への依存性

は Q-Iの場合と極めて類似的であるa また、上速のように Q誌が蛇行を示す場合には、それに対応して

d.lISVの日への収束が退くなるという現象が見られる(図 3.6b)。

以じをまとめると、亀袈群による P.SV被の散乱は、亀裂浦上のj1f断殿銀法則のみならず亀裂間隙流体

の圧縮性にも強く影響される。特に、非常にIT:締役が高〈 亀裂而が自由表而と見なせる場合 (r=日)と、

修士論文で倣った開口変{立が縦慢できる勘合 hー∞)とでは非常に異なった結果が得られることが示さ

れた。ょうて、散乱貌象の観測結巣の正しい解釈のためには、亀裂面上の反界条件についての詳細な情報

が必ド擦であると言える a また、入射角の大きい SV披の高波数領域での特異な挙動は、今回初めて明らか

にされたものであり、興味深い現象である。

に;fisa3ttihEJJZR?制跡見られる郎、ピークIj.，糊は図 3.3に見られるよフな微小変動州散スケール韮示

"‘F 
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図3.6.(3) ~Upの 4 依存性a 図中のパラメータは 4 他。 (b) ~USVの O 依存性。図中のパラメータは O 催。

岡図とも σ=-y=0を仮定。
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本ヨ震を終わるにあたって、今回の紡巣を他の僻究者のものと比較しよう.SII i肢の場合については既に

Kawahara and Yamashil.a (1992)で般討務みであり、著者の求めた Qs]，が Wcavcrand Pao (19i9)の研

究結果と非常に剥干!I的であり 、Kikuchi(198Ia)のものとは若干合わないことが術摘されているaここで

は、 Kikuchi(1981b)および vander f1ijd印刷dNecrho町(1984)の結巣との比絞について示す。両者はと

もに自由境界条件を仮定しており、前者は P，SV および SH 訟の垂直入品，t時の分散と減蕊を帥 ~4 程度ま

で計算したが、亀裂の相対sl:伎の計算においてデカルト座標系の代わりに締円l!IH.:I系を樽入する点に特徴

がある。一方、後者は相対変位を Chel>yshev多項式展開することにより、入射 P，SV波に対する散乱断iIn

積を計算しているが、 Foldy(1945)の近似 (2.12)下では散乱断面償SとQ-Iの11日には

~ (hQ-1 for l' waves， 
V，.) = < 

l kQ-1 for S wav田
(3.28) 

なる関係があることが知られているので、著者の結来と直~比較可能である (lshimaru ， 1978; Hudson， 

1981; 5.4節参照).Poi田011図体に関する Kikuchiの結果と著者のそれとの比較を図 3.7に示す.両者は P

波の場合には若干の不一致が見られるものの調和的である。これに対し SV波の治合には大きく食い違う。

一方、 vallder fIijden and Ncerhorrが s= 1/3 (f = 1/4)を仮定して求めた Spおよひ，S5Vを図 3.8a，bに、

同じものを (3.28)式を用いて著者の方法で再現したものを図 3.8c，dに示す。 何者はすべての入射角にわ

たって高度に調和的である九 これらの結果に加え、著者らの計算法のmlll'は亀裂の細書JSl:位を計算した

Mal (1970b)の結採との照合によってもチェ yタされていること (Yamashi同，1990;修士論文;Kawahara 

and Yamashita， 1992)、および 511波の掛合においても Kikuchiの結果が著者のものと完全には合わない

ことなどを考え併せるなら、おそらく Kikuchiの数値計算に誤差があるものと推測される.

本章の内容の一部は投稿論文の形にまとめられた (K出叩hara，1992)。特に、図 3.3，3.4および 3.6は左

記の論文から転載されたものである。

‘T.n (1977) b独自由方法で同じ問胞を倣っているが、植が;RめたSp1; van der liijden And Neerhorr申も町とー散しない.世
ら1;モ白原因を Tan0)11<りに帰しているが、今回の貌々 の結果はこれを錨Uするものでbある.

章一二=一一一一一ーで了一一一一一一一一一一一ー置
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図3.7.Pまたはsv放垂直入射時の Q-lおよび Aυ(σ=r=O)。直線は本研究により、また破線は Kikuohi

(1981b)の Figs.1，2から書記みとられたもの。 (a)P放入射の場合。 (b)SV波入射の弱合。

図3.8.散乱断面積の方位JIJ依存性(σ =r= 0)。ただし本図に限り P。問。n固体の代わりに s= 1/3 (f = 1/4) 

を仮定する。 1直線、破線、 一点鎖線および点線はそれぞれo(または 0)= 0.， 30. ， 60・，および 90。

の場合に対応する。 (a)と(b)は Spの、 (0)と(d)はSsvを示したもの。 (a)と(0)はvander Hijdcu 

and Neerho町(1984)による計算値 (1司論文より転載)。図中の記号r"Cj ks， kp，νはそれぞれ 5，kJ h， 
sに対応する。 (b)と(d)はそれらに対応する本研究による結泉。
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9Alia 2次散乱の効果
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本宣言では、 Lax(1952)の準結晶近似 (2.14)を仮定することにより、比較的密な亀裂分布の場合に 21X散

乱の効果がどの程度であるかを検討する。ただし簡単のため 2次元 SH問題に限定し、 f且霊益面上は自由表

面とする。

第 1章で述べたように、 3次元亀裂群に関する Rudson(1980)の理論を含め、亀裂群による 2次散乱の

研究のほとんどが静的極限、もしくは長波近似に基づくものであった。有限波長において多重散乱を取り

倣った例としては、 Varadanらのグループ (Varad叩 et01.， 1978; Vacad叩 andVaradan， 1979; Varadan 

et 01.， 1985，1989， etc.)によるものが知られているに過ぎなL、。彼らは、いわゆる T-matrix法を用いて 2

次元楕円や 3次元楕円体などの形の内包物 (inclusion)の分布モデルを飯っている。しかし、彼らの方法で

は内包物のアスペク卜比が非常に小さくなると数値不安定を起こすことが Weaverand Pao (1979)により

指摘されているので、亀裂を級う には適さない。Weaverand Paoはこの困難を回避するための T-matri.x

法の改善策についても議論し、 2次元亀裂分布による llX散乱に関して実際に成功を納めている(前君主末尾

参照)が、その後の皮肉はないように見える。それゆえ、亀製群による有限波長の苦手性放の多.m散乱を倣っ

た研究は本論文がおそらく最初である。

基礎方程式 (2.16)を解くに先rr.ち、 2.2.3節で述べたように対相関凶数 u(勺IT，)を適当に与える必要が

ある。ここでは次節に述べる 「剛体球近似」を仮定することにする。

111 ." 

L/'; = k p  
。。

(d) 
kS aー噂

3 

Ssv/2a 

2 

4.1 剛体球近似

ぷ
Vr

まず、 2.2節に戻って関数g(rjlr‘)の物理的意味について考える。 (2.8)，(2.11)および (2.17)式より、 g(-)

は以下のように表される。

QU  。 2 4. 6 
ka 

8 

N-l，，(rjl刷、可伊 1・-、
g(rjlr，) = 一一ーー」一一向~一一回 N- ∞ー (4.1) 

N ，，(勺) ._ ，，(γj) 

すなわち、占 r，に亀裂が存在する確率を考えるとき、他の亀裂の位置が全く未知な場合の確.$，，(1-;)に比

べて、点 l'dこ亀裂が存在することが既知な場合の確率 P(''jl町)がどれだけ異なるかを表したものがg()に

他ならない。それゆえ、 g(.)は少なくとも次の 2条例を満たさねばならなし、。

・g(勺|町)-0 国 1.'， -rjl→ 0， i.e.，同じ点にi!数の I亀裂は<:r::aできない。

• g(rjl"，)→ 1 坦 1";一勺|→∞I.e.，十分続れた亀裂は互いに影響を及ぼし合わない。

しかしながら、現実の地主主亀裂鮮に関して g(-)が具体的にどのようなものであるかは、おそらくほとんど

知られていない。それゆえ計算に際しては、 g()の関数形はある程度窓意的に与えざるを得ない。ここで

は計算の使宜上、以下に述べるような近似に基づいて g()の関数形を選択する。

図3.8 (続き)

33 
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まず、亀裂を包絡する半径 uの円の内部をその亀裂の 「網狼り」と考え、各亀裂は互いの純張りを侵さ

ないという仮定を導入する (cf.Varad制 eLal.， 1985， 1989)。あるいは、長さ 2aの亀裂の分布を半径aの

硬い疎 (2次元の場合は円柱)の分布で置き換えたと考えても良い。このとき、亀裂の排除領績の半径は 2α

となり (~4.l) 、

g(Tjl町)= 0 for 0 < jr; -Tj 1< 2α 

となる。ここでさらに、 g(・)には方向依存性がないものとし、

ド..-Tjl 
g(勺|η)= g(~ )， ~ =μ玄 4

と低き直すなら、上述の近似は次式に傍若する.

g(x) = 0 [or ~ < 1 (4.2) 

このようないわば「剛体涼近似Jの妥当性は定かではないが、 2次散乱の効果を定性的に議論する分には有

効であろう。よく知られているように、広繊応力場の中に亀裂が存在すると、その近傍では局所的な応力の

集中または緩和が生じるが、上で仮定した亀裂の「縄張り」の大部分は応力緩和領域に対応する。従って、

広域応力渇の下で応力腐食などのメカニズムによって亀裂が発生 ・増加するようなモデル (e.g.，Yamashita 

and K nopoff， 1987)を考えるなら、そのような領域では新たな亀裂の発生が起きにくいと考えることは不

自然ではない (Yam帥 i同制dKnopoff， 1992)。

ところで、同1体球分布の従うべき g(x)It、これまで多くの物理学者逮により解析的、数値的あるいは実

験的に検脅すされてきた (VaradaneL al.， 1989)。球分布がー織かつラ ンダムなら(すなわち笑在気体におけ

る分子laJ力のような相関カは一切働かないとすると)、直額的には、

g(x) = 1 for x> 1 (4.3) 

と予知、されるかも知れないが、9if際はそうではない。なぜなら、上式が厳密に成り立つのはたった 2個の球

が存在する場合に過ぎず、失際にはそれ以外の球の存在が陰に影響するからである。ー般的に言えば、球

分布の体邸含有車を cとすると、怠>1に対する*)は次のような形で表される(ちなみに最密充填時の

cの他は、 2次元の場合は宵/2、!3勾0.907，3次元の場合lま♂π/6記 0.741である)。

g(~) = 1 + G(c，~)， σ- O(c)， G _， 0 描 Z →∞

それゆえ、 cが十分小さい組合には (4.3)式が成り立つ。本草で採用する La.'-の近似 (2.14)の有効範囲は

r '" 0.1 程度以下と予怨されるので (4.3節、および付録 A参照)、 (4.3)式は十分有効と忽われる。なお

lludson (1980)によれば、亀裂の相関魁般に比べて入射波長が十分に大きい場合には 9の微細椛造は重要

ではなく、 2 → 0，∞で g~ 0，1であることのみが意味を持つ。

以下では、 1(1製分布の従う g(:t)の関数)~として (4.2) 式および (4.3) 式を仮定する。このとき、分布の

数倍l主νとlこ述の cのIIUには、

C=ifνα2 (4.4) 

という関係が成り立つ。この場合、無次元盆cli亀裂の実効体積含平1車 (e町ectivespherical concentrat.ion1) 

と呼ぶべきものであるが、以下では混乱の恐れの1ft!い限り単に含有率と呼ぶことにする。

'このIsIliはV;，.rada.n_et(l l.__(~田9) による.これに対し Cr回lpin (19制}らが用いる「亀製密度 (cr.clcd凹，;'，)Jε::::;::va3 は、
21X元閃組曲場合には νdで定義されるべきであるう.物理的イメ -')1;1c u)方がりl砲なので、本軍ではこちらをmいることにする.

4.1.剛体球近似

Circumscribing 
spheres 

35 

図4.1 剛体Eま近似の筏式図。亀裂(諜の太線)の包絡円(濃い灰色の太線)の内部をその亀裂の「縄絞り」

と見なす。このとき亀裂 sの中点を中心とする半径 2α の円の内部(白い部分):が同亀裂の排除領域

(g(勺 IT.)= 0)となる園
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4.2 2次散乱項の評価

4.2.1 基礎方程式の解

著者の修士鎗文(河原，1990; 3.1節参照)では、 Foldy(1945)の近似 (2.12)に基づく基礎方程式 (2.13)

を直緩解くことにより平均波<UA >の実効被数と振幅を求めたが、その計算は若干煩雑である。このよ

うな 2次元SH放問題において、振幅には興味がなく、実効波数のみを求めたい場合には、実は以下に述

べるような簡使な方法がある (Yam回 hita，1990)。まず、入射放として再び (3.1)式を与え、これに対する

平均主主を
円 il:X1sin8+iKyX:，< UA > =v.c.._--. (4.5) 

と仮定する。ここで、実効波数の Y成分 [(1'= k C050 + O(va2
)が求めるべき未知盆である。このとき、

基礎方程式に予め演算子 ']2+ k2 (']2 = 8'/8X1 + 82/8X?)を乗じると、式の左辺および右辺第 1項は

それぞれ

(マ2+ k2) < UA > = (k2 
C田 '0-1(n < 賀川 >， (マ'+k2)U~ = 0 (4.6) 

となる。ここで再び、図 3.1で示された局所座標系(，，}， "，) = (X， -1'" X2 - 1'，)を導入しよう。このと

き、 ']2= 82/8x; + 82 /8，，~であり、基礎方程式のお辺第 2 項は表現定型 (3 .3) および関係式

(']' + k刊+k'μ吋2

(μ6(ω)はDi汀ra叫cの6関数)を周いることにより、最終的に以下の形に帰着する。

(4.7) 

(マ'+k')νl 必〈叫 >dr; = 一νJ(~， <þ < UA > . 
'/P2>O 

(4.8) 

ここで、中の定義などは 3.1節に準ずる。ただし、境界条併 (3.5)においては冒頭で述べたように σ=日を

仮定する。以上より、 Foldy(1945)の近似 (2.12)下の基礎方複式 (2.13)は、

k2 
C曲 '0-[{~ =ーνJ(?，昏

と書き改められ、その鮮は 2次の微小;監を無視することにより、

[(y '" kcosO(I+ ~1'<þ) 

となる。これは、1(1'= k CO$O +κと置き直せば、 3.1i痛で求めた解 (3.6)に一致する。

このような解法は、 2d(散乱の効巣を取り入れた基礎方程式 (2.16)にも適用できる。その場合は、上記

結*に加え、新たに

(']2叫ん whe同ん =1"J収 <Uj >日

を評価すればよし、。モの方法を以下に述べる。

計算に先立ち、不姿な添え字を減らすために、本章で1:1.座標の表記法を次のように変更することにする

(1副4.2a)。まず、

(X" X，)=(X， )')， ("" "2)=(:1:，百)， (p" 1'，) = (1'， q) 

とし、その上で亀裂 i，jに関わる量については(町，y;)， (Pj，町)などと表すことにする。これらを用い、

積分んを以下のように轡き直す。

ん=ν乙ゅJ曲川<ut >・ (4.9) 

4.2. 2次散乱項の評価 37 

ただしくtL}>iはd(式で定義される。

，曲 F∞
< UJ >i = 11 I dpi I d，匂 51< lJj > [1 -g(η|町))

J_∞ JO 

(4.10)式はさらに表現定型 (3.3)をJHいて以下のように変形することができる。

(4.LO) 

< "，1 >i = 呼工1乙:吋∞d拘削q匂川叫3パj[1μ[1-g

×去に偽D(~j)e;>P'…叫')(k，;c;;可可)

ここで、式中の D(~j) が境界条件 (35) により決定されることは以前と閃織であるが、いまの場合は亀裂 j

の相対変位であることに注意されたい。上式に、前節で仮定した g(ー)の|組数形を代入したよで、局所座標

系から再び大域座篠系に変換すると、次式が得られる。

，_ _ 1'CJ(y r 
>;=一一一ι I d~jD(~j)一一1，)_0 -....J-¥.....JI 8Y (4.11) 

~~で、

1， = / / dpjdqje仕M 叫 ;K叫 Ha})(kRjo) (4.12) 
JJR.i主，.

であり、また RJo= (X -Pjーん)2+ (Y _ qj)'， Rlj = (p‘_ Pj)' + (q， -qj)2である(悶 4.2，，)。上式はさ

らに若干の計算により(付録 C.l節)、以下のように笹き下される。

1， = 1，+13 -
l k2 cos2 0て育子

ら = 4i 11 dpjdr/jeikp，sinHIKv'Jo(X一月 -cj)o(Y -qj)， 
J J RIj$2a 

h=ILucyぅ
dqj[fI~ ')(kRjo)マÌeikPi sIn山吋J_ekpJsIr‘山吋

JlJd')(kRjO)] 

(4.13) 

(ι14) 

)
 

尽
ul
 

A
q
 

(
 

ただし、 ']J= 82
/8d + 8' /8qJである。ここで以下のことに注意せねばならない。入射波 (3.1)や平均披

(4.5)に現れる大域座標変数 (X" X，) = (X， Y)は観測点Aの位置を表しており、任意の値をとり得るこ

とは勿論である(ただし Y> 0:が必袈)。しかるに、 <ul >iは亀裂 iの面上における盆であるから、その

表式 (4.11)ー(4.15)中の (X，Y)は亀裂面のごく近傍に限定されるe すなわち、く 'uJ>iに関しては

1'， ー αく X <1'，+ι Y ~q， (4.16) 

が要請される九このときんは直ちに計算でき、次式が得られる。

12 = 4ieik(X-t，)&in6+iKvY (4.17) 

また、 13は Greenの定理により以下のように書き直される (Cr.Varadan eL 01.， 1978)。

I，tJ (4.18) 

ここで、積分記号は点 (1'"q，)を中心とする半径 20の円に沿って一周する線磁分を表す。

積分 13は、以下の要領で評価することができる。まず、図 4.2bに示すような三角形を考え、 R;o，仇お

よび仇を定義する。ここで、 Rfo= (X-P;-~j)'+ (Y 釘)'，Lan仇 =(Y -q，)/(X -1'， -(j)である。

2これは、 12.13がー章に定まるための十分量件でもある.

|一」ー司圃圃圃 圃 圃 圃 圃圃圃圃圃園田園圃圃圃圃圃圃圃圃圃圃園田rI==
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(a) 
Y 

(b) 
Y 
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(p j +1; j， qj) 

』，園/田・日ーj-th crack 

RjO 

&(X， 

(pぃqi) 

X 

…p (Pi ，qj) -th crack 

RiO 

Boundary of 

RjO 

(Xーとj'Y) 

X 

exclusive region of the i-th crack 

図 4.2.(a) Rjoとl/.;jの勉何学的定著書。点 (X，Y)は亀裂zのごく近傍に位置するものとする。 (b)l/.;ものお

よび4>，の幾何学的~著書。
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このとき、 Bessel関数の加法定型 (e.g.，Gradshteyn叩 dR.yzhik， 1980)より、次のような関係式が成り立
3 つ。

H&')(kRjol = 乞 J"(kR;olH~')(kR;j)ぷ，..;"

ここで J"(-)は Bessell鈎数である。一方、 1(;裂 i，jの位位座標は次式により関係づけられる。

月=1'1 + l/.;j cos(ψ0+仇)，町 =ql + Roj sin(ψ。+ψt)

これらを (4.18)式に代入すると、以下の結*が!!}られる。

1a =凡'jeikp，81山 ∞ r _.，"" _ . o o __'''" _ .1 _ I 

，2. 
ん = I d仇 eikR'1・M 畑(向付s)+iKyRリ削(ψ。+ψ計 o"ψ

JO 

ここでさらに、

(4.20) 

ksin 0 cos(ψ。+仇)+](y田n(ψ。+仇)= f( sin(ψ。+ψ1+0) (4.21) 

と置き換えてみよう。同式を満足するためには、 f(， 8を以下のように定義すればよい(このような能き換

えが成立するための条件については付録 C.2節を参照)。

J( = Jk2sin'古Z73ω=守f，C師 θ=乎 (4.22) 

ただし、J(= k + O(va')および θ=O+O(同')は復業数である。このような近き換えを (1.20)式に適

用すると、積分1.は以下のように評価される(付録 C.3節)。

1. = 2π(ー 1)"J" (f( lI.;j )e-O
"(ψけ e)

上式を (4.ω)式に代入すれば、最終的に

が得られる。ここで、

白z

F" 

∞ 

/3 = 41Tai川山町・2::'>"凡Jn(凶 0)
n=O 

(1h=o 
2isin n(ψ0+8) for 内=1，3，5， 

2cos II(ゆ0+θ) for n= 2，4，6， 

仲間Ln(If仏jト川向)土削kRil1]11 8I4j "11¥" ''''1)1 "'n\" ~ ''''1}1 8R
ij 

"n  \ '~""lIJ R..= 

であるが、これらは/(，8を通じて未知1i!:/(yに依存することに注意されたい。

以上の結果 ((4.11)，(4.13)， (4.17)， (4.24) )より、く ul>di以下のように求められるa

1 _ vC {fy r ，~' _ _ _ikX .un 8ド v._v
i = ーアームτ|ー Jfye'A::̂.un叩 I ¥yr.(t + 

k2-f<'1 ..， 

肘ae'仕川川k旬札川川p仏川川，si副削川i同in9川e山+ t日包=弓o ' 0UY ムo ....'J ...."...n¥"'.，.._u)L..O'¥...J) J 

S 同式の成立条件I~ n'l > n・0であるが、これは量件 (4.16)により保E証される{図 '.2b嘗隙).

(4.23) 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

(4.27) 

置ー 一一一 一一一一一一一一一一一一一一一一ーコ量



ここでがc田 20-K'!， = k' -J<'をmいた。残された問題は 10の評価であるが、それは以下に示す方法

でなされる。いま、 (4.27)式で与えられる紘<U] >iが亀裂{に入射するとき、自 由境界条件の仮定より

(3.4)式に準じて次のような境界条件が成り立つ.

よくu;>i +~s: < ul >・=0，
(}J;i QXi 

いま、く u]>iによって生じる相対変位を企u}と表記し、 (4.27)式および表現定理 (3.3)を用いると、よ式

は具体的に以下のように表される。

義LひL¥u叫山州仰j代ほ加(α伶1;， 川 H吟i1 }ヤ(μkι弓 Z可τ弓豆あ)同附々め，1ししレν炉円J=dJ0J+ι争争eピ♂凶川s仕川州川k刈坤{ωp

+竺坐互主工仲副削山n叫，+制.川ず子F，凡n3乙:二.， f(J CnJn (州kJ同凶R烏~o姐ω0
kμ2 _ /(2ρ2 白 oy"f ムん... ..， ._， .." .， I 同

ここで大域臨標系 (X，Y)から局所座療系 (x"抗)への変換をおこなった。さらに、

41 4.2. 2次散乱項の評価

相対変位の計算

まず、 3.1節と同様にして境界条件 (4.29)を離散化・艇次元化する。

4.2.2 

CRAPTER.4. 2次散乱の効果40 

(4.34) 

(4.3~) 

ここで D~. = b1(sm)であり、行列要素 Jgnは

~2 r'鴫 +AJ/2
Jん=主主 / Cn川 kR，)d(!

vu J&.n-AJ/2 1!I=o 

で定義される。また、変数の頭の a がαによる規格化を意味することは 3.1節と閑織であり、それ以外の

量の定義も同節に準じる。 一方、 (4.31)式を般散化すると (3.12)式に準じて

t二1r_f n I 4il(~ ー 倶 4宵 /1( -1 曲目IH山=ピ会eil:"'lI1n8争- k'-予51PBJMm

Rl = (S，-()' +y' 

(4.28) 

ーが(l<y) そご白 A 
<Þ'(f(y) ー ~一 =!:1s L D~le-山m

m=l 

|町1<α.

(4.36) 

が得られる。同式はさらに (4.34)式を用いて以下のように変形できる。
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.6.Ut(61Pi，Qi) = iva2CI<yeil:p，lin8+iKγQ'D1
(ふ)

(4.37) により Dl(ふ)を定義すると、境界条件は次式に帰着する。

£釘[.0内州川i刊1(t;)Jぼ的仰Eο叩)戸H仰 R)仰)μd叱ぬベE凸I

4主竺1笠互ととこ二:e戸i此hω阿いいk~s凶凶芯日刊同山s“由山jnÐト1主"-0ζこご!す手F凡nJ2ζ二r 川 (kR)O(t;)dt;1
k' -[(' . k' -[('お oy'J-. ......， ..，-'" '1.=0 

ここで、行列 H=(H'm)の逆行列を H-1= (lf，-;，.I)と表した。 (3.10)式を用いて上式をさらに変形する

と、最終的に次式が得られる(付録 C.4節)。

(4.38) 

r~'? ... M-I M-I 0。
が(lfY)=-tV2-古 zE 515九DM-，JJ:nDm

(4.29) 

ここで R'=(x-()'+ジであり、また添え字"jは不要なので省略した九上式を解いて D1
({)を求めれ

ば、後は(4.8)式と金〈悶織にして次式が得られる。

Ixl < a 

= E(l)+((ー I)E'(1)+ 0 ((( -1)') 

=む(1)+jむ '(1)+0(〆)

である。ただし E'(()= dE(()fd(である。これより、 (4.38)式は以下のように往き直される。

品 l (I<勺 =τ~[仏JL2(1) 刊岳3+ 勾~. ;"._E'(I)+O(ジ)1
γ-1 L k'c曲 '0 . ， 2 k' C国 '0-，.， • -，. '1 

上式からが(kcos 0)を求めるには、以下のようにすればよい。まず、

E(() =L¥s L L L FnDM_IJt';"Dm 
J(v 

(=ー」ー=1 +0(;;')、
k C080 

と定義する。このとき、 (4.33)式より、

E(C) 

(4.30) 

ザ=にが(t;)e- ;'~ ，in' d{ 

で定義されるが、<tと呉なり k，0だけでなく未知:1ft[(1' = [{l' (k， 0)にも依存することに注意しなければ

ならない。そのことを強制するために、以下ではが(J(l')と表記することにする九

かくして、 (4.6)，(4.8)および (4.30)式より基礎方程式 (2.16)は次式に帰着する。

(4.:11) 

(マ'+k')lo =ーν2α，J(?，骨1< UA > 

ここで申lは(3.8)式に割高じて、

(4.32) k' CO$' 0 -/{~ = -v[(~ ij\ +ν2α， K?，母'(1¥1')ー

同式において、が(J{Y)が f(l'→ kcosO (すなわち (-1)の極限で有限値をとるためには、

が+.，...三~I;(1)=0
k' c時 '0

が必要であるが、このことは解析的に証明される(付録 C.5節)。これを用いると、 (1.39)式より次の結果

が待られる。

(4.39) これを解いて J(l'を求めるためには、 J("= kc倍。を中心として J(l'をνの幕乗に展開し、その係数を決

定すればよい。その結*は以下のjjJjりである。

r (')_2 、 1

}{y = k c曲。[1+i中+ぺ~<I>'-ラザ (kc州 ~ + 0 ((va')3) [ 

(4.40) 

が(kCO$O)=が+守二工-:;-::E'(I)・
2k' CO$' 0 

(4.33) 

よって、殺された問題はが(kc倒的=limKy_k<:田 eが(K")の評価のみとなった。その値は、境界条件

(4.29)を解いて相対変{立 Dl(l;)を求めることにより得られるが、それについては次の小節で解説する。な

お、解 (4.33)において νの2次の項を無視すると 1次散乱の場合の解に一致することは言うまでもない。

・'G.敵 {JIま檀卦変散に過吉ず、それ以外由変敏はすべて亀裂iに関わるから混乱即恐れはない.
&φ の n (~2) 車を捜す φ"と混同しないように注茸されたい.
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同式を (4.33)式に代入することにより、基礎方程式(2.16)の解は最終的にI?(.式で与えられるe

/(y'"ω[1+計-4中2+中}] 

ここで、

ψ =主:年E'(l)
qκ‘cos20 

命 白 ') M-I M-l N ，.. n ~ ， 

=法三;tzjjEDAJml勾刊誌九+九言叫ぃ

(4.41) 

(4.42) 

である。同式中の Dmは(3.10)式(ただし σ=0)を解くことにより求められ、それ以外の諸量の具体的な

値は付録 C.6節で与えられる。なお、実際に申を敏値計算する際には nに閲する級数干()を無限にとること

は不可能なので、ある適当な値 n=Nで打ち切ることにした。特に k→Oの極限では N=2となり、

lν= (~一山)骨2
となるので(付録 C.6節)、 f("の倣は次のようになる。

/{Y .1 v. ，(今 7¥ .， 1 
lE11「立哨011+戸+〆lco.' 0 -8) <Ti 

(4.43) 

(4.44) 

一般に級数手[1の収点性は kとともに悪化し、 ka-LO， 0 = 0'の場合には N-24程度が必要である。

4.3 結果と考察

前節で求められた失効被数の Y成分 !(yに対し、減衰係数 Q-Iおよび位相速度 v Iま次式で与えられる

{河原，1990，付録 C;K制，vaharaand Yamash山， 1992， Appendix D). 

Q-I=竺lmJ("問。， 戸 ω/JI刈山+R.eIiy 
W 1 • 

(4.45) 

ここで ω=kβであることは 3.1j却と同様であり、またeは(4.22)式で定義される固なお、同式が να2<1

のときに近似的に (3.9)式で表されることは容易に確かめられる。問式を (4.41)式を用いて展開すれば、級

終的に次式が紛られる。

D.u _ β-V 1/ v2 

区OS20=五宗主o= iR純一τ[3(恥骨)2CO内 ([m中)2+8R.e1!l].

(446) 

あ =ν1m中 -v
2 [R.e<T • lm<T COS2 0 + 21m申l

上の結集において、 νの2放の項を無線すると 1次散乱の場合の解(すなわち、 (3.7)式を (3.9)式に代入

したもの)に一致することは言うまでもない。

以上の結*に基づいた数値引算例を以下に示す。図 4.3は、 SIl披がきliiiiiに入射したとき (0= 0')のQ-I

他・を、亀裂含有車 c(4.1節怠照);が 0.01:および 0.1の2例に対して示したものである。ここで、これらの c

備はそれぞれ Foldy(1945)および Lax(1952)の近似 (2.12)，(2.14)の有効範聞のおおまかな上限と予想さ

れる。関より、 2次散乱の効巣が顕著に現れるのは主に低波数領域 (ka< 1)であることがわかる。すなわ

ち、この領械では l次散乱のみの場合に比べ、 2次散乱を考慮した方がQ-I値が小さくなる。換言すれば、

2次散乱の効巣は散乱滅蕊を抑制する方向に働く。これは2次元の円形内包物 (incll問。n)および 3次元球

4.3 結果と考察
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vα2で規絡イヒしたもの。
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形の~弘 (cavity) の分布に関する Varadan らの結果と調和的である (Varadal1 et .1.， 1985， 1989). しか

しながら、その効果の大きさ自体は予怨外に小さ t'.高波数側に関しては、 2次散乱の効果は低波数側と

は逆方向に働き、かっ一層小さい。特に、観測上重要な最である Q-lのピーク波数は2次散乱の影響をほ

とんど受けない。以上の結巣は他の入射角の場合にも当てはまる。例として 0=45.の崩合を図 4.4に示

す。また、図 4.5はQ-lのピーク波数の c値依存性を示したものである。これより、ピーク彼数は cにも

Oにもあまりよらず、1.3く向<1.5程度の範凶に収まることがわかる。 一方、速度分散に閲する結果の

一例 (0= 0.)を図 4.6に示す.ここでも、 21X散乱の効果が働く方向は Q-l値の場合と悶織であるが、た

だしその強さは会披数傾岐にわたって小さい。すなわち、位相速度の閤有S披速度からの遅れ tJ.vが2次

散乱から受ける影響は、波数によらず微弱である。低波数領域での位相迷度の遅れが 2次散乱によって抑

制lされることは、 Varadanet .1. (1985)、および円形亀裂に関する lludson(1980)の長波近似理論に基づ

く結果 (Crampin，1984; f111dson and Crampin， 1989)と調和的である。 Hudsonの理論によれば、 2次散

乱の効果は P波の{世相速度にt.Jして顕著であるが、 S波にはあまり効かないことが示され、この点でも上

の結果と矛盾しない。

ところで、 L棋の準結晶近似の有効範凶の上限の正礁な値は明確ではなb、。上の計算では、同近似が亀

裂数倍l主に附する 2次近似であるという立場 (Keller，1964; see 2.2節)から、 c'~ 1を満たす cの上限と

して c:::e 0.1を採用した。しかし、 31X以上の高次散乱を無視する指標としては、亀裂含有率c=πlIa'より

も110'そのもの(本草加注 1参照)の1;が適当である可能性もあるであろう。実際、 Hudsol1 and Crampin 

(1989)は Huclson(1980)の理論の有効範聞を 11.
3< 0.1と推定している。これを 2次元に当てはめれば

c:::e 0.1". -0.3となり、先の推定値よりかなり大きくなる。この値が適当かどうかを確かめるため、 Q-l

の低披数領域での振る舞いを詳細に調べてみた結果 (0= 0・)が図 4.7である。上述のように、この領域で

は2次赦乱の効果は 1次散乱のそれを打ち消す方向に働くので、 c値の増加に伴う Q-lの増加は次第に鈍

り、ついには減少に転じると予想される。このような逆転現象は、同図では kα く 0.6，c > 0.15 -0.2に対

して詑められる。これは、現笑の多重散乱の性質の反映と考えるよ りは、むしろ 3次以上の項を打ち切っ

たことによる談援の効巣と見なす方が克もらしい。また、 c値が0.25-0.3を結すと Q-lに負値が現れる

が、これは勿論物理II的に許されない。従って、 Laxの近似の有効範凶の上限値はおそら くc:::e0.1-0.15 

(να， ~ 0.03 -0.05)礎皮と推測され、少なくとも c~ 0.3 (ν.' "" 0.1)を起さないことは確実である。 tJ.v

に関レては、問機な困難は現れない。伊lえば O=O.，k=Oの場合、 中=πα2であることが解析的に既知で

あるので、 (4.43)および(4.46)式より砲ちに次式がiヰられる。

tJ.v/s =ι12 -c' /8 (4.47) 

上玉tが極大仰をとるのは c= 2 (110' = 0似)においてであるが、勿論これは剛体球近似自体の適用限界

(c "" 0.907)を泊えており意味がない。ちなみに Cheng(1993)は、 Hudsollの理論における逆転の臨界申告

伎が να3"" 0.19 (自由境界条件の場合)であることを示している。しかし、 Q-lに関する上の結果を考I畠

するなら、 lIudsOllの理論の階段上の適用限界はもっと低いと見るべきかもしれない。 Douma(1988)は、

lIudsol1の注総を Nish同awa(198勾の多重散乱理論と比較することにより、Jiij者の有効範闘を να3く 0.05

と結論しているが、この備は上記の惟定値とよく符合する。もっ とも、 Nishi1.awaの理論がはたして高次

の多重散乱を正しく評価しているかと-)かは必ずしも自明ではない(付録 A参照).Laxの近似の有効範聞

に l却してこれ以上の議論をするためには、対相関関数 g の関数j~の1耳般討が必要であろう e なお、 (4 .47)
式は Vamdall加 dVaradan ([979)の(13)式において垂直入射(α=π12)を仮定したものと c'のオーダー

まで一致する。しかし本窓口頭で述べたように、 Varadanらの方法は一般には亀裂に適用できないことが

指摘されているので、この一致が111なる偶然なのか、あるいは Varad制らの方法が長波極限では有効なこ

とを意味するものなのかは定かではない。

以よをまとめると、 3次以上の高次散乱が無視できるような亀裂含有棋の範閲内 (cく 0.1-0.15)では

2次数乱の効果はかなり小さい、というやや皮肉めいた結梨が得られた。このことは、ある程度密な亀裂

4.3. 結果と考察
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図4.5.Q-Iのピーク波数の c依存性。議丸は 0=0・2白丸は 0=45・の結合。

4.3.結巣と考察 47 

0.1 

(a) 

，1v /β 

0.01 

0.001 

0.0001 
0.1 

ka 
10 100 

10 

(b) 

，1v /βva2 

0.1 

0.01 

0.1 
ka 

10 100 

図4.6.0 =日。の場合の svの c依存性。図中のパラメ ータlまc値。 (a)は sV/β，(b)はそれを va2で規絡

化したものを去す。
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分布に対しても Foldy の近似が十分有効であることを保証するものでもある。~際、多くの観胡IJ~Jは上部

地般の平均的な亀裂数倍度が να3"， 0.04であることを示し、 0.05を繕えるものは少ない (Crampin，1987; 

金崎， 1991)。これに対応する (2次元の場合の)<値は 0.12-0.15程度であるから、総掛lの精度を考慮す

れば i次散乱近似は実用上司i効であろう。

より舵な場合 (c>0.15 -0.2)の多m散乱を倣うためには、本論文で)fJいている波動論的な方法、すな

わち基礎方程式 (2.9)，(2.10)を何らかの仮定によって解くようなやり方はもはや有効でないかも担lれない。

なぜなら、高次散乱の効果を鋭うためには Laxの近似iこ代わる新たな近似が必要となり、しかもそれは g

より高次の亀裂間相関関数の仮定を要求するからである。 g の仮定自体が多分に~:I主的であったことを考

えればい 1節)、そのようにして求められた高次散乱項の信想性は甚だ乏しい。この場合にはむしろ、波

動場の慨念を放棄した現象論的なアプローチ、例えばエネルギー輸送理論 (Wu，1985)に基づく方法の方

が現笑的と思われる。あるいは、計算機の能力の発速や計算伎法の改善などにより、 亀裂の相対変位の数

値計算速度の大幅な高速化が今後進めば、 Muraiet .1. (1994)のような決定論的方法が重要となるであろ

う。また室内実験の分野 (cf.Kusler and Toksoz， 1974b; Kinra and Anand， 1982)からのより一層の寄与

にも期待したい。

4.3 結果と考察
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(点線).(b) c = 0.2 (点線)， 0.25 (直線)， 0.3(破線).
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Chapter 5 

3次元亀裂分布モデル

本節では、これまでの手法を 3次元の場合へ鉱躍する。ここで亀裂の形状は円形 (pe.nny-sh叩 ed)とし、

第3章と問機、分布は十分に希薄 Cva3<< 1)と仮定して (2.13)式を基彼方建式とする。このような亀裂分

布モデルにおける 2次散乱の効巣の評価は、長波極限の場合には Hudsoo(1980)によりなされているが、

有限波長に対してはかなりの困難が予想されるので、ここでは級わなL、。しかしながらliII章で述べたよう

に、この効果は実用上あまり重要でないと思われる。

第 l章でも述べたように、問題を解くための鍵となるのは、予告性放の入射によって孤立円形亀裂に生じ

る相対変位の評価法である。本章の内容の大半は、これまで著者がJft~、てきた方法論を 3 次元に'W;強する

試みに関するものである。同種の研究はこれまでにも多数の応用数学者や工学者逮によってなされてきた。

例えば 5ih田 dLoeber (1968， 1969)やMal(1970a)は、亀裂の軸対祢性を用いることにより F波垂直入

射などの場合を解析的に扱った(ただし、 5ihand Loeberの誤りが111.1¥1，および Embleyand 5ih， 1981に

より指摘されている)。また Keogh(1986)は短放近似を用いて同磁の問題を倣っている。任意の披数・入

JfJ角の場合については、M.artiuI¥nd Wickham (1983)とK問的制dScbmidL (1982) :がそれぞれ独立に半

解析がJな方法を呈示した。彼らの方法の共通点は、円形亀裂の軸対祢性を利用していること、および積分

変換や多項式展開などの手法を用いて問題を解いていることであり、数学的にやや煩雑な印象を与える。

一方、純粋に数値的な手段としては、いわゆる境界磁分方程式法 (Boundary[1¥川u山L同egr日alEqu同a叫ti。叩nMe叫th加1四。d引; 

B臥[EM.)が有名である(いe

悶方法は数学的に4極盃めて筒潔であり、亀裂函を多数のプロックに分割lするため亀裂のJ~状に依存しない強

みがある代わりに、より多くの数値計算上の労力を必要とする。本章で示される手法は、このような研究

史に l頁を加えるものであり、 Martin回 dWickban、らのものと同様、半解析的な方法に属するが、数学

的な見通しはかなり改善される。

円形亀裂分布による散乱問題に隠しては、 Hudson(1980， 1981)の長波近似に基づく理論が著名である。

しかし、静的極限における相対変位の解析解が既知であることから、彼自身は相対変位の計算をおこ なっ

ていない。この事情It、静力学的なアプローチによる同種の研究 (e.g.，Budiansky and O'Colluell， 1976司

I¥'ishizawa， 1982)にも共通する。

以下、簡単のため自由境界条件を仮定する。

5.1 表現定理

次節の準備として、本節では円筒鹿様系における表現定理を擁立する。これは、 Martinand Wickham 

(1983)らと向織、亀裂の軸対祢性を利用するためである。まず、あるl司形亀裂 iに悶定された局所座標系

を図 5.1のように 2通りに定義しよう。ここで ("1，"2， :t3)はデカル卜座標系、(p，q" z)は円筒座係系を表

51 
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X3=Z 

X2 

X1 

図5.1.局所H!傑系。デカル ト庫銀系 (%1，:&2，2:3)，円筒座係系 (p，ゆ，z)とも原点は亀裂の中心に位置し、 X3= Z 

軸が亀裂の回転対称軸に一致するようにとる.ゅは+2:，方向を基準にし、図の矢印方向を正と定義

する。

5.1 表現定理 53 

し、 X3= Z軸が亀裂の回転対弥軸に対応する。以下、添え字 iは混乱の恐れのないので省略する。いま、

このような亀裂にある波数を持った弥性被叫?が入射したとき、それによって相対変位d.uが生じたとし

よう。このとき、散乱波 S~u?の X;成分は以下のように表現される (ßudiansky aod Rice， 1979; Marun， 

1981). 

[S~ u?l; = -11_ _ . d.TlI(.;，，6)r;I(X，，2:1，"3!';"';"O)々，d6， 1= 1，2，3. (5.1) 
J Jz-:+.c;$o'l 

ただし、以下では 1，2，3のいずれかをとる添え字が重複して現れた際には、和lの規約を適用するものとす

る。」こ式においてd.u;はデカルト座標系におけるd.uの成分を表し、また

(_ _h'¥ _ 8 e;hR (_ 8 _ 8 ¥ e;k/1 
4π1';I(X，，2:，，2:3!6，6，';3) = 11-27? ) 6'3-;;一一一+16;，一一 +6;一一 l一一一¥.l.-"'fii)VI::jaXj R'  ¥.Vjll}xa TUj38x，) R 

2 eJ3 (e品R eikR ¥ 

一一一一一一 l一一 一一ー!， j，1 = 1，2，3 k2 8x;8x，8x3 ¥ R R )' n- -，-， 
(5.2) 

かつ R'= (Xl-';，)'+(x， -(2)'+(町 ゐ)'て・ある。それ以外の記号の意味は第 3:1撃に準ずる。このと

き、 S~u?が1弘主主面に作る応力場は次式て・与えられる'.

す33=一μ11__ d.ul(.;"6)T;31(X"X"O!';I，("O)d.;，d.;，， i，l = 1，2，3. (5.3) 
・2 吋+:;~三日

ここで、関数 1j..(.)は次式で定義される。

勾.，(X，，2:'，"3!';1，6，';3)=千五;:九仇 (5.1) 

ただし、

勺kmll=λ6jkOmn +μ(Ojm6kn + OjnOkm)， i， k， 1， ffi， n = 1，2，3 

である。 T;k'(・)の具体的な関数形はここでは省略するが、

1"33(') = 1'，却()= T33，(-) =九3'(')= 0 for.l:3 =ゐ=0 (5.5) 

であることだけを述べておこう 。 これは法線応力乃3が関口変位ð.町に、 ~J断応力ベクトル (T13 ， '-23) はJ.~

断変位ベクトル(d.Ul'd.u，)にのみそれぞれ依存することを意味する。なお 3.3節で述べたのと同様、超

特異性(付録 0.2節参照)を回避するためには、 1';.，(.)に含まれる微分政n子は (5.3)式の償分記号の外側

に置かれるべきであるが、この点は後で考慮することとし、ここでは考えない。ここでさらに、座係変数

をデカJレト佐保系から円筒座標系へ変換しよう (x，= peoso， 2:， =ρSln仇 町 =z).このとき、物理量は

以下のように変換される。

l::;l ニ 12;-:;;ll::;l Au= 

l::|= [:;-2;llzlBF=  

また、微分1iim子は

8 ‘o sin o o 8 _'. ，8 e，由 q， 8 o 8 
-一一=coscp一一 一一一一一一 一一ー=Sln申一ーす一一一ー一 一一ー=一-8x， ----~ 8p p 8o' 8x， --'" ~ op' p 8中、 8X3-8z: 

1 筒 l~由ため、 本軍では記号、'を常に亀型面上(， =0) f!)応力描にめみ聞いる.第3'*との通いに注意書れたい.
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のように対応づけられる。これにより、 (5.3)式の円筒座標系における表現は次式に帰着する。

TEa=一イ吋;仙山川 (5.6) 

涜ず血= イad帆p内。ι dq，仇o'P向0山山Aωυu，(ωp向 川Po，q，o川4仇州附o心0)T.川T (5.7) 

ここで添え字 p，qは pまたは世のいずれかをとるとし、かつ (5.3)式と同級に和の規約が適用されるもの

とする。また、 Tp，.(-)および T"，(-)の具体形は以下の通りである。

~ ~で、

/ n:! A2、".J:R A }}4 

叫 ，p(p，q"zIPo，q，o，%o) = lか+お)~+古がおF(R) ，
含当 / ，金， 、r _ikR A ，Q2 1 

付叫T勾ル恥φ科仰山ε叩ρ

= 4.π3穴1いφバ(p，q，仇'バ，zl斗|ρ向0，q，仇0，2:0)，
r・0 唱 &Z &含 ¥ e，kn 

叫岬(p，q" ZIPo， q，O， %0) = \~ðp +声高官+百三jτ-

M叫二い忍Hベ(川仇p，q"仇仰州川，%叶仰Zパ巾仇|いρ

(1 & 1 &2 ¥ &2 
-ー トー+一一lτF(R)，

2 ¥p&p' p2&q，2J山

(k _"八¥' ( fP 1 & 1 &2 ¥ e'h R 

(仔巳 2)主竺どιf+2£ζ主 e
ik円'叫州k凶R 

，，2 δZ2 R ，-11' &z' R 

( I 2 ¥ (8' 1 & 1 &' ¥ &2 
-21F-ETj lEF+五万+"f;;. aq，2 ) aZ2 F(R)ー

。M

一言おF(め

"ihft ~ikR 

R2 = p2 + p~ _ 2ppo cOS(~ -q，0) + (z -%0)2， F(め=こすす

である.なお、 (5.6)，(5.7)式の噂出の際には (5.5)式に対応して

九，，(ρ，q"OIPo， ~o ， 0) = T"p(p，~， ulPo， ~o ， 0) = 0， " = p， q， 

が成立することを予めmいた。このことはまた、境界条件を桃成する 3式

r~~(! +ぐア =0， 。壬 ρく α 1=p，ゆ， % 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 

[5.12) 

において、法線応力に関する式 (1= z)と釘断変位にI刻する他の 2式が互いに decollpleすることを意味

し、 MarLin(1981)や Krenkand Schmidt (1982)と割和的である。

境界条件 (5.12) を解く上で、 2~元問題の場合には無かった大きな困難は、それが (5.6) および (5.7) 式

で表される 2m積分を含むことである。 Mal(1970a)などが軸対称問題を倣うにとどまったのはまさにこ

の困難のためであり、任意の場合を滋うには何らかの工夫が必妥となる。そのための最も自然な発想の一

つは、応jJ と~{立をそれぞれ z 軸の回りに Fourier 展開し、境界条件を各 Fourier次数毎に与え直すこと

により、 2重積分を111積分に帰着させることであろう (MarLinand Wickham， 1983; Krenk回 dSchmidL， 
1982)。本意では、以下この手法を探用する。
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5.2 場の Fourier級数展開

いま、人射被 tL?は XIZ3平田内を伝掃する平商談と仮定しよう。これにより、亀裂前上の応力滋は'"軸

(あるいはめ に|掲して対称性を獲得する。まず、波数 h，人射角 Opの人射 P放

u~ = A〆11%1"In 8p+ih&.)醐 8P(sin01'， 0， C田 Op) (5.13) 

の掛合を考える。このとき、入射波が亀裂頂上に作る応力場は以下のように Fouricr級数展開することが

できる(付録 0.1節)。

T!~C = 1l 2ンニ (p)cos吋 j~!e =μEンム(p)sinn仇 'T!ア=μ乞子二(p)醐吋 (5.14) 
0=0 n=! n=O 

ここで Fourier係数子み(p)(1 = p，q"z)は具体的に (0.1)式で与えられる。同様にして、入射波が披数 k，
入射角 05のSV波

u~ = Boeik町制nBs+ikr;，出町C0805，0， -sinOs) (5.15) 

の樋合も (5.14)式と同じ表現が得られるが、この場合の Fourier係数は (D.3)式の通りとなる。また、 SH被

u~ = Coeihl sin 9s+仕r，c曲 "(0，1，0) (5.16) 

の場合は、

官ずc=吋 με 弘引(川p刈)8町in川111吋E
1};:;1 0=0 

と展開され、その係数は (D.4)式で与えられる。

次に、相対変位の Fourier級数展開を考える。これは入射応力場と同じ 4対祢性を持つべきであるから、

，、 00 、

白 ρ(p，q，)=乞吋(p)にどトゅ，州(川)=乞凶作)~ :~: ~岬 ，
n=O 、ロO 、，

(5.18) 

J)、凶7(p)cosnq， I 
sU，(p， q，) = ~ 会~"'"' . ~ 

1 0 I 

と展開することが可能である。ここで{.}の巾は上段が P，SV披、下段がsn披入射を表し、また sine展

開の場合には四'2(ρ)三 o(p= p，q，)が袈務される。

最後に、散乱応力渇 (5.6)，(5.7)の Fourier級数展開を考え、上の結果と併せて境界条件 (5.12)の Fourier

次数別表示を導出する。まず法線応力成分に閲して取り級おう。上述の通り、これは P，SV入A>tの場合の

みを考えればよい。いま、 (5.11)式を便宜上

_ihR A，ikfl 

叫，，(川仇札俳句~HT-V~u~

と表現する。ここでD乙:1''D~~.t は ρ ，q" %に閲する微分証1m:子である。また、 Z>Oに対して

_i1:R 沿，00 < 

二一=て、 <mcos m(q， -q，o) I Jm (バ)Jm(poOーと~e-~s(O'dl;
会h ん1's(l;)

なる関係式が成り立つ (MarLin，1981).ただし、

I JE2 -P for f > k 
15(1;)= { V~守、 F

I-i-Jk'-e forO壬f壬k

(5.19) 
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であり、かつ匂=1， 'n = 2 for n = 1，2， • .である。これらを (5.1)式に代入した後、れに関する積分を

実行する。その線、三角関数の直交性を利用すると、最終的に次の結果が待られる。

Tr=ヤ主[dpow~(同州
x [vムC05n<t("" dCJn(叫ん(ρ00 ~" e-，p(c)， + l-'" -~" ..，. J

O 押収)

+'D;z，z GO叫 fコJ，，(叫ん(向。ムe-n(O'Io -.""¥fAoo'''n¥YIJ....' 'Ys(~) - J 日刊

なお、1'P(()は1'S(()において kをhに置き換えたものである。上式はさらに、 4に関する微分が直ちに

災行できるので、結局次の形に帰婚する。

すりI:T~， (p)C邸時

たt:し、

T~'z 

W:'，，(plρ。)

W~;!5Iln(ρ|ρ0) 
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である。かくして、 P，SV被入射時の法線応力成分に測する境界条件は (5.12)，(5.14)， (5.20)式よ り、

T:~ + 子:;~ = 0，。壬 p<α n=O，I，2，"

で与え砲される。これを何らかの方法で解き、各Il値毎に山~(p) を計算できれば、 (5.18) 式を通じて関口

!a{¥l: AtI，(p，ゆ);が求められたことになる。

同様な表現は、斑断応カ成分に関する境界条件についても得られる。まず、 (5.20)式に対応して散乱応

h協は
∞ ，、 個 r 、

ず = μ乞会(ω~ ~: r n仇 7r=μ乞TJz(P)!?tinゆ (5.23) 
・~o 、"・， . " 11::::。、 ~~~ " 

の形にl品開される。ここで前と悶縦、{・}の中は上段が P，SV波、下段が S1-I波入射の場合を表し、また

割問展開の場合にはす'， (p)三 o(p= ρ • <þ ) が妥請される。上式 "1'の諸盆は以下のように与えられる。

が:=-if仰 )wp".p (刈POMpo-if山 )W，ん(ρIpo)仇

W;'~q(plpo) = w~:7"(plpo) + w~~l" (plρ0) ， (5.24) 
，国

wJ;JSlJn(plpo) = po1)~~\S]) " I Jn(p()Jn(Po()~門的dç lq
ん1'P[SJ(O' -'1εー+0

p，q = ρ，4>. 

(5.20) 

(5.21) 

(5.22) 

".3. 数値計算法 百1

かつ、

1)~:!刊ρεp 一土 0' 骨(幻"一主42L-dS1n
k'8ρ2eJt2 I .... p:.ρ Op2 'sZ2 -ρaρ ， 

土n土(~!-_l，. i主一 _TI(内n

k2 ¥p i}p p') 8ρ -p，φ' 

nGiP-土)-1))叩一-1)帥
ρsp p2 φ.ρ 一 pμ'.' 

_i_ (! IJ ，，2¥ (J2 .，.，(S)n _ (1 8 n' 8' ¥刊P)n
-I2 ¥p百一戸)Oz2' v."> ~ ¥pap -pr -r 0.言rvφzφ

1フ(P)"φ.ρ 

可J;

1) <!_~n φεφ 

ただし上式中の複号も上が P，SV波、下が SH波入射の場合を表す。以上の結集より、境界条件は (5.22)

式と問機、次の形に帰着する。

r;z +子;1，= 0， T;~ + f3， = 0， 0 $ρ くα， 11=0，1，2，"" (5.25) 

1!Jjらかに上 2式は互いに coupleしており、個別に解くことはできない。

(5.22) :および (5.25)式は、次節で示されるように亀裂半径を離教化することにより数値的に解かれる。

これは Yamashita(1990)に始まり、著者により展開された 2次元Griffith亀裂に対する計算法(第 3，4:1苦

言書照)の拡張であるが、解続的な計算に必要な労カはかなり増大する。しかしその多くは比絞的単純な微積

分の反復に過ぎず、 Krenk叩 dSchmidt (1982)や M町 tinand Wickham (J983)らの方法よりも数学的に

単純である.

5.3 数値計算法

5.3.1 境界条件の荷量散化

数値計算に際し、前 2主主においては変数を G によって規格化し、変数のilJjに鳴をつけることでそれを明

示した (e.g.，k = ka)。このような表記法を録用する代わりに、表現の一層の簡潔化のため本章ではこれ以

後α=1を仮定する。最終結果において αの値を復活させることは極めて容易である。

いま、亀裂函を半径方向に M等分し、以下の量を定議しよう。

Sm = (111ー I)A5，α"， =5"， +A5/2 for m=I，2，"'，M， 

As = I/M，α。=$1 = 0 

これらをJIH、て、法線応力成分に関する境界条件(5.22)を以下のように離散化する。

. M 

iE 叫':'IW~(.IjTrl ) =弘(叫 (5.26) 

ただし、

Wぶ=j:ww (5.27) 

である。ここで、上式の続分区間幅が m=l(区間下限が亀裂中心)の犠合は /:"s/2.それ以外では Asであ

ることに注意されたい。同様にして、釘断応力成分に関する (5.25)式は以下のように雛散化が可能である。

. M . M 、
~ I: 町内山;(h)-j Z XJL凶~(Sm) =弘(叫 l 

m=l 川~I ~ 、 1= 1.2・・ M• M • M ( 

iEXM(sm)+iE 叫凶~(s"，) =弘(町) I 

(5.28) 
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ここで、

である。

Uム =1ιに0，"川

町叫叫:九‘ = 1に:::::'yWη叫川ふんμゆバ川(

Xι=にW;'t(si[

(5.29) 

i皇立 1次方程式 (5，26)または (5.28)を解くこと自体は数値的に容易であり、残された|問題は係数行列

W仏または U;1ふ，~似をいかに評価するかである 。

5.3.2 係数行~IJの詞Jイ削

係数行91Jの評価法の詳細を漏れなく記述することは、議論を徒に煩雑にするばかりであろう。それゆえ

以下では、数備計算の要点を簡潔に述べるにとどめる。例として、 W仏およびUんの定重量式の構成姿紫

rQ m ~2 /，00 ~ I 

勾='I podpoニー IJn(p~)Jn(POO+-<-1副首I (5.30) 
。..._1，'y-，'v ðz2 ん 'Ys (~)- -"一

oz_十 U，P=JI 

について考えよう。これの評価法が確立されれば、他の演算子 (1)2/8p" etc.)を含む要素の取り扱いも類

推が可能である。以下、 2次元の協合と同様、対角成分 (/=m)と非対角成分 (1i-m)とに分けて考える。

(i) ~乏2斗4とよ

2 次元の場合と同様、 ~I，;l:t角成分の場合には (5 . 30) 式の微分と積分の順序は無条件に交換可能である。

問式において微分を先に実行すると、次式がNfられる。

zr，ιιい"戸'汗=1ισ:ayρ向0吋個Jん川"(川"バ巾川川(い加凶附ρ向Pof.ばE

"一+0

ところが、上式小の Eに関する叡分(以下、fdf.と記す)は、被積分間数が z→ +0，(→∞の極限で2

J" (.，OJ n (PoOf.'Ys (e)<-古代)， - J"(810Jn(pof，)e -
2f. ( _ "ππ¥ ( nππ、~一… l一一1，.n<;> I nR!J.一一

π♂百

なる漸近的挙事hを示すため、 一般に収束性が惑L、。特に、1'0= SIが同積分の特異点であることが明らかで

あるから、その収束性のj援さは対 1~成分の近傍 (/-m) ほど顕著である固 それゆえJ df. を直接数値計算す
ることは閣制tである。

上記磁分の収束性は、以下の袈舗での改普される。まず、 f→∞で kl(→ Oであることから、以下の

うな Maclaurin級数展開が得られる。

作(f.)e叫)， =作ーか[1+色ニi三+色と立ニ土主+...1
l 2 (2' 8 (4' 1 

? k2 _ (k2¥ 
-r e'-一+01τ1. 舗 Z→ +02 . -\.~2) 

2ただし、 正， -0となるように極限換作をおこなう必要がある.
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これを用いて、 (5.31)式を?)(のように変形する。

{'ct，.. f'田 r 1.2可

ZJL=lyodぺJ.(81e)J"(ば )同(e)-t;2+云|々 +
f.伺 ム2 r!:l"， 

+ )om_. 1'0内1-."j削 po-T L POJO( n， "i O)dpo (5.32) 

ここで、 JO(μ，V;A)はLipschitz-Hanke1型積分 (E蜘 net al.， 1955) 
，∞ 

J(μ，lI;λ) = I Jμ(αt)Jν(bt).-叫 tλdt (α，b，o> 0) (5.33) 

において a= 51， b =ρ0， c = zと置き、さらに z→ +0の極限をとったものを表す。 (5.32)式の右辺第 l

項中の Jdé は、被積分関数が E →∞で綴動性をEリとして ~-2 の早さで減衰するので、容易に数値計算

できる。また ρ0=51での特異性も除去されており、その近傍 (1-m)でf々 の計算慌が激変する危険も

ない。それゆえ、 d.sの値を十分小さくとれば (5.32)式を以下のように容き磁すことができる。

f∞ r~_. _ I l"\ ...2， k21 .Jr "'11，2 1，;2 
Zみ=SmAS人J'("/OJ.(ば)ド'Ys(f.}-c' +τI ci{ + Jì~;，' ーす [/~~O. (5.34) 

残された問題は、積分

I b j仁に::二二-m二-刊y 1

の評価法である。ここで、関数 [O(n，>>，0)および [O(n，n， 2)は一般に以下のように表現される(付録 E).

[O(n， n;O) = c，(n，O)K(κ)+句作，O)E(κ)，

(5.36) 

JO(n， n;勾=c，(n，2)K(κ)+匂(川)-ELEL
(町一向J2

ただし K(κ)，E(κ)は第 l種および第 2積完全椅円磁分であり、その引き数は κ=2Js百/(SI+ PO)であ

る。また c，(n，k)(i= 1，2; k=0，2)は5，=ρ。=0を除いて正則な有盟関数であり、その関数形は付録 El，

E2節に示す方法により求めることができる。 10(n，ni 0)および [0(..，n;2)の関数形を (5.35)式に代入すれ

ば、直ちに積分 IJZが計算できる。ただしこれらの関数もまた p= 81 (κ= 1)で特異性を持つので、その

近傍 (/-"。では台形公式のような単純な数値積分法は精度的に不十分であることに注意しなければなら

ない。この特異性は勿論 (5.31)式の J々に由来するものである.このような数値積分に適した方法の例

としては、後述の Gauss-Legendre公式が挙げられる。

以上が Z仏、の非対角成分の基本的な評価法である。ただし実際の数値計算に際しては、以下の 3つの樋

合についてさらなる注意が必要である。

1.m>I=1 

2.I>m=1 

3. lrl >> m" > 1，または m">>[' > 1 

対:flJ成分の評価法を考える1狩に、まずこれらの場合の取り依い方を以下に示す。

(u)旦とよ三よ

これは SI= S， = 0の締合に相当する。 n=Oの場合、 (5.34)式の右辺第 l項は通常通り計算される。絞

りの項については κ三 0、K(κ)=E(κ)=π/2であるので、 (5.35)，(5.36)式、および (E.12)，(E.15)式よ

り次式が得られる。
0，0 _ .̂. rO，2 _ 1 1 

13.m=h IL=ァーァー (5.37) 
lrm t.rm_l 
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n三1の場合は、係数0.，0，C20 が共に $ï"の特異性を持つので、 (5 ，35) 式から直接[~，;" (j = 0，2)を

計算することはできない。しかるに J，，(5，)= Jo(O) = 0であるから、本来の定義式 (5.31)より直ちに

Z;'m = 0 fOT 11 ~ 1 (5，38) 

が得られる。それゆえ、上述の特異性は結来的には互いに打ち消し合うことがわかる。

(ui) L之旦三よ

(5.34)式において、 5m=" = 0を代入すれば、右辺第 I項は消える。よって残る 2項について考えれば

よいo n = 0及び lの場合、これらの項はい)と全く同様に数値計算できる。 n:;:.:2の場合は (ii)と問機、

(5.36)の同式の右辺各項にPE"の特異性が現れるので、 (5，31)式は利用できない。勿論この場合も、両者の

稿1は有限備にとどまる。ところが、驚くべきこ とに 11:;:':1の場合にはこれらの値を計算する必要が全く無

いことが後で示される。

(iv) 1n > m" > 11 または mO::t 1" > 1 

この締合にも (ii)および (iii)で述べた特異性の問題が影響する。すなわち nがある程度大きい傭の場

合には、係数 Co(')(i = 1 ， 2) に含まれる (s，po)-O なる1f.!:;告のため、 I~':' (j = 0，2)の計算値が数値不安定

を起こす繍合がある。 このような困難は、行列 Z=(Zぶ)の右上隅と左下限で生じ得る。これを回避する

ためには、 [O(n，n，O)および JO(η，n，2)のs';PO→ Oおよびpols，→ Oでの漸近形を利用すればよい(付録

E，5)。その結巣、 1"~ mO > 1では、

J~~ = 0 (1/Vn) ，0 ((m/l)"+I)巴 0，r;:;，; = 0 (jn) 0 ((mll)川)血 0， (5，39) 

m" >>'" > ]では、

I~~ = 0 (1/Vn) ，0 ((11m)")田 0，[;:~=O(jñ) O((l/m)")""O (5.40) 

が持られる.

(v) 1.三旦えよ

対角成分においては、2次元の場合の類推より、(5，30)式の微分はすべての積分記号の外側に置かれるべ

きである。

Z~_. =主 tm

podpo ('" J"('mOJ，，(poO+-e-1s(!)' d~1 
8z2ん柵叫 ん ')'5(~) しー+0

(5.41) 

実際、」ニ式の収束性は容易に示される(後述)。しかるに微分を予め笑行した (5.31)式は、 (i)で予告したよ

うに発散する。このことは、 (5.41)式中の微分と額分の順序が交換不能であるにも関わらず、あえて交換

したことに起因する。 (5.31)式の積分が持つ特異性は、通常の積分の意味においては評価できず、超特異

性 (hYPcTsingul町 ity)と呼ばれる。 付録D，2節に示したよう に、 このような特異磁分は Hadamardの有限

部分(付録 (0，5)式)を定義することによりlEしく評価することができる。これにより対角成分を非対角成

分と同織に{及うことが可能となる。

まず、 ~I，対角成分の崎合にJfH 、た (5 . 34) 式から出発する。 同式の右辺~p買は対角成分の易合も容易に

数値昔l'l1可能であるから、絞りの耳iについて考えればよい。完全精円割分の引き数民は特異点 (Po= sm) 
では lに等しいので、この点の回りに Lallrantlil関すると次式が得られる。

K(民) = log昨告¥+(訓IJ部分)

E(t<) = 1 + ~ (と-po)司 logl包土色1+(8"，ー ρ0)2， (正則部分)
ゐ ¥5m+PO) -15"， -Pol 

"ー
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すなわち K(ω) は log 特異性を待つe これより[!，~は以下のように近似計算できる.

l川ι以，~ - 1とに::1j十[卜ドρ向仰川州oC州c町叫lバ(11附帆(い仲尚

+[ωp。肘帆c引l(n，O刈0町)]p向。='m例.[(いs問+ρ内oω)log(μs同+向)+ (いs問一 PO心)log 1 ."川‘一向 I] ~:叶+

+ζJP山，0州ゆo. (5.42) 

上式に現れる償分項はもはや特異性を持たないので、数値計算が可能である。同織にして U4は以下のよ

うに表現される。

1:;:，;， = (rn rpocl(n，2)K(κ) -[POC， (n， 2)L.=._ .Iog 1坐よ企11dpo+ 
JO"'_l L r"--'" I Sm -ρoJJ 

+μOCI (11， 2)]p'='m・[(5m+ PO) log("m +ρ0) + (Sm一向)log 15m -poll::→+ 
("'m _ _ 1_ .， E(κ)ー 1
I POC2(凡， 2)一一一一τdpo+
J.剛→ (5m - PO) 

+p f fe"2当日Lρn
，.... J"m_' (Sm -poJ2-r

u 

ここで右辺第 3 項の鉱石2分関数は log 特集性を待つが、 同第 1 lJ\と全〈同様にして除去できる。また~4

項の記号 'p.f.'は超特異底分の有限部分を表す。この項はさらに以下のように書き直される。

I'a... ~、

(第4項) = +V.I'./ Ip山(川)ーかo句 (n，2)]P'='m 1 (Sm -Po)-2dpo + 

I'Orn J_ 

+かoC2(Mil--pf j J2」
J.m_， (5刑 - PO)2 

ここで右辺第 l項の特異性が高々 1乗程度であることから、 Cauchyの主慌を表す記号‘V.p・'を記した。

問項は付録 0，3節に示すように、台形公式で近似的に評価できる。また第2項は (D.8)式より直ちに務価

できる。以上により、結果的に次の近似式が得られる。

Fα剛 r 円、
4以去 = ("' 1いp向0仰，2勾加)K阿(κ)ト一μ加伽阿μ仙川Clバ巾(いηい，2勾叫)

d。削-ι，l 円>，同n一1'0JJ 」

rrn f_ 1.."' E(κ)ー 1
I 1 POC2(川 )7一一τdpo-
JO"，_l L ~"rn -1'0 

一|ι叫 1，2)1 loglと立~l l dρ0+
LO"m Jpo=・... I"'m -POIJ 

+1向0.，(11，2)+ιc仇 2)1 x 
l 0/)0 Jpo:;;;"'" 

x [(s"， +ρ0) log(5刷 +ρ。)+(Sm一向)log 15m -polJ::_， + 

+よ [[amc仰 )Jρ戸川 +[α山 2(TI，2)]PO=.m_'-2[.，，.<仰)]…]-

一去かい吋
なお後回しにな勺たが、 (5.41)式の収束性は以下のようにして示されるo (i)における議論に溜って、悶

式を

~2 /，0... l'∞ r r 可 l

Z品m = ::_? I podpo I J" (5，，， ~) J，， (pOO トL - I l e-叫O' ~I
Ot

2んm-' ん l'15(<) J - ~Lー+0
.Q2 rO，.. I 

+云言 l ρo/(n， n; O)dpol 
- JO明 -1 Il.--+o守 ρ=$... 

|」 面田園圃圃圃圃圃圃圃圃圃圃圃園圃圃圃圃圃圃圃圃圃圃圃 一一



(i2 CHAPTER 5. 3次元亀裂分布モデJレ

と-l'lきii'Iす(ただし、ここでの l(・)は (5.33)式でα=sml b = POr C = Zと監き直したものとする)。このと

き、右辺第 1項中の f々 は、彼績分l掲数が E→∞でc.の早さで減衰するので収来する。また第 2項

中の l(n，n;O)の特典性は、 r~ 0 (i.e.， 1(・)同 /0(-))では高々 log程度である((5.36)式参照)から、その

POに仰する積分は収束する。以上より上式は収束する。

(vi) l三旦-=-l.

この樋合も (iii)と同様、 (5.34)式の右辺第 1:項がは消えるので、積分 (5.35) のみを考えればよ~'.ま

ずぬ =0の結合を考える。 κの依は 6t，Sm - 0の極限のとり方に依存するが、解が発散しないためには

5， ~ 0 (κーのを先に袋行することが必要である。このとき、れりと同様にして

l~:~ = 6.5/2， 
内帽 ("./2 don ι 

lff=-pf I 77=2JAS 
(5.44) 

がi!~ られる。 ここで第 2 式の有限部分の計算に (D.9) 式を用いた。 n. ;:::1 の助合も (ü) と同様、

Zi1，t = 0 for n主1 (5.45) 

である。

以上が係数行91jの評価法の紙略であるが、実はまだ次の問題が残されている。すなわち (5.38)および

(5.45)式より、 n;:::1の場合には行列 Zの第 l行(1=' 1)はすべて 0となるので、この行列は正則ではな

い。この性質は、そのまま 5.3.1で与えられた係敏行列に反映する。この困難を回避するには、例えば境界

条件 (5.26)において予め子二(8，)=元日0)= 0を仮定すればよい。このことは、亀裂中心において法線応

力が一意に定まるための必援条件でもある。この操作により (5.26)は(M-l)次の迩立 1次方程式に帰結

し、係鍬行宮IjW=(W，';:，)の第 l列(m三 1)の慨は不要となる。これが(山)で述べたことの理由である。

なお、釘断応力成分に関する係数行~Ij (5.29) の計算に際しては、上述の I~OI 1;::a21こ加え、

，._ 
/;::. =' I po/O(n. + 1， n.;j)dpo， j =士l (5.46) 

，. ・・・-，

なる震が貌れるが、これらの盆の訴価訟は基本的に I;fなどと同織なので省略するa ここで [O(n+1， n;土1)

の具体的な関紙形は付録 E3，E4で与えられる。

災際の数値m分に当たっては、以下の計算公式を用いた。

• [;:I~ (1 i= m"ただし /=1などを除く)の数値計算には、精度が高く計算効率の高い Gauss-Legendre

公式を!1lいた。

• 1:;1ふ (111) 1)の計算式 (5.42)，(5.43)などに含まれる積分項の数値計算には、 Gauss-Legelldre公式

をmいると特次官点近傍で数値不安定を起こす恐れがあるので、複合 Simpson公式を用いた。

・(5.34)式の右辺第 IlJlのような半無限区間積分の割n:は以下の要領でおこなった。まず讃分区間を適

当に絞散化し、区間毎にGauss-Legendre公式で値を逐次計算しては足し合わせる、という過程を反

復し、値の変動がある水単を下回ったところで打ち切った。半紙限区間積分のl早期の方法としては

Ga.uss-Laguerre公式や 21111旨数関数型公式などが知られているが、これらは Beesel関数の持つ振動

性に対して安定性を欠くことが結果的に示されたe
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これらの諸公式の慨念に関しては森・他(1993)に簡潔なまとめがある。なお当然のことではあるが、実際

の計算では FourIer成分"を無限にとることはできないので、適当な最大値 n=Nで打ち切る必築がある。

この倣は、入射応力場の """'ourier級数展開式 (5.14)を2まにして選ばれる。

5.3.3 計算精度の検読

以上により、境界条件 (5.22)または (5.25)を数値的に解くための方法が擁立された。本小宮町ではこの方

法の精度を検証するため、本章冒頭で挙げたいくつかの論文との比較照合を試みる。

Mal (1970a)はその先駆的な論文において、官時限tM空中にただ 1{凹存在する l司~亀裂に P 放が垂直入射

したときの回折の問題を級った。彼は問題の輪対称性を用いることにより I次元の第 2碩肝edholm泊分方

程式を導き、これを数値的に解くことによって相対開口変位の評価をおこなった。ただし亀裂面は自由表面

とし、また Poi開 on国体を仮定した。その後 Nishimuraand Kobayashi (1988)とBudreckand Achenbach 

(1988)は、 BIEMに基づいた相対変位の数値計算法をそれぞれ独立に開発し、その精度の倹誌のために Mal

の結果の追試をおこなった。以下では、これと同じことを今回著者が開発した方法についても試みよう。ま

ず、 Malらと問機、入射披を

u~ = Aoe・h町 (0，0， 1) (5.47) 

と仮定する。これは (5.13)式に Op= 0・を代入したものであるから、 5.2節の議論より1直ちに

41e = ァ~~e= 0， T!~c 三 l'子~， =ir'川Ao (5.48) 

が得られる。これより解くべき境界条件は、法線応力の Fourier成分に関する (522)式のうちの次数 Oの

ものだけになり、その解 w~(ρ) は求める相対関口変位6.u， (ρ，世)に一致する。 本論文の数値計算法により
得られた結泉を図 5.2..に示す。 ただし、すべての 6.u，値は k→ 0，p = 0での仮により規格化した.これ

に対し、 Mal(1970a)および Budreckand Achenbach (1988)の結果を図 5.2bに示す。この両者は大局的

にはよく似た傾向を示しているものの、彼数 kα=1.4，4.4， 6に対しては明瞭な食い違いを示している。図

5.2aの結果は Budreckand Achenbachのものと極めてよく 一致するのみならず、ここでは示さなかった

Nishimura and Kobayashi (1988)の Fig.4とも調和的である。このことは、著者の計算結巣の精度の高さ

を強〈支持するとともに、 Mal(1970.)の結果が精度的に不十分であることをも示唆している。GrifiLth亀裂

に関する彼の同様な計n:結果 (Mal，1970b)が著者らのもの (Yamashita，1990; Kawahara and Yamashita， 

1992)とよく 一致したことを考服するなら、上記の誤差は叡分方程式を解く際に生じた純数値的なものと

予想される。

以上より、今回開発された万法は、不完全(法線応力における 01)(のF'ourier成分のみ)ではあるが十分

な計算精度を持つことが示されたe次節ではこれを第 31吉と悶様、 Foldy(1945)の近似に基づく 11)(散乱

理論へ応用する。

5.4 円形亀裂群による 1次散乱

5.4.1 理論

著者の修士論文(河原， 1990; 3.1節参照)では、 Foldy(1945)の近似 (2.12)に基づく基従方程式 (2.13)を

直接的に解き、平均放の実効波数と振舗を求め、前者の値から減衰係数 Q-'と位相速度 uを評価したe し

かしながら 4.2節で述べたように、振帽を求める必要が無い場合にはもっと簡便な方法があり得る。例え

ば前章では、 Lax(1952)の準結品近似 (2.14)に基づく基礎方程式 (2.16)にilil1草子 'I7'+k'('17'は2次元の

Laplace 演算子)を乗じたものを解いて実効波数を求めた。これは、 2次元 S日(スカラー)問題では Green

関数が単純な形、すなわちただ l個の第 l種 H制 kel関数で与えられ (3.1節参照)、 (4.7)式を通じて 6関

|」盲目 圃圃園田園面E・E・園田」←ー
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数に還元されることを利用しており、これによって 2次散乱攻((2.16)式の右辺第 3項)が可能になったと

言える。ところが、問題が 1次散乱に限定されている場合には、さらに手間のかからない方法が実は存在

する。第 3'1存末尾で述べたように、 Foldyの近似の仮定下では亀裂の散乱断而積 (scalleringcro間 section)

SとQ-'の!闘には以下の関係式が成り立つ (Ishimaru，1978; Uudson， 1981)。

~ r hQ→ for P wav田，

Vl> =< 
L kQ-' for 5 waves 

(3.28， again) 

ここで散乱断面積とは、 111色平商法がある散乱体に入射したとき、散乱波の発生によって入射波から失わ

れるパワー(=1エヰルギー1f[時間1)を入射のエネルギー流量(=[エネルギ 1fl時間ff面積1)で割った

量である。上式は、亀裂分布wi域を伝備する平均波のエネルギーの単位距般あたりの減褒率(三右辺;see 

Aki and Richards， 1980)が、単位体積に含まれる亀裂の散乱断而磁の総和に等しL、、ということを意味

する。このような関係が、亀裂分布が十分に希薄で亀裂間相互作用(すなわち多重散乱)が無視できる場合

にのみ成り立つことは容易に理解できるであろう。それゆえSの計算法が既知でさえあれば、基礎方複式

(2.13)を解かずに Q-'を求めることができる。

自由境界条件を満たす円形亀裂の数乱断面績は以下の方法により求められる (Marlinand Wickham， 

1983)。まず、自由境界条件を満たすある円形亀裂に、 (5.16)式(ただし Co= 1)で与えられる SR放が入

射したとする。このときの散乱断面積は次式で与えられる。

ら品ト川

ここで Llou町2(はまf亀弘裂而上の相対変位の z町2成分を表す@よ式は相対変{立の x，成分が散乱被には寄与しないこ

とを意味している。ここでさらに、

L'.U2(P，P) = ikc田 05D2(p，p)

なる鋭絡化をおこない、かつ次式により<1>，を定義しよう(j= 1，3の繍合は後出).

中、州削Jバμ(伏川k

なお、 <Tjの笑際の数値計算に必要な表現式を付録 D.4に示した。これにより、 SSBの表現は次式に帰着する。

S5村 =klm中2.C05
2 Os (5.50) 

これを (3.28)式に代入すればQ品の表現式が直ちに持られるが、その結晶Lは

4ら=争 <1>， Os =。
と対応させることにより、 2次元の場合の (3.9)と形式的に一致する。 一方 Pおよび SV被の場合は、それ

ぞれの結合の人射波形を与えるよりも、入射応力場を直接

サ3c=μe'hx，smqp，j= 1，3 (5.51) 

と仮定する方が{iI!:fiJである。ただし第 3意と悶様、ここでも 511011の法則

hsill Op = k sin Os (5.52) 

をiIDじて P泌と S被を統一的に鍛うことにする。いま、これにより生じる相対変位の Xl，X3成分をそれぞ

れ D，(.)，D30と表す、 P，SR入射能に対する散乱断面讃はそれぞれ以下のように定義される。

Sp = hlm争，/sin2 20p +" 1m中3r'(1-2Jsin' Op)'， 

S5V = klm中， cos' 205 + k 1m争38in' 205. 

(5.53) 

(5.54) 
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ここでふおよび<1>3は再び (5.49)式により 与えられ、また fは(3.22)式で定義される。」ュ式を (3.28)式

に代入すれば Qp'.Qs~の表現が待 られるが、その結採は

<1>3 =争<T21 0" =中世 Os=念。

と対応させることにより、 SH波の場合と同様 2次元の砧合の (3.27)と形式上一致する。

2次元と 3次元のそれぞれの場合の附に見られるこのような高度の相似性は、 3次元の泊合においても位

相速度の遅れ

Llovp =α-vp， 6.VSV[SJtJ =β-VSV[SII] 

とQ-'とのi閉に、 (3.9)式および 3.2節で示されたものと同様の

Q;;' => L'.vp 
p 恒キつ>

Q-i 白坐興 ! 一 1m骨j<==争ーR怠中SV[SHI ~ R ''''~J ~ ? (5.55) 

なる対応が成り立つことを予測させるいおよび Fはそれぞれ媒質の図有 P，S波速度)。災際、この予測l

は正しい。上記の対応は平均披が因果皐を満たすために要請される (Akiand R.ichard， 1980)。
上述の議論は、実は任意の境界条件の場合にも成り立つ。すなわち、与えられた度界条件を解くこと

によって相対変位 Dj()が待られれば、本節で示した諸式によって Q-'および uが評価できる (compare

Martrin叩 dWickh抑， 1983， F wiLh Ishi"四 u，1978; s田 a[5OHud5On， .1981).なお亀裂が非弾性物質

を含む場合、上で定義される 5は厳密には散乱断面積ではなく全断面積 (lolalcross seclion)と呼ばれる

([shimaru， 1978)が、しばしば散乱断面積と同一観される (e.g.，H ud8on， (981)3. 

5.4.2 結果と考察

上で述べた l次散乱理論に対し、今回開発された円形亀裂の相対変位の数倣・計算法 (5.1-5.3節)を応用

してみよう。ここでは予備的な結果として、 P波の垂直入射 (Op= 0・)、および水平入射 (Op= 900)の2

例を示す。ただしこれまで通り亀裂衝は自由表面とし、また Poi器 00図体を仮定する。前者は図 5.2aの計

算と同じく、境界条件 (5.22)において，， =0の成分のみを解けばよL、。 一方後者については、与えられた

波数毎に打ち切り次数 Nを適当に選ぴ、 (5.22)式の各成分を 11= Nに至るまで逐次解くことにする。以下

の計算伊lでは、例えば ka=l，lOに対してそれぞれ N=2，7とした.

今回の計算法によって待られた Q-'値を図 5.3aに実線で示す。これに対応する 2次元の湯合の結集は図

3.3aである。両者の比較より、次元の違いの効果は低波数領域での漸近形に顕著に現れることが示される。

すなわちこの領域では、 2次元の場合には Q-'oc k'であるのに対し、いまの場合はドに比例することが

認められる。 3弘元の場合におりるこのような依存性 (Q-'oc k3，すなわちら 目的は、通常の Rayleigh

散乱の理論からの予想と一致する (lshimaru，1978; Rudson， 1981)。この点を除けば、 3次元の Q-'(ま以

下に述べるような 2次元の婦合との共通点を示す。まず、高波数領域では 2次元の場合と問機 Q-'0( k-' 

なる漸近関係を満たすが、これも通常 (3次元)の散乱体の挙動 (Sp→ const. as k→∞)からの予忽と

調和的である (lshimaru，1978)。また、悶じ高波数領撲に微小椋輔の変動が恕められるばかりでなく、そ

のパターンまでもが図 3.3"とd:'i似している。1111線のピークfili:、およびピーク波数もほぼ間程度である。よ

り詳細に見るなら、 Opでのピーク波数は図 3.3aで刷局1.1(入射波長田 9.9a)なのに書jし、図 5.ぬでは

kα 担1.8(入射披長""6.00)である。これは、同じ 「帳J(2a)を持つ亀裂の泌合には、散乱体としての効

果を最も強〈及ぼし得る波長は、円形亀裂よりも Guillth亀裂の方が長い(すなわち見かけ上 「大きな」散

乱体である)こ とを示唆する。このことは Griffilh亀裂が 3次元的に見れば無限の奥行きを持つ亀裂であ

ることカら理解できる。なお、 2次元S波の場合には(入射波長)-(亀裂長)x 2でQ-'がピークをとるこ

Sちなみに全断面檀と保護申)散乱断面境町蓋は吸収断面樟{曲.sorpll明 日ross!Sect.ion)と呼ばれる(1st帥 aru，1978).これは
世乱体自体の非側性による被動エネルギー町吸収串を査すが、これに起因する披動申滅Eは散乱減資自ーi討と見なし、周囲の媒質自
体四非弾性による固有減資と区別するのが普通である (e.g..K血wMtaraMd Y.刷、ashilA.1992)0 
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と(第 3章容照本論文 3.4節)を偲起するなら、上記のピーク成長の依はどちらも大きすぎの感がある。こ

れは、 P波入射によって亀裂前上に生じる回折Rayleigh訟が散乱強度を強く規定していることを示唆する

(Kikuchi， 1981b; see also K回 gh，1985)。上3eの値に対応する Rふ.yleigb波波長はそれぞれ約 5.3α および

3.2α でありヘ S披の場合と;jlj平!I的となる。

図 5.3aには、比較のため Krenkand Schmidt (1982; 以下 KS と略記)および Mar~in and W比kham

(1983;以下 MWと略記)らの昔11):に基づく結果を併せて示した(図中の丸印および三角印)05.1節で述べ

たように、両者の方法l主軸il'J称性を利用した点が今回のものと共通している。KSは、変位場と応力舗の

Fourier級数成分をそれぞれ Hankel変換し、さらに第 l種 Lcgendre陪関数を含む級数に展開してその係

数を評価する、という手順を用い、 Sp，Ssvおよび SSBの傭を多数の波数 (0.5:s ka 58)、入Mf.llおよび

Poisson J.tの組み合わせに対して計算した。一方 MWは、 Green関数の適当な変形によって境界条件から

導かれた第 2積Fredbolm積分方程式 (Martin，1981)を出発点としている。この積分方程式は元の境界条

件と同じく 211i:積分を含むが、著者の方法と問機に Fourier級数展開を通じて単積分に帰着させられる。し

かしながらその過程は数学的にはるかに複維である.彼らは Poi盟国固体に関して、 Bp=日。に対する Sp、

およびいくつかの Bs値に対する Ssvの僚を ka:s10の範囲で計算し、 KSの結果と比較したa 特に彼らは、

KSおよび自分途の得た Sp(Op =目。)の値を、短波極限での厳密な漸近展開に基づく Keogh(1983)の結

果Sと比較することにより、 KSの結果が高波数では精度が務ちることを示した。また、波数と入射角がと

もに大きくなると MWとKSの結果の不一致が急激に拡大する現象が認められたが、 MWはこの原因を

KSの級数和の不適当な打ち切りにあると推論した.両者の結果は勿論 (3.28)式を介して自由に Q-Iに変

換することができる。図 5.3aによれば、 MWの結果に基づく Q-Iの値 (Op= 0')と著者の計算値とは全

ての波数にわたってよく一致する。悶じ場合に対する KSの結果はこの図では省略し、国 5.3bにMWお

よび Keogh(1983)の結果とともに示した，MWの指摘にも関わらず、 KSの結果は実用的にみて十分な精

度を持つといえよう。これに対し、 Op= 90。の場合の KSの結果は ka:s4では著者のものと調布l的である

が、それを超えると波数とともに食い違いが地大する。上述の MWの議論、および同図と図 3.3aとのパ

ターンの類似性を考慮するなら、この食い違いは専ら KSの計算誤差によるものと推測される。今回の計

算法が高次の Fouricr成分を含む場合であっても、少なくとも低 ・中被数領域では十分な精度を持つ、と

いうことは段低限言えるであろう。

図 5.3aのQ-lに対応する P波の速度分散を図 5.4に示す。残念ながらこの場合は、 MWらの結果から

位相迷&を再現することはできない。同国に対応する 2次元の場合の結泉は図 3.6aである。両者の挙動は

Q叶の場合以上によく似ている。敢えて相違点を挙げるなら、 3次元の場合の Ll.vのコーナーの方が高波

数由lに位償することであるが、この事情は Q-Iのピーク波数と共通なものである。

以上より、ごく 限られた例ではあるものの、 2次元G口ffith亀裂群と 3次元円形亀裂i礁による散乱現象の

l聞には、少なくとも Foldy(1945)の近似の有効範囲内では高度の類似性があることが縫認された。両者の

最大の相違は低披数傾械での Q-Iの漸近関係に認められるが、これは llayleigh散乱の次元依存性を表し

ている。また Martin制 dWickham (1983)らの結呆との比較により、今回開発した計算法の精度の高さが

改めて示唆された。今後は、 jY断変位が生じる場合をも含め、今回の手法の陪広い応用を図り、精度のさ

らなる検絞につとめるとともに、 3次元の l次散乱の理解の深化への貢献が望まれる。将来的には、第 3

1，'iで考察した一般的な境界朱件を導入し、 Hudson(1981)の長波 ld(散乱理論を取り込んだ包括的な 3次

元 Id(散乱底!?晶の完成を目指したい。また今回の手法は、このような磁準論的な散乱の取り扱いのみなら

ず、決定論的な波動計算の基礎としても今後の活mが大いに期待される。 Hudson(1980)の長波2次散乱

理論を前章のような有限波長の場合に拡張することには多大な困難が予想されるので、決定論的方法の霊

!Jl!性は今後一層高まると予想される。

• Poi.sson固体申齢、Raylcigh制度li，j2(i:'万百五日O悶 αである.
Sこれは種目宇佐蛤主であるが、そ申珪四位嶋崎文(Kcogh，1986)において精度の改普が図られている由で、両者自結果1:1若干宜

い適ヲ.

.".tー
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Chapter 6 

おわりに

本論文では、亀裂を含む媒質中の波動伝織の問題を 3つの側面iから研究した(第 3-5宣言)。まず、著者

の修士論文(河原， 1990)で扱った 2次元亀裂分布による l次散乱モデルについて、亀裂而上の境界条件の

点で一般化を図った(第 3章)。その結果、散乱に影響を及ぼす亀裂間隙流体の物性としては、(修士論文で

敏った)粘性よりもむしろ圧縮性の方が重要性であることが指摘された.特に、非圧縮抗体を含む場合と1抗

体を全く含まない場合とでは非常に異なった散乱特ー性を示すことが明らかになった。また、人射1qの大き

い短波長sv訟の散乱特性に特異な挙動が現れることが示された。次に、 2次元SlI披入射の犠合に関して

2次散乱の効果を評価した(第4章)。これは有限波長領域における試みとしては初めてのものであり、そ

の結泉は 3次元円形亀裂分布に関する lIudson(1980)の長波近似理論と定性的ながら翻和的であることが

確認された。しかし、定量的にはその効果は意外に小さく、 3次以上の高次散乱が無視できると思われる

亀裂分布密度の範凶内では、依然として l次散乱理論が有効な近似であることが示された。録後に、それ

までの著者らの手法を拡張することにより、 3次元円形他裂の相対変位を計算するための新しい方法を閥

発した(第 5章)。過去の研究などとの比較により、この方法は十分な計算精度を待つことカf111iω、められた。

この方法を 3次元 I次散乱理論に適用したところ、 2次元の場合と本質的に同様な結果が得られた。ただ

し低波数領域での散乱減衰の波数依存性には明確な進いが認められた。これらの研究成果は、亀裂による

散乱のより包括的な理論を紡築するための足がかりとなるべきものである。

ところで、本論文では同ーの形状を持つ亀裂の一様空間分布モデルを仮定し、その結巣として例えば Q-I

のピーク波数が側々の亀裂と悶スケールであることが示された。しかしながら、このような仮定は専ら数

学的な間111さのためであ って、地球物理的必然性を待つものではない。特に、一線分布の仮定は以下の点

で再考の必要がある。もし亀裂分布が非常に非一様で、局所的にはかなり密な領域が存在するなら、たと

え平均的な分布密度が低くてもそのような領域内では多重散乱の効果が働き得る。その結果、その領域全

体が一つの散乱体として振る舞い、より大きな波長の地波放を敏感に散乱するかもしれない。 SaLo(1990) 

は、種々の観測データから示唆される地訟の平均的な QSl備の周波数依存性を、 00'"近似に基づく独自の

散乱理論によって解釈し、地般の弾性定数が数 kmのスケールの縮らぎを持っと結論した.しかるに、そ

のような大域的な地殻不均質性の実体が微小亀裂分布の不均質性である可能性は十分にある (Mainet al.， 

1990)。それゆえ、亀裂の非一様分布モデルによる散乱の研究は今後の極めて3!袈な諜題であり、本論文で

級った亀裂モデルと S叫 oらの弾性的賂らぎモデルとの嬬渡しの役目を*たすことが期待される。なお亀裂

の形状に関しては、より一般的な治合、すなわち様々な大きさや方向性を持つ亀裂分布モヂルへの鉱扱は

それほど困難ではない。ただしその場合には、基礎方程式において亀裂の位置のみならず形状を記述する

パラメータに関する積分錬作が加わることになる (Yam田 hiLa，1990)。

過去の多数の研究論文と同じく、本論文では一貫して亀裂分布を路事論的に級p，それによる散乱を波

数領績で評価することを試みたが、この方法自体にもいくつかの媛点がある。まず第 1:l;!で触れたように、
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74 CJIAPTER 6 おわりに

このような方法ではコーダ放の時間発展を級うことができない。また3官4章の末尾で述べたように、より

高次の多重散乱をこの方法で評価することは相当な困難を伴うと予想、され、あまり現実的ではない。これ

らの問題はこれまで主としてエネルギー論的なアプローチに基づいて研究されてきたが、亀裂分布モデル

に基づく波動論的なアプローチも今後は必要であろう e そのための最も有効な方法のーつは Muraiet al 

(J994)のように決定論的に波動を評価することであり、今後の計算畿の能力向上と ともに一層その軍要性

を地すと期待される。一方、非線形な境界条件、例え1;1'Coulomb型掠断層E僚が働く場合や関口変位に伴っ

て亀裂商が互いに接触し得る総合、あるいは亀裂が非線形国体で充境されている勘合などは、波数領域で

倣うことが全く不可能である。この場合には、 Fourier変換に頼らずに時間領域で直接に波動泌を計算しな

ければならないいι，山下， 1989;Hirose， 1994)。この問題は比較的新 しい研究課題であり、今後の進展が

盟まれる。

亀裂の分布鰭I.ltが増すにつれ、多重散乱とともに重要になる現象に亀裂!自の速結がある。現実の地般に

おいては、連結性他製が地殺の透水性に関して支配的な役割を果たしていると考えられており (cf資甑・

素材学会， 1990， 1992)、そのような亀裂群を含む媒質の挙動を調べることは霊妥であろう。しかしながら、

そのような媒質を従来のように孤立亀裂の集合体として取り倣うことは適当ではなく、そのモデル化には何

らかの新しい発惣が必主主であろう。この問題もまた今後重点的に取り組まれるべきもののーっと思われる。
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Appendix A 

多重散乱の評価に関するいくつかの方法

論について

La叉 (1952)の準結晶近似 (2.14)に関して、 Keller(1964) li 2.2節で述べたような妓動論的解釈を与えた。

その結来、 Laxの近似が3次以上の多量散乱の無視と等価であることが示され、基礎方程式が (2.16)式で

与えられることが再確認、された。 lludson(1980)および本論文はこの Keller疏の解釈をiiii提としている。

ところが、同じ近似をJrlいている Varadanらのー述の研究 (Varadanet .1.， 1978; Varad，1.O and Varad肌，

1979; Varad剖 eta1.， 1985， 1989， etc.;第4章冒頭参照)ではこれとは全く異なる立場がとられている。本

章ではこのことについて簡単にコメントする。

Varadauらのグループによる準結晶近似の物理的解釈は Twersky(1978， cLc.)に基づいている。 4.1節で

述べたように、任意の散乱体のランダム分布が満たす対相関関数 gは一般に散乱体の数稽度のl湖数であり、

その形を正確に知ること自体は決して容易ではない。しかしながら、もしそれが可能ならば、単結品近似

は原理的に任意の(ただし最街充槙にいたるまでの)分布密度に対して有効である、というのが彼らの主張

である。あるいは次のようにも換言できるであろう ー (2.14)式は結晶構造に対しては厳併に成り立つ(第

2 章脚注 l 参照)が、これを現実のランダム分布に適応したときの近似誤差は、 g の関数}~の適当な調節に

より常に克服可能である、と。このような主張に基づいて得られた結裂は、それゆえすべての次数の多重

散乱を考服、したものと解釈される。彼らのこのような解釈は、 一見 Kellerのそれとは相容れなし、。しかし

ながら、その有効性や適用限界、あるいは Kellerの解釈との物理的関係などに闘しては、著者の知る限り

いままで十分に議論されていない。また、 Varad叩らが用いている基礎方程式も実は (2.16)式ではない。

彼らの理論は、 (2.14)式を (2.J0)式に直接代人した後、暗黙のうちにl10ldyの近似 (2.12)を適用した式

ぐ Uj> = u~ +v J巧<Uj >州 ;)d"j (A.1) 

に基づいている。この方程式と (2.16)式の関係についてもこれまであまり検討されていないように見える。

これらの不明確な問題を解決することは数学的に容易ではなく、また本論文の主旨からもはずれるので、

今後の議論を待つこととしてこれ以上は取り級わない。しかしながら、論理の明快さの点では Kellcrの解

釈の方が優れているe また Varadan らの結集によれば、散乱体の分布続IJ[がある他を錯すと、散乱の効~

が絶度とともに減少するという逆転現象が現れる (Varadane.t 01.， 1985)が、これは直感的に不自然である

(cf. Cheng， 1993)。彼らは既存の実験データを基に自分遅の理論の検書置をおこなっている (Varadanet 01.， 
1989)ものの、高密度領域における上記の挙動を支持するデータは i例のみ(Kima岨 dAr¥and， 1982)で

あり、十分な検証とは言い難い。このような点を考慮すれば、筏IJ[に関して予め適用限界を明篠に規定し

ている Kellcr流の方法の方が安全と言えよう。なお、 VaradaDel 01. (1989)に“AsmenLioned by H ud回口

(1980)， for random distribuLions， the QCA is accuraLe旬 theLhird ordcr (triple scaitering)." (QCA は
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Qu拍トCrystallineAppr皿 1m叫ionの略)という記述が見られるが、これは勿論繰りである。

ところで、 Y剖narT拍to.1 01. (1981)および Nisb.izawa(1982)は、静的条件下で準結晶近似に基づかな

い多重散乱の取り級いをおこなっているので、参考までにここで触れておく aYamamoLo et alは、十分

に希薄な内包物 (inclusion)分布を媒質に埋め込んて・は媒質全体の実効弾性定数を計算する、という過程を

逐次反復することにより、任意の分布密度に対して弥性波速度を計算する方法(“ANew Self-Cons偶 tent

Scheme"; NSC)を縫示した。彼らは、過去の種々の理論との比較、および Ku此erand Toksoz (1974b)の

実験データとの照合から、 NSC法があらゆる分布密度に対して有効であると結論した。その後 Nishizawa

は、 Hudson(1980)が倣ったのと同様な配向性飢裂分布に対してこの方訟を鉱張した。 Douma(1988)は彼

の計算f去を Hudsonのものと比較し、後者の適用範囲を議論している。しかしながら、 NSC法自体が本当

に適用限界を持たないかどうかの実験的検証はまだまだ十分ではないように見える。また悶方法の物理的な

意味、とりわけ同方法が gの効果を無領して内包物同士の重なり合いを許容している点に関しては、議論

の余地が残されていると思われる。これらの問題は今後の鋭題である。同じ内包物分布に関するVaradan

らの混論との比較も極めてJII.l!最深い!笥閣であろう。

Appendix B 

亀裂面上の境界条件について

本章では、亀裂内部が周囲と異なる物質で満たされている場合の境界条例についてまとめる.本文では

亀裂内物質が流体の場合のみを級っているが、ここでは sudson (1981)にならって、物質がiJil性的な場合

をも含めることにするa

いま、亀裂の間隙は一様な厚さ ε(<α)を持っと仮定する。すなわち、 2次元の場合は 2辺 2α，εの矩

形、 3次元の場合lま半筏 α，高さ εの内仮形の間隙を仮定する。間隙の形の単純な表現としては、むしろ

楕円形もしくは物Pl体形の方が普通かも知れない (eι，Bud抽出kyand O'Connell， L976; Hudson， L981; 

Nisbimura， 1982)。例えば Hudson (J 981) は、亀裂間隙のj~ として 3 軸が Q， a， c (α ~c) の 3 次元回転再f

円体を仮定して亀裂の相対変位を評価している。しかし、彼の依鎚する Eshelby(J 957)の理論は静的な応

力舗を前提としており、動的問題への拡張は必ずしも容易では無いように見える。ここでは、動的な勘合

でも取り扱いが便利であることから]IIf述の仮定を採用することにする。

ここで、上述の亀裂に対して外部からある周波数ωの単色披が入射したとしよう.ただしその波長は、

亀裂を面と見なせる程十分に εより大きいとするa 入射放が亀裂面上に作る応力場を jmcとすると、それ

を打ち消そうとして亀裂に相対変位が生じ、外部に散乱披を放出する。散乱披が亀裂iIii上に作る応力場を

rSca.，また変位に対して働く抵抗応力の大きさを pとすると、それらの硝たすべき境界条件は一般に

rlnC
十 rsca= p aL any point 00 the craεk surfacc )

 

O
U
 

(
 

の形で与えられる。以下、問題をn断応力成分と法線応カ成分とに分けて取り倣う。

B.l 貰断応力場に閲する境界条件

まず、亀裂内物質が胤聞の媒質の剛性患 μとは兵なる剛性準〆を持つ弾性体であるとする。このとき、

εが十分小さいという仮定より、亀裂面上のある点における珂断変位d.Ushearとそれに茸jするffiJ断抵抗応力

PShear'ま、亀裂端のごく近傍を除いて比例すると見なせる。よって、

μ 
/}shear =ーー凸Ul:lhear，

6 

あるいは、

TJ.hear = XJJ.a-1 
d. "shear， X =告 (0.2)

と表される。ただしパラメータ χは事{，次元誌であり、また ε/α は亀裂のアスペクト比の 2l音に相当する。

亀裂内物質が粘性率 ηの流体の場合は、同様にして

P!lhear =可。
曲師rー ε8t 凶 .ar
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となる。ここでさらに、入射放の時間依存性がexp(-iwt)で表されるとするなら、 lluの時間微分はlj1に

ω を乗じればよいから、
βη 

PshelU' =-1σμkllu・M官， σ=zz(B3)

となる。ただし βl-il某賓の S波速度、 k=ω/β は入射被の S波波数であり、またパラメータ σは無次元

f置である。問式は (0.2)式において、

μ'→-iwηor  X→-ikau 

と置き換えたものに他ならない (cf.fIvdson， 1981)。なお、亀裂内物質が存在しないなら χ=σ=0であ

り、亀裂面は自 la表面となる。

亀裂内物質が粘弾性体の場合への鉱狼も可能である (5eee.g.，字律， 1984).例えば剛性準 μ 粘性準 η

の Voigt国体の場合は、(B.2).式において、

μ'→ μ'ー ωηor X→ X-ikασ 

と位き換えればよい。また Maxwell固体の湯合なら、

μ'→(十志)-120rx →(~ーヰr'
である。より一般的な枯抑制体の場合の pの導出も容易である。

B.2 法線応力場に関する境界条件

亀裂内物質を剛性準 μ 体積弾性ヰH<'の弾性体であるとしよう.この場合も前節と問機、亀裂端のごく

近傍を除く亀裂而上の各点で倒口変位と法線抵抗応カは比例するとしてよい。ただし、亀裂内物質の変形

は法線方向のみと見なせるから、失効体主将1性E与は J<'ではなく、

K'+;μ' 

であることに注意せねばならないい田 e，g・， Landau and Lifshi¥z， 1972)。よって関口変位を llu問 rmaJと表

すと、法線抵抗応力 Pnon1lalli、

1A K'+Ftα 
PnOn1lt¥l =γμα. dUnormal， 7 =一一一」一一

με  

で与えられる。ちなみに亀裂内物質の Poisson比をぜと{置くと、 7を

7-2(l-s')〆α
一一-1 -28με 

と表すことも可能である。また (04) 式において〆 ~O とすると、

[('" 

(3.4) 

(3，5) 

r=一一 (0，6) 
με 

が14J.られるが、これは亀裂内物質が圧縦性流体の場合に相当する'.なお、亀裂内物質が存在しないときに

r=Oであることは前節と同様である。これに対し、 Pnorn叫の有限性より、

7→∞C=今.d.Unormal三 O (D.7) 

が明らかであるが、これは亀裂内物質が完全に非圧縮性である(1<'=∞)か、またはアスペクト比が無限

小である場合に相当する。

1この総合の流体1:11>.，1;(ら液体を指し、気悼のように断略的なものは含まれない.

--
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B.3 亀裂の形状の効果について

ここで仮定した厚さ一定の亀裂と、本章冒頭で述べたような別種の形の亀裂とで、閃じ入射披に対する

応答がどれだけ呉なるかは興味ある問題である。これについては、 Uudson(1981)が長波極限(加 <1)の

場合について言及している。 それによれば、粘性流体を含む 3 軸t1， a.c の 1ft 円体J~亀裂に生じる相対必断

変位は、一線な厚さ

ε=;c，tf KM《 l，

=;c，江 kau ~ 1 

を持った円仮J~亀裂に生じるものと同一である。 前者のf直は同体磁の円仮形亀裂のJ!l.さ (π/2)c に近く、後

者ーは楕円体lMllの厚さ 2cを上回るe このことから一般論を引き出すことは容易ではないが、散乱問題を考

えるよでは、仮定した亀裂の形状に対しても現象がある恕皮依存することは留意する必姿があろう。

量一一一一一一一一一一一一一戸 一一一一一一一一一一一一量|
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Appendix C 

第 4章の補遺

本章は第4章に対する数学的締足に相当する。ただしその内容は各節毎に独立であり、互いに隣迫性は

ない。

0.1 (4.13)一 (4.15)式の導出

まず、政斜子マJ= o' ;dPI + d' ;aqlを定義する。 このとき、直ちに次式が得られる。

'VIeikpjSln州 Kγqj=一(k'sin' 0 + Iq)e・kP/sin州 KvqJ

また、(4.7)式より

(V] + k')Hd')(kR;o) = 4id(X -町 -cj)d(Y-qj) 

である。これらを用いると、1i'.:式が1ltられる。

H~l伊jrPlO勺)

= (k's副11川n20一f<i .. 訂，)μ/Jd'l(kRj同0)一4“$時eik旬p町，副削
n8+iKγ川q町川2ゆ叫6引(X-p防3一cjω3ρ)6刈6κ(Y一q旬ωiρ)_ (C.Iリ) 

上式を用いて (4.12)式を変形すると、("-13)-(4.15)式が得られる。

0.2 (4.21)， (4.22)式の成立条件

ある実数 A，Bに対して

sin0=~ ， cos0=~ ， [(三何可予
s、 r、

を満たす θが常に存在することは自Iザlであり、1i'.:の関係式を満たす。

A cosψ+ Bsinψ = li sin(ψ+θ) 

(C.2) 

(C.3) 

以下では、 A，Bが複素数の場合について、そのような θが存在するための条件を示す。まず、 θの実部と

底部をそれぞれ0"θ2とおけば、

sin0 = sin0， cosh6，+icos6，sinh0" 
C情。=cos 6， cosh 6， -isin 0， sinh O2 
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であるから、

tan8， 

tanhθ2 

H.e(A/ !()一坦坦庄l
R.c(B庁)--Im(A戸Y
E己庄L一一旦巴ιl
R.c(B/ !() - R.c(A/ /() 

である。ここで記号‘Rρ"{l!がはそれぞれ復紫数の笑部と虚部を談す。上式が成り立つための必要十分条

件は、

|出j/()1< 1 山IEi|
Rc(BjK) 1一， 1 Re(Aj J() Iー

(C.4) 

である。従ってこれが求める条件である。

ここで、

A=k剖nO，B=J(y三 kc曲。+O(同 2)，να'<1

とすると、 Kは(4.22)の第 1式で与えられ、かつ (C.4)式を満たす。よって (C.2)式(それゆえ (4.22)の

第2式)を満たす Oは確かに存在し、 (C.3)が成立する。以上より、 (4.21)，(4.22)式のよう な置き換えは

成立する。

C.3 (4.23)式の導出

(4.21)式を用いることにより、 (4.20)式は以下のように書き直される。

14=f門川川叫 .>T. (C.5) 

同式は Bessel関数の積分表示公式 (e.ι，Gradshteyn and H.yzhik， 1980)によく似ているが、。が抜紫数

である点が異なる。ここで、複紫平面上に医IC.Iのような積分路を考える。このとき、

14三 Ieil<RIJ制 (ψ川，+e)+inl/l'dψ，=1+1+1
JCo JC1 JC.， JCJ 

である。しかるに、ん，において仇 -211-=引なる変数変換をすれば直ちに

ム=-l.
が示される.よって、

ム=L，esmz山

であるが、ここでさらに仇 +θ=世なる変換を施せば、次式に帰着する。

ん=円」~KRsmn(山川ψ (C.6) 

同式に BessellllJ数の積分表示公式を適J目すれば (4.23)式が得られる。

C.4 (4.38)式の導出

(3.10)式(ただし、 σ=0)より、

ZHFl川 ne=jιj= 1，2，" • ， M -1 (C.7) 

"ー

C.4 (4.38)式の導出

1mψ1 

。

C 
2 

Reψ1 

図 C.lllr~平岡上の積分路。ここで θ は複素数。

89 
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である。これに (3.12)式を適I目すれば、次式がl，'joられる。

，，世H
2
 

Hr

ャトロ
ル乞何

A
 

(C.8) 

一方、 (C.7)式において Oを 0 と置き換えてみよう。 これは、入射波 tt~ の伝情方向を Y輸に関して反転

させることに他ならないから、亀裂面上の変位 D({)もu馳に閲して反転する。よって、

M-、 M-1

2二}{j-'l eik~1 ain同=乞 Hji1e-ik川

である.これらの給巣、および行列 H-1= (H，-;，;)の対称性 (H'mの定義式 (3.11)を参照)を利用すれば、

(4.37)式から (4.38)式が待られる。

C.5 (4.40)式の証明

前節の結果を利用すると、 (4.40)式は以下のように変形できる。

が+主主L2(l)=EEDAf一向，DI)l

K2COS20t=1m=1 

ここで、

A!..、=e川$，-"...)sin9 d.s + 一二~)九Jι、|
… ρcos20 ;凶"…k-l

である。従って、

Alm =O，I，m=1，2，"'，1I1ー l (C.I0) 

を示せlまよい。まず 1=711の場合は、次節の結果を用いることにより上式の成立は直ちに示される。 l手m

の場合も、 (C.13)，(C.16)， (C.17)式を代入すると上式は次の形に帰着する。

k2 C052 Oék~/m 8111 9 = 

=去川)+

十 j I: 8in ，，0 1デJn(I:s，m)一手{Jn-，俳句)一川I:8'm)}1 + 
11:::1，3.5，" L "'lrn 円山 J 

乞 cos nO I子Jn(ks，m)-士(ん ，(ks，m)一人叫ん1m)}1. (C.ll) 
11=:!，4.，6，'" L -"n "" J 

ここで Slrn = SI - Smである。|百l式は以下のようにして錠切される。まず、白e88elI知数の母関数 (e.g.，

Gradshl.cYII削 Idlly.hik， 1980) 

e'..;n. = Jo(x)+22二[J，..(x)cos2J10+;J，山 (x)別 n(211-I)OJ 
n=1 

に C08'Oを乗じ、 三角関数の加法定型を}j]いて変形すると、段終的に次式が1fJられる。

C由 'Oe'..;n. = JO(X)005'0 + 

+判2ε J2 川 (x吟)I ~おs剖叫"
n、=1 L- .J 

G.6. (4.42)式中の鵠震の計算 91 

+2ω [~C叫ー 1)0+0凶作 i叫川 1)0卜
Jo(2)do-iかゐ

+判;，，=~ .. {いムん川刷‘ベ巾川仙(いω州z吋引)H+ ;むい{υμ仏JムんJ，，_2(‘

+ ..f..J州

i司式はさらに、漸化式

2nJ，，(x) = x [Jn_，(x) + Jn+l(x)] 

を用いることにより、?x式に帰着する。

:t2COS20i~8in9 _ xJ1(k川 )+i I: An(x)siunO+ 乞 An(x)cosnO

An(X) = 2η2 Jn(2O) -20 [Jn_，(x)ー J叫 ，(20)].
上式は、(C.ll)式においてkS1rn= X (ただし 51m，p 0)と佐いたものと一致する.よって (C_II)式は証明

された。以上より、(4.40)式の証明はなされた。

C.6 (4.42)式中の諸量の計算

C.6.1 Fnk-" および [8凡/θ(k~l

F，.の定義式 (4.26)は以下のように書き直せる。

Fn = 互H~I)(2i:) [J.._1(2J()ーJ叩 (2R)1-~J，， (2J() [If~~， (2k) -lJω(2k)1. (C.12) 1-"-"---' -"T"---'J 2-"'---' L--n-，，--， ，--'J 

上式に対し、 Bessel関数 J"(.)とNeum剖 111関数 N，，(マ)との聞の関係式 (Grad8hLeynand n.yzhik， 1980) 

川 N叫 1仲ふ+，川い)=一去

を用いれば、実は n，kによらず、

九|ぃ=-2(C.13)

であることが示される。一方、 (4.22)式より、

dk. ck'c崎 20 ; _2 
一一=------;::一一→ kc団 ，0， 出〈 → 1
dC R 

であるので、これを用いて (C.12)式を〈で微分すれば次式が求められる。

iACOS20[Hi1)凶{い向一J川 C2k)}+ 

+ kJJ，(，'l(U) {い(以)川泌)+ J..+2(公)}-

-k{ん (2，1，) 川 (C.14) 

特に、上式中の J"(2k) および H~')(2k) を k= 0 の回りに Lau附lt 展開してやれば、 k → O での極限値が
以下のように求められる。

lim立人=一丸山 (C明.:':;osC"I(_， 
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C.6.2 Jt':nl←1 

本節では (4.35)式の積分を実行する。非対角成分に隠して微分と積分の順序が交換可能なのは、(3.12)

式で定義される 11'm と同様である。ただし H'm と異なり、いまの場合は超特契性を持たないので、 ~1角成

分は非対角成分の極限 (Slm→ 0)として求める ことができる。なお、 d.8= 21Mは十分に小さいとする。

n=Oの場合は、直ちに

であり、また /= mの勧合は、

1LJ2|=LL2assln220， 
8c

mm
l'_1 

~.J:....I = 0 for otl 
8('"""1，_， (C.20) 

である。なお前節と問機、 k→ 0の憾隙では金成分の値が (C.20)式に帰着する。

n k6.s 
Jhn = --:-ー.11(k8Im) for / '" m， 

:ilm 
e
 

A
 

9
 .
 

.
 
7'化

1
‘
-
qι& “
 

一一円
o
m
 

F
du
 

(C.16) 

が得られる。これは〈に依存しない。

n ~ 1の騎合は、 cnが世。を通じて Sに依存することに注意せねばならない。1/;0の腸な袋現は、図 4.2b

より、

1 fI J 0 for 81 > c， 
ψ0= tan- .1. 一一~+< ;' 

81 -c 1土π for 81 < c， 土言 >0

で与えられるから、

f 0 for 8， > ~ 1 " 8ψo 1 82ψo n 
lirnψ。=<- : ~ > ， Iüy! 一一= 一一一 lirn一一 =0
~:::ò "'V -1π for 51くと J' b→O 8y -SI - C' b::o 8昔2--

である。これをJfJいると、/#'"の場合は、

J isign(/-m)sin ，，6 1 A 1 i.: (， ，;ぬ 1 2n2， ，; ，1 
Jí:n ニ { ハ ~ 6.8 I ~P，トl(ks ，m ) ー Jn+ 1 (ks，m ) ト- :~. J"(ks，m) I ' 

I COS71(:) I I Slm 札 J 円 I

for n=J l，3，5，l(C川
12，4，6， ••. I 

であり、また /=mの組合は上式より

J~ιふふい'"戸"バ= 一iLp2弘凶AωSCωθ' ι = 0 for n戸 =10町rn吃山三日3 (C.18川) 

である。これらの式に対し O→ Oと位けば直ちに Iふ1<-1が得られる。なお、 k→Oの場合には/=mと

同じ極限嫌作になるため、全成分のf直が対角成分のそれ((C.16)の第 2式、または (0.18)式)に鮒若する

することが示される。

C.6.3 [o.lι/θClc-l 

(4.22)式より、
iJ(;) tan 0 sin 20 
ー一=一一ー一一一→一一一，担〈→ 1
iJ( - (2 tan 2 0 + 1 2 

である。これを利用すれば、前節より次の結巣が得られる 。 l 子~ ntの場合は、

d ，n 1 _ 

d('"'n'l，ーl

{ isign(/一"なな}'i

(0.19) 
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Appendix D 

第 5章の補遺

本章の内容もまた各節毎に独立で互いに1剥述性はない。なお、本章だけでなく次事(付録 E)も第 5章の

補足に相当するが、これは後者の内容量が大きいので切り厳したに過ぎない。

D.l 入射応力場の Fourier級数展開

まず、入射放を (5.13)式で定義される P敏と仮定する。このとき、入射波が亀裂而ょに作る応力場lまデ

カルト座棋系では次のようになる。

rl子 =ihAo sin 20 pμeih~1 刷nÐp ，

吋，~C 0， 

r!<iC = ihAor'(1-2fsin20p)μeihZ:1 創刊j

ただし fは(3.22)式で定義される。これらを円筒座標系に変換して、日目5e1関数の母関数、およびそれに

関連した以下の関係式 (MarLinand Wickbam， 1983) 

el.J:COSφ= 乞ε"i"J，，(x)c05n仇

"=0 

c∞。ザ醐φ=i2E鳥h削ωμ"川〆J‘liU♂n川(作z吟)川]c∞o悶s

。。

sinOe'J:吋 = 一乞i"+'[J，，+，(x) + J，，_，(x)]sin吋
11:;::1 

(ただし、向 =1司 (i"= 2 for n= 1.2....)をJ刷、れば、 (5.14)式のような表現が以下の Four附係数ととも

に得られる。

子;Lε==ihAo s叫 20のp汀7ιふe"パ(r-ω例/ρ刈，)
子Jふ:= ihA.o s剖l川n20p'T~ゐ~d(ρω).

子二 = ihAor'(l -2f sin' Op) . <"i" J，，(hpsin 01') 

(0.1) 

ここで、
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である.一方、入品I波が (5.15)式で定義される sv披の総合の係数は、

子.;)~ = ikBotos20sえL剖 (p)，

子ふ = ikBo cos20Sr.;'dd(p)， 
手;'， = -ikBosin20s . ，，，i"Jn(kpsinOs) 

となる。ただし、T"~~enおよび γよいは 8nell の法則

hsinOp=k剖nOs

(0.3) 

をi且じて (0.2)式で与えられる。また 81:1放 (5.16)の場合は、応力場の fourier展開は (5.17)式のように

なり、その係数は以下の通りである。

子fz=-ikCOCOSOST;hd(ρ)，子';， = ikCo∞50s";ふn(ρ). (04) 

D.2 超特異積分とその評価法について

いま、ある関数 F(t)が区間 (0，b)内の l点zにおいて特異性を持っとき、これに関する定積分

[ F(t)dt 

を考えよう。 F(t)の特典性が(t_，，)-1より弱い場合、同積分が収束することは明らかである。特典性の強

さがちょうど (t_X)-1に等しい場合には、同積分は通常の磁分の意味においては収束しないが、 Cauchyの

主値を定議することにより評価可能である。しかし、これより強い特Ifi<性を持つ場合は、もはやいかなる

方法によっても収束しない。このような n郎、」特異性は一般に超特異性 (hypersingulariLy)(eι I Martin 

and Rizzo， 1989)と呼ばれる。

超特Ifi<:m分は、本論文で級っているような Neum副 111型境界値問題においては普遍的に出現する。例と

して 2次元 SHI問題における境界条件 (3.5)について考えよう。同式は未知盆 D()に関する積分微分方程

式 (integrodifferentialequation)であり、左辺第 1:項の讃分中の Hankell刻数の特異性は log程度であるか

ら、同積分は勿論獄分可能である1。しかしもし微分を先に実行すると、 (8'/a，，~)JJ~'\kR) の特異性は-2
5震後l主であるので、もはや積分不可能である。従って、このような超特異性を回避する最も単純な方法は、

償分微分を本来の'Ililfで実行することであり、著者(河原， 1990)もこの方法を採用している。ところが、

このような必特異駁分は lladamardの有限部分(日山teparL)の概念を導入することによって評価可能にな

ることが Ma.rtIn山 dl1.izzo (1989)によって示された。このことについて以下に述べる。

まず、 Hadamardの有限部分の定義を与える。 L、ま、 I(t)は区間(α，b)で滑らかな関数とし、かっα<xく b

としよう。このとき、 -2乗の強さの超特異積分の有限部分は次式で与えられる (Martinand Rizzo， 1989)。

fb」llL |fh」立てす+t .1(1)" -2/(") 1 l dt三 lin_1n 11 (，"-~" + 1 ( ."~" --'~-' 1. (0.5) 
人 (t-X)' ←刊 IJ. (t -:1:)“ん+，(t-")2 ぞ |

より 一般的な超特央・i;'l分の有限部分については、今~I' (1981)を参照されたい。これが Cauchyの主値

v-P.1.'卦t三ebyolfj竺+LJ竺|
1物1哩的厳密性を即l昔なら、 (3.5):式首¥1項li

，. 
(J I nu  ¥ O U(I)"_D¥J" I =ニー I D(，I)-;;ニー H~"(kR)d<11

OXl I ax'l I .. _a Ir，，，，，u 

と膏かれるべきであるが、この崎合でも Ca.ucl¥)'自主側をとることにより企〈同じ結果が得られる.

(0.6) 

D.3. CAUClfYの主値の近似計算法 97 

の概念的拡娘であることは容易に理解されよう。あるいは、 1d¥の有限部分がCauchyの主俗であると言っ

てもよい。主催積分の満たす関係式

r' f(t).. ，，，.，， .. ，，' rゐ
v.p. 1戸二dt= U(t)1句 It-叫 -1 /，(x) log l' -"Idt 

(ただし 1'(，，)三 dl(，，)/dx)に対応して、

ffb」llLdt=-I血 lb+vpfbL:lzia 
← (I-X)2--- Lt-"L ← t-x 

が成り立つ。また、特異点が積分範聞の端点にある場合は、 t伊例日列lえば

r[ ゐ fパ仰川(“ωtり) J. 1パI(b)μ例b的) rllt¥¥. _ r [6勺γf'一一一dtしtい= 一口一川+pりfυj一• (t一，，)戸2 一一
b 

l' -3=f(b)W-ff(t)M-z凶

である(今井，1981)。

(0.7) 

(0.8) 

(0.9) 

(0.10) 

Martin岨 dRizzo (1989)は、解D(・)の滑らかさが予め保証されているなら、次式が成D立つことを柾

明した。

義乙川çl)H~I)附dt;t=o= p.f. L D(c，)か1)
州ぬ

1，，=0
ゆ 11)

すなわち、有限部分の慨7宮、の導入によって1i.辺の磁分微分は順序が交換可能となる。同様な関係式は、買5

3~で倣う 3 次元問題についてもおモらく成り立つ (Martin and Rizzo. 1989)。悶章のように、各1'our町

成分毎に筑界条件を扱う場合には、」こ式の左辺の形式よりも右辺のそれの方が簡便である。

D.3 Cauchyの主値の近似計算法

いま、d¥のような積分を考'える。

1 = 
r+<!J.丘二五:l"

ーん_， (t 
_ 
，，)' -

ここで I(t);が区間 (α，b)で正則とすると、 t=忽の回りで以下のように Ta.ylor展開できる。

パt)=/(.1:)+い州+(L-，，)2F叫 lF(t)=jf仲

よって (0.12)式は

l = C自+CF(t)

(0.12) 

(0.13) 

と書き直される。ここで、」ニ式の右辺第 1lJ~は Callchy のま値をとることができ、その他は O に等しし、。

しかるに、もしも問項の特来性を全く考J哩せずに台J~公式を適用したとしても、

ef'(Z)[:寸1=0 

となって正しい結果が得られる。よって、 (0.12)式に台形公式を形式的に適用して得られる設

Iappmx=llf(z-e)+f(z+ε) -2/(x)J (0.14) 
ι 

は、 (0.13)式において右辺第 l項の主値積分を正しく評価し、かつ正則l刻数 F(t)の償分である第 2項を

台形公式で近似したものと等価であり、積分 Iの主値の近似値として有効である。
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D.4 円筒座標形における鳥の表現

(5.49) .式は、;)(められた相対変位のデカルト座標成分 Dj(p，骨)(j = 1，2，3)を含む形であるが、実

際の計算は円筒座標成分でおこなわれるので、それに適したj~に普き質そう。まず、相対変位ベクト Jレ

D = (DI，D2，D.lを円筒座標 (Dρ，Dφ，Dz)に変換し、その各成分を (5.18)式によって Fourier級数展開

する。このようにして得られたおur凹成分間~(p) (7 = p，q"z)を、ここでは改めて d;(ρ)と表記するこ

とにすると、若干の計算の後次式が得られる。

N 岨a 

中帆1 = 一寸宵吃乞2:(ド一→i)n戸n叫川+1人[同dり削Jμ(ωPO)川Jσ川.i(伽k旬PO8in 0巾刈0偽削s心)一d吋削Jれ(ω加向州州0心)μJ刷t

N 川a 

骨<1>2 = 一イ宵古ζ号(一g伊)γ戸円H刊+1Jo [仰)川J々，;(伽k匂伽p内o叫)+刊叫d心削;μ(向州)J;;(k内川s剖制1川，，0時0内削州州s心叫仰)]山lμp内M帥od，仇p向0

N 刈a 

中匂3 = 2針宵古E(aゲ)γnJo dぐ;'(仇内州)μJふ刷"

ここで J~(いx) 三 Jふ同 -1バ(x吋)土 Jんn+判I(作x) である g ~尖起際の数傭計算によつて drが求められれば、これらの式に

よって4>jが計算され、 5.4節の諸式を通じて減衰係数と位相速度が喜平価される。

(D.15) 

Appendix E 

Lipschitz-Hankel型積分

Lipschitz.-Hankel型磁分は以下のように定義される (E田 onet al.) 1955;以下 ENSと略記)。

伽 λ)= J.'''川ん(bt門 λdt (山 >0) )
 

-puu (
 

ENSは同積分が一般に趨I!t何級数を含む有限区間叡分の形に変換されることを示すとともに、その解析的

性質や収東条件、およびいくつかの具体的な (μ，円λ)の値に対する解析解を与えている(なお、同論文の

誤植が5回 ai，1991により指摘されている)。ここでは、

JO(μ，uj)=lipLI(μ，v;λ) (E.2) 

と定義し、 10(n，n;O)， 10(n，町2)および [O(n+l，n;土1)(n = 0，1，2，"・)の解の求め方について述べると

ともに、その具体例を n=0，" '，4の場合について示す。

E.l IO(η川;0) 

ENSによれば、この場合 (E.I)式は

一(ーl)"krf' c田 2nq，dq，
(n，町0) 一一一 / .::_一一一一

π.Jabん o(k)
(E.3) 

に帰着する。ただし、

k' 
(0+h)2+c2' 

Jコ石弓

(E.4) 

(8.5) ム(k)

である。 (E.3)式の解析解は、n= 0 ， 1 については 8NS 自身により与えられている 。 任意の π ~ O に対する

解は、以下の諸関係式をJllいることにより計算できる (Grad8bteynand Ry.hik， 1980;以下 GH.と略記)。

も由 時

，" 。咽 rt/η3¥ 、 -. 

2"-' c冊目ゆ-72…∞$"-"ot+2~ I j2"-'cos"-"OT一

一Hγ)2n-
7 
CO$，，-6 q， + 

C08，， -3，" n-22k'-1 fc国同一2命

ニニLーら81吋 o(k)+一一一一，....:/二一一三dq，+
(n-I)P-" -，，' n-I F ) o(k) 
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，-31-k' (c向 su-4o 
+ 一一一一一一 l 一一一~d仇

n-1 k' 1 .d.(k) 
f宥 {2 dtt 
l 一一=叫ん)，ん .d.(k)

f' /2 (05'骨 1_". 1-k' 
l- -4I4=τE(k)一τf-K(k)Jo .d.(k) ゐ

ここで K(k)，E(k)は第 l極および第 2積完全楕円積分である'0計算手順は以下の通り。

し(8.6)式を (8.3)式に代入して、 cos2n!tを cos骨の多項式に展開する。

2 漸化式 (8.7)の逐次代入により、 1/d.(k)とC曲 '!t/d.(k)を含む項のみに還元する。

3. (8.8)， (E.9)式により駁分を実行し、 c=Oを代入する。

この計算手順11η とともに飛践的に煩雑化するので、大きな nにたいして筆算でおこなうことは困難であ

る。しかし数式処濯システムには適した形式であり、比較的迅速に計算可能である (NECPC-980lDA上

での REOUCE3.4による局合、 n= 1.0でCPU-timeは260秒)。これにより求められた [0("，町0)の解は

一般に

(8.7) 

(8.8) 

(8.9) 

/O(71，n;O) = c，(n，O)K(κ) + c，(n， O)E(κ) (8.10) 

の形をレている。ここで
包vαb

κ= 1imk=-ー-，:::o" a + & 
(E.ll) 

であり、また cm(n，l)はα=b=Oを除いてE則な有理関数とする。特に n= 0，" '， 4の場合は以下の通

りである。

1(0，0) =一三一， 句 (0，0)= 0， 
π(α+b) 

α'+ & 'α+o 
c，(I，O) =一一一一一， c，(I，O) =一一一

αb(α+o) 

2(α'+ ao + &')(α2αb + b') _ '0 0¥ _ 2(α+b)(α'+ &') 
c， (2， 0) = -¥- '~\~: ?-'_'/I~-. 1.¥ •• I 町(2，0)=ーヲ

3πa'b'(α+ b) -.，-， -， 3..0'&' 

一(α2+ b')(8a" -a'b' + 8が) ，. '̂ (a+b)(8a' +7α'b' + 8が)
c，(3，O)ー 15"α.'b3(α+b) ' C2(3A)=-157α"&3

2(24(1，$ + 2006b' + 17a4ド+200'o6 + 24&8) 
c，(4.0) = 

105叩 4が(α+b)

8(α +b)(α， + b')(60'ー α'6'+ 6が)
c，(4，O) =一

I057ra句4

(E.12) 

これらは 8NSの結栄と調和的である。

E.2 IO(n， n; 2) 

この協合は、定義式(8.1)より導かれる|凶係式

恥 32)=£Ilnn，o) 

Iこ申表記法ItG代によるもので、 ENSにおけるF(k).E(k) 1こ対応喧る.

(8.13) 

E.3. [O(N+l，N;-l) 101 

から計算される。解の一般形は次の通りである。

円("，n;2)= c，(川)K(κ)+仰， 2)旦~τ (8. 14)
(a -b) 

特に n=0，'・，4の場合は、

Cl(O， 2) = 0， 匂 (0，2)=一一三一一
(α +b)' 

a' + &' 
c，(1，2) =一一一一一， 内(1，2)=一一一一一一αb(α+ b)' -.\~， -， - 71'ab(a + b)' 

町(2，2)=訴前)'匂(2，2)=-~(お2342 (&1~ 
c，(3， 2) = iα'+μ)(肘+lla叩 +8b'2 c点勾=_1a

2 +引いご13αγ +8b') 
3刊 3b3(α+b)

8(α， + b')(2a' +α'b'+2が)
c，(4，2) = 

5'lTa'b4(α+b) 

2(8α8_4α6b' _ 3a4&4 -40'b6 + 8&8) 
c，(4，2) =一

刊 b4(α+b)

となり、 Sasai(1991)の(8.20)式において c→ Oとしたものと一致するB

E.3 IO(n + 1，η; -1) 

8NSの (4.5)式の真上の式より、この場合、

0，. • I • ¥ 1 r2宵
(a-be-i岬8)e-'向n

[Uυ (いn叶+刊1，川川n叫i一→1)=一 I ¥-:: ~- ， s (何8.1川6的) 
2π ん、/α'+b' -2αb∞50 

となる (ENSでは係数が 1/π で積分範闘が (0，π)となっているが、これは誤りである。この誤りは同論文

の(2.3)式に端を発し、系統的に現れている。 )0n = 0 の場合、同式はさらに C由 ~O = 5in!tなる変数変

換により、

I (宵 12n -l-hp2iφ 
[U(I，O;_I) = 一二一一 l ニム二:::'-d!t = 

(α+ b) J_.{， d.(κ) 
f宵 /'a+b-2bsin2o

= 一一一一 l 一一一一一ー-"-dtt
π(α+b) 10 d.(κ) 

に帰着する。ここで (8.8)式、および関係式 (Gll)

(8.17) 

('2出 d!t=会則的ーが(k)
ん d.(k)

(8.18) 

をllJいて同積分を実行すると、

n"  ̂  .， a-b..，. a+b 
[U(I，O; -1) =ττK(κ)+τ;=-E(κ) 

となり、 8NSの (4.6)式において c-Oとしたものと一致する固

旬2:Jの場合は以下のように級う。まず、 (8.16)式中の e-in8を

(8.1.9) 
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と型Fき直す。これをさらに、 (E.6)式および関係式 (GR)

sinnq， =ω{2へo川一 (n~ヤ3 COS，I-3ゅ+

+ (n一~¥2r ¥3J  J 

により吋0とsI_n~O の多項式に展開する。このとき、脱変換ωto =叫に際しては sin~O = c吋
となるので、結局 e-in8はC時世と sin暗の多項式の形に表される。このようにして (E.16)式を変形する

と、最終的に (E.17)式に対応して

白 ['/2 (sin' q，の n次多項式)n
]U(n + 1， n; -1) =一一一" I AI..' ' dft 

π(α+b)ん6.(κ) 寸

のような形に帰着する。後は、漸化式 (GR)

fun 山ト3凡q， ..，，， ， nト一 2引1キ叫kμ2 制ωnト一

誌漏f戸ω= F17E吉叫 6.(k) + ~-1ナ~rd4-
ーユニ!_{sin'ご勾 (E.22) 

(nー I)k'J 6.(k) ーγ

を用い、 E.l節と問機にして 1/6.(κ)とsin'4>/ d.(κ)を含む項のみに還元すれば、再び (8.8)，(E.18)式よ

り10(n+I.n;ー1)が計算される。特にn= 0，・..4の場合は以下の通りである。

]0(11+ l.n;-I)= c，(11，-I)(α-b)K(κ) + C，(11， -1)E(κ); (8.23) 

(E.21) 

ぷ +2b' ー (α +b)(α， _ 2b') 
0，(1.ー 1)=~石す' 匂 (1，-1)一一 3..o'b 

204 +5α'b' + 8が (α +b)(201 + 3α'b' -8b4) 
0，(2，ー1)= -- '1;刊 ;b;V.  c，(2， -1) = ，-， .w~5;0;;; .' / (E.24) 

8α6 + 1701b2 + 32.'が+48b" '" ，' (α+ b)(806 + 90'b' + 16.'b' -48b6) 
c，(3，-I)=." " '-J'05間切3 匂 (3，ー1)=一 一.，. 

I6α8 + 32.6b' + 510'が+880'b6 + 128b8 

0，(4，ー1)= -，，- ，.--- • 3-1 ;~αSが

(α+ b)(16.8 + 16.6b' + 21..1が+40.'b6ー 128b8) 
匂 (4，-1) = ，-. -，，--- • ---315πa

5
b
4 

E.4 10(η+ 1，η; 1) 

この鳩合も前節と同様にして求められる。まず、 (E.16)に対応して (ENS)

r" (α_ be-iD)e-in8 
]O(n+l，n;I)=i:: I 仇 U

日 JO (α2十b'-2ab cos 0)叫

であり、凡 =0の場合はinrと悶じ変数変換により、

n. 2 ('/'.ーιb-2b町 11
2dI 

/"(1，0; 1)一一一一一 l 二ι一一寸ムエゆ
す(α+b)3ん6.(，，)

に帰着する。」こ式の積分を、関係式 (GR)

l 」ι= ーとすE(k)，ん d.(k)3 - 1 -k 

fZ244=-Lー即)ー が (k)
ん叫叫 k'(1 -k') 

(E.25) 

(E.26) 

(E.27) 

(E.28) 
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をJTI~ 、て実行すると、

[0(1，0;1)=一-LK(κ)+一 1一郎) (E.29) 
(α + b) _.，.'/ ' 1fa(. -b) 

となり、 ENSの (4.8)式において c→0としたものと一致する。

n~ 1 の場合も前節と全く同じ手順により計算可能である。ただしこの助合、 (E .22) 式に対応して

j ~斗d世d.(k) 

に関する漸化式が必要となるが、そのような式は迎7首の数学公式集には載っていな~"そこで著者1-1、武

行錯誤の結果以下の関係式を待た。

j三in"ttω s門叫 +1n-nt川 η-2川叫
'一一一一ω-6.(k)m" ー (η一m)P6.(k)m-'T (n -m)k' J d.(k)m“ 

一」ニL f212二子d仇伽吋m
(n -m)k' J d.(k) (E.30) 

上式は、両辺を微分することにより直ちに証明でき、特に 111=3とすれば求める漸化式に帰着する。特に

n=0，....4の場合(;I:以下の通りである。

印 +l，n;l) =州 I)K(κ)+0制)部 (E.31) 

α2 + 2b' α， -2b' 
0，(1，1) =一一一一一， 白(1.1)=ーで士宮「

'b(a + b) 
2a4 + 5.'b' + 8b4 

'̂  .， 2.4 + 3.'b' -8b4 
0，(2，1) = --3刊 3b'(α+b) ，匂 (2，l)=-3刊 3b' ・ (E.32)

8.6 + 17α4b' + 32α'b1 +48b" ._ _. 8α6 + 9.4b' + 16.'b4 _ 48b6 
c，(3， 1) = .- -~~"~'b'3èα +b) ，0，(3，1) =一..，. "1'1: 

16α8 + 32α6b' + 51.4b4 + 88.'b6 + 128b8 

0，(4，1) = 
35 .. α5b'(α+b) 

16" + 16.6b' + 21.'b' + 40.'b6 -128b8 

c，(4， 1) =ー

E.5 bjα→ Oおよび α/b→ Oでの漸近形

以上の結果から明らかなように、係数cm(n，/)(m = 1，2;ー1:5/壬2)は一般に b/α→ Oおよびα/b→ O

の極限で特異性を持つ。それゆえ、これらの極限での ]0(71，n; 0)， [0(71， n; 2)または [O(n+1，11;土1)の漸近

形を求めるためには、本来の定義式(E.l)，(E.2)から直接出発する必要がある。 ENSによれば、 JO(m，n;l)

(I，m川=捻数)は b/α→ Oの極限で次のように級数展開される。

2'r(!(m+n+I+I)) b" 
]O(m，町り=:tr7I 、寸志訂 +0 ((b/α)叫 2)

(t(ll1-n-/+ 1))" )
 

角。州。
p
b
 

(
 

ここで rけ はGamma関数である。これより、前節まて'に倣った諸量は同じ極限でそれぞれ以下のように

近似される。
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内 +I，n;-J)-年ji!!(:)n

知子(D
(E.34) 

ここで、 (211ー1)!!=1.3-5-・(2n-1)， (ー1)!!= 1である。 αIbー・ 0の極限に関しては、 (E33)式におい

てaとb，mとnをそれぞれ交換すれば同様にして求められる。なお、

(2η-1)!! = (2n)!/2nn!， n! _ Ji;fn"+I/'.-n for n ~ 1 

より、 (E.34)式に現れる係数 (α，bを除いた額分)は nの増加とともに減少するか、あるいは高々..jn程度

でしか冷えない。
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