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Abstract

整数量子ホール効果の発見とそれを解釈する為の Thouless-Kohmoto-Nightingale-den Nijs (TKNN) 公
式が構築されて以来、固体結晶においてエネルギーバンド描像でよく記述される弱相関電子系の（特に波
数空間における）トポロジカルな性質が注目を集め、電子物性研究においてトポロジーの考え方の有用性
が広く認識されるようになった。TKNN公式は、2次元電子系において波動関数から定義されるベリー曲
率（波数空間の磁場と解釈できる）の分布に特異点がある場合にホール効果が生じることを教えてくれ
る。量子ホール効果は強磁場中のクリーンな 2 次元電子系という極めて特殊な状況で起こる現象である
が、2005年前後から 2次元量子スピンホール絶縁体、グラフェン、3次元トポロジカル絶縁体、ワイル半
金属などの新しい物質が次々と発見・合成され、これらの多様な電子系で波数空間におけるベリー曲率に
関わる物理現象が発生し得ることが認識されるようになった。これ以降、固体電子物性分野においてトポ
ロジーに関連する研究は猛烈な勢いで進展している。
電子系で成功した波数空間におけるトポロジーの考え方は、電子系以外の量子多体系へも普及・拡散を

はじめている。固体電子系の電荷以外の自由度が物性を支配する典型的な系として磁性絶縁体における
マグノン（スピン波）の系を挙げることができる。マグノン系におけるトポロジーに基づいた研究はこ
こ 5年ほどの間に急速に進展している。特に、マグノン系のホール効果はその代表例と言える。2009年
Fujimotoは電子系の電場と同様に、磁性体に磁場勾配を加えると、電荷をもたないスピン波（マグノン）
がある条件（特定の模型）の下でホール効果を示すことを明らかにした。その直後の 2010年に、Katsura

らは磁場勾配ではなくより現実的な温度勾配を適当な磁性体に印加することでマグノンの熱ホール効果が
実現することを理論的に予言し、その後の Onoseらの実験研究によりパイロクロア強磁性体においてマ
グノン熱ホール伝導度が検出された。さらにその後の Matsumotoらの理論研究により、熱ホール効果の
理論が整備されている。現在では、マグノンのホール効果を起こす一つの現実的ルートは（すなわち、マ
グノンの波動関数にベリー曲率をもたらすルートは）、十分な大きさのジャロシンスキー・守谷（DM）相
互作用によって与えられることが認識されている。これは DM相互作用が、マグノンに疑似的な磁束と
同等な効果を持つ複素数のホッピングを与え、その結果マグノンの波動関数に有限のベリー曲率が生じる
ためである。電子系のトポロジカル絶縁体において、スピン軌道相互作用が電子の波動関数にベリー曲率
を与えるのと同じように、スピン軌道相互作用に由来する DM相互作用がマグノンの波動関数に非自明
なトポロジーを付け加えるという訳である。
さて、多くの電子系では、電子そのものが長寿命の準粒子であり、低エネルギー物性を支配している。

しかしながら、磁性絶縁体ではマグノンの他にも長寿命の準粒子がしばしば登場する。特に、低次元量子
磁性体やフラストレート磁性体では、そのような粒子が出現することが多い。1次元ギャップレス量子ス
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ピン液体におけるスピノン、1次元ギャップフル量子スピン液体のソリトンやブリーザ（ソリトンと反ソ
リトンの束縛状態）、2次元量子スピン液体のスピノンやマヨラナフェルミオン、フラストレート磁性体
における複数マグノンの束縛状態（マグノンの分子）などが代表的な例である。このことから、マグノン
だけでなく、これらの多様な磁気的準粒子たちの波動関数のトポロジーに関わる物理現象が磁性絶縁体で
は期待される。
このような状況を踏まえて、本研究では、フラストレート強磁性体の強磁場下飽和磁化状態でしばしば

発現するマグノンペア（分子）による熱ホール効果の可能性を理論的に考察した。これまでの理論・実験
研究により、マグノンペアが現れるフラストレート磁性体として幾つかの系が知られているが、本研究で
は、双 2 次スピン相互作用を有するパイロクロア反強磁性体の強磁場領域と、S = 1/2 フラストレート
zigzagスピン鎖が弱く結合した 2次元磁性体の強磁場領域の 2つの系を採り上げる。この 2つのモデル
はそれぞれ、クロムスピネル酸化物磁性体、LiCuVO4 や LiCu2O2 などの擬 1次元銅酸化物磁性体の有効
モデルであると考えられている。パイロクロア反強磁性体では、双 2 次相互作用がマグノンペアの束縛
エネルギーを与え、単一マグノンに加えて、マグノンペア励起が飽和磁化相において現れる。S = 1/2の
zigzagスピン鎖では、2つの競合する交換相互作用（J1 と J2）により、マグノンに加えてマグノンペアが
現れることが知られている。外部磁場を減少させ、マグノンペアがボーズアインシュタイン凝縮すると、
スピンネマティック秩序という新しい磁気秩序相が現れることが予言されており、これらの系はスピンネ
マティック相の候補としても精力的に研究されている磁性体である。我々は、この 2つの系の強磁場領域
においてマグノンとマグノンペアが混在する状況での熱ホール伝導度を理論的に解析した。その結果、マ
グノンの熱ホール効果と同様に、マグノンペアの熱ホール伝導度を有意にする上でも DM相互作用が有
効であることを明らかにした。また、外部磁場周りのスピンの回転対称性を破るような DM相互作用は
一般にマグノンとマグノンペアの混成をもたらし、この混成の結果、マグノンとマグノンペアの混成状態
が非自明な形で熱ホール伝導度に寄与することも明らかにした。本論文では、適当なパラメータ領域にお
いて、全体の熱ホール伝導度の中でマグノンペアの寄与が有意になり得ることを定量的に示す。これらの
結果は、新しい準粒子であるマグノンペアが実際の磁性体の熱ホール効果を通じて観測され得ることを示
唆するものである。
最近著しい発展を続けているスピントロニクスの視点に立つと、マグノンはスピン流を伝搬する重要な

粒子であることが知られている。この観点からは、マグノンの熱ホール効果はスピン流を伝搬する新しい
方法を提供している、と言える。したがって、我々の予言するマグノンペアの熱ホール効果は、スピント
ロニクスに新しいスピン流輸送方法を提供している、と言うこともできる。すなわち、我々の成果は、理
学的な視点からだけでなく、工学的（スピントロニクス）な視点からも新しい輸送現象の研究に貢献する
ことが期待できる。

第 3章の内容の一部（パイロクロア反強磁性体の磁場中相図）は以下の修士論文

• 髙田えみか、東京大学大学院理学系研究科、2013年度修士論文「双二次相互作用をもつパイロク
ロア反強磁性体における強磁場下量子状態の理論的研究」

に基づくものであり、またこれを拡充したものを以下で発表予定である。
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• E. Takata, T. Momoi, and M. Oshikawa, “Nematic ordering in pyrochlore antiferromagnets: high-field

phase of chromium spinel oxides”, arXiv:1510.02373.

第 3章と第 4章の本論文の主要な内容である熱ホール効果に関する研究は以下で発表予定である。

• E. Takata and M. Sato, “Theory of single- and paired-magnon thermal Hall effect on frustrated mag-

nets”, in preparation.
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Abstract

The discovery of the integer quantum Hall effect and the Thouless-Kohmoto-Nightingale-den Nijs (TKNN)

formula led to the concept of topological nature of electron systems. The TKNN formula gives the Hall

conductivity in terms of the Berry curvature, which can be interpreted as a magnetic field in the momentum

space. The quantum Hall effect occurs under the specific condition, i.e. two-dimensional electron system

under a strong magnetic field. On the other hand, inspired by the developments on quantum Hall effect,

a much wider variety of physical phenomena, which are related to the Berry curvature in the momentum

space but do not necessarily require a strong magnetic field, have been also recognized. The relevant systems

include 2D quantum spin Hall insulators, graphene, 3D topological insulators, and Weyl semimetals. Thus,

our understanding of electronic properties based on topology has been developed drastically.

These developments on electron systems have been also expanded to other problems in solid state physics.

The magnon (spin wave) appearing in magnetic insulators is an typical example of elementary excitations

which do not carry electric charge. The study of magnons associated with topology has been developed

rapidly in the recent years. In particular, the Hall effect of magnons is a representative example. Fujimoto

showed that spin wave (magnon) with no charge degrees of freedom causes the Hall effect, where a transverse

spin current is induced by gradient in magnetic field, in 2009. Katsura et al. predicted a magnon thermal Hall

effect for some magnets under a temperature gradient in 2010. Application of the temperature gradient is

more realistic within current experimental techniques than application of the magnetic-field gradient. In

fact, following the theoretical prediction, Onose et al. succeeded in detecting magnon thermal Hall effect

in a pyrochlore ferromagnet Lu2V2O7 experimentally. Matsumoto et al. improved the theory of the magnon

thermal Hall effect based on the linear response theory with temperature gradient. The Dzyaloshinsky-Moriya

(DM) interaction, which arises from the spin-orbit interaction, brings about a complex hopping of magnon,

which gives rise to the Berry curvature of magnon wave-function, in analogy with electron systems such as

topological insulators where the spin-orbit interaction gives rise to the nontrivial topology of the electron

wave-function.

Although the magnon thermal Hall effect is attractive theoretically and experimentally, there are quasi-

particles with long life-time other than magnons in magnetic insulators. In particular, such particles often

appear in low-dimensional quantum magnets and frustrated magnets. Examples include spinons in 1D gapless

quantum spin liquids, solitons and breathers (bound states of solitons) in 1D gapful quantum spin liquids,

spinon and majorana fermion in 2D quantum spin liquids, multi-magnon bound states (magnon molecule)
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in frustrated magnets, and so on. Thus, we also expect physical phenomena associated with topology of

wave-function of these magnetic quasi-particles in magnetic insulators.

In this thesis, we theoretically discuss the possibility of the thermal Hall effect induced by paired-magnons.

Earlier studies suggested that paired magnons appear in the saturated magnetization state of some frustrated

magnets under a high magnetic field. In our study, we focus on the following two systems: pyrochlore antifer-

romagnets with biquadratic exchange interaction, and two-dimensional magnets where the S = 1/2 frustrated

zigzag spin chains are weakly coupled. In the pyrochlore antiferromagnets, the biquadratic interaction gives

the bound energy between magnons. In S = 1/2 zigzag chain, competing exchange interactions, J1 and J2,

give rise to pairing of magnons. In both cases, in addition to the single magnons, paired magnons appear as el-

ementary excitations in the saturated magnetization phase. It is predicted that a new magnetic ordered phase,

spin nematic phase, appears when paired-magnons condense below a critical value of the applied magnetic

field. The two systems mentioned above are candidates to realize a spin nematic phase and have been studied

actively. In contrast, in this paper we study the thermal Hall effect in the saturated magnetization phase above

the critical value of the magnetic field where neither magnons nor paired-magnons condense. However, the

proximity to the possible spin-nematic phase implies the existence of paired-magnons as low-energy excita-

tions. Thus we can expect a significant contribution from the paired-magnons to the thermal Hall effect. We

analyze theoretically the thermal Hall conductivity for these two systems under the condition of existence of

both magnon and paired-magnon in the region of high magnetic field, based on the formulation developed

for unpaired magnons by Matsumoto et al.. As a result, we have found that the DM interaction plays an

important role in providing the finite thermal Hall conductivity of paired-magnon as well as that of the un-

paired magnons. The DM interaction breaks spin-rotational symmetry around external field and generally

gives rise to hybridization between a single magnon and a paired-magnon. We have found that hybridized

state contributes to the thermal Hall conductivity in a nontrivial manner. We demonstrate quantitatively that

there is a significant contribution of paired-magnons in the total thermal Hall conductivity in some parameter

region. Those results indicate that new type of quasi-particle, paired-magnon, can be observed in real magnets

through the thermal Hall effect.

While the paired magnons in frustrated magnets have been discussed in the context of the possible spin-

nematic phase, their direct observation has been lacking so far. Thus, our prediction of the thermal Hall effect

due to the paired magnons, if observed, will greatly contribute to the further understanding of frustrated mag-

netism. It is known that magnon is an important quasi-particle carrying spin current in terms of spintronics,

which has been developed dramatically. The magnon thermal Hall effect is expected to be utilized to induce

a spin current for spintronics applications. Therefore, the thermal Hall effect due to paired magnons, which

is predicted in this Thesis, will be also of interest in terms of engineering in the future.

A part of the content of Chapter 3 is based on the following master thesis,

• E. Takata, “Theory of quantum states under high magnetic field in pyrochlore antiferromagnets with

biquadratic interactions”, 2013, Master thesis, the university of Tokyo.
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The developed contents of the master thesis will be published in the following paper,

• E. Takata, T. Momoi, and M. Oshikawa, “Nematic ordering in pyrochlore antiferromagnets: high-field

phase of chromium spinel oxides”, arXiv:1510.02373.

The main contents of Chapter 3 and Chapter 4 will be published in the following paper,

• E. Takata and M. Sato, “Theory of single- and paired-magnon thermal Hall effect on frustrated mag-

nets”, in preparation.
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第 1章

序論

1.1 研究背景と本研究の目的
本研究の主題は、磁性体における熱ホール効果である。それ故まずこの序論では、ホール効果に関わる

研究背景と本研究の意義及び動機付けについて解説する。その後、本論文の構成について説明する。
ホール効果の歴史は古く、1879年に Edwin Herbert Hallが「電流が流れている金属に、電流に対して

垂直に磁場を印加すると、電流と磁場に垂直な方向に起電力が現れる」ことを発見したことに始まる [1]。
この古典的なホール効果は電子が磁場によりローレンツ力を受けることで生じている、と古典力学の範
囲で解釈することができる。その約 100年後、von Klitzingらによって古典力学では全く説明が出来ない
量子ホール効果が発見された [2]。彼らは半導体シリコンを用いて生成した 2次元電子系に強磁場を印加
すると、極低温でホール伝導度がとびとびの値を持つことを見つけた。この現象は 1975年に Andoらに
よって理論的に指摘されていたが、その後 Laughlinや Thoulessらが 2次元結晶電子系におけるホール伝
導度量子化の理論を構成することに成功した [3–6]。Laughlinはベクトルポテンシャルと波動関数の量子
力学的位相の関係から、現象論的にホール伝導度の量子化を示した。Thouless らは久保公式を用いて実
際にホール伝導度を計算し、量子ホール効果の発現には波数空間における電子の波動関数から定義され
るベリー曲率に非自明なトポロジー（幾何学的な特異性）が不可欠であることを明らかにした [5]。この
Thouless, Kohmoto, Nightingale, den Nijsが示した「絶対零度の 2次元電子系において、あるエネルギー
バンドまで電子が占有しているとき、ホール伝導度が e2/hの整数倍になる」という結果は、現在 TKNN

公式と呼ばれており、ホール伝導度の整数値部分はチャーン数と呼ばれるトポロジカル数で表現される。
現在では、ホール伝導度が量子化することと、系の表面・境界に安定なギャップレスのエッジ流が存在す
ることの 2者が対応していることが広く認識されている（バルク・エッジ対応）。
一方、21世紀を迎える前後から、エレクトロニクスの技術に電子スピンの自由度も巧く取り込んでより

高精度高効率の情報処理を目指すスピントロニクス研究が急速に進展し始めた [7, 8]。このスピントロニ
クスの隆盛とも関連し、トポロジーに基づいた固体物理研究において、スピン流（電子のスピン角運動量
の流れ）のホール効果であるスピンホール効果の精力的な研究が実施されるようになった [9, 10]。また、
外部磁場ではなく電子スピンの強磁性秩序（内部磁場）や 3次元的なスピンテクスチャによって発現する
異常ホール効果のベリー曲率に基づく理論も発展した [11, 12]。そのような中で 2005年に KaneとMele

によって量子スピンホール効果を示す模型が提案された [13]。量子スピンホール効果とは、（量子ホール
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効果が強磁場中で時間反転対称性が破れた系において発現する現象であったこととは対照的に）時間反転
対称な 2次元電子系において upスピン電子と downスピン電子の 2種のエッジ流が各々逆向きに回転し
ており、その結果スピンホール伝導度が量子化する、という現象である。Kane-Mele理論の提案の後、す
ぐに量子スピンホール効果の観測が成された [14]。量子スピンホール系は upスピン電子と downスピン
電子に逆向きの内部磁場が印加されている 2 層の量子ホール系と解釈することができる。現在では、量
子スピンホール系は 2 次元トポロジカル絶縁体と呼ばれている。このトポロジカル絶縁体の理論・実験
研究を契機に、自発的対称性の破れを伴わないバンド絶縁体において、系の境界（表面、端）に安定な
ギャップレス状態を持つ量子相が物性物理学分野で広く認識され、総じてトポロジカル（絶縁体）相やト
ポロジカル量子相 [8, 15–17]などと呼ばれるようになった（より正確には symmetry-protected topological

相 [18, 19]という概念が定着しつつある）。上記の 2次元トポロジカル絶縁体や量子ホール状態は代表的
かつ実験的に実現しているトポロジカル絶縁体相の 2つである。各トポロジカル量子相は、そのハミルト
ニアンや基底状態から定義されるトポロジカル不変量の値で分類される：これが非自明な値を持つか否か
によって、バンド絶縁体はノーマルな絶縁体相かトポロジカルな絶縁体相かに分類することができるので
ある。既に触れた様に、量子ホール状態はチャーン数（後の章で解説する）と呼ばれるトポロジカル不変
量によって特徴づけられ、しばしばチャーン絶縁体とも呼ばれる。トポロジカル相は一般にトポロジカル
不変量と同じ数のギャップレスの表面状態を持ち（バルク・エッジ対応）、この表面状態が量子ホール効
果に代表されるトポロジカル相の特異な物理現象を担っている。
トポロジカル絶縁体の発見は、系を波数空間の波動関数で定義されるトポロジカルな量で分類する、ま

たは対象とする系に特徴的な物理現象をトポロジカルな量から理解する、という新たな考え方を物性物理
学にもたらした。この考え方は、単純なバンド絶縁体に限らず、あらゆる量子多体系において展開・発展
している。特に、スピントロニクスの発展とも関連し、近年磁性絶縁体（局在スピン系）におけるマグノ
ン（スピン波）の輸送現象のトポロジカルな考え方による理解が急速に発展している。Fujimotoは伝導電
子系におけるホール効果のアナロジーから、局在スピン系におけるマグノンのホール効果について理論的
に考察した [20]。これは電荷をもたない粒子によるホール効果である。彼は磁場勾配を特定の 2 次元量
子スピン系に印加すると、勾配の垂直方向にマグノン（スピン波）スピン流によるホール効果が生じるこ
とを示した。しかしながら、実際の物質でナノスケールの磁場勾配を与えることや保存流ではないスピン
流の直接的な検出は容易ではない。そこで 2010年、Katsuraらは久保公式に基づいた解析から、適当な
スピン系において（磁場勾配の代わりに）熱勾配を印加することでマグノン（スピン波）熱ホール効果が
生じ得ることを理論的に予言し、その直後に Onoseらによって強磁性絶縁体におけるマグノン熱ホール
効果が実証された [21, 22]。ただし、熱勾配下での輸送現象を理論的に扱う際、久保公式に補正項が加わ
ることが電子系で知られている [23,24]。そこでMatsumotoらは電子系における議論をボソンであるマグ
ノンの系に応用し、補正項を加えたマグノンの熱ホール伝導度の表式を導出した [25, 26]。これらのマグ
ノン系のホール効果においても、マグノンバンドから定義されるベリー曲率がホール伝導度に直結するの
である。後に解説するように、現在では、マグノンバンドにベリー曲率をもたらす現実的なルートの 1つ
がジャロシンスキー・守谷（DM）相互作用によって与えられることが広く知られている。
さて、上記段落では電子系以外の系のホール効果としてマグノン熱ホール効果に関する先行研究につい

て述べた。しかしながら磁性絶縁体にはマグノン以外にも多種の寿命の長い準粒子が存在する。一般的な
磁性絶縁体は、基底状態として何らかの磁気秩序状態が選ばれる。マグノンは、その基底状態からの揺ら
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ぎを量子化した磁気準粒子であり、1つのマグノンは系全体のスピンの z成分を 1だけ変える。このマグ
ノンによく似た磁気準粒子としてトリプロンと呼ばれるものがある。トリプロンはスピンギャップを持つ
量子スピン系でしばしば現れるスピン S = 1のギャップフルな 3重項磁気励起である。典型的には、局所
的なシングレットペア（ダイマー）が弱く結合した系（スピンパイエルス相など）でしばしば現れる励起
であり、この場合、シングレット（ダイマー）状態を壊して生成されるトリプレット状態がまさにトリプ
ロン励起に対応する。ごく最近 Pencらは、Matsumotoらの熱ホール伝導度の公式を応用し、2次元スピ
ンギャップ系である Shastry-Sutherlandモデルにおいてトリプロンが熱ホール効果を起こすことを理論的
に示している [27]。この他の代表的な磁気準粒子としてスピノンやマグノンペアなどが知られている。ス
ピノンはマグノンが 2つに分離した磁壁として理解でき、これはスピン 1/2の 1次元反強磁性鎖におい
て現れることがよく知られている [28–30]。また、数種類の 2次元量子スピン液体の低エネルギー励起と
してスピノンが現れることも期待されている [31, 32]。マグノンペアは、言葉の通り、2つのマグノンが
束縛して 1つの準粒子として振る舞うもので、幾つかのフラストレート磁性体で現れることが知られてい
る [33–35]。特にマグノンが局在しやすい（つまりフラットバンドが生じやすい）フラストレート磁性体
や低次元磁性体でよく現れる。これらの磁気準粒子は、十分低エネルギー領域を考えると寿命の長い自由
粒子とみなすことができる。先行研究で示されたマグノン熱ホール効果は、このように十分寿命の長い準
粒子（ボソン）に対して有効な理論である。
以上のことから、磁性体においてマグノン以外の磁気準粒子のトポロジカルな性質に依存して発現する

物理現象は十分に期待することができる。このような状況を踏まえて、本研究で我々は、マグノンペアに
よる熱ホール効果を理論的に探索する。上記のように、マグノンペアが現れる系は幾つか知られている
が、本研究では、双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体（以下、パイロクロア系） [36, 37]と弱
く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖の 2次元磁性体（以下、zigzagスピン鎖系） [38–40]

の 2つの系を考える。いずれの系も、強磁場を印加して実現する飽和磁化状態において、マグノンに加え
てマグノンペアも低エネルギー励起状態として現れることが知られている。パイロクロア系では、格子に
よるフラストレーションと双 2次相互作用がマグノン間に引力を与え、一方、zigzagスピン鎖系では、ス
ピン鎖内の 2つのフラストレートする交換相互作用（J1 と J2）がマグノン間引力をもたらす。上段落で
触れたが、マグノン熱ホール効果では、DM相互作用がマグノンバンドにベリー曲率を与え、その結果、
有限の熱ホール伝導度が発生することが知られている。一方、マグノンペアに DM相互作用がどのよう
な影響を及ぼすのか、ということも含めて、マグノンペアの輸送現象全般はほぼ解明されていないと言っ
てよい。本研究の主要な目的は、マグノンペアが如何なる条件の下で熱ホール効果に寄与し得るか、どの
ような場合にそのベリー曲率が有意な値を取るのか、ということについて、上記の具体的な 2つの系（パ
イロクロア系と zigzagスピン鎖系）を解析し明らかにする、ということである。解析の結果、我々はこ
の問いに対する回答の一部を得ることが出来た。特に、適当な条件下では、熱ホール伝導度において、マ
グノンだけでなくマグノンペアが無視できない寄与を与え、熱ホール効果に本質的に影響を与え得ること
を明らかにした。これらの結果について以下の章で詳細に解説する。
既に触れた様に、マグノンペア状態は、しばしばフラストレート磁性体や低次元磁性体の飽和磁化状態

（外部磁場によってスピンがすべて磁場の方向を向いた完全偏極状態）においてマグノンとともに低エネ
ルギー励起として登場する。この状況で外部磁場を弱めていくと、マグノンとマグノンペアのバンド構造
に応じて、どちらかが先にボーズアインシュタイン凝縮（BEC）を起こす。外部磁場を S z 方向として、
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マグノンが BECする場合は、⟨S x, y⟩ , 0となり、これは横磁化を持つ磁気構造が発生することを意味す
る。これが標準的な反強磁性体において強磁場領域の磁化過程で起きる現象である。一方、マグノンペア
が先に凝縮する場合、⟨S +r S +r′ + h.c.⟩ , 0が生じる。これは磁場に垂直面内における磁気四極子秩序（スピ
ンネマティック秩序とも呼ばれる）の発生を意味している。実際、マグノンペア状態やそのスペクトル
は、スピンネマティック秩序相という新しい秩序状態を探索する為の重要なエレメントとしてこれまで研
究されてきた側面が非常に強い。上記のように、スピンネマティック相を見つけることは、マグノンペア
が BECを起こす系を見つけることとも言える訳である。この意味で、本研究は、マグノンペア状態をス
ピンネマティック秩序とは別の視点からとらえ、磁性体における輸送現象の新しいキャリアとしての新し
い役割を理論的に示した、ともいえるだろう。
最後に、我々の研究を近年急速に発展しているスピントロニクスの観点から眺めてみよう [7, 8]。エレ

クトロニクスが「電子が持つ電荷の輸送現象（電流）を利用して高速高性能の情報処理を目指す学問分
野」であるのに対して、スピントロニクスは「電子が持つスピン自由度を利用してエレクトロニクスをし
のぐ情報処理方法を探索する分野」である。スピントロニクスで重要な役割を担うのが「スピン自由度
（スピン角運動量）の流れ」であるスピン流である。スピン流は大まかに 2つのタイプに分けることがで
きる。1つは電子によるスピン流、もう一方が磁気励起によるものである。前者は、スピン偏極した電子
が流れることで電流とともに生じるスピン流である。後者は、電子自身は動かずに磁気準粒子（マグノン
やスピノンなど）が流れることによって生じるスピン流である。電流とともに生じる前者のスピン流には
大きなジュール熱が伴い、長距離（mmスケール)のスピン流輸送において大きなエネルギー損失が発生
する。これに対して、磁気励起によるスピン流は相対的に伝搬距離が長く、またジュール熱も非常に小さ
い。それ故、これらの特徴を生かした磁性絶縁体によるスピントロニクスデバイスの開発が期待されてい
る。とりわけ、マグノンスピン流による輸送現象の研究は、ここ 10年ほどの間に急速に発展し、マグノ
ンを用いたスピントロニクスはしばしばマグノニクスとも呼ばれている。代表的なマグノンスピン流の整
流現象として、ここまで議論してきたマグノン熱ホール効果（マグノンスピン流の横伝導）と、スピン
ゼーベック効果（マグノンスピン流の縦伝導） [41]が良く知られており、これらに関する研究は現在も精
力的に進められている。我々が本論文で対象とするマグノンペアの流れも当然スピン流と見做すことがで
きる。しかも、マグノンペア 1個当たりの担う角運動量は当然マグノン 1個の 2倍である。したがって、
マグノンペアの熱ホール効果の研究は、基礎研究にとどまらず工学的応用の観点からも重要なテーマと考
えることができる。

1.2 論文の構成
以下、各章の構成について述べる。第 2 章は我々が解析する熱ホール効果の理論的な道具について解
説する。まず、電子系の量子ホール効果のレビューをし、複素ホッピングがベリー曲率を与えることを
Haldaneのハニカムモデルを用いて解説する。続いてマグノン熱ホール効果の理論と熱ホール伝導度の導
出についてレビューし、電子系のホール効果との類似点と相違点について述べる。最後に Fukuiらが提案
したベリー曲率とチャーン数の数値的な見積もり方法を紹介する。
既に述べたように、本研究ではマグノンペアが現れる典型例として、双 2次スピン相互作用を有するパ
イロクロア反強磁性体の強磁場領域と、S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖が弱く結合した 2次元
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磁性体の強磁場領域の 2つの系を採り上げる。第 3章では、2つのモデルを簡単に解説し、強磁場領域に
おけるマグノン及びマグノンペアの分散関係を示す。第 4章に我々の主要な結果を示す。まず、熱ホール
伝導度を求める上で最も重要なベリー曲率を、前章の分散関係を基にして第 2.4節でレビューした Fukui

らの方法を用いて計算する。そのベリー曲率と Matsumotoらによる熱ホール伝導度の公式を応用し、対
象とする 2つの系においてマグノンペアとマグノンの熱ホール伝導度の温度依存性及び磁場依存性を解析
する。我々は、マグノンペアが熱ホール伝導度に有意に寄与し、熱ホール効果のキャリアとして本質的に
重要である場合があることを明らかにする。
第 5章で、主要な結果をまとめ、その意義について議論する。我々の結果は、新しい準粒子であるマグ

ノンペアが実際の磁性体の熱ホール効果を通じて観測され得ることを示唆するものであり、今後の実験研
究が期待される。
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第 2章

フェルミオン系とボソン系におけるホー
ル効果

2.1 整数量子ホール効果（チャーン絶縁体）
本節では、本研究の主題であるボソンによる熱ホール効果との比較のため、電子系で起こる整数量子

ホール効果を採り上げてレビューする。また、Haldaneのハニカムモデルを紹介し、ホッピングに位相が
伴うときに有限のベリー曲率が生じる一例を示す。

von Klitzingらによって発見された量子ホール効果の実験は図 2.1のように描ける。彼らは半導体シリ
コンを用いて生成した 2次元電子系に面直方向に強磁場を印加し、面内方向に電場をかけたとき、磁場と
電場の垂直方向にホール電流が生じ、そのホール伝導度がとびとびの値を持つことを見つけた。これは整
数量子ホール効果と呼ばれる。
これに対して Thouless, Kohmoto, Nightingale, den Nijsは久保公式に基づき、2次元電子系のバンド絶

縁体において、一般に温度 T = 0でのホール伝導度が e2/h（e, hはそれぞれ素電荷、プランク定数）の整
数倍に量子化されることを示し、von Klitzing らの整数量子ホール効果の実験を見事に説明した [5]。こ
こでは彼らの計算の考え方を簡単に述べ、結果を示すのにとどめる。2次元電子系に強磁場を印加すると
ランダウ量子化が起こる。フェルミエネルギーがランダウ準位の間にくると、この系は絶縁体となる。こ

�

��

��

�����

図 2.1 電子系のホール効果の実験設定。磁場と電場に対して垂直方向にホール電流が生じる。
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の系に y方向に電場をかけたとき、久保公式から x方向の電流が計算できる。その結果得られるホール伝
導度は、ベリー曲率とフェルミ分布関数の積をブリルアンゾーン内で積分した形で与えられる。特に絶対
零度におけるホール伝導度は、フェルミ分布関数がステップ関数的な性質を持つことから、以下のよう
に、占有されたバンドについてブリルアンゾーン内で単純にベリー曲率を足し上げたもので書くことがで
きる。

σxy =
e2

h
ν ; ν ≡

∑
n: filled

νn = −
1

2π

∑
n: filled

∫
BZ

d2kΩz
n(k) (2.1)

ここで、n はバンドインデックスで、νn は n 番目のバンドで定義されるチャーン数と呼ばれる系のトポ
ロジカル量であり、整数である。また、Ωz

n(k)は波数空間における n番目のバンドの電子状態 |n, k⟩で定
義されるベリー曲率の z成分であり、ベリー曲率はベリー接続An を用いて次のように定義される（付録
A）。

ベリー接続：An(k) = i ⟨n, k | ∇k | n, k⟩ (2.2)

ベリー曲率：Ωn(k) = ∇k ×An(k) (2.3)

整数量子ホール系はトポロジカル量であるチャーン数で分類できるため、チャーン絶縁体と呼ばれること
もある。
整数量子ホール系の具体例として、Haldane が考えたハニカム格子上の tight-binding モデル（図 2.2）

を紹介する [42]。ハニカム格子は単位胞に 2つのサイトを持ち、図 2.2では赤と青に塗り分けている。最
近接サイト間のみの実数ホッピング（図 2.2中の実線）を考えたハニカム格子上の tight-bindingモデルで
は、電子状態には線形分散が現れ、2枚のバンドはブリルアンゾーンの K点（図 2.6参照）に縮退点を持
つ（図 2.3上図）。Haldaneは次近接までのホッピング（図 2.2中の破線）を持つ tight-bindingモデルを考
えた。次近接サイトのホッピング t′ は複素数であり、矢印の方向へのホッピングを t′ = |t′|eiϕ と定義す
る。逆向きへのホッピングは |t′|e−iϕ となる。複素数のホッピングは格子に疑似的な磁束を与え*1、これに
よって K点における縮退が解け、上下のバンドで ±1のチャーン数を持つ（図 2.3下図）。フェルミエネル
ギーがバンドギャップの間にあるとき、この系はチャーン絶縁体となり、整数量子ホール効果が起こる。

*1 複素数のホッピングを導入したこのモデルは、磁束が格子を貫いているモデルとして理解できる。まず、あるサイト a, b,
c を考える。サイト間のホッピングを複素数で tab, tbc, tca とかき、それらの位相をそれぞれ ϕab, ϕbc, ϕca と書く。粒子が
a→b→c→aとホッピングするときに出てくる係数は以下のように書ける。

tabtbctca = |tabtbctca |ei(ϕab+ϕbc+ϕca) (2.4)

一方、磁場 B がある連続系において、電子が閉曲線上動くとき、電子の終状態と始状態の位相差は ϕ = e/ℏ
∫
B · dS =

e/ℏ
∮
A · dlで書かれる。1つめの積分は電子が動く閉曲線を境界に持つ曲面での面積分、2つめの積分は閉曲線上の線積分

である。また、AはB = ∇ ×Aで定義されるベクトルポテンシャルである。これは Aharonov-Bohm効果と呼ばれ、電子が
通る経路上に磁場がなくとも、閉曲線内に磁束があれば電子はその磁場の影響を受けることを示している。このことから、複
素数のホッピングによって得られた始状態と終状態の位相差は

ϕab + ϕbc + ϕca =
e
ℏ

∫
B · dS (2.5)

と解釈でき、ループの中を磁束が貫いていると見ることができる。
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図 2.2 Haldaneのハニカム格子。単位胞内に
含まれる 2サイトを赤と青に区別して描いた。
実線（黒）に実ホッピング、破線（赤、青）に
複素ホッピングがある。複素ホッピングは向
きによって位相の符号が反転するが、ここで
は矢印の向きを正とする。

図 2.3 Haldaneのハニカムモデルにおける分
散関係。上図は最近接サイト間の実数ホッピ
ングのみがある場合の分散関係である。ブリ
ルアンゾーンの境界である K点にバンドが縮
退する点がある。下図は t′ = |t′|eiϕ (|t′| , 0,
ϕ , 0) のときの分散関係である。K 点の縮退
が解け、ギャップが開いている。

����

��

��	
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図 2.4 熱ホール効果の実験設定。温度勾配に対して垂直方向に熱ホール流が生じる。磁場は必須では
ないが、本研究では磁場を印加して生じる飽和磁化状態における熱ホール効果を考える。

2.2 マグノン熱ホール効果の定式化
本節では、本研究の主題である熱ホール効果について KatsuraらとMatsumotoらの先行研究を紹介し、

マグノンペアを考慮した熱ホール伝導度について考察する。
熱ホール効果の実験設定は一般に図 2.4のように描け、電場（電位差）の代わりに温度勾配を与えると

その垂直方向に熱ホール流が生じる。一般に磁場は必要でないが、本研究では図 2.4のように磁場を印加
して生じる飽和磁化状態における熱ホール効果を考える。Katsuraらはマグノン系における熱ホール効果
について議論し、Onoseらによって実際にパイロクロア強磁性体 Lu2V2O7 でマグノン熱ホール伝導度が
検出された。基本的な電子系のホール効果がローレンツ力によって誘起される*2のに対して、マグノンは
電荷のない粒子であり、磁束からローレンツ力を受けず有限のベリー曲率によってホール効果が生じる。
また、電荷をもたない粒子は電場によって駆動されず、Katsuraらは温度勾配によってマグノンを駆動す

*2 あらわに磁場がなくても、Haldaneのハニカムモデルのように疑似的に磁束を導入することで有効的にローレンツ力が働き
ホール効果が生じていた。
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ることを考えた。
一般の 3次元結晶における熱ホール効果の定式化をここで簡単に解説する。熱ホール効果は温度勾配に

よって生じる輸送現象であるが、温度勾配が存在する場合の久保公式には補正項が加わる。Luttingerは
温度勾配がある場合の久保公式を書き直し、Smrčkaと Středaはこれを具体的に計算し、従来の久保公式
に補正項が加わる形になっていることを示した [23, 24]。Luttingerは電子系における熱ホール伝導度の導
出の中で、現象論的に熱輸送係数 Lを用いて電流 J̄ とエネルギー流 J̄E を次のように書いた。

J̄ =
(
LF

)
11

[
E +

T
e
∇

(
µ

T

)]
+

(
LF

)
12

[
T∇

(
1
T

)
− ∇ψ

c2

]
(2.6)

J̄E =
(
LF

)
12

[
E +

T
e
∇

(
µ

T

)]
+

(
LF

)
22

[
T∇

(
1
T

)
− ∇ψ

c2

]
(2.7)

E は電場、ψ は gravitational field と呼ばれる仮想的に導入された場で、温度勾配を粒子に直接働く力
（dynamical force）としてハミルトニアンに取り入れるための場となっている。e, c, T , µはそれぞれ素電
荷、光速、温度、化学ポテンシャルである。Smrčkaと Středaは、この熱輸送係数が

(
LF

)αβ
i j
=

(
S F

)αβ
i j
+
(
MF

)αβ
i j

(i, j = 1, 2, α, β = x, y)と書けることを示した。ここで、第 1項の
(
S F

)αβ
i j
は熱勾配がないときの久保公式

から導かれる自明な項、第 2項の
(
MF

)αβ
i j
は熱勾配の存在により導かれる非自明な項である。Matsumoto

らは、電子系におけるこれらの理論をマグノン系に応用した。その際、(
LF

)
11

e2 →
(
LB

)
11
,

(
LF

)
12

e
→

(
LB

)
12
,

(
LF

)
22
→

(
LB

)
22

(2.8)

とすることで、マグノン流 J とマグノンのエネルギー流 JE を以下のように書いた。

J =
(
LB

)
11

[
−∇U − T∇

(
µ

T

)]
+

(
LB

)
12

[
T∇

(
1
T

)
− ∇ψ

c2

]
(2.9)

JE =
(
LB

)
12

[
−∇U − T∇

(
µ

T

)]
+

(
LB

)
22

[
T∇

(
1
T

)
− ∇ψ

c2

]
(2.10)

マグノンは電荷をもたず、電場で駆動できないため、試料の端の効果である閉じ込めポテンシャル U を
マグノンを駆動する力としている。Matsumoto らは、これらのマグノン系における熱輸送係数が、マグ
ノンのブロッホ関数で定義されるベリー曲率 Ω(k) を用いて、以下のように表されることを明らかにし
た [26]。 (

LB
)αβ

11
=

1
ℏV

∑
n,k

ρnεαβγΩ
γ
n(k) (2.11)

(
LB

)αβ
12
=

1
ℏV

∑
n,k

(µρn + kBTc1(ρn)) εαβγΩ
γ
n(k) (2.12)

(
LB

)αβ
22
=

1
ℏV

∑
n,k

(
µ2ρn + 2µkBTc1(ρn) + (kBT )2c2(ρn)

)
εαβγΩ

γ
n(k) (2.13)

nはバンドインデックス、V は系の体積、εαβγ は完全反対称テンソル、Ωγn(k)はベリー曲率の γ成分、kB

はボルツマン定数、ℏはプランク定数を 2πで割ったものである。ρn ≡ ρ(εnk)は n番目のバンドにおける
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図 2.5 c2(ρ)のエネルギー依存性。ρ = [exp(β(ε − µ)) − 1]−1 であり、εはエネルギー、β = (kBT )−1 で
ある。µ = 0として 3種類の温度における c2 を示した。低温（β = 10）になるほど低エネルギー側で
大きな値を持つ。

ボーズ分布関数で、ρn = 1/
[
e(εnk−µ)/kBT − 1

]
である（εnk は n 番目のバンドのマグノンスペクトル）。ま

た、c1(ρ), c2(ρ)は以下の形で書かれる関数である。

c1 (ρ) = (1 + ρ) log (1 + ρ) − ρ log ρ (2.14)

c2 (ρ) = (1 + ρ)
(
log

1 + ρ
ρ

)2

− (
log ρ

)2 − 2Li2 (−ρ) (2.15)

Lin(z)は polylogarithm functionで、Li2(z) =
∑∞

k=1 zk/k2 = −
∫ z

0 dt log(1 − t)/tと書ける。
熱ホール伝導度は、熱流 JQ から定義される。熱流はエネルギー流 JE と粒子流 J によって JQ =

JE − µJ と書かれる（付録 B）。したがって、マグノン流 (2.9)とマグノンのエネルギー流 (2.10)から、熱
流を以下のように書くことができる。

JQ =
[(

LB
)

21
− µ

(
LB

)
11

]
(−∇U − ∇µ) −

[(
LB

)
22
− µ

(
LB

)
12

] ∇ψ
c2 −

1
T

[(
LB

)
22
+ µ2

(
LB

)
11
− 2µ

(
LB

)
12

]
∇T

(2.16)

−∇T の係数が熱伝導度に対応し、マグノン熱ホール伝導度は以下のように書ける。

καβ =
1
T

[(
LB

)αβ
22
+ µ2

(
LB

)αβ
11
− 2µ

(
LB

)αβ
12

]
(2.17)

特に、µ = 0のとき以下のように表される。

κxy =

(
LB

)xy

22

T
=

k2
BT
ℏV

∑
n,k

c2 (ρn)Ωz
n(k) (2.18)

したがって、マグノン熱ホール伝導度を計算するにはマグノンのバンド構造とその波動関数から定義され
るベリー曲率が必要であることが分かる。また、c2 は低エネルギーで大きな値をとるため（図 2.5）、低エ
ネルギー領域（バンドの底）でベリー曲率が大きな値を持つと熱ホール伝導度が生じることが分かる。ま
た、彼らの議論はマグノンに限らず、様々な寿命の長い磁気準粒子に適用可能である。
本研究ではマグノンとマグノンペア両方がいる状況を考える。このとき、マグノンとマグノンペ

アがどちらも長寿命の準粒子で粒子間相互作用が無視できる自由粒子とみなせるならば、スピン流
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はマグノン流 Jmagnon とマグノンペア流 Jpaired−magnon によって J = Jmagnon + Jpaired−magnon と書け、エ
ネルギー流も同様に JE = JE

magnon + JE
paired−magnon となる。さらに、自由粒子のエネルギー流は JE =

1
2V

∑
k b†α(k)

(
∂kH2(k)

)
αβ

bβ(k)と書ける事が分かっている [21]。ここで、V は系の体積、α, βは単位胞に
含まれるサイトインデックス、b はマグノン演算子、H は相互作用のないボソンのハミルトニアンであ
り、繰り返す添え字 α, βについては和をとる。したがって、マグノンとマグノンペアの系では

JE =
1

2V

∑
k

b†α(k)
(
∂kH2

magnon(k)
)
αβ

bβ(k) +
1

2V

∑
k

c†α(k)
(
∂kH2

paired−magnon(k)
)
αβ

cβ(k) (2.19)

と書ける。ここで、cはマグノンペアの演算子で、Hmagnon,Hpaired−magnon はそれぞれ相互作用のないマグ
ノン、マグノンペアのハミルトニアンである。マグノンペア cについて、2つのマグノンペアの存在位置
が重なるとき、マグノンペア間の交換関係が綺麗なボゾンの交換関係からずれる。しかし、以下で我々が
考える低温領域ではマグノンペアが希薄であり、ペアの重なりの効果は無視できるため、熱ホール伝導度
の計算において我々はマグノンペアを単純なボーズ粒子として扱うことができる。したがって、マグノン
とマグノンペアのバンド構造と波動関数から定義されるベリー曲率を用いて式 (2.18) から熱ホール伝導
度を計算できる。第 3章でマグノンとマグノンペアのバンド構造を明らかにし、第 4章でベリー曲率を求
め熱ホール伝導度の解析を行う。

2.3 フェルミオン系とボソン系のホール効果の類似点と相違点
第 2.1節でチャーン絶縁体における電子の量子ホール効果を、第 2.2節で磁性絶縁体におけるマグノン

（ボソン）の熱ホール効果を紹介した。
フェルミオン系であってもボソン系であっても、（熱）ホール伝導度は占有されたバンドのベリー曲率

で表される。しかしながら、ボソン系では 1つの状態に何個でも粒子が入れるために低エネルギー部分の
バンド構造が重要になる。極端な話をすると、たとえチャーン数が 0であっても低エネルギー部分のバン
ドが大きなベリー曲率を持てば熱ホール伝導度が現れることがある。

2.4 ベリー曲率の数値的な見積もり方法
本節では、熱ホール伝導度を計算するうえで重要な物理量となるベリー曲率について、Fukuiらが考案

した数値的な見積もり方法をレビューする [43]。
ベリー曲率 (2.3)を求める愚直な方法として、微分を離散的な差に置き換えることが考えられる。波数

空間の各点における固有状態は数値計算で求めることができる。しかしながら、微分を差分に置き換える
際、各点における固有状態が滑らかに変化するように局所ゲージ固定をその都度行わなければならず、こ
の方法は数値計算的なコストが非常に高い。
そこで Fukuiらは格子ゲージ理論を用いて曲率を定義する方法を提案した。この方法の大きな利点は局

所ゲージ固定を行う必要がないことである。ここでは簡単のため 2 次元系を考え、ブリルアンゾーンを
0 ≤ kα < 2π (α = x, y)とし、これを Nx × Ny 点に離散化する。離散化したブリルアンゾーン上の格子点 kl

(l = 1, . . . , NxNy)を

kl = (k j1 , k j2 ), k jα =
2π jα
Nα

, ( jα = 0, . . . , Nα − 1) (2.20)
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と書く。次に、n番目のバンドの波動関数からリンク変数 Uα(kl)を以下のように定義する。

Uα(kl) ≡ ⟨n, kl | n, kl + α̂⟩ /Nµ(kl) (2.21)

|n, kl⟩ は波数空間における n 番目のバンドの固有状態、α̂ は大きさ 2π/Nα の α 方向のベクトル、
Nα(kl) ≡ |⟨n, kl | n, kl + α̂⟩|である。次に曲率を

F̃12(kl) ≡ lnUx(kl)Uy(kl + x̂)Ux(kl + ŷ)−1Uy(kl)−1, −π < 1
i

F̃12(kl) ≤ π (2.22)

で定義する。ここで、曲率は対数関数の主値で定義されている。この曲率は波数空間で定義される n番目
のバンドのベリー曲率の z成分と Ωz(kl) = −ImF̃12(kl)/(|x̂||ŷ|)のように対応している。Fukuiらは、この和
からチャーン数も正しく計算できることを示した。
最後に、この方法で第 2.1節で紹介した Haldaneのハニカムモデルにおけるベリー曲率とチャーン数を

求めた結果を紹介する。図 2.6に、次近接サイト間に複素数のホッピングを持つ場合の第 1バンド（エネ
ルギーが低い側のバンド）のベリー曲率を計算した結果を示す。ハニカム格子のブリルアンゾーンの端に
ある K点に、大きなベリー曲率が現れている。K点は複素数のホッピングの導入によりギャップが開い
た点である。波数空間における n番目のバンドの状態 |n, k⟩がブロッホ状態 |unk⟩で書け、そのスペクト
ルが εnk と表されるとき、ベリー曲率は以下のように書くことができる。

Ωαn (k) = iεαβγ

⟨
∂unk

∂kβ

∣∣∣∣∣∣ ∂unk

∂kγ

⟩
= iεαβγ

∑
m(,n)

⟨
unk

∣∣∣∣ ∂H
∂kβ

∣∣∣∣ umk

⟩ ⟨
umk

∣∣∣∣ ∂H
∂kγ

∣∣∣∣ unk

⟩
(εnk − εmk)2 (2.23)

すなわち、波数空間で定義される各バンドのベリー曲率は近接する他のバンドとのエネルギー差が小さ
いとき大きくなる傾向がある。このことから、Haldaneのハニカムモデルにおいて、複素数のホッピング
によりギャップが開く K点で大きなベリー曲率が現れることを自然に理解できる。また、チャーン数も
計算したところ上下のバンドで ±1となり、Fukuiらの方法は確かに正しいベリー曲率とチャーン数を与
える。

2.5 有限のマグノン熱ホール伝導度を得る条件
本節では、マグノンの熱ホール伝導度が現れるために重要だと考えられている DM相互作用について述

べる。DM相互作用は 2つのスピンの外積によってDi j · (Si × S j)と表される。i, jはサイトインデック
ス、Si はサイト iのスピン演算子、Di j は DM相互作用を与える DMベクトルである。2つの磁性サイト
間に反転対称性がないとき、DMベクトルがDi j , 0となる。現実の磁性体は配位子などの存在により、
DM相互作用を持つことが多い。また、系がどのような DMベクトルを有するかはMoriya’s rule [44]か
ら決めることができる。
式 (2.18)から、有限の熱ホール伝導度を得るためには、チャーン数が有限である必要はないが、有限の

ベリー曲率が必要だとわかる。このベリー曲率が現れるためには、DM相互作用などのマグノンのホッピ
ングに位相を与える相互作用が重要な役割を果たすことが知られている。例えば DMベクトルの z成分
が 0でないとき、 (

Si × S j

)z
=

i
2

(
S +i S −j − S −i S +j

)
(2.24)
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図 2.6 Haldane のハニカムモデルにおいて、複素次近接ホッピングを持つときのベリー曲率。赤線
は第 1 ブリルアンゾーンで、Γ, K, M は対称性の高い点である。K 点は複素ホッピングの導入により
ギャップが開いた点に対応する。K点に大きなベリー曲率が現れている。

という項が出てくるが、これはまさにマグノンのホッピングに位相を与える。また第 2.1節で、Haldane

のハニカムモデルでは複素数のホッピングによって有限のチャーン数（ベリー曲率）が得られることを紹
介した。すでに述べたように、ホッピングに位相を持つことは磁束が格子を貫いていることと等価であ
る。これまでの先行研究から、マグノンのベリー曲率が出るために、この磁束を持つループが非等価な形
を持つことが必要だと考えられている。例えば、図 2.7のような DMベクトルを持つカゴメ格子の場合、
六角形のループを +2ϕ,三角形のループを −ϕの磁束が貫いている。そして、このとき有限のベリー曲率
が現れる。一方、図 2.8のような DMベクトルを持つペロブスカイト強磁性体では +ϕと −ϕの磁束を持
つ四角形のループが並んでいる。このときハミルトニアンは特殊な対称性を持ち、ベリー曲率が現れない
ことを示すことができる [45]。2012年に Ideueらはパイロクロア構造、ペロブスカイト構造を持つ強磁
性体について熱ホール伝導度の測定を試み、カゴメ格子を有するパイロクロア強磁性体は有限の熱ホール
伝導度を示す一方、四角形のループしか持たないペロブスカイト強磁性体は熱ホール伝導度を示さないこ
とを明らかにした [45]。ただし、対称性の高い格子であっても、磁気秩序や軌道秩序によって大きな単位
胞を持つ物質はその限りではない。実際、Ideueらの測定で、軌道秩序によって大きな単位胞を持つペロ
ブスカイト強磁性体において、有限の熱ホール伝導度が検出されている。
最後に、系の U(1)対称性を破る DM相互作用について言及する。磁場を印加した方向の U(1)対称性
を破る DM相互作用*3を持つ系では、スピンカレントが定義できなくなり、線形応答理論の定式化が使え
ないように思える。しかしながら、DM相互作用を摂動として扱い線形応答理論に基づいて熱ホール伝導
度を計算し、実験を定量的に説明した先行研究 [21,25]があることから、我々も DM相互作用を摂動とし
て扱い、上述の線形応答理論の定式化を応用する。

*3 磁場を z方向に印加した場合、DMベクトルの x, y成分から現れる項を指す。
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図 2.7 カゴメ格子における DM ベクトルと
磁束 [45]。矢印の方向に 1 周すると、三角形
のループでは ϕ, 六角形のループでは 2ϕ の位
相がマグノンに付与される。これは三角形と
六角形のループをそれぞれ ϕ, −2ϕの磁束が貫
くことに対応する（磁束の符号の違いは矢印
の向きの違いから生じている）。この系では有
限のベリー曲率が得られる。

図 2.8 ペロブスカイト強磁性体における DM
ベクトルと磁束 [45]。向かい合う辺の DMベ
クトルが逆向き（例えば D23 = −D14）になっ
ているため、四角形を 1 周しても位相がキャ
ンセルされたない。この格子も磁束を持つが、
格子を基本並進ベクトルの半分の長さを持つ
ベクトルで並進移動させ、磁束の向きを反転
させると元の状態に戻るという対称性を持つ。
これに対応してハミルトニアンが特殊な対称
性を持ち、ベリー曲率は 0となる。
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第 3章

マグノンとマグノンペアの分散関係

本研究では強磁場飽和磁化状態（磁場方向にスピンが完全に偏極した状態）においてマグノンペアが現
れる系として、双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体（以下、パイロクロア系）と S = 1/2フラ
ストレート zigzagスピン鎖が弱く結合した 2次元磁性体（以下、zigzagスピン鎖系）を採り上げる。本
章では、熱ホール伝導度の計算に必要な情報の一つであるマグノンとマグノンペアの分散関係について、
得られた結果を示す。
これらの系はマグノンペアが現れる系、ひいてはスピンネマティック状態を実現する系として盛んに研
究されており、DM相互作用がない場合、飽和磁化状態が基底状態となる強磁場領域でマグノンペアが現
れることがよく知られている [35, 46]。本研究では、マグノン熱ホール効果を起こすのに重要である考え
られている DM相互作用を考慮する。DM相互作用は一般に交換相互作用に比べて弱く、前章の最後で
述べたように、以下の解析全般にわたって DM相互作用は摂動項として取り扱う。

3.1 双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体
本節では、パイロクロア格子における双 2次相互作用を持つハイゼンベルグモデルについて先行研究を
レビューし、パイロクロア格子の幾何学的性質と本研究で取り扱うパイロクロア系のモデルの詳細につい
て述べる。続いて、3.1.1節と 3.1.2節では S z 軸周りの U(1)対称性を壊す DM相互作用が存在しない場
合のマグノンとマグノンペアの分散関係を解析する。最後に、3.1.3節で U(1)対称性を破る DM相互作
用の効果を摂動論的に取り込む。この解析で、U(1)対称性を破る DM相互作用がマグノンとマグノンペ
アの混成状態をもたらし、分散関係にレベル反発を生じさせることを示す。
パイロクロア格子における双 2 次相互作用を持つハイゼンベルグモデルはクロムスピネル酸化物

ACr2O4 (A = Cd, Hg, Zn) [47–49]の磁性を記述する有効モデルとして提案され、そのハミルトニアンは

H =
∑
⟨i, j⟩

[
J1Si · S j + J2

(
Si · S j

)2
]
− h

∑
i

S z
i (3.1)

と書ける [36]。i, jはサイトインデックスで、和は最近接サイトペアについてとる。J1, J2 はそれぞれ最
近接サイト間にはたらく反強磁性交換相互作用（J1 > 0）、強的双 2次相互作用（J2 < 0）で、hは磁場に
対応し、h = gµBH である。ここで、g, µB, H はそれぞれ g因子、ボーア磁子、外部磁場の大きさである。
また、磁場 H の方向に S z 軸をとっている。このハミルトニアンはクロムイオンが平衡位置からずれたと
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きにスピン間の交換相互作用が変更を受ける効果と平衡位置に戻ろうとする弾性エネルギーを取り入れる
ことで得られ、双 2次相互作用 J2 は負の値を持つ。

図 3.1 パイロクロア格子。四
面体が頂点共有し、3次元的に
連なっている。

図 3.2 パイロクロア格子の
(111)面に現れるカゴメ格子

図 3.3 パイロクロア格子を
[100] 方向に射影して現れる
チェッカーボード格子

ハミルトニアン (3.1)の磁場中相図は図 3.4のように書ける [46]。縦軸を磁場 h/J1,横軸を双 2次相互
作用 J2/J1 とする。J2 = 0 のときハミルトニアン (3.1) はハイゼンベルグモデルに対応する。図中の FP

は、全てのスピンが磁場方向を向いた飽和磁化状態が基底状態となる完全偏極相である。FPの相境界に
ある点線と破線は飽和磁場に対応し、nematicではマグノンペアの凝縮が起こりスピンネマティック秩序
相が現れると期待されている。この図から分かるように、J2/J1 ≲ −0.04という非常に広いパラメータ領
域で、マグノンペアがマグノンとともに低エネルギー励起として現れることが分かっている。また、本論
文では触れないが、低磁場側には様々なスピン構造を持つ磁気相が現れ、本モデルの候補物質であるクロ
ムスピネル酸化物の磁性研究も盛んに行われている [36, 37, 47–49]。図中の実線と破線はそれぞれ 1次転
移と 2次転移を示す。

−0.2 −0.1 0
0

2

4

6

8

10

12

h
/J

1

S = 3/2

1st MF

2nd MF

2-magnon

J2/J1

−0.3

nematic

FP(a)

図 3.4 クロムスピネル酸化物の磁場中相図 [46]。実線（赤）、破線（黒）はそれぞれ 1次転移、2次転
移を表す。点線（黒）はマグノンペアが凝縮する磁場（飽和磁場）を示す。黒塗り矢印は磁場に対して
変わらず、白抜き矢印は磁場に応じて変化するスピン状態を表す。nematicでマグノンペアが凝縮して
いると考えられている。
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図 3.5 磁気準粒子の励起エネルギーと磁場の関係。橙線と緑線はそれぞれマグノンとマグノンペアの
エネルギーを表す。hc1, hc2 はそれぞれ、磁場を下げていくとき、マグノンとマグノンペアが凝縮し始
める磁場（臨界磁場）を表す。この図では hc2 が飽和磁場である。hc2 直上の両矢印で示した磁場領域
では、マグノンペアのエネルギーギャップ ∆paired−magnon がマグノンのエネルギーギャップ ∆magnon より
小さくなる。

ここで注目するのは飽和磁場近傍である。飽和磁場近傍では、以下で説明するマグノン局在状態が現
れ、格子上を動き回ることができるマグノンペアの励起エネルギーが下がり、その結果マグノンペアがよ
い磁気準粒子として存在する。相図にはマグノンペア凝縮相（スピンネマティック相）が現れる高磁場側
の臨界磁場（図 3.4中の点線）を示している。マグノン凝縮が起こる磁場を hc1,マグノンペアの凝縮が起
こる磁場を hc2 と書くとき、磁場と励起エネルギーの関係は図 3.5のようになっている。横軸が磁場、縦
軸が磁気準粒子（マグノン、マグノンペア）の励起エネルギーである。hc2 − hc1 が大きいほど、広い磁場
領域でマグノンペアがマグノンよりも安定に現れることが分かる。
ここで、パイロクロア格子の幾何学的な構造について述べておく。パイロクロア格子は四面体が頂点共

有して 3次元的に連なっている格子、あるいは 4つの面心立方（FCC）格子によって構成される格子とし
て理解できる（図 3.1）。また、(111)面にはカゴメ格子が現れ（図 3.2）、[100]方向に射影するとチェッ
カーボード格子が現れる（図 3.3）など、様々な特徴を持つ格子である。本論文ではパイロクロア格子の
単位胞として図 3.7を考える。したがって、基本並進ベクトル ai = 2ei (i = 1, 2, 3)は FCC格子のそれと
等しい。ここで ei は

e1 =
1
√

2
(1, 1, 0) , e2 =

1
√

2
(0, 1, 1) , e3 =

1
√

2
(1, 0, 1) (3.2)

であり、最近接サイト間の距離を 1としている。対応する逆格子ベクトル bi は

b1 =
π
√

2
(1, 1, −1) , b2 =

π
√

2
(−1, 1, 1) , b1 =

π
√

2
(1, 1, 1) (3.3)

と書け、その第 1ブリルアンゾーンは図 3.6のようになる。
ここで、摂動論的に DM相互作用を導入した系を考える。Moriya’s rule [44]から期待されるパイロク
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図 3.6 FCC 格子の第 1 ブリルアンゾーン。Γ = (0, 0, 0), X1 =
π√
2

(0, 1, 0), X2 =
π√
2

(0, 0, 1),
K = 3π

4
√

2
(1, 1, 0), L = π

2
√

2
(1, 1, 1)である。また、∆, Σ, Λはそれぞれ点 Γと点 X1, K, Lを結ぶ線分で

ある。

A

B

C

D

e1

e3

e2

x

y

z

図 3.7 パイロクロア格子の単位胞。単位胞に含ま
れる 4サイトがそれぞれ FCC格子を形成する。

図 3.8 パイロクロア格子の DMベクトル

ロア格子における DMベクトルは

DAB =
D
√

2
(1, −1, 0) , DAC =

D
√

2
(0, 1, −1) , DAD =

D
√

2
(−1, 0, 1) (3.4)

DBC =
D
√

2
(1, 0, 1) , DBD =

D
√

2
(0, −1, −1) , DCD =

D
√

2
(1, 1, 0) (3.5)
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である [50]（図 3.8）。この DM相互作用を持つハミルトニアン

H =
∑
⟨i, j⟩

[
J1Si · S j + J2(Si · S j)2 +Di j · (Si × S j)

]
− h

∑
i

S z
i (3.6)

について、飽和磁場以上における飽和磁化状態でのマグノン励起、マグノンペア励起を考える。以下では
実空間の z軸とスピン空間の z軸を一致させ、磁場方向を z軸とする。飽和磁化状態は

|FP⟩ ≡
⊗

i

∣∣∣∣∣32
⟩

i
(3.7)

と書け、そのエネルギーは
E0 =

27
4

NJ1 +
243
16

NJ2 −
3
2

Nh (3.8)

である*1。ここで、N は全サイト数である。以下では、飽和磁化状態のエネルギー E0 を原点としてエネ
ルギー固有値を計算し、マグノン、マグノンペアの分散関係を示す。

3.1.1 マグノン

マグノンが励起されると全スピン S tot の z成分 S z
tot が 1だけ小さくなり、S z

tot =
3
2 N − 1（N は全サイト

数）となる。したがってマグノン励起状態は S −i |FP⟩の重ね合わせと考えることができる。ここでは波数
kのマグノンが 1つ励起された状態を以下のように表す。

|α(k)⟩ ≡ 1
√

3Nu

∑
i∈α

S −i eik·ri |FP⟩ (3.13)

=
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri

∣∣∣∣∣12
⟩

i

⊗
j,i

∣∣∣∣∣32
⟩

j
(3.14)

ここで、Nu は単位胞の数、Nu = N/4であり、α (=A, B, C, D)は副格子のインデックスである。|α(k)⟩
は S z

tot =
3
2 N − 1である部分空間における正規直交基底である。すなわち、系の固有状態はこれらの 4つ

の基底の線形結合で
∑
α=A,B,C,D ϕ

(l)
α (k) |α(k)⟩のように表現でき、飽和磁化状態のエネルギー E0,飽和磁化

状態にマグノンを 1つ励起するエネルギー E(l)
1 (l=1, 2, 3, 4)を用いてシュレディンガー方程式が以下の

ように書ける。
H

∑
α=A,B,C,D

ϕ(l)
α (k) |α(k)⟩ =

(
E0 + E(l)

1 (k)
) ∑
α=A,B,C,D

ϕ(l)
α (k) |α(k)⟩ (3.15)

*1 飽和磁化状態のエネルギー固有値は以下の計算によって得られる。

H |FP⟩ =

∑
⟨i, j⟩

[
J1Si · S j + J2(Si · S j)2 +Di j · (Si × S j)

]
− h

∑
i

S z
i

 |FP⟩ (3.9)

=

∑
⟨i, j⟩

[
J1S z

i S z
j + J2(S z

i S z
j)

2 + Dx
i j(S

y
i S z

j − S z
i S y

j) + Dy
i j(S

z
i S x

j − S x
i S z

j)
]
− h

∑
i

S z
i

 |FP⟩ (3.10)

=

(
J1

9
4

6N
2
+ J2

81
16

6N
2
− h

3
2

N
)
|FP⟩ (3.11)

=

(
J1

27
4

N + J2
243
16

N − h
3
2

N
)
|FP⟩ ≡ E0 |FP⟩ (3.12)
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左から ⟨β(k)|を作用させると、∑
α=A,B,C,D

⟨β(k) | H |α(k)⟩ ϕ(l)
α (k) =

(
E0 + E(l)

1 (k)
)
ϕ(l)
β (k) (3.16)

となり、行列
(
⟨β(k) | H |α(k)⟩ − E0δαβ

)
の対角化を行うことで、固有状態 {ϕ(l)

α (k)} と固有エネルギー
E(l)

1 (k)が得られる。ハミルトニアンの行列要素は以下のように書ける（詳細は付録 C）。

⟨β(k) | H |α(k)⟩ =

(
3J1 +

9
2 J2 − 3iDz

βα

)
cos(k · δαβ) α , β

E0 − 9J1 − 27
2 J2 + h α = β

(3.17)

行列 (3.17)を対角化して得られる分散関係を図 3.9に示す。ここでは第 1ブリルアンゾーン（図 3.6）の
うち、∆, Σ, Λ線上の分散関係を示す。図 3.9(a)は DM相互作用がないときの分散関係で、J2/J1 = −0.2,

D/J1 = 0, h/J1 = hc1/J1 + 1である。図 3.9(b)は磁場方向の U(1)対称性を保つ DM相互作用を導入した
場合の分散関係で、J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.3, h/J1 = hc1/J1 + 1である。ハミルトニアンが k → −kにつ
いて対称であるため、分散関係も同様の対称性を持つ。また、磁場に加えて DM相互作用が導入された
ことにより z方向の分散関係は異方的になっている。
図 3.9(a)にはフラストレート磁性体でしばしば現れるマグノン局在状態に対応するフラットバンドが現

れている [51, 52]。マグノン局在状態では、格子の幾何学的性質によりマグノンホッピングの打ち消しあ
いが生じ、格子上のあるループにマグノンが局在する。

DM相互作用を導入した場合の分散関係に現れるレベル交差とワイル点について述べる。まず、DM相
互作用を導入すると、フラットバンドの縮退がとけ分散を持つようになる。前述したホッピングの打ち
消しあいが DM相互作用によって妨げられるからである。しかしながら、同一 kz 面内にある X1 点と X2

点を結ぶ線上ではレベル交差が生じ、常に 2 重縮退が残る。この縮退線はパイロクロア格子の幾何学的
性質によるもので、X1X2 線上ではハミルトニアンの対称性が高くなる。例として kz=0面を採り上げる。
kz=0 面では、(kx, ky) = (0, π/

√
2) +G, (π/

√
2, 0) +G に X1 点、(kx, ky) = (π/

√
2, π/

√
2) +G（複合任

意）に X2 点がある。ここでのGは kz = 0面内にある逆格子ベクトルを意味する。X1X2 線として、例え
ば ky = π/

√
2の直線を見ると、ハミルトニアンは(

A− B
B† A+

)
(3.18)

と書ける。ここで、A±, Bは 2 × 2の行列で、J̃ = 2J1 + 3J2 として

A± =

 h − 9
2 J̃ ± 3

2 J̃ sin
[

kx√
2

]
± 3

2 J̃ sin
[

kx√
2

]
h − 9

2 J̃

 , B =

 0
(
− 3√

2
iD + 3

2 J̃
)

cos
[

kx√
2

]
(
− 3√

2
iD + 3

2 J̃
)

cos
[

kx√
2

]
0

 (3.19)

と書ける。このハミルトニアンのエネルギー固有値を数式処理システム Mathematica を用いて計算す
ると

h − 9
2

J̃ ± 3
2

√
D2

(
1 + cos

[√
2kx

])
+ J̃2 (3.20)

となり、これらがそれぞれ 2 重縮退している。またエネルギー固有値の表式から分かるように、波数が
(π/
√

2, π/
√

2)である X2 点でのエネルギー固有値は DM相互作用に依存しない。次にワイル点について
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(a) DM相互作用がないときのマグノンの分散関係。第 1, 2バンドはフラットバンドで 2重縮退している。

(b) DM相互作用があるときのマグノンの分散関係。縮退が解け、フラットバンドが分散を持つバンドになる。

図 3.9 マグノンの分散関係。縦軸は飽和磁化状態におけるマグノン励起エネルギー E1(kx, ky, kz),横
軸は波数である。第 1ブリルアンゾーン（図 3.6）内で特に対称性の高い点 Γ, X1, X2, K, Lを選び、左
図は K-Γ-X1 を結ぶ線分上、右図は X2-Γ-L を結ぶ線分上での分散関係を示す。X1, X2 はそれぞれ y
軸、z軸上の点である。各パラメータは (a) J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0, h/J1 = hc1/J1 + 1, (b) J2/J1 = −0.2,
D/J1 = 0.3, h/J1 = hc1/J1 + 1である。

触れる。DMを導入した場合の ∆z 線上の分散関係を見ると、マグノン第 2バンドと第 3バンドが交差し
ている。この点における縮退は、上述の縮退線と異なり、ワイル点になっている。すなわち波数をワイル
点からずらすと必ずギャップが開く。kz 方向のエネルギー固有値を見ると、{

h − 3J̃ ± 3J̃ cos
[

kz√
2

]
, h − 6J̃ ± 3

√
D2

(
1 + cos

[√
2kz

])}
(3.21)

であり、ワイル点の座標を (0, 0, ±kWeyl
z ) (kWeyl

z > 0)と書くと、

h − 3J̃ − 3J̃ cos

kWeyl
z√

2

 = h − 6J̃ + 3
√

D2
(
1 + cos

[√
2kWeyl

z

])
(3.22)

となる。すなわち、D = 0のときに原点に現れていた 3重縮退は完全には解けず、DM相互作用によって
kz 軸上のある波数 ±kWeyl

z に縮退を残す。
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最後にマグノンの凝縮が起こる臨界磁場について述べる。DM相互作用がない場合、第 1バンド（最も
低いエネルギーを持つバンド）は 2重縮退したフラットバンドである。DM相互作用を導入すると、その
縮退が解けフラットバンドは分散を持つ。このときエネルギー最小値は k = 0にある。このエネルギー最
小値が 0になる磁場を臨界磁場 hc1 とする。k = 0における、エネルギー固有値は{

h, h − 12J1 − 18J2, h − 12J1 − 18J2 ± 3
√

2D
}

(3.23)

であるので、J̃ = 2J1 + 3J2 と書くとき、臨界磁場は相互作用の大きさに応じて以下のように書かれる（図
3.10）。

hc1 =


6J̃ + 3

√
2D ≡ h+c1 ; D ≥ 0かつ D ≥

√
2J̃

0 ; −
√

2J̃ < D <
√

2J̃
6J̃ − 3

√
2D ≡ h−c1 ; D < 0かつ D ≤ −

√
2J̃

(3.24)

hc1 = 0のとき、この系では自発的対称性の破れが起こり、ゼロ磁場で全てのスピンの向きが揃っている。
hc1 = h±c1 のとき、DM相互作用のスピンをひねる（2つのスピンが平行にならないようにする）効果によ
りマグノン励起エネルギーが下がり、有限の DM相互作用によって臨界磁場は大きくなる。

��

�

���
�

���
�

�
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図 3.10 マグノンの臨界磁場 hc1 と相互作用 J̃ = 2J1 + 3J2, DM相互作用 Dの関係。臨界磁場が 0と
なる領域は強磁性相であり、磁場中でマグノンは常にギャップを持つ。臨界磁場 h±c1 = 6J̃ ± 3

√
2Dの

領域では、磁場が h±c1 と等しくなるときマグノン凝縮が起きる。J̃ を固定すると、有限の DM相互作
用によって臨界磁場が大きくなる。

3.1.2 マグノンペア

ここでは、2つのマグノンが束縛状態を形成したマグノンペアについて解析する。双 2次相互作用は有
効的にマグノン間引力の働きをして、格子上を運動できるマグノンペアを形成する。マグノン局在状態と
異なり、格子上を運動できるマグノンペアは飽和磁場近傍でマグノンよりもエネルギーが低くなることが
ある。したがって、マグノン局在状態が現れる系ではしばしばマグノンペアがよい磁気準粒子となり、こ
こで考えるモデルにおいてもマグノンペアがよい磁気準粒子となる相互作用領域がある。
飽和磁化状態において、マグノンペアが 1つ生成された場合は S z

tot =
3
2 N − 2で、マグノン 1つが存在

する場合は S z
tot =

3
2 N − 1である。したがって、S z

tot が保存する系ではマグノンペアとマグノンは異なる
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ヒルベルト空間に独立に住んでいるので、独立のエネルギー固有値問題を考えることができる。マグノン
ペアを含むマグノンが 2つ励起された状態（S z

tot =
3
2 N − 2）は、例えば

eik1·ri S −i eik2·r j S −j |FP⟩ (3.25)

のように書ける。これは波数 k1, k2 を持つマグノンがサイト i, jに励起された状態である。ここで、重心
運動量 k = k1 + k2,相対運動量 q = (k1 − k2) /2,重心座標 R =

(
ri + r j

)
/2,相対座標 r = ri − r j を導入

する。これらを用いると k1 · ri +k2 · r j = k ·R+ q · rと書ける。2つのマグノンが励起されたときの厳密
なバンド構造を出すには、あらゆる可能なペアの配置を全て考慮する必要がある。しかしながら、この系
におけるスピン間相互作用は非常に短距離であり、マグノン間引力も短距離力となるため、マグノンペア
の相対運動量がゼロであり、かつ、実空間で近接するサイト上にある束縛状態を仮定してマグノンペアの
バンド構造を解析する。このように、マグノンペアが住む S z

tot =
3
2 N − 2のヒルベルト空間の中で、2つ

のマグノンが近距離にいる部分空間だけ取り出した場合、少なくとも低エネルギーのマグノンペアは定量
的に正しく求められることが期待される。実際、離れたサイト上にあるマグノンペア状態の寄与が J2 に
よって非常に小さくなることが厳密計算*2から確かめられている [46]。すなわち厳密な飽和磁場（臨界磁
場）とこの変分計算による飽和磁場が、あるパラメータの範囲内で非常に近い値を持つ。したがって、以
下では S z

tot =
3
2 N − 2のヒルベルト空間の中で、2つのマグノンが近接するサイト上にある部分空間内で

変分法的にマグノンペアの固有状態を求める。
ここでは変分計算が信頼できる J2/J1 = −0.2に固定し、マグノンペア状態として、2つのマグノンがサ

イト上に束縛されたものと最近接サイト上に束縛されたもののみを考える。

|αα(k)⟩ ≡ 1
2
√

3Nu

∑
i∈α

(S −i )2eik·ri |FP⟩ (3.26)

=
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri

∣∣∣∣∣−1
2

⟩
i

⊗
j,i

∣∣∣∣∣32
⟩

j
(3.27)

∣∣∣αβ±(k)
⟩ ≡ 1

3
√

Nu

∑
i∈α

S −i S −i±δαβe
ik·(ri±

δαβ
2 ) |FP⟩ (3.28)

=
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·(ri±
δαβ

2 )
∣∣∣∣∣12

⟩
i

∣∣∣∣∣12
⟩

i±δαβ

⊗
else

∣∣∣∣∣32
⟩

(3.29)

状態 (3.26)は 2つのマグノンが 1つのサイト上に励起された状態、状態 (3.28)は 2つのマグノンが隣接
するサイト上に励起された状態を表している（以下では |αα⟩をサイト型の基底、|αβ±⟩をボンド型の基底
と呼ぶ）。また、|αβ±(k)⟩ = |βα±(k)⟩となるため、ボンド型の基底は次の 12個である。独立した基底を書
き下すと、{|αβ±(k)⟩} =

{∣∣∣AB±(k)
⟩
,
∣∣∣AC±(k)

⟩
,
∣∣∣AD±(k)

⟩
,
∣∣∣BC±(k)

⟩
,
∣∣∣BD±(k)

⟩
,
∣∣∣CD±(k)

⟩}となる。また、
i ∈ αであるとき、iと i + δαβ は同じ単位胞内にあり、iと i − δαβ は隣接する単位胞の最近接サイトとな

*2 ここで指す厳密計算は、マグノンの 2 体問題をグリーン関数法を用いて解くということである。マグノンペアが低エネル
ギー励起状態として存在する場合、分散関係を描くと、マグノン束縛状態が低エネルギーに現れ、高エネルギー側にマグノン
の散乱状態に対応する continuumが現れる。このようにマグノンの 2体問題を厳密に取り扱って得られるマグノン束縛状態
には、2つのマグノンが離れたサイト上に励起された状態も含まれる。しかしながら、|J2 |が大きくなるにつれ、その離れた
サイト上のマグノンペアの寄与は小さくなる。本研究ではそのような J2 領域で、近接サイト上に励起されたマグノンペアの
みを取り扱う。
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る。ゆえに |αβ+(k)⟩と |αβ−(k)⟩は同じボンド型でも、それぞれ同一単位胞内と隣接する単位胞にマグノ
ンペアが励起された状態である。マグノンペア状態 (3.26), (3.28) を見てわかるように、2 つのマグノン
ペアの存在位置が重なってしまう場合、マグノンペア演算子間の交換関係がボゾンの交換関係からずれ
る*3。ただし、低温領域におけるマグノンペアの希薄ガスではペアの重なりの効果は無視できるため、次
章で行う熱ホール伝導度の計算において我々はマグノンペアを単純なボーズ粒子として扱う。
あるマグノンペアの励起状態は状態 (3.26), (3.28)の線形結合で

∑
(α, β) ψαβ(k) |αβ(k)⟩と書ける。マグノ

ンペアの励起エネルギを E(l)
2 (k) (l = 1, 2, · · · , 16)と書くと、制限されたヒルベルト空間における「固有

方程式」は ∑
α, β

⟨γδ(k) | (H − E0) |αβ(k)⟩ψ(l)
αβ(k) = E(l)

2 (k)ψ(l)
γδ(k) (3.30)

となる。16 × 16の行列 (⟨γδ(k) | (H − E0) |αβ(k)⟩)を対角化することで励起エネルギー E(l)
2 (k),固有ベク

トル
{
ψ(l)
αβ(k)

}
が得られる。具体的な計算は付録 Dに示し、ここには結果のみを示す。

⟨αα(k) | H |αα(k)⟩ = J1

(
27
4

N − 18
)
+ J2

(
243
16

N − 9
)
− h

(
3
2

N − 2
)

(3.31)

= E0 − 18J1 − 9J2 + 2h (3.32)

⟨ββ(k) | H |αα(k)⟩ = 6J2 cos(k · δαβ) (3.33)⟨
αβ±(k)

∣∣∣H ∣∣∣αα(k)
⟩
=

√3J1 −
√

3
2

J2 +
√

3iDz
αβ

 e∓ik· δαβ2 (3.34)

⟨
αβ±(k)

∣∣∣H ∣∣∣αβ±(k)
⟩
= J1

(
27
4

N − 17
)
+ J2

(
243
16

N − 43
2

)
− h

(
3
2

N − 2
)

(3.35)

= E0 − 17J1 −
43
2

J2 + 2h (3.36)

⟨
αγ±(k)

∣∣∣H ∣∣∣αβ±(k)
⟩
=

(
3
2

J1 +
9
4

J2 − i
3
2

Dz
γβ

)
e∓ik· δβγ2 (3.37)

α, β, γは互いに異なり、このほかの行列要素は 0である。この行列を対角化すると、最大 16本のバンド
を持つマグノンペアの分散関係 E(l)

2 (k)が得られる。図 3.11は、∆, Σ, Λ線上の分散関係のうち、低エネ
ルギー領域の分散関係である。相互作用は J2/J1 = −0.2, h/J1 = hc2/J1 + 1とし、図 3.11(a)は D/J1 = 0,

図 3.11(b)は D/J1 = 0.3である。DM相互作用の有無にかかわらず、マグノンペアの第 1バンドは k = 0

に最小値を持ち縮退はない*4。また、マグノンと同様、磁場と DM 相互作用により z 軸方向が異方的に
なっている。さらに、マグノンペアの低エネルギー側の 4本のバンドをマグノンのバンドと比較すると、
ちょうどエネルギー順序を反転させた形になっていることが分かる。すなわち、マグノンペアバンドにも
X1X2 上の縮退線や kz 軸上のワイル点が現れている。
最後にマグノンペアの臨界磁場 hc2 に言及する。固有エネルギー E(l)

2 (k)に関して、一般の波数 k や相
互作用に対する表式を得るこは困難であるが、ある関数 f (J1, J2, k)を用いて E(l)

2 (k) = f (l)(J1, J2, k)+ 2h

*3 例えば状態 |AB⟩, |AC⟩を生成・消滅するマグノンペア演算子 c†AB, cAB, c†AC, cAC を考えると、サイト i ∈Aにマグノンを生成
する演算子間は非可換であるために、マグノンペアの演算子間の交換関係がボゾンの交換関係からずれる。

*4 マグノンと同様の理由で、DM相互作用の有無にかかわらず点 X1, X2 には縮退がある。
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(a) DM相互作用がないときのマグノンペアの分散関係。波数 0にエネルギー最小点がある。

(b) DM相互作用があるときのマグノンペアの分散関係。kz 方向に異方的になる。

図 3.11 マグノンペアの分散関係。縦軸は飽和磁化状態におけるマグノンペア励起エネルギー
E2(kx, ky, kz),横軸は波数である。第 1ブリルアンゾーン（図 3.6）内で特に対称性の高い点 Γ, X1, X2,
K, Lを選び、左図は K-Γ-X1 を結ぶ線分上、右図は X2-Γ-Lを結ぶ線分上での分散関係を示す。X1, X2

はそれぞれ y軸、z軸上の点である。各パラメータは (a) J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0, h/J1 = hc2/J1 + 1, (b)
J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.3, h/J1 = hc2/J1 + 1である。

と書くことができる。マグノンと同様、第 1バンドがギャップレスとなる磁場を臨界磁場とすると、

hc2 = −
1
2

min
[
f (l)(J1, J2, k = 0)

]
(3.38)

となる。数値対角化により求めたマグノンとマグノンペアの臨界磁場の DM相互作用依存性を図 3.12に
示した。マグノンペアの最低エネルギーは DM相互作用に依存しないことが分かる。これは変分計算に
よる効果と考えられ、より離れたサイト上に 2つのマグノンが励起された状態まで取り込むと、臨界磁場
hc2 は DM相互作用に依存し得る。
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図 3.12 DM相互作用に対する臨界磁場の変化（J2/J1 = −0.2とした）。縦軸を磁場として、橙線と緑
線はそれぞれマグノンの臨界磁場 hc1,マグノンペアの臨界磁場 hc2 を示す。磁場を下げて hc1 と hc2 に
到達すると、それぞれマグノンとマグノンペアの凝縮が起こる。また、マグノンペアの臨界磁場は DM
相互作用の大きさによらず一定であることが分かる。

3.1.3 マグノンとマグノンペアの混成

マグノンとマグノンペアの演算子を b, cと書くと、ここまで考えてきたマグノンとマグノンペアのハミ
ルトニアンは以下のように表現できる。

Hmagnon =
∑
k

∑
i, j=1, ··· , 4

b†i (k)Mmagnon
i j (k)b j(k) (3.39)

Hpaired−magnon =
∑
k

∑
i, j=1, ··· , 16

c†i (k)Mpaired−magnon
i j (k)c j(k) (3.40)

i, jは、マグノンの場合は単位胞内の内部自由度のインデックスで、マグノンペアの場合は変分計算で取
り入れた 16種類の基底を指す。図 3.9,図 3.11はそれぞれMmagnon

i j ,Mpaired−magnon
i j を対角化して得られた

分散関係である。これらの結果を重ねると、図 3.13(a)のようになり、飽和磁場近傍では互いの低エネル
ギーバンドが交差する点がある。
本節では、磁場を印加した方向の U(1)対称性を破る DM相互作用の効果を考える。マグノンとマグノ

ンペアの演算子をそれぞれ b† = (b†1, b†2, b†3, b†4), c† = (c†1, c†2, · · · , c†16)と書くと、マグノンとマグノンペ
アが混在する系におけるハミルトニアンを以下のように書くことができる。

Hhybrid =
∑
k

∑
i, j=1, ··· , 4

(
b†(k) c†(k)

) (Mmagnon(k) Mhybrid(k)
(Mhybrid)†(k) Mpaired−magnon(k)

) (
b(k)
c(k)

)
(3.41)

Mhybrid(k)はマグノンとマグノンペアの混成状態をもたらす非対角ブロック行列（付録 E）であり、一般
に DM相互作用のある系で現れる。この 20× 20行列を対角化して得られる分散関係を図 3.13(b)に示す。
図 3.13(a)で交差していたバンド間にギャップが開く（レベル反発）様子を見ることができる。一般にレ
ベル反発が起きた波数近傍では、2つのバンドは逆符号に大きなベリー曲率を獲得する。本モデルにおい
ても同様であり、第 4章で、レベル反発によってバンドが大きなベリー曲率を獲得することを図示する。
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また、図 3.13(b)から、マグノンバンドとマグノンペアバンドによるレベル交差が新たに現れることも見
て取れる。

(a)マグノンとマグノンペアの混成を起こす非対角ブロック行列Mhybrid の寄与を無視したときの分散関係。橙線と緑線はそ
れぞれマグノンとマグノンペアの分散関係と一致する。

(b)混成されたマグノンとマグノンペアの分散関係。マグノンバンドとマグノンペアバンドの交差点においてレベル反発が見
られる。各バンドの状態はマグノンとマグノンペアの混成状態として書かれる。

図 3.13 マグノンとマグノンペアが共存する場合の分散関係。飽和磁化状態において、マグノンとマ
グノンペアが混成された状態で励起されるときの励起エネルギー E(kx, ky, kz)を、第 1ブリルアンゾー
ン（図 3.6）内で特に対称性の高い点 Γ, X1, X2, K, L を選び、左図は K-Γ-X1 を結ぶ線分上、右図は
X2-Γ-Lを結ぶ線分上での分散関係を示す。X1, X2 はそれぞれ y軸、z軸上の点である。各パラメータ
は J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.3, h/J1 = hc2/J1 + 1である。

3.2 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖
本節では、まず S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖について先行研究をレビューし、本研究で取
り扱う DM相互作用を考慮した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖が弱く結合した 2次元磁性体の
モデルの詳細を説明する。続いて、3.2.1節と 3.2.2節では S z 軸周りの U(1)対称性を壊す DM相互作用
が存在しない場合のマグノンとマグノンペアの分散関係を解析する。最後に、3.2.3節で U(1)対称性を破
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図 3.14 S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖。この系は最近接サイト間に強磁性交換相互作用 J1

（太線）と次近接サイト間に反強磁性交換相互作用 J2（細線）をもち、これらの相互作用が競合するフ
ラストレート系である。

図 3.15 S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖の磁場中相図 [38]。Nと SDW2 ではネマティック準
長距離秩序、Tと SDW3 では八極子準長距離秩序を示す。ネマティック準長距離秩序と八極子準長距
離秩序はそれぞれ、マグノンペアと 3マグノン分子（3つのマグノンの束縛状態）が凝縮することで生
じている。

る DM相互作用の効果を摂動論的に取り込む。この解析で、パイロクロア系と同様に、U(1)対称性を破
る DM相互作用がマグノンとマグノンペアの混成状態をもたらし、分散関係にレベル反発を生じさせる
ことを示す。
スピンネマティック状態の理論研究の中で、S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖はフラストレート
した強磁性体のミニマルモデルとして長い間注目されている。これは最近接サイトと次近接サイト間にそ
れぞれ強磁性、反強磁性的な交換相互作用がはたらく 1次元鎖であり、擬 1次元系辺共有型銅酸化物であ
る Rb2Cu2Mo3O12, NaCu2O2, LiCuVO4, LiCu2O2 などの磁性を記述するモデルとして活発に研究されて
いる [35, 38–40, 53–58]。この系のハミルトニアンは以下の形で与えられる。

H =
∑
l, i

(
J1Sl, i · Sl, i+1 + J2Sl, i · Sl, i+2 − h · Sl, i

)
(3.42)

ここで、J1 は強磁性相互作用、J2 は反強磁性相互作用、hは磁場である（図 3.14）。また、lは鎖インデッ
クス、iは鎖 l上のサイトインデックスである。この S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖における基
底状態の磁場中相図は Hikiharaらによって詳細に調べられており、その結果が図 3.15である（ [38]から
引用）。図中の Fの領域が飽和磁化状態であり、SDW2 と Nの領域の高磁場側の非常に広いパラメータ領
域（−3.5 ≲ J1/J2 ≲ 0）でマグノンペアがマグノンとともに低エネルギー励起として現れることが分かっ
ている。
本節ではこのような S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖が弱く結合し 2次元系をなす系について、

DM相互作用を導入して計算した分散関係を紹介する。モデルとして図 3.16を考える（赤丸と青丸はそ



3.2 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖 31

�

�

��

�

�

�

�

�

�

��

��

(a)弱く結合した zigzagスピン鎖。単位胞内の Aサイト
（赤）と Bサイト（青）を持つ。鎖方向の交換相互作用 J1,

J2 に加えて、鎖間に小さな交換相互作用 J3, J4 を持つ。
J3 は隣接する鎖の近接 ABサイト間の、J4 は隣接する鎖
の近接 AA または BB サイト間の交換相互作用である。
鎖間方向の基本並進ベクトルを a,鎖方向を bとした。
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(b) DMベクトルの z成分と磁束。2
サイト間の矢印の向きを反転させる
と DM ベクトルの向きも反転する。
各ボンドで DM ベクトルの z 成分
Dz
∥, Dz

⊥, Dz
× に依存した位相を獲得

する。各々のループを貫く磁束 ϕ1,
ϕ2, ϕ3 の和をとると 0である。

図 3.16 S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖の結合モデル

れぞれ単位胞内の Aサイト、Bサイト）。そのハミルトニアンは

H =
∑
l, i

(
J1Sl, i · Sl, i+1 + J2Sl, i · Sl, i+2 + J3

(
Sl, i · Sl+1, i+1 + Sl, i · Sl+1, i−1

)
+ J4Sl, i · Sl+1, i − h · Sl, i

)
+HDM

(3.43)

HDM =
∑
l, i

(
D∥ ·

(
Sl, i × Sl, i+1

)
+D⊥ ·

(
Sl, i × Sl+1, i

)
+D× ·

(
Sl, i × Sl+1, i−1

))
(3.44)

と書ける。鎖方向の交換相互作用 J1, J2 に加えて、鎖間に小さな交換相互作用 J3, J4 を持つ。図 3.16に
示すように、J3 は隣接する鎖の近接 ABサイト間の交換相互作用、J4 は隣接する鎖の近接 AAまたは BB

サイト間の交換相互作用である。また、3つの DMベクトルはそれぞれ次のように定義する。

D∥ =


(
Dx
∥ , 0, Dz

∥

)
; i ∈ A(

Dx
∥ , 0, −Dz

∥

)
; i ∈ B

(3.45)

D⊥ =


(
Dx
⊥, 0, Dz

⊥
)

; i ∈ A(
Dx
⊥, 0, −Dz

⊥
)

; i ∈ B
(3.46)

D× =

0 ; i ∈ A(
0, 0, Dz

×
)

; i ∈ B
(3.47)

2つのサイトを持つ単位胞を考え、DMベクトルの z成分はスタッガードにしている。これは、ベリー曲
率を有限に出すためである*5。また、バンドが有限のベリー曲率を獲得するためには DMベクトルと格子
の幾何学的性質が重要であると考えられており、DMベクトルによって生じる疑似的な磁束を持つループ
の形状が 2 種類以上あることが必要であるということが知られている [45]。これを実現するために、図

*5 ベリー曲率はすべてのバンドについて和をとると 0になるため、1バンドの場合、常に 0となる。
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3.16(b)のように鎖間方向の DMベクトルもスタッガードにし、とびとびに斜めの DMベクトルを導入す
ることで三角形と四角形のループを作った*6。
飽和磁化状態とそのエネルギーはそれぞれ

|FP⟩ =
⊗

l, i

∣∣∣∣∣12
⟩

l, i
(3.48)

E0 =
N
4

(J1 + J2 + 2J3 + J4) − Nh
2

(3.49)

と書ける。N は全サイト数である。E0 を原点として、以下でマグノン、マグノンペアの分散関係を示す。

3.2.1 マグノン

前節と同様にマグノン励起状態を

|α⟩ = 1
√

Nα

∑
l

∑
i∈α

e−ik·rl, i S −l, i |FP⟩ (3.50)

と書く。規格化因子 1√
Nα
は副格子 α (α = A, B)にあるサイトの総数であり、NA + NB = N である。ハミ

ルトニアンの行列要素は

⟨A | H | A⟩ − E0 = −J1 + J2 (cosk · 2b − 1) − 2J3 + J4 (cosk · a − 1) + h − Dz
⊥ sink · b (3.51)

⟨B | H | B⟩ − E0 = −J1 + J2 (cosk · 2b − 1) − 2J3 + J4 (cosk · a − 1) + h + Dz
⊥ sink · b (3.52)

⟨B | H | A⟩ − E0 = J1 cosk · b + J3 (cosk · (a + b) + cosk · (a − b)) + iDz
∥ cosk · b − iDz

×
2

eik·(b−a) (3.53)

= ⟨A | H | B⟩∗ − E0 (3.54)

となる。これを対角化して得られる分散関係を図 3.17に示した。左図はブリルアンゾーン全域における
第 1バンドのカラープロットであり、右図は kx を固定して ky 方向（鎖方向）の分散関係を示している。
図 3.17(a)に J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0, h/J2 = hc1/J2 + 0.1の
ときの分散関係を示す。鎖間に反強磁性的な結合を入れたため kx = ±πに最小値があり、鎖間は反強磁性
的になっていることが分かる。鎖内はフラストレーションのため非整合な点に最小値がある。図 3.17(b)

に DM相互作用 Dz
∥/J2 = Dz

⊥/J2 = Dz
×/J2 = 0.1を導入した分散関係を示す。鎖間の DM相互作用によっ

てエネルギー最小点は非整合な波数にずれる。さらに、2つのバンドは DM相互作用の大きさに依存した
ギャップを持つ。挿入図はギャップ部分（図中の黒破線）を拡大したものである。

3.2.2 マグノンペア

双 2 次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体と同様の議論から、制限されたヒルベルト空間内で変
分法的にマグノンペアの固有値、固有状態を求める。ここで、S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖
（J3 = J4 = 0）における飽和磁場（第 1バンドがギャップレスになる磁場）は Keckeらによって詳細に調

*6 実際、正方形のループしかない場合や、逆符号の磁束を持つ三角形のループと磁束 0の四角形が並んだ模型ではベリー曲率
は有限に出なかった。
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(a) DM 相互作用がないときのマグノンの分散関係。エネルギー最小値は (kx, ky) = (±π, ±kmin
y ) に

ある。

(b) DM相互作用があるときのマグノンの分散関係。エネルギー最小値は非自明な波数に現れる。ま
た、右図挿入図は破線で囲んだ領域を拡大した。DM相互作用によってマグノンバンド間のレベル
反発が起きている。

図 3.17 マグノンの分散関係。飽和磁化状態におけるマグノン励起エネルギー E1(kx, ky)について、左
図は第 1バンドのカラープロットを示し、右図は 2本のバンドについて kxを固定して ky方向の分散関係
を示している。各パラメータは (a) J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0,
h/J2 = hc1/J2 + 0.1, (b) J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1,
h/J2 = hc1/J2 + 0.1である。

べられており [39]、彼らの結果と本研究の変分計算による飽和磁場を比べることで、J1/J2 = −2のとき、
マグノンペアの状態として 2つのマグノンが第 3近接サイト上にいる場合までを考えれば、十分よい近似
になっていることを確かめた。したがって、以下のような状態を考える。

|AB⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl, i+1
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+1 ,

∣∣∣AB
⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl, i+1
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+1 (3.55)

|AA⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl, i+2
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+2 , |BB⟩ = 1

√
N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl, i+2
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+2 (3.56)

|AB2⟩ =
1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl, i+3
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+3 ,

∣∣∣AB2

⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl, i+3
2 |−⟩l, i |−⟩l, i+3 (3.57)
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図 3.18 考慮するマグノンペア状態

∣∣∣AA′
⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl+1, i
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i ,

∣∣∣BB′
⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl+1, i
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i

(3.58)

|AB ↑⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl+1, i−1
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i−1 ,

∣∣∣∣AB ↑
⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl+1, i−1
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i−1

(3.59)

|AB ↓⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl+1, i+1
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i+1 ,

∣∣∣∣AB ↓
⟩
=

1
√

N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl+1, i+1
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i+1

(3.60)

|AA ↑⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl+1, i−2
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i−2 , |BB ↑⟩ = 1

√
N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl+1, i−2
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i−2

(3.61)

|AA ↓⟩ = 1
√

N

∑
l

∑
i∈A

e−ik· rl, i+rl+1, i+2
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i+2 , |BB ↓⟩ = 1

√
N

∑
l

∑
i∈B

e−ik· rl, i+rl+1, i+2
2 |−⟩l, i |−⟩l+1, i+2

(3.62)

式 (3.55-3.57)はマグノン分子の重心が鎖上に、式 (3.58-3.62)は鎖間にある。ここで考えられているマグ
ノンペア状態を図 3.18に示した。前節のパイロクロア系で考えたマグノンぺアと同様、正確にはこれら
のマグノンペア演算子はボソンの交換関係からずれるが、マグノンペアが希薄な低温領域を考えること
で、第 4章の熱ホール伝導度の解析ではマグノンペアを単純なボーズ粒子として扱う。
パイロクロア系と同様に行列要素を求め（付録 F）、その行列を対角化して得られる分散関係を図 3.19

に示した。左図はブリルアンゾーン全域における第 1バンドのカラープロットであり、右図は kx を固定
して ky 方向（鎖方向）の低エネルギー領域の分散関係を示している。図 3.19(a)に J1/J2 = −2, J3/J2 = 0,



3.2 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖 35

(a) DM相互作用がないときのマグノンペアの分散関係。エネルギー最小値は k = 0にある。

(b) DM相互作用があるときのマグノンの分散関係。エネルギー最小値は k = 0にある。また、右図
挿入図は破線で囲んだ領域を拡大した。DM相互作用によってマグノンペアバンド間のレベル反発
が起きている。

図 3.19 マグノンペアの分散関係。飽和磁化状態におけるマグノンペア励起エネルギー E2(kx, ky) に
ついて、左図は第 1バンドのカラープロットを示し、右図は 2本のバンドについて kx を固定して ky 方
向の分散関係を示している。各パラメータは (a) J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 =

Dz
×/J2 = 0, h/J2 = hc2/J2 + 0.1, (b) J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1,
h/J2 = hc2/J2 + 0.1である。

J4/J2 = 0.05, Dz
∥/J2 = Dz

⊥/J2 = Dz
×/J2 = 0, h = hc2 + 0.1のときの分散関係を示す。2副格子モデルで計算

したため k = 0にエネルギー最小値が現れるが、単位胞に 1サイトとなるように計算すると、エネルギー
最小値は (kx, ky) = (0, π)となり、h = hc2 でマグノンペア凝縮が起こると鎖方向にはスタッガード、鎖間
には一様なスピンネマティック状態が現れると考えられる [39]。図 3.19(b)は図 3.19(a)と等しい交換相
互作用に加え、DM相互作用 Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1を導入した分散関係を示す。鎖間の DM相
互作用によってエネルギー最小点は非整合な波数にずれる。さらに、バンド間には DM相互作用の大き
さに依存したギャップが現れる。挿入図はギャップ部分（図中の黒破線）を拡大したものである。
最後に、マグノンとマグノンペアの臨界磁場について述べる。パイロクロア系に比べ、このモデルはマ
グノンペアが安定化される（マグノンペアの励起エネルギーの方が小さくなる）磁場領域が非常に狭い。
図 3.20に J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05のときのマグノンとマグノンペアの臨界磁場を DM相互作
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図 3.20 DM相互作用に対する臨界磁場の変化（J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz
∥ = Dz

⊥ = Dz
× =

Dとした）。縦軸を磁場として、橙線と緑線はそれぞれマグノンの臨界磁場 hc1,マグノンペアの臨界磁
場 hc2 を示す。磁場を下げて hc1 と hc2 に到達すると、それぞれマグノンとマグノンペアの凝縮が起こ
る。また、パイロクロア系とは異なり、マグノンペアの臨界磁場は DM相互作用に依存することが分
かる。

用についてプロットした。これから分かるように、それらの臨界磁場の差はわずか 10−2-10−1 程度である
ことが分かる。これは言い換えると、飽和磁場近傍でマグノンとマグノンペアのギャップが近い値を持つ
ということである。また、パイロクロア系と異なりマグノンペアの臨界磁場は DM相互作用に依存して
いる。これは、離れたサイト上のマグノンペアまで考慮に入れたことによって、より正しくマグノンペア
の臨界磁場が評価できたためと考えられる。DM相互作用が大きくなるほど飽和磁化状態は不安定になる
ため、マグノン、マグノンペアともに臨界磁場が大きくなっている。

3.2.3 マグノンとマグノンペアの混成

パイロクロア系と同様に、磁場に対して垂直方向の DMベクトルを考慮すると、すなわち式 (3.41)に
現れる非対角ブロック行列Mhybrid を考慮すると、マグノンとマグノンペアの混成が起きる。Mhybrid のゼ
ロでない行列要素は以下のように書ける（付録 F）。

⟨AB | H |A⟩ =
⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ A⟩∗
= ⟨AB | H |B⟩∗ =

⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ B⟩
=

i
2

Dx
∥d

ik· b2 (3.63)⟨
AA′

∣∣∣H ∣∣∣ A⟩
=

⟨
BB′

∣∣∣H ∣∣∣ B⟩
= −Dx

⊥ sink · a
2

(3.64)

J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz
∥/J2 = Dz

⊥/J2 = Dz
×/J2 = 0.1, h/J2 = hc2/J2 + 0.01におけるマグ

ノンとマグノンペアの分散関係を重ねたものを図 3.21(a)に、Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0.1として両者の混成が
起きたときの分散関係を図 3.21(b)に示す。図 3.21(b)における第 1バンドと第 2バンドのエネルギー差
はブリルアンゾーン全域で有限である。すなわち、図 3.21(a)で交差しているマグノンバンドとマグノン
ペアバンドはMhybrid により、レベル反発を起こし、各 kx 線上の 4箇所でギャップが開いている。図 3.22

に第 1バンドと第 2バンドのエネルギー差を図示した。このレベル反発によるギャップ（第 1バンドと
第 2バンドのエネルギー差）は非常に小さく、0.002J2-0.005J2 程度である。また、このギャップは DM

相互作用とともに大きくなることを数値的に確かめている。



3.2 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖 37

(a)マグノンとマグノンペアの混成を起こす非対角ブ
ロック行列Mhybrid の寄与を無視したときの分散関
係である。橙線と緑線はそれぞれマグノンとマグノ
ンペアの分散関係と一致する。

(b) 混成されたマグノンとマグノンペアの分散関係。
マグノンバンドとマグノンペアバンドの交差点にお
いてレベル反発が見られる（図 3.22）。各バンドの状
態はマグノンとマグノンペアの混成状態として書か
れる。

図 3.21 マグノンとマグノンペアが共存する場合の分散関係。飽和磁化状態において、マグノンとマ
グノンペアが混成された状態で励起されるときの励起エネルギー E(kx, ky)を、kx = 0線における分散
関係として示す。各パラメータは J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1,
h/J2 = hc2/J2 + 0.1である。

図 3.22 混成第 1バンドと第 2バンドのギャップの ky 依存性（直線 kx = 0上の波数依存性）。ギャッ
プが小さくなっている 4つの波数ではレベル反発が生じている。他の各 kx 線上でも同様にの 4つの波
数でレベル反発が起こる。
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第 4章

ベリー曲率と熱ホール伝導度

前章では双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体（以下、パイロクロア系）と S = 1/2フラスト
レート zigzagスピン鎖が弱く結合した 2次元磁性体（以下、zigzagスピン鎖系）における、強磁場下で
のマグノン、マグノンペアの分散関係を紹介した。本章では、まず第 2.4節で説明した数値的なベリー曲
率の見積もり方法を用いてベリー曲率を求める。次に前章で得られた分散関係と本章で計算するベリー曲
率を用いて、マグノンとマグノンペアが低エネルギー励起状態となる飽和磁化状態（外部磁場によってス
ピンがすべて磁場の方向を向いた完全偏極状態）における熱ホール効果を解析する。ここで、第 2.2節の
終わりに記述した通り、低温領域を考えることでマグノンペアを単純なボーズ粒子として扱うことが可能
である。したがって、マグノン、マグノンペアによる熱ホール伝導度は第 2.2節でレビューした定式化を
用いて

κxy =
k2

BT
ℏV

∑
n,k

c2 (ρn)Ωz
n(k) (4.1)

と書ける。ただし、2次元系では系の体積 V は系の面積 S に代わる [59]。したがって、熱ホール伝導度
の単位は 3次元系では [W/Km], 2次元系では [W/K]となる。以下では、先行研究で測定されているパイ
ロクロア強磁性体の熱ホール伝導度の大きさとの比較も行っている。その際、弱く結合した zigzagスピ
ン鎖系について、2次元平面が z方向に積層された 3次元系を考えることで両者の比較を行う。

4.1 双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体
双 2次相互作用を持つパイロクロア反強磁性体で現れるマグノン、マグノンペアのベリー曲率の z成分

を求める。Fukuiらの方法を用いる際に波数空間の離散化を行う必要がある。まず、数値計算を簡単に行
うためブリルアンゾーンを再定義する。図 3.6に示したブリルアンゾーンでは各 kz 面で八角形や四角形
になっている。ここではどの断面を見ても平行四辺形になるように図 4.2のようなブリルアンゾーンを考
える。このブリルアンゾーンの取り方について説明する。まず、図 4.1のように FCC格子の 3つの逆格
子ベクトルで張られる平行六面体を考える。この平行六面体は kz に依存して三角形や六角形の断面を持
つ。ここで、上側にある緑色の三角形を底面に持つ三角錐と下側にある橙色の三角形を底面に持つ三角錐
を、逆格子ベクトル b2 を用いてそれぞれ −b2, +b2 で平行移動する（図 4.2中に、それぞれの三角錐の頂
点に関する平行移動を破線矢印で、各三角錐の平行移動後の底面を実線で示した）。その結果、上面と下
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図 4.1 FCC 格子の 3 つの逆格子ベクトルで張ら
れる平行六面体。青、緑、赤細線はそれぞれ kx, ky,
kz 軸。b1, b2, b3 は式 (3.3)で示した FCC格子の逆
格子ベクトルである。

図 4.2 各 kz 断面が平行四辺形になるように取り直
したブリルアンゾーン

面それぞれで、緑と橙の三角形を組み合わせた平行四辺形が形成され、全ての kz での断面が平行四辺形
となる平行六面体を作ることができる*1。また、図 4.2中の黒細線は図 4.1の平行六面体を表す。
この平行六面体を b1 + b2, b3 − b2, b2 方向にそれぞれ 99分割し、マグノン、マグノンペアのベリー曲率

を求めたものを図 4.4,図 4.5に示す。ここでは、図 4.3に示すように kz 方向にある 100枚の kxky 面のう
ち、1, 25, 50, 75枚目の面のベリー曲率を示しており、n枚目の面は kz =

(n−1)π
99
√

2
面に対応する。また、双

2次相互作用、DM相互作用は J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.1としている*2。D/J1 = 0のときはマグノンバン
ド、マグノンペアバンドのベリー曲率はどちらも 0となる*3。先行研究からマグノンバンドが DM相互作
用によってベリー曲率を獲得するということは知られていたが、図 4.5はパイロクロア磁性体において、
マグノンペアバンドも DM相互作用によりベリー曲率を得ることを示している。マグノンバンドが持つ
ベリー曲率について述べる。まず、第 1バンドについて、ベリー曲率が原点周りに集中していることが分
かる。これは、DM相互作用によってフラットであったバンドが大きく曲げられたためである。次に第 2

*1 新しく定義したブリルアンゾーンは

b′1 = b3 − b2 , b′2 = b1 + b2 , b′3 = b2 (4.2)

で張られる平行六面体である。これらの 3つのベクトルを逆格子ベクトルだと思うと対応する基本並進ベクトルは

a′1 = a3 , a′2 = a1 , a′3 = −a1 + a2 + a3 (4.3)

となる。また、逆格子ベクトル bi (i = 1, 2, 3)で張られる平行六面体も逆格子ベクトル b′i (i = 1, 2, 3)で張られる平行六面体
もブリルアンゾーンの性質を満たしており、当然、元のブリルアンゾーン（図 3.6）と体積は等しい。

*2 ベリー曲率はバンドの固有状態によって定義される量であり、マグノン粒子数が保存されたヒルベルト空間を考える場合、
磁場には依存しない。

*3 厳密には、D/J1 = 0のときマグノン第 1, 2バンドとマグノンペア第 3, 4バンドはそれぞれ 2重縮退しているため、ベリー曲
率を定義できない。ベリー曲率が定義できるバンドに関して、ベリー曲率は 0になるという意味である。
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バンドについて、kz = 24π/(99
√

2), 74π/(99
√

2)にベリー曲率が集中している波数がある。これはマグノ
ン第 2, 3バンドが持つワイル点によるもので、第 3バンドには同じ波数領域に逆符号のベリー曲率が大
きく出ている。第 3, 4バンドの kz = 49π/(99

√
2), kz = 24π/(99

√
2), 74π/(99

√
2)面の同じ波数領域に現

れている逆符号に大きいベリー曲率はこれらのバンド間のレベル反発によるものである。次に、マグノン
ペアバンドが持つベリー曲率について述べる。マグノンペアバンドは低エネルギー側の 4つのバンドを採
り上げたが、それらのバンド構造はマグノンバンドを反転させたものと類似している。すなわち、マグノ
ンペア第 1バンドはマグノン第 4バンドのバンド構造と同等の性質を持つ。したがってマグノンペアバン
ドのベリー曲率もマグノンバンドのベリー曲率と同様に理解することができる。
前章の分散関係からも分かる通り、マグノン、マグノンペアバンドには高エネルギーバンドにワイル点

を持つ。ここで述べた通り、このワイル点近傍では大きな値のベリー曲率が集中するが、ワイル点を与え
る 2 つのバンドが逆符号のベリー曲率を持つために熱ホール伝導度には寄与しないことが期待されてい
る [60]。実際、以下で示す熱ホール伝導度の結果から分かるように、ワイル点を持つ第 2, 3バンドの熱
ホール伝導度がワイル点を持たない他のバンドと異なる挙動を示すことはない。これは言い換えると、ワ
イル点を与えるバンドのうち一方のバンドの熱ホール伝導度に注目しても、ワイル点まわりの大きなベ
リー曲率が熱ホール伝導度に寄与することがないということになる。これはワイル点がブリルアンゾーン
内に 2点あり、一つのバンドに注目したとき、各ワイル点で逆符号のベリー曲率を持つためであると考え
られる。
さらに、本研究におけるバンドの定義は、各波数におけるエネルギが低い順、としている。したがって、

前章で述べたレベル交差によって生じる縮退線を境にバンドが滑らかにつながらない。このことは数値計
算上、ベリー曲率に特異性を与える*4*5。本研究では、縮退線近傍において、波動関数が滑らかに変化す
るようにバンドを再定義すれば、ベリー曲率が特異性を持たず波数に対して滑らかに変化することを確か
めている。したがって、図 4.5,図 4.5では縮退線直上で起こる数値計算上の発散を除去したベリー曲率を
示している。
これらのベリー曲率をもとに、マグノン、マグノンペアの各バンドの熱ホール伝導度を計算する。熱
ホール伝導度を計算するうえで、和を積分に書き換えると 1

V
∑

k fk → 1
(2π)3

∫
d3k f (k)となる。したがっ

て熱ホール伝導度は、Fukuiらの方法で求めたベリー曲率を用いて以下のように書ける*6。

κxy =
k2

BT
ℏ(2π)3

∑
n,k

c2(ρn)
− ImF̃n

12

∆kx∆ky

∆kx∆ky∆kz [W/Km] (4.4)

計算を進める際、簡単のため最近接サイト間の距離を 1とし、∆kz =
π

99
√

2
とした。また、以下では温度

と磁場をそれぞれ t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 とし*7、温度依存性、磁場依存性を示している。その

*4 波数空間におけるベリー曲率は波動関数の波数微分で定義される。本研究では Fukuiらの考案したベリー曲率の数値的見積
もり方法を利用し、離散化した波数空間の近接する点上における波動関数の重なりから、ベリー曲率を計算している。滑らか
なバンドを定義した場合、その重なりは（波動関数が規格化されている場合）1に近い値となる。一方、本研究におけるバン
ドの定義のように滑らかでないバンドについて同様の計算を行うと、その重なりは 0に近い値となり、それが特異性を与え
ている。

*5 この縮退線は、今考えている平行六面体の kz = 0面（下底面）と kz = π/
√

2面（上底面）のみに現れる
*6 第 2.4節で述べた通り、Ωz

n(k) = − ImF̃n
12

∆kx∆ky
である。

*7 マグノンペアの臨界磁場を原点にとっているため、マグノンペアのギャップは 2xと書くことができる。
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図 4.3 kz 方向にある 100枚の kxky 面のうち、1, 25, 50, 75枚目の面のベリー曲率を図 4.4,図 4.5に示
している。ここで、n枚目の面は kz =

(n−1)π
99
√

2
面に対応する。

際、縦軸は本来の熱ホール伝導度を kBJ1/ℏで割って示す。実際の物質における熱ホール伝導度の値に換
算する場合、κxy の式 (4.4) に含まれるパラメータの次元を復活させる必要がある。まず数値的に得られ
た κxy に kBJ1/ℏ ≈ 1.31J1 × 1011 (J1 の単位はジュール) をかける必要がある*8。さらに、式 (4.4) に ∆kz

があることを考慮に入れて、1/
(

a
2
√

2

)
をかける必要がある*9。例えばクロムスピネル酸化物の一つである

ZnCr2O4 の格子定数 a = 8.328[Å] [61]と反強磁性的交換相互作用 J1 = 4.5[meV] [62]を使って、実際の
系における熱ホール伝導度の値を見積もる場合、以下で示す熱ホール伝導度の温度依存性、磁場依存性
の縦軸に約 0.32をかければよい*10。HgCr2O4 の格子定数 a = 8.661[Å] [48]と反強磁性的交換相互作用
J1 = 4.75[K](= 0.41[meV]) [63]を使う場合は約 0.028をかければよい*11。
熱ホール伝導度の温度依存性に関する結果を図 4.6,図 4.7,図 4.8に、磁場依存性に関する結果を図 4.9,

図 4.10,図 4.11に示す。
図 4.6, 図 4.7はそれぞれマグノン、マグノンペアの第 iバンドの熱ホール伝導度 κi

xy (i = 1, 2, 3, 4)と
その合計について温度依存性を示している。熱ホール伝導度の温度依存性から得られる知見を 4 点あげ
る。まず、温度を上げるとマグノン、マグノンペアの各バンドの熱ホール伝導度の絶対値が大きくなるこ

*8 プランク定数 hを 2πで割ったものである ℏ,ボルツマン定数 kB の値はそれぞれ ℏ = 1.05 × 10−34[Js], kB = 1.38 × 10−23[J/K]
である。

*9 式 (3.2), (3.3)では実空間における格子点の最近接サイト間の距離を 1としていたが、実際の系では格子定数 aを用いて最近
接サイト間の距離は

√
2a/4, 基本並進ベクトルの長さは

√
2a/2となる。すなわち基本並進ベクトルに

√
2a/4をかけている

ので、逆格子ベクトルは 2
√

2/aをかける。
*10 1[eV] は 1.60 × 10−19[J] に等しい。以下では g 因子を g = 2 とする。したがって、格子定数 a = 8.33[Å], 交換相互作用

J1 = 4.5[meV]のとき、縦軸の値から実際の物質における熱ホール伝導度に変換する場合

2
√

2kB J1

aℏ
=

2 × 1.41 × 4.5 × 10−3 × 1.60 × 10−19

8.33 × 10−10 × 1.31 × 1011 ≈ 0.32 (4.5)

をかければよい。
*11 格子定数 a = 8.67[Å],交換相互作用 J1 = 4.8[K]のとき、縦軸の値から実際の物質における熱ホール伝導度に変換する場合

2
√

2kB J1

aℏ
=

2 × 1.41 × 4.8 × 1.38 × 10−23

8.67 × 10−10 × 1.31 × 1011 ≈ 2.8 × 10−2 (4.6)

をかければよい。
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図 4.4 マグノンバンドのベリー曲率（J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.1）。各図の縦軸、横軸はそれぞれ kx, ky

である。上段から順にマグノン第 1, 2, 3, 4バンド、左の列から順に kz 方向にある 100枚の kxky 面の
うち、1, 25, 50, 75枚目の面のベリー曲率を示している（図 4.3）。また、各波数でエネルギーが低い順
に第 1, 2, 3, 4バンドとしている。
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図 4.5 マグノンペアバンドのベリー曲率（J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.1）。各図の縦軸、横軸はそれぞれ
kx, ky である。上段から順にマグノンペア第 1, 2, 3, 4バンド、左の列から順に kz 方向にある 100枚の
kxky 面のうち、1, 25, 50, 75枚目の面のベリー曲率を示している（図 4.3）。また、各波数でエネルギー
が低い順に第 1, 2, 3, 4バンドとしている。
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図 4.6 マグノン熱ホール伝導度の磁場 h = hc2 + 0.1J1（左図）、hc2 + J1（右図）における温度依存性。
t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 はそれぞれ温度、磁場に相当する。κi

xy はマグノン第 iバンドの熱ホール
伝導度（i = 1, 2, 3, 4）、橙色の曲線はその合計である。

とが分かる。これは温度を上げると熱ホール伝導度を決める要素の一つである c2(ρ)によって、高エネル
ギー側のベリー曲率も熱ホール伝導度に寄与できるようになるためである。このとき、マグノン、マグノ
ンペアともに各バンドにおいて低エネルギー領域と高エネルギー領域とでおおむね同符号のベリー曲率を
持つために、高温側で熱ホール伝導度が増大する。次に、臨界磁場近傍におけるマグノンペアの第 1バン
ドについて、ごく低温で温度に対して非単調な振る舞いが現れている（図 4.7の左図挿入図）。これはマ
グノンペアのバンド構造とベリー曲率の波数依存性に起因する。マグノンペア第 1バンドはバンドの底に
対応する原点近傍で非常に小さな正のベリー曲率を持ち、その他の波数領域では負の値を持つ。そのため
にごく低温では原点近傍の正のベリー曲率が熱ホール伝導度を決め、マグノンペア第 1バンドの熱ホール
伝導度温度依存性に非単調な振る舞いを生じさせている。ごく低温領域を拡大したこの挿入図ではマグノ
ンペア第 1バンドの熱ホール伝導度の曲線とマグノンペア全体の熱ホール伝導度の曲線が重なっている。
これは、非常に低温であるため、第 2バンド以上の熱ホール伝導度がほぼ 0となっているためである。た
だし、ここで現れるピークは非常に小さな値で、現実の系でこのピークを観測するのは困難である。次
に、図 4.6と図 4.7において、各バンドの熱ホール伝導度の絶対値に注目すると、マグノン、マグノンペ
アともに、左図に比べて磁場 xを高くした右図では絶対値が全体的に小さくなっていることが分かる。こ
れは、磁場を高くすると各バンドは高エネルギー側にシフトし、励起されるマグノン及びマグノンペアが
減少するためである。最後に、マグノンとマグノンペアの熱ホール伝導度の符号が逆符号であることが分
かる。これは c2(ρ)が常に正の値をとるため、熱ホール伝導度の符号がベリー曲率によって決まることに
起因する。ボソンの統計性から、低温ではマグノン、マグノンペアの熱ホール伝導度はほとんど第 1バン
ドによって決められる。さらに、ブリルアンゾーン全域でマグノン第 1バンドは正、マグノンペア第 1バ
ンドは（原点近傍を除き）負のベリー曲率を持つため、それぞれのバンドの熱ホール伝導度は正の値、負
の値となる。したがって、マグノン、マグノンペアの全体の熱ホール伝導度もそれぞれ正の値、負の値と
なる。
実際の系ではマグノンとマグノンペアの両方が低エネルギー励起状態として存在する。したがって、そ
れぞれの熱ホール伝導度の合計が実際の系における熱ホール伝導度となる。図 4.8に、図 4.6,図 4.7で示
した、マグノン、マグノンペアの低エネルギー側の 4つのバンドから得られる熱ホール伝導度をそれぞれ
橙色、緑色の曲線で描き、両者の合計を水色の曲線で表した。左図の x = 0.1における熱ホール伝導度の
温度依存性を見ると、系全体の熱ホール伝導度の符号が温度を上げる過程で変化することが分かる。これ
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図 4.7 マグノンペア熱ホール伝導度の磁場 h = hc2 + 0.1J1（左図）、hc2 + J1（右図）における温度依
存性。t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 はそれぞれ温度、磁場に相当する。κi

xy はマグノンペア第 iバンド
の熱ホール伝導度（i = 1, 2, 3, 4）、緑色の曲線はその合計である。

は、マグノンとマグノンペアの第 1バンドが十分離れているため（マグノンとマグノンペアのギャップは
それぞれ min E1/J1 ≈ 2.6*12, min E2/J1 = 0.2）、低温では、マグノンより低エネルギーであるマグノンペ
アの熱ホール伝導度が有意となり、一方で、温度を上げていくと徐々にマグノンが励起され、その寄与が
増大し、系全体の熱ホール伝導度の符号が反転するというシナリオで説明できる。一方、右図の x = 1に
おける熱ホール伝導度の温度依存性には、そのような符号反転が現れていない。x = 1におけるマグノン
とマグノンペアのギャップはそれぞれ min E1/J1 ≈ 3.6, min E2/J1 = 2で与えられる。すなわち、この高
磁場ではマグノン第 1 バンドとマグノンペア第 1 バンドが近接しており、かつ、低エネルギー領域のベ
リー曲率の絶対値はマグノン第 1 バンドの方が大きいために、系全体の熱ホール伝導度に符号反転が起
きない。最後に、臨界磁場近傍で起きる熱ホール伝導度の符号反転が実際に観測できる大きさであるか
を考察する。図 4.8 の左図から、x = 0.1, t′ = 0.5 のとき縦軸の値は約 −0.001 であることが分かる。こ
のとき、ZnCr2O4 における値に換算すると 3.2 × 10−4[W/Km]となり、すでに熱ホール伝導度の検出に成
功している Lu2V2O7 における熱ホール伝導度が 5.0 × 10−4[W/Km]程度であったことから、この系の熱
ホール伝導度は十分観測にかかり得ることが分かる。しかしながら、このときの実際の磁場、温度は約
450[T], 26[K]であり、100[T]を超える超強磁場を用いた実験が必要になる*13。一方、飽和磁場の小さい
HgCr2O4 では、磁場と温度は約 41[T], 2.4[K]となるが、熱ホール伝導度は 2.8× 10−5[W/Km]となり、検
出できるほど十分大きくない。ゆえに、実際にこの符号反転を観測できるか否かは微妙な状況と言える。
一方、高温側での熱ホール伝導度（t′ = 1, x = 0.1のときの 4.3 × 10−3）については、HgCr2O4 において、
約 4.7[K], 41[T]で熱ホール伝導度 1.2 × 10−4[W/Km]となり、十分検出可能であると期待できる。
図 4.9,図 4.10はそれぞれマグノン、マグノンペアの第 iバンドの熱ホール伝導度 κi

xy (i = 1, 2, 3, 4)と

*12 マグノンギャップは hc2/J1 − hc1/J1 + xで与えられる。J2/J1 = −0.2, D/J1 = 0.1のとき、hc1 ≈ 2.6である。
*13 磁場の変換について、H = h/gµB, h = hc2 + xJ1, hc2/J1 = 11.4であるから、

H =
(11.4 + 0.1) × 4.5 × 10−3 × 1.6 × 10−22

2 × 9.27 × 10−24 ≈ 4.5 × 102. (4.7)

温度の変換について、T = t′J1/kB であるから、

T =
0.5 × 4.5 × 10−3 × 1.6 × 10−22

1.38 × 10−23 ≈ 26. (4.8)

ここで、ボルツマン定数 kB,ボーア磁子 µB は kB = 1.38 × 10−23[J/K], µB = 9.27 × 10−24[J/T]である。また、g = 2としてい
る。
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図 4.8 マグノン熱ホール伝導度とマグノンペア熱ホール伝導度の磁場 h = hc2 + 0.1J1（左図）、hc2 + J1

（右図）における温度依存性。t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 はそれぞれ温度、磁場に相当する。橙色
と緑色の曲線はそれぞれマグノン、マグノンペアの熱ホール伝導度を表し、水色の曲線はそれらの合
計である。
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図 4.9 マグノン熱ホール伝導度の温度 t′ = 0.1（左図）、t′ = 1（右図）における磁場依存性。t′ ≡ kBT/J1,
x ≡ h/J1−hc2/J1はそれぞれ温度、磁場に相当する。κi

xyは第 iバンドの熱ホール伝導度（i = 1, 2, 3, 4）、
橙色の曲線はその合計である。

その合計について磁場依存性を示している。磁場依存性から得られる知見を 3点述べる。まず、xを小さ
くし、飽和磁場に近づけるにつれて熱ホール伝導度の値が大きくなっていることが分かる。これは飽和磁
場近傍であるほどマグノン、マグノンペアのエネルギーが小さくなりマグノン及びマグノンペアの励起数
が増大するためである。次に、左図の t′ = 0.1と右図の t′ = 1における磁場依存性を見比べると、マグノ
ン、マグノンペアともに右図の t′ = 1における熱ホール伝導度の絶対値の方が大きくなっている。これは
上の温度依存性での議論と同様に、励起される準粒子の数による効果である。最後に、マグノンとマグノ
ンペアそれぞれの合計の熱ホール伝導度が逆符号になっている。これも上述した通り、マグノン、マグノ
ンペアの熱ホール伝導度を決める主なバンドが第 1バンドであり、それらのバンドのベリー曲率が逆符号
であることに起因する。
実際の系における熱ホール伝導度の磁場依存性を考える。図 4.11 に、マグノンとマグノンペアの熱

ホール伝導度とその合計をそれぞれ橙色、緑色、水色の曲線で表した。左図の t′ = 0.1における磁場依存
性を見ると、マグノンによる熱ホール伝導度はほぼ 0であり、マグノンペアの存在によって有限の熱ホー
ル伝導度が現れていることが分かる。また、右図の t′ = 1における磁場依存性を見ると、マグノンとマグ
ノンペアの熱ホール伝導度が逆符号であることと、磁場に対する変化率が異なることに起因して、系全体
の熱ホール伝導度に非単調な振る舞いが現れている。この振る舞いは理論・実験の先行研究にあるパイロ
クロア強磁性体における結果とは定性的に異なる振る舞いである。これらの結果が、実際の系で観測可能
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図 4.10 マグノンペア熱ホール伝導度の温度 t′ = 0.1（左図）、t′ = 1（右図）における磁場依存性。
t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 はそれぞれ温度、磁場に相当する。κi

xy は第 iバンドの熱ホール伝導度
（i = 1, 2, 3, 4）、緑色の曲線はその合計である。
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図 4.11 マグノン熱ホール伝導度とマグノンペア熱ホール伝導度の温度 t′ = 0.1（左図）、t′ = 1（右
図）における磁場温度依存性。t′ ≡ kBT/J1, x ≡ h/J1 − hc2/J1 はそれぞれ温度、磁場に相当する。橙色
と緑色の曲線はそれぞれマグノン、マグノンペアの熱ホール伝導度を表し、水色の曲線はそれらの合
計である。

かどうかについて考察する。まず、t′ = 0.1 での磁場依存性について、上の温度依存性で議論した通り、
熱ホール伝導度は非常に小さくクロムスピネル酸化物で実際に観測することは困難である。次に t′ = 1

での磁場依存性について、x = 1で縦軸は 0.0077である。この熱ホール伝導度の値は、ZnCr2O4 では約
2.5 × 10−3[W/Km], HgCr2O4 では約 2.2 × 10−4[W/Km]となる。これらの値は実験の先行研究から十分検
出可能な大きさであると期待できる。一方で、x = 1と t′ = 1を実際の系における磁場と温度に換算する
と、ZnCr2O4 では約 480[T],約 52[K], HgCr2O4 では約 44[T], 約 4.7[K]となる。温度依存性と同様飽和
磁場が大きい ZnCr2O4 では、超強磁場が必要となるが、HgCr2O4 では強磁場下での熱ホール伝導度の測
定が可能になれば、熱ホール伝導度の磁場依存性に現れるピーク構造が観測できることが期待できる。
以上の結果をまとめると、マグノンペアを考慮することで本質的に系全体の熱ホール伝導度の振る舞い
が変化することが明らかになった。特に、ある温度領域では系全体の熱ホール伝導度の磁場依存性に非単
調な振る舞いが現れることを明らかにした。この振る舞いは理論・実験で先行研究されているパイロクロ
ア強磁性体には現れない新しい結果であり、強磁場での熱ホール伝導度の測定という技術的な問題を含ん
ではいるものの、実際にクロムスピネル酸化物において観測されることが期待される。
最後に、マグノンバンドとマグノンペアバンドの混成の効果について議論する。前章で述べた通り、磁
場に垂直な DMベクトルを持つ DM相互作用は、系の U(1)スピン回転対称性を破り、マグノンとマグ
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図 4.12 計算に取り入れる波
数空間（灰色の領域）。八角形
は元のブリルアンゾーンの境
界を示す。

-1.5  0  1.5

kx

-1.5

 0

 1.5

k y
-0.01

 0

 0.01

図 4.13 h = hc2 + J1 における
混成第 1 バンドのベリー曲率
（kz = 0面）
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図 4.14 h = hc2+1.2J1 におけ
る混成第 1 バンドのベリー曲
率（kz = 0面）

ノンペアの間に混成をもたらす。これによってバンド構造にはレベル反発が生じ、レベル反発が現れた
波数近傍ではベリー曲率が増大する。レベル反発を起こした 2つのバンドは逆符号のベリー曲率を持ち、
一見熱ホール伝導度には寄与しないように思われるが、c2(ρ)の効果により、上下のバンドがそれぞれ熱
ホール伝導度にどれだけ寄与するかは自明ではない。レベル反発による熱ホール伝導度への寄与を見る
ために、混成を考えたハミルトニアンから熱ホール伝導度を解析する。以下では、低エネルギーバンド
（マグノン第 1, 2バンド、マグノンペア第 1バンド）のみが熱ホール伝導度に寄与する低温領域について
計算する。バンドの底は k = 0に存在するため、十分低温では図 4.12に示した k = 0を中心とする一辺
6π/(5

√
2)の立方体内部に限定して考えてよい*14。図 4.12では kz = 0の断面を示しており、八角形は図

3.6のブリルアンゾーン、正方形がここで考える波数空間の境界を表している。この立方体を kx, ky, kz 方
向にそれぞれ 60分割し、60 × 60 × 60点におけるベリー曲率を求めた。図 4.13,図 4.14にそれぞれ磁場
h = hc2 + J1, h = hc2 + 1.2J1 におけるベリー曲率を示している。角に大きな正のベリー曲率（濃い赤色の
領域）が現れているが、これがレベル反発の効果で大きくなったベリー曲率である。両者のベリー曲率を
見比べると、磁場を大きくするとより内側（小さい波数）でレベル反発が起こることが分かる。ただし、
これ以上磁場を大きくすると、数値計算上の問題が生じる。
図 4.15に、ブリルアンゾーン全域を取り入れた熱ホール伝導度の結果と、図 4.12の部分的なブリルア

ンゾーンのみを考慮して計算した熱ホール伝導度の結果を示す。ブリルアンゾーン全域で計算した結果を
塗りつぶしたマーカー付きの曲線で、部分的なブリルアンゾーンで計算した結果を白抜きのマーカー付き
の曲線で表している。橙色と緑色はそれぞれマグノン、マグノンペアの結果に対応する。和をとる波数空
間を制限するために絶対値は小さくなるが、符号やマグノンとマグノンペアの熱ホール伝導度の大小関係

*14 このように波数空間を制限することで以下の技術的な問題を回避することができる。混成を考慮したハミルトニアンから得
られる分散関係には、同一 kz 面内の X1 点と X2 点 (図 3.6)を結ぶ線上以外にも縮退線が現れる（図 3.13）。また、高エネル
ギー側にもそのような縮退線が現れる。この縮退線が現れる波数は磁場に依存し、ベリー曲率を数値的に見積もる際に取り
扱いが難しい。したがって、本論文ではこの縮退線を避けるために、小さな波数領域かつ低エネルギー領域を考える。
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図 4.15 x = 1における、ブリルアンゾーン全
域で計算した熱ホール伝導度（塗りつぶした
マーカー付きの曲線）と部分的なブリルアン
ゾーンで計算した熱ホール伝導度（白抜きの
マーカー付きの曲線）の温度依存性。橙色は
マグノン、緑色はマグノンペアの熱ホール伝
導度に対応する。
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図 4.16 x = 1における、部分的なブリルアン
ゾーンで計算した熱ホール伝導度の温度依存
性。水色が混成を無視したもの、紺色が混成
を考慮したものである。

など、定性的な振る舞いは変わらないことが分かる。このとき、部分的なブリルアンゾーンにおいて、混
成を考慮した（すなわち前章で示した行列Mhybrid を取り入れて）熱ホール伝導度を計算すると、図 4.16

のような結果が得られる。水色の曲線は部分的なブリルアンゾーンで混成の効果を無視した（すなわち
Mhybrid = 0とした）結果であり、図 4.15の白抜きの橙色の曲線と緑色の曲線を足したものである。紺色
の曲線は混成を考慮して計算した結果である。両者ともに、低エネルギー側の 3つのバンドまでを計算し
ている。この結果から、確かに混成を考慮するものとしないものとで熱ホール伝導度の結果は変わること
が分かる。しかしながら、定性的な振る舞いは変わらず、値の変化も t′ = 0.2のとき、混成を考慮しない
ものよりも約 1.1倍になるだけである。
以上の結果から、少なくともここで考える低温領域では混成の効果は大きくない。しかしながら、これ

らの我々の解析から、パイロクロア磁性体において、マグノンペアがマグノンよりも低エネルギー励起状
態として存在するとき、マグノンとマグノンペアが混在する系全体の熱ホール伝導度はマグノンのみを考
慮したものに比べて振る舞いが大きく変わる温度、磁場領域があるということが明らかになったことを強
調したい。

4.2 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖
弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖で現れるマグノン、マグノンペアのベリー曲率

を求める。この系は 2次元系であり、ベリー曲率とともにチャーン数も計算した。Fukuiらの方法を用い
るうえで、π×2πのブリルアンゾーンを 100×100に分割する。DM相互作用がないとき、マグノン、マグ
ノンペアバンドのベリー曲率は 0となる。一方、DM相互作用がある場合のマグノン、マグノンペアバン
ドのベリー曲率を計算すると、パイロクロア系と同様に有意なベリー曲率が現れことが明らかになった。
図 4.17 に、J1/J2 = −0.2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1, Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0,

h/J2 = 0.72における (a)マグノンペア第 1バンド、(b)マグノン第 1バンドのベリー曲率を示した。左図
はこのときの kx = 0における ky 方向（鎖方向）の分散関係を示している。橙色はマグノンバンド、緑色は
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図 4.17 混成を無視した場合の kx = 0での分散関係（左図）とベリー曲率（右図 2枚）。緑の曲線は
マグノンペアの分散関係、橙の曲線はマグノンの分散関係である。マグノンペアの第 1バンド、マグ
ノンの第 1バンドをそれぞれ (a), (b)とし、右にそれらのベリー曲率とチャーン数を示している。マグ
ノンペア第 1バンドのチャーン数は 0,マグノン第 1バンドのチャーン数は −1である。また、各パラ
メータは J1/J2 = −0.2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1, Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0,
h/J2 = 0.72である。

図 4.18 混成を考慮した場合の kx = 0 での分散関係（左図）とベリー曲率（右図 2 枚）。各波数で 1
番目、2 番目に低いエネルギーを持つものを第 1 バンド、第 2 バンドとして、それぞれ (a), (b) と書
く。各バンドにおけるベリー曲率とチャーン数を右の 2 つの図に示す。第 1 バンド、第 2 バンドの
チャーン数はそれぞれ −1, 1 である。また、各パラメータは J1/J2 = −0.2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05,
Dz
∥/J2 = Dz

⊥/J2 = Dz
×/J2 = 0.1, Dx

∥/J2 = Dx
⊥/J2 = 0.1, h/J2 = 0.72である。

マグノンペアバンドに対応する。また、(a)マグノンペア第 1バンドと (b)マグノン第 1バンドのチャー
ン数はそれぞれ 0, −1である。
さらに混成を考慮すると、すなわちMhibrid , 0である系を考えると、分散関係とベリー曲率は図 4.18

のようになる。各パラメータは J1/J2 = −0.2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, Dz
∥/J2 = Dz

⊥/J2 = Dz
×/J2 = 0.1,

Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0.1, h/J2 = 0.72である。(a), (b)のバンドはそれぞれ、各波数で最も低いエネルギー、2

番目に低いエネルギーを持つ。前節の結果と同様、横成分の DMベクトルによって生じたレベル反発が
現れる波数近傍に大きなベリー曲率が現れる。また、バンド (a), (b)のチャーン数はマグノンとマグノン
ペアの混成によって有限の値を持ち、それぞれチャーン数 −1, 1を持つバンドである。

2次元系における熱ホール伝導度は

κxy =
k2

BT
ℏS

∑
n,k

c2 (ρn)Ωz
n(k) [W/K] (4.9)
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と書ける。前節と同様にして、連続極限をとり数値計算のため離散化を行うと、

κxy =
k2

BT
ℏ(2π)2

∑
n,k

c2 (ρn)
− ImF̃n

12

∆kx∆ky

∆kx∆ky [W/K] (4.10)

となる。以下では交換相互作用を J1/J2 = −2, J3/J2 = 0, J4/J2 = 0.05, 磁場を h/J2 = 0.72*15, 温度を
t′ = kBT/J2 として混成を無視した場合の熱ホール伝導度と混成を考慮した場合の熱ホール伝導度の温度
依存性を示す。パイロクロア系と同様、縦軸は kBJ2/ℏでスケールされている。したがって、実際の 2次
元物質における熱ホール伝導度に換算する場合、kBJ2/ℏをかける必要がある。さらに、パイロクロア系の
結果と比較する場合は、3次元系に拡張し単位を [W/Km]に統一する必要がある。そのために、zigzagス
ピン鎖が弱く結合した 2次元面を z方向に積層する。このとき、z方向の格子定数を cと書くと、kz 方向
の和は

∑
kz
→ (L/2π)

∫
dkz → 1/cとなる。すなわち、以下で示す熱ホール伝導度の縦軸に kBJ2/cℏをか

けることで、前節のパイロクロア系との比較が可能になる。LiCuVO4 の z方向の格子定数 c = 4.375[Å]

と次近接反強磁性的相互作用 J2 = 3.8[meV] [55, 64, 65]を用いる場合、約 0.18をかければよい*16。
まず、混成を無視した場合（Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = 0.1, Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0）の熱ホール伝導度
の結果を図 4.19に示す。橙色の曲線がマグノン第 1バンド、緑色の曲線がマグノンペア第 1バンドの熱
ホール伝導度である。マグノンバンドのチャーン数が −1,マグノンペアバンドのチャーン数が 0であるこ
とと対応して、マグノンバンドの熱ホール伝導度は負の値、マグノンペアバンドの熱ホール伝導度はほぼ
0である。これは、マグノンペアバンドが有限の熱ホール伝導度を示したパイロクロア系とは異なる結果
である。一方で、温度を上げると熱ホール伝導度が大きくなる振る舞いは、ボソンの統計性に起因するも
のであり、zigzagスピン鎖系においても同様である。また、ごく低温でグノンペアの熱ホール伝導度の符
号が反転しているが、ごく低温ではバンドの底のベリー曲率のみが反映するためにこのような符号の反転
が起きている。
次に、混成を考慮した場合（Dz

∥/J2 = Dz
⊥/J2 = Dz

×/J2 = Dx
∥/J2 = Dx

⊥/J2 = 0.1）の熱ホール伝導度の結
果を図 4.20に示す。塗りつぶしたマーカー付きの曲線が第 1バンド、白抜きのマーカー付きの曲線が第
2バンドの熱ホール伝導度である。混成第 1バンドと第 2バンドのチャーン数がそれぞれ −1, 1であるこ
とに対応して、それぞれの熱ホール伝導度は負、正の値を持つ。さらに興味深いことに、マグノンとマグ
ノンペアの第 1バンドから形成されるこれら 2枚のバンドの熱ホール伝導度は、混成を無視した場合と対
照的に同程度の絶対値を持つ。これは、混成を考慮したことでどちらのバンドも有限のチャーン数を持っ
たためであると考えられる。
最後に以上の結果を図 4.21で比較する。まず、混成を無視した場合の系全体の熱ホール伝導度（水色

の曲線）は、マグノンによる熱ホール伝導度とほぼ一致する。これは上述した通り、マグノンペアの熱
ホール伝導度が非常に小さいためである。一方、混成を考慮した場合の系全体の熱ホール伝導度（紺色の
曲線）は、混成を無視した場合と大きく異なる挙動を示している。まず、非常に低温領域にショルダー構
造が現れており、マグノンのみを考えた場合（橙色）や混成を無視した場合（水色）ではほぼ 0であった

*15 この磁場では、マグノンペアのギャップがマグノンのギャップよりも小さい。
*16

kB J2

cℏ
=

3.8 × 10−3 × 1.60 × 10−19

4.38 × 10−10 × 1.31 × 1011 ≈ 0.18 (4.11)
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図 4.19 マグノンとマグノンペアそれぞれの熱ホール伝導度の温度依存性。橙色がマグノン、緑色が
マグノンペアの熱ホール伝導度である。挿入図は熱ホール伝導度が小さい領域について拡大したもの。
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図 4.20 混成第 1バンドと混成第 2バンドの熱ホール伝導度の温度依存性。マグノン由来のベリー曲
率とマグノンペア由来のベリー曲率が打ち消しあうため、トータルの熱ホール伝導度がマグノンの熱
ホール伝導度よりも小さくなる。

熱ホール伝導度が有限の大きさで現れている。このショルダー構造は混成の第 1バンドと第 2バンドとで
熱ホール伝導度の温度依存性が異なるために現れている。温度依存性を決める要因はバンド構造とベリー
曲率の波数依存性であり、バンドが複数あるときはこのようなショルダー構造を持つ温度依存性が生じ得
る。次に、温度を上げていくと熱ホール伝導度は大きくなっていくが、混成を考慮した場合、無視した場
合に比べてあまり大きくならない。これは、すでに述べた通り、混成第 1バンドと第 2バンドが逆符号の
チャーン数を持つことに起因する。ただし、2つのバンドが逆符号のチャーン数を持っていても、フェル
ミオン系と異なり、ボソンの統計性から低エネルギーバンドの方が熱ホール伝導度により強く寄与するた
めに、混成を考慮した系全体の熱ホール伝導度は混成第 1バンドの熱ホール伝導度と同符号の有意な値を
持つ。パイロクロア系とは対照的に、低温領域において混成の効果が大きくあらわれている原因は、マグ
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図 4.21 zigzagスピン鎖系の熱ホール伝導度の温度依存性。橙色、水色、紺色の曲線はそれぞれマグ
ノンの熱ホール伝導度、混成を無視した熱ホール伝導度、混成を考慮した熱ホール伝導度である。挿
入図は低温領域を拡大したもの。

ノンとマグノンペアギャップが近い値を持つためであると考えられる。
最後に、混成を考慮して得られる熱ホール伝導度の値について考察する。h/J2 = 0.72, t′ = kBT/J2 = 0.1

のとき、約 −4 × 10−4 × kB J2
cℏ [W/Km]（cは z方向の格子定数）であり、kB J2

cℏ を 1程度にする交換相互作用、
格子定数の物質であれば、十分検出可能である。仮に J2 = 10[meV], c = 2[Å] という物質であれば、熱
ホール伝導度は −4 × 10−4[W/Km]となる*17。このとき温度と磁場は約 12[K], 62[T]である。

*17

kB J2

cℏ
=

10 × 10−3 × 1.60 × 10−19

2 × 10−10 × 1.31 × 1011 ≈ 1.0 (4.12)
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第 5章

まとめと結論

本研究では、フラストレート磁性体の強磁場下飽和磁化状態でしばしば発現するマグノンペア（2つの
マグノンの束縛状態）による熱ホール効果の可能性を理論的に考察した。その結果、マグノンのみによる
熱ホール伝導度とマグノンペアの存在まで考慮した熱ホール伝導度の振る舞いに違いが現れることを明ら
かにした。本研究は、マグノンペアが熱ホール伝導度に寄与するという新しい結果を与えている。
本研究の背景には、第 1章で述べた通り、電子系におけるトポロジーの有用性に注目が集まっているこ

とやマグノン熱ホール効果の理論が確立されていることなどがある。量子ホール系やトポロジカル絶縁体
の発見などによって、電子物性研究においてトポロジーの考え方の有用性が広く認識されるようになっ
た。近年、このトポロジーという概念は電子系だけに限らず、磁性の研究分野にも波及している。さらに
スピントロニクスの発展もあいまって、磁性体における最も代表的な準粒子であるマグノンの輸送現象に
ついて活発に議論されている。そのような中で、マグノン熱ホール効果の理論、実験研究が近年急速に発
展し、第 2章で紹介したように、ボーズ粒子系に対する熱ホール効果の理論が確立している。しかしなが
ら、磁性絶縁体にはマグノンの他にも多様な磁気準粒子が存在し、そのような準粒子のトポロジカルな性
質を反映した輸送現象も十分期待することができる。本研究で注目するマグノンペアはそのような磁気準
粒子の代表格の一つである。このような背景がマグノンペアの熱ホール効果を本研究で取り上げた理由で
ある。
本研究ではマグノンペアが現れるフラストレート磁性体として、双 2次スピン相互作用を有するパイロ
クロア反強磁性体（以下、パイロクロア系）と、弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖
（以下、zigzagスピン鎖系）の 2つの系を採り上げる。これらの系は強磁場下飽和磁化状態において、マ
グノンに加えてマグノンペアも低エネルギー励起状態として現れることが知られており、飽和磁化相直下
にマグノンペアの凝縮相であるスピンネマティック相が現れる系として盛んに研究されている。
我々はマグノンペア凝縮相に隣接する強磁場下飽和磁化相におけるマグノンとマグノンペアの励起状態
に注目する。このマグノンとマグノンペアが混在する上記 2つの系において、最近の研究で定式化された
ボーズ粒子系の熱ホール効果の理論を応用し、マグノンとマグノンペアの熱ホール伝導度を計算した。特
に磁性体の熱ホール効果において、これまで考察されてこなかったマグノンペアの寄与に注目し解析を
行った。熱ホール伝導度を計算する上で重要な要素である分散関係とベリー曲率をそれぞれ第 3章と第 4

章で示した。その結果、マグノンに加えてマグノンペアも熱ホール伝導度に有意な寄与を与えることを明
らかにした。以下に、我々が得た重要な知見について 5点にまとめる。
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• 先行研究により、一般に DM相互作用はマグノンに複素数のホッピングを与え、マグノンバンドに
ベリー曲率をもたらすことが知られている。本研究では新たに、DM相互作用がマグノンペアのエ
ネルギーバンドにも有意なベリー曲率を与えることを明らかにした。
• S z 方向の U(1)対称性を破る DM相互作用が存在する系では、マグノンとマグノンペアバンドの
レベル交差点でレベル反発がしばしば発生する。ブリルアンゾーン内のレベル反発点周りでは、一
般に反発点上下 2つのバンドが逆符号に非常に大きなベリー曲率を持つことが知られている。この
ようなレベル反発が磁性絶縁体のホール効果（輸送現象）に与える効果について、我々が考えてい
るマグノンとマグノンペアの両者が存在する系ではじめて考察されたことと言える。本研究では、
特に zigzagスピン鎖系において、U(1)対称性を保つＤＭ相互作用がある系と U(1)対称性を破る
DM相互作用を持ちバンド構造にレベル反発が現れる系の 2つの系で熱ホール伝導度の温度磁場依
存性に大きな違いが現れることを明らかにした。このレベル反発の効果もマグノンペアの熱ホール
効果への重要な寄与である。
• 現実的な格子定数や交換相互作用を用いて、熱ホール伝導度の大きさを定量的に見積もった結果、
本研究で採り上げたパイロクロア系と zigzagスピン鎖系において、磁場や温度を巧く調整すると、
マグノンペアによる熱ホール伝導度が観測可能な値に到達し得ることを明らかにした。
• パイロクロア系における熱ホール効果では、十分低温においてマグノン熱ホール伝導度がほぼ無視
でき、一方マグノンペアによる熱ホール伝導度が有意に現れる温度領域が存在することを明らかに
した。これはマグノンとマグノンペアのギャップの差が大きく、低温ではマグノンペアが系の主要
な準粒子となっているためである。さらに、パイロクロア系におけるマグノンとマグノンペアの熱
ホール伝導度が逆符号であることを明らかにした。これにより、熱ホール伝導度の磁場依存性に非
単調な振る舞いが現れることを明らかにした。この非単調性は、これまで理論・実験的に研究され
てきた強磁性体におけるマグノンの熱ホール効果では見られない性質である。本研究において、マ
グノンとマグノンペアの両者の効果を定量的に解析することで、マグノンのみによる熱ホール伝導
度とは定性的に異なる振る舞いが予言できたと言える。
• zigzagスピン鎖系における熱ホール効果において、U(1)対称性を保つ DM相互作用を持つ（すな
わちレベル反発がない）系では、マグノンペアバンドはチャーン数ゼロであり、マグノンバンドは
チャーン数 −1を持つことが分かった。その結果、マグノンペアによる熱ホール伝導度は非常に小
さく、系の熱ホール伝導度はほとんどマグノンによって決まる。一方 U(1)対称性を破る DM相互
作用が存在し、マグノンとマグノンペアが混成している系では、混成第 1バンドと第 2バンドは逆
符号のチャーン数を持つ。その結果、第 1バンドと第 2バンドが逆符号の熱ホール伝導度を与え、
2者の打ち消し合いにより系全体の熱ホール伝導度が混成なしの場合に比べ非常に小さな値となる
ことを明らかにした。さらに、混成がある場合、第 1バンドと第 2バンドの熱ホール伝導度の温度
依存性の定量的な差異から、低温領域において系全体の熱ホール伝導度にショルダー構造が現れる
ことを明らかにした。これらの性質も、これまでのマグノンのみによる熱ホール効果の研究では現
れていないマグノンとマグノンペア混在系の特徴である。

本研究におけるこれらの熱ホール伝導度の定量的な考察から、パイロクロア系と zigzagスピン鎖系にお
いて、通常の単一マグノンだけでなく、マグノンペアまで考慮することが本質的に大切な場合があること
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を明らかにした。また、マグノンペアはこれまでスピンネマティック秩序の観点から考察されることが主
であったが、我々の研究から、最近注目を集めている熱ホール効果という物理現象においても重要な役割
を果たすことを初めて明らかにした。さらに、最近著しい発展を続けているスピントロニクスの視点に立
つと、マグノンの熱ホール効果はスピン流を伝搬する新しい方法を提供していた。我々の予言するマグノ
ンペアの熱ホール効果は、さらに新しいスピン流輸送方法を提供している、と言える。すなわち、我々の
成果は、理学的な視点からだけでなく、工学的（スピントロニクス）な視点からも新しい輸送現象の研究
に貢献することが期待できる。





59

付録 A

ベリー曲率

本節では、ベリー曲率の定義とその物理的解釈について説明する [8,17]。固体中のある粒子の状態が N

個のパラメータR =
(
R1, R2, · · · , RN

)
で書かれるとする。このとき、系のハミルトニアン H に対する固

有状態と固有エネルギーは、Rを用いて |n, R⟩, En (R)と書け、ベリー接続とベリー曲率は以下のように
定義される。

ベリー接続：An(R) = i ⟨n, R | ∇R | n, R⟩ (A.1)

ベリー曲率：Ωn(R) = ∇R ×An(R) (A.2)

この形から分かるように、ベリー接続とベリー曲率は電磁気学でいうベクトルポテンシャルと磁場に対応
する。
次に、Rが時間依存する場合を考える。R(t)が別の固有状態に飛び移らない程度にゆっくりと変化（断

熱変化）するとき、時間依存したシュレディンガー方程式は

H |n, t⟩ = iℏ
∂

∂t
|n, t⟩ (A.3)

と書かれる。時刻 t における状態 |n, t⟩は、ある時刻におけるシュレディンガー方程式の固有状態に位相
因子がついた以下のような形で表される。

|n, t⟩ = eiγ(t) |n, R(t)⟩ (A.4)

この位相因子がどのような形で書かれるのかを示す。時間依存したシュレディンガー方程式 (A.3)の右辺
に式 (A.4)を代入すると、

iℏ
∂

∂t
|n, t⟩ = iℏ

∂

∂t

(
eiγ(t) |n, R(t)⟩

)
(A.5)

= iℏ
(
iγ̇(t)eiγ(t) |n, R(t)⟩ + eiγ(t) ∂

∂t
|n, R(t)⟩

)
(A.6)

= −ℏγ̇(t)eiγ(t) |n, R(t)⟩ + iℏeiγ(t)Ṙ(t) · ∇R |n, R(t)⟩ (A.7)

となる。左辺についても同様にして

H |n, t⟩ = Heiγ(t) |n, R(t)⟩ (A.8)

= En (R(t)) eiγ(t) |n, R(t)⟩ (A.9)
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と書くと、時間依存したシュレディンガー方程式 (A.3)は以下のように書き直せることが分かる。

−ℏγ̇(t)eiγ(t) |n, R(t)⟩ + iℏeiγ(t)Ṙ(t) · ∇R |n, R(t)⟩ = En (R(t)) eiγ(t) |n, R(t)⟩ (A.10)

両辺の左側から ⟨n, R(t)| e−iγ(t) をかけると、

−ℏγ̇(t) + iℏṘ(t) · ⟨n, R(t)| ∇R |n, R(t)⟩ = En (R(t)) (A.11)

となり、これを変形すると、

γ̇(t) = iṘ(t) · ⟨n, R(t)| ∇R |n, R(t)⟩ − 1
ℏ

En (R(t)) (A.12)

となる。すなわち、式 (A.4)に現れる位相因子 γ(t)は

γ(t) =
∫ t

0
dt′

{
iṘ(t′) · ⟨n, R(t′)

∣∣∣∇R ∣∣∣n, R(t′)
⟩ − 1
ℏ

En
(
R(t′)

)}
(A.13)

と書くことができる。改めて、状態 |n, t⟩を書くと、

|n, t⟩ = exp
[

i
ℏ

∫ t

0
dt′

{
iℏṘ(t′) · ⟨n, R(t′)

∣∣∣∇R ∣∣∣n, R(t′)
⟩ − En

(
R(t′)

)}] |n, R(t)⟩ (A.14)

= exp
[
− i
ℏ

∫ t

0
dt′En

(
R(t′)

)] × exp
[
i
∫ t

0
dt′Ṙ(t′) · i ⟨n, R(t′)

∣∣∣∇R ∣∣∣n, R(t′)
⟩] |n, R(t)⟩ (A.15)

となる。1つめの指数項は時間依存したシュレディンガー方程式を解くと必ず出てくるもので、ダイナミ
カル項と呼ばれる自明な量子位相項である。一方、2 つめの指数項は系の時間発展に伴い、パラメータ
R(t)が変化することに起因して現れるもので、ベリー位相項と呼ばれる非自明な量子位相項である。
次に境界条件R(T ) = R(0) ≡ R0 があるときのベリー位相項を考える。すなわち位相空間内のあるルー

プ C に沿ってRが変化していき、時刻 0と T で同じ値R0 をとる場合を考える。このときのベリー位相
項を eiγn[C] と書き、γn[C]をベリー位相と呼ぶ。ベリー位相はパラメータR(t)について境界条件を持つの
で、以下のように、位相空間内の閉じたループ C における線積分として表現される。

γn[C] ≡
∫ T

0
dtṘ(t) · i ⟨n, R(t′)

∣∣∣∇R ∣∣∣ n, R(t′)
⟩

(A.16)

=

∮
C

dR · i ⟨n, R(t′)
∣∣∣∇R ∣∣∣n, R(t′)

⟩
(A.17)

すなわちベリー位相は、パラメータ R(t)が周期的に変化するとき、その一周期分の変化を累積したもの
として理解される。
ここで、ベリー位相とベリー接続、ベリー曲率の関係を考える。式 (A.17)とベリー接続、ベリー曲率
の定義より、ベリー位相は

γn[C] =
∮

C
dR ·An(R) =

∫
S

dS ·Ωn(R) (A.18)

と書くこともできる。2つめの等号では、ストークスの定理を用いた。ベリー曲率は電磁気学でいう磁場
に対応するため、ベリー位相は、位相空間内でのループ C を貫く磁束としても理解できる。また、ベリー
位相が有限であることは、「位相空間内のパラメータが時間変化する」あるいは「ベリー曲率、すなわち
位相空間内で定義される“磁場”が有限である」ことと等価である。
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最後に、パラメータRが波数ベクトル k であるときを考える。時間反転操作は、複素共役をとり、波
数ベクトルを k → −k とする。したがって、系の時間反転対称性があるとき Ωn(k) = −Ωn(−k)となる。
一方、空間反転操作では k → −kとするため、Ωn(k) = Ωn(−k)となる。以上の結果、時間反転対称性と
空間反転対称性を同時に満たす系では必ずベリー曲率は 0になることが分かる。
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付録 B

熱流の定義

熱力学における内部エネルギーは U = TS + µN と書かれる。T , S , µ, N はそれぞれ温度、エントロ
ピー、化学ポテンシャル、粒子数である。
熱流とエネルギー流、粒子流（電子系では電流）の関係を考える。まず、温度、エントロピー、化学ポ
テンシャルが異なる 2つの系を考える。系 2から系 1へ、エネルギーと粒子数がそれぞれ dU, dN だけ移
動するとき、それぞれの系でエントロピーは以下のように変化する。

dS 1 =
dU − µ1dN

T1
, dS 2 =

(−dU) − µ2 (−dN)
T2

(B.1)

このとき、系全体のエントロピーの変化は

dS = dS 1 + dS 2 = (−dU)
(

1
T2
− 1

T1

)
+ dN

(
µ2

T2
− µ1

T1

)
(B.2)

と書くことができる。次に、図 B.1の右図のように無限個の系を並べ、同様に系 i + 1から系 iへエネル
ギーと粒子数がそれぞれ dUi, dNi だけ移動する場合を考えると、全エントロピーの変化は

dS =
∑

i

[
(−dUi)

(
1

Ti+1
− 1

Ti

)
+ dNi

(
µi+1

Ti+1
− µi

Ti

)]
. (B.3)

と書くことができる。この両辺を時間微分すると、

dS
dt
=

∑
i

[(
−dUi

dt

) (
1

Ti+1
− 1

Ti

)
+

dNi

dt

(
µi+1

Ti+1
− µi

Ti

)]
(B.4)

となる。ここで、エネルギー流 jE と粒子流 jc を
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図 B.1 エネルギー流と粒子流によるエントロピーの変化
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−dU
dt
≡ jEL , −dN

dt
≡ jcL (B.5)

と定義し、2 次元系を考え、エネルギーと粒子は −x 方向に流れている。L は y 方向の系の長さである。
連続極限をとると、

1
Ti+1
− 1

Ti
→ 1

T (x + ∆x)
− 1

T (x)
≈ ∆x

d
dx

(
1
T

)
= − 1

T 2

d
dx

T (B.6)

µi+1

Ti+1
− µi

Ti
→ µ(x + ∆x)

T (x + ∆x)
− µ(x)

T (x)
≈ ∆x

d
dx

(
µ

T

)
= − µ

T 2

d
dx

T +
1
T

d
dx
µ (B.7)

dUi

dt
→ dU(x)

dt
= − jEL (B.8)

dNi

dt
→ dN(x)

dt
= − jcL (B.9)

となり、
∑

i f (xi)∆x→
∫

dx f (x)より

dS
dt
=

∫
dxdy

[
jE

d
dx

(
1
T

)
− jc

d
dx

(
µ

T

)]
. (B.10)

一般の系に拡張すると、

dS
dt
=

∫
dDx

[
jE · ∇

(
1
T

)
− jc · ∇

(
µ

T

)]
(B.11)

=

∫
dDx

[
jE ·

(
− 1

T 2∇T
)
− jc ·

(
− µ

T 2∇T +
1
T
∇µ

)]
. (B.12)

したがって、D次元系における全体の熱量の時間変化は

dQ
dt
= T

dS
dt

(B.13)

=

∫
dDx

[(
jE − µjc

)
·
(
− 1

T
∇T

)
− jc · ∇µ

]
(B.14)

となる。この表式から分かるように、熱量の時間変化は温度勾配によるものと化学ポテンシャルの勾配に
よるものに分離できる。温度勾配と結合する流れを熱流と定義すると、

jQ = jE − µjc (B.15)

となる。
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付録 C

双 2次相互作用を持つパイロクロア反強
磁性体のマグノンのハミルニアン行列
表示

マグノン 1粒子状態 |α(k)⟩にハミルトニアンを作用させると、J1 項については

J1

∑
⟨k, l⟩

Sk · Sl |α(k)⟩ (C.1)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
S +k S −l + S −k + S +l

2
+ S z

kS z
l

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i
(C.2)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
S +k S −l + S −k S +l

2
+ S z

kS z
l

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i
(C.3)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
S +k S −l + S z

kS z
l

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i
(C.4)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
3δik

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+

(
3
2
− δik

) (
3
2
− δil

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i

)
(C.5)

=J1
1
√

Nu

3
2

∑
i∈α

eik·ri
∑

l=i+δα

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+ J1

1
√

Nu

1
2

∑
i∈α

eik·ri
∑
k,l

(
9
4
− 3δik

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i
(C.6)

=J1
1
√

Nu

3
2

∑
i∈α

eik·ri
∑
δα

∣∣∣∣∣12
⟩

i+δα

+ J1
1
√

Nu

1
2

∑
i∈α

eik·ri

(
9
4

6N − 3 × 6
) ∣∣∣∣∣12

⟩
i

(C.7)

=3J1

∑
β(,α)

cos(k · δαβ) |β(k)⟩ + J1

(
27
4

N − 9
)
|α(k)⟩ (C.8)

となる。3つめの等号では第 2項の k と lを入れ替えた。δα は α副格子上のあるサイトの最近接サイト
に向かうベクトルで、パイロクロア格子の場合 6個ある。δαβ は単位胞内の αサイトから βサイトに向か
うベクトルで、δαβ = −δβα であり、具体的には以下のようにかける（本文中、図 3.7）。

δAB = e1 , δAC = e2 , δAD = e3 (C.9)
δBC = e2 − e1 , δBD = e3 − e1 , δCD = e3 − e2 (C.10)
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J2 項についても同様にして、

J2

∑
⟨k, l⟩

(Sk · Sl)2 |α(k)⟩ (C.11)

=J2
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

Sk · Sl

(
3δik

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+

(
3
2
− δik

) (
3
2
− δil

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i

)
(C.12)

=J2
1
√

Nu
3
∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

δikSk · Sl

∣∣∣∣∣12
⟩

l
(C.13)

+J2
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
3
2
− δik

) (
3
2
− δil

)
Sk · Sl

∣∣∣∣∣12
⟩

i
(C.14)

=J2
1
√

Nu
3
∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

δik

(
3
2

∣∣∣∣∣12
⟩

k
+

3
4

∣∣∣∣∣12
⟩

l

)
(C.15)

+J2
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
9
4
− 3

2
δik −

3
2
δil

) (
3δik

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+

(
9
4
− 3

2
δik −

3
2
δil

) ∣∣∣∣∣12
⟩

i

)
(C.16)

=J2
9
4

1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑

l=i+δα

∣∣∣∣∣12
⟩

i
+ J2

9
8

1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑

l=i+δα

∣∣∣∣∣12
⟩

l
(C.17)

+J2
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

9
4
δik

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+

(
9
4
− 3

2
δik −

3
2
δil

)2 ∣∣∣∣∣12
⟩

i

 (C.18)

=J2
9
4

6 |α(k)⟩ + J2
9
4

∑
β(,α)

cos(k · δαβ) |β(k)⟩ (C.19)

+J2
9
4

∑
β(,α)

cos(k · δαβ) |β(k)⟩ + J2
1
2

(
81
16

6N +
9
4

6 × 2 − 2
27
8

6 × 2
)
|α(k)⟩ (C.20)

=J2
9
2

∑
β(,α)

cos(k · δαβ) |β(k)⟩ + J2

(
243
16

N − 27
2

)
|α(k)⟩ (C.21)

と求めることができる。
DM項について、和を書き換えると∑

⟨k, l⟩
Dkl · (Sk × Sl) |α(k)⟩ (C.22)

=
1
2

∑
β,γ

∑
k∈β

∑
l=k±δβγ

Dβγ · (Sk × Sl) |α(k)⟩ (C.23)

となるが、マグノン 1粒子セクターのみを考える場合は DMベクトルの z成分のみ寄与する。したがっ
て磁場を (0, 0, 1)方向にかけるとき、DAB, DCD は寄与しない。DMベクトルの z成分のみを考慮して計
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算すると、 ∑
⟨k, l⟩

Dkl · (Sk × Sl) |α(k)⟩ (C.24)

=
1
4i

∑
β,γ

∑
k∈β

∑
l=k±δβγ

Dz
βγ

(
S −k S +l − S +k S −l

)
|α(k)⟩ (C.25)

=
3
4i

1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
β,γ

∑
k∈β

∑
l=k±δβγ

Dz
βγ

(
δil

∣∣∣∣∣12
⟩

k
− δik

∣∣∣∣∣12
⟩

l

)
(C.26)

=
3
4i

1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
β(,α)

∑
k∈β

∑
i=k±δβα

Dz
βα

∣∣∣∣∣12
⟩

k
− 3

4i
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
γ(,α)

∑
l=i±δαγ

Dz
αγ

∣∣∣∣∣12
⟩

l
(C.27)

=
3
2i

1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
β(,α)

∑
k∈β

∑
i=k±δβα

Dz
βα

∣∣∣∣∣12
⟩

k
(C.28)

= − 3i
∑
β(,α)

Dz
βα cos(k · δαβ) |β(k)⟩ (C.29)

となる。
以上の結果をまとめると、マグノンのハミルトニアンの行列要素は以下のように書ける。

⟨β(k) | H |α(k)⟩ =

(
3J1 +

9
2 J2 − 3iDz

βα

)
cos(k · δαβ) ; α , β

E0 − 9J1 − 27
2 J2 + h ; α = β

(C.30)
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付録 D

双 2次相互作用を持つパイロクロア反強
磁性体のマグノンペアのハミルニアン行
列表示

まず、サイト型の基底 |αα(k)⟩にハミルトニアンを作用させた場合を考える。J1 項については

J1

∑
⟨k, l⟩

Sk · Sl |αα(k)⟩ (D.1)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
S +k S −l + S z

kS z
l

) ∣∣∣∣∣−1
2

⟩
i

(D.2)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

(
2
√

3δik

∣∣∣∣∣12
⟩

i

∣∣∣∣∣12
⟩

l
+

(
3
2
− 2δik

) (
3
2
− 2δil

) ∣∣∣∣∣−1
2

⟩
i

)
(D.3)

=J1
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri

√3
∑
β(,α)

∣∣∣∣∣12
⟩

i

∣∣∣∣∣12
⟩

i+δαβ

+
√

3
∑
β(,α)

∣∣∣∣∣12
⟩

i

∣∣∣∣∣12
⟩

i−δαβ
+

(
27
4

N − 18
) ∣∣∣∣∣−1

2

⟩
i

 (D.4)

=J1

√3
∑
β(,α)

e−ik· δαβ2
∣∣∣αβ+(k)

⟩
+
√

3
∑
β(,α)

eik· δαβ2
∣∣∣αβ−(k)

⟩
+

(
27
4

N − 18
)
|αα(k)⟩

 (D.5)

となる。ここで δαβ は単位胞内の αサイトから βサイトに向かうベクトルである。
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J2 項についても同様にして、以下のように計算することができる。

J2

∑
⟨k, l⟩

(Sk · Sl)2 |αα(k)⟩ (D.6)

=J2
1
√

Nu

∑
i∈α

eik·ri
∑
⟨k, l⟩

Sk · Sl

(
2
√
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⟩

i
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⟩

l
+

(
3
2
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) (
3
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− 2δil
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2

⟩
i

)
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1
√
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√
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eik·ri
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δik

(√
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2

⟩
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√
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⟩
i
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DM項について、和を書き換えると∑
⟨k, l⟩

Dkl · (Sk × Sl) |αα(k)⟩ (D.14)

=
1
2

∑
β,γ

∑
k∈β

∑
l=k±δβγ

Dβγ · (Sk × Sl) |αα(k)⟩ (D.15)

となるが、マグノンペアセクターのみを考える場合、磁場方向である DMベクトルの z成分のみが寄与
する。 ∑

⟨k, l⟩
Dkl · (Sk × Sl) |αα(k)⟩ (D.16)
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次にボンド型の基底 |αβ±(k)⟩にハミルトニアンを作用させた場合を考える。J1 項については以下のよ
うに計算される。
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3つめの等号の第 2項では次近接サイト上にあるマグノンペア状態を省いた。
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J2 項については以下のように計算できる。
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3つめの等号では次近接サイト上にあるマグノンペア状態を省いた。
DM項については以下のように計算できる。∑
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以上の結果をまとめると、マグノンペアのハミルトニアンの行列要素は以下のように書くことがで
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きる。
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となる。ただし、α, β, γは互いに異なり、他の行列要素は 0である。
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付録 E

双 2次相互作用を持つパイロクロア反強
磁性体の DM相互作用による混成項

マグノン状態 |α(k)⟩に DMベクトルの x成分を作用させると、∑
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となる。ここで δβγ は単位胞内の βサイトから γサイトに向かうベクトルである。パイロクロア格子にお
ける DMベクトルの性質
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と書ける。以上の結果をまとめると、混成をもたらすブロック行列Mhybrid の行列要素は以下のように書
くことができる。 ⟨
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付録 F

弱く結合した S = 1/2フラストレート
zigzagスピン鎖のハミルニアン行列表示

マグノンペアの行列要素のうち対角要素について、計算した結果を以下に示す。
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非対角要素について、計算した結果を以下に示す。
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= ⟨AB2 | H |AA⟩∗ = ⟨AA | H |AB2⟩ = ⟨AB2 | H |BB⟩ = ⟨BB | H |AB2⟩∗

=
⟨
AB ↑

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AA′
⟩∗
=

⟨
AA′

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↑
⟩
=

⟨
AB ↓

∣∣∣H ∣∣∣ AA′
⟩∗
=

⟨
AA′

∣∣∣H ∣∣∣ AB ↓⟩
=

⟨
AB ↑

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ BB′
⟩
=

⟨
BB′

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↑
⟩∗
=

⟨
AB ↓

∣∣∣H ∣∣∣ BB′
⟩
=

⟨
BB′

∣∣∣H ∣∣∣ AB ↓⟩∗
= ⟨AA ↑ |H |AB ↑⟩ = ⟨AB ↑ |H |AA ↑⟩∗ = ⟨BB ↑ |H |AB ↑⟩∗ = ⟨AB ↑ |H |BB ↑⟩

=
⟨
AA ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↓
⟩
=

⟨
AB ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AA ↓
⟩∗
=

⟨
BB ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↓
⟩∗
=

⟨
AB ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ BB ↓
⟩

=
1
2

(
J1 − iDz

∥

)
e−ik· b2 (F.13)
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H37 = ⟨AA ↓ |H |AB⟩ = ⟨AB | H |AA ↓⟩∗ =
⟨
AA ↓

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩∗
=

⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ AA ↓
⟩

= ⟨BB ↓ |H |AB⟩∗ = ⟨AB | H |BB ↓⟩ =
⟨
BB ↓

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩
=

⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ BB ↓
⟩∗

= ⟨AB ↑ |H |AA⟩ = ⟨AA | H |AB ↑⟩∗ =
⟨
AB ↑

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AA
⟩∗
=

⟨
AA

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↑
⟩

= ⟨AB ↑ |H |BB⟩∗ = ⟨BB | H |AB ↑⟩ =
⟨
AB ↑

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ BB
⟩
=

⟨
BB

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↑
⟩∗

= ⟨AA ↑ |H |AB2⟩∗ = ⟨AB2 | H |AA ↑⟩ = ⟨BB ↑ |H |AB2⟩ = ⟨AB2 | H |BB ↑⟩∗

=
⟨
AA ↑

∣∣∣H ∣∣∣ AB2

⟩
=

⟨
AB2

∣∣∣H ∣∣∣ AA ↑
⟩∗
=

⟨
BB ↑

∣∣∣H ∣∣∣ AB2

⟩∗
=

⟨
AB2

∣∣∣H ∣∣∣ BB ↑
⟩

=
1
2

J3eik·a+b2 (F.14)

H39 = ⟨AA ↑ |H |AB⟩∗ = ⟨AB | H |AA ↑⟩ = ⟨BB ↑ |H |AB⟩ = ⟨AB | H |BB ↑⟩∗

= ⟨AB ↓ |H |AA⟩ = ⟨AA | H |AB ↓⟩∗ = ⟨AB ↓ |H |BB⟩∗ = ⟨BB | H |AB ↓⟩

=
⟨
AA ↓

∣∣∣H ∣∣∣ AB2

⟩∗
=

⟨
AB2

∣∣∣H ∣∣∣ AA ↓
⟩
=

⟨
BB ↓

∣∣∣H ∣∣∣ AB2

⟩
=

⟨
AB2

∣∣∣H ∣∣∣ BB ↓
⟩∗

=
1
2

J3eik·a−b2 (F.15)

H3,10 =
⟨
AA ↑

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩
=

⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ AA ↑
⟩∗
=

⟨
BB ↑

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩∗
=

⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ BB ↑
⟩

=
⟨
AB ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AA
⟩∗
=

⟨
AA

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↓
⟩
=

⟨
AB ↓

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ BB
⟩
=

⟨
BB

∣∣∣∣H ∣∣∣∣ AB ↓
⟩∗

= ⟨AA ↓ |H |AB2⟩ = ⟨AB2 | H |AA ↓⟩∗ = ⟨BB ↓ |H |AB2⟩∗ = ⟨AB2 | H |BB ↓⟩

=
1
2

(
J3 + iDz

×
)

eik·a−b2 (F.16)

以上の結果を用いて、基底を |AB⟩,
∣∣∣AB

⟩
, |AA⟩, |BB⟩, |AA′⟩, |BB′⟩, |AB ↑⟩,

∣∣∣∣AB ↑
⟩
, |AB ↓⟩,

∣∣∣∣AB ↓
⟩
, |AB2⟩,∣∣∣AB2

⟩
, |AA ↑⟩, |BB ↑⟩, |AA ↓⟩, |BB ↓⟩の順に書くとき、ハミルトニアンの行列表示Mpaired−magnon(k)は以

下のように書ける。

d1 H12 H∗13 H13 H∗15 H15 0 H19 H∗19 0 H12 0 H39 H∗39 H∗37 H37
H12 d1 H∗23 H23 H∗25 H25 H∗19 0 0 H19 0 H12 H∗3,10 H3,10 H37 H∗37
H13 H23 d2 0 0 0 H∗37 H37 H∗39 H3,10 H23 H13 H3,13 0 H3,13 0
H∗13 H∗23 0 d2 0 0 H37 H∗37 H39 H∗3,10 H∗23 H∗13 0 H4,14 0 H4,14

H15 H25 0 0 d3 0 H13 H23 H23 H13 0 0 H12 0 H12 0
H∗15 H∗25 0 0 0 d3 H∗13 H∗23 H∗23 H∗13 0 0 0 H12 0 H12
0 H19 H37 H∗37 H∗13 H13 d4 0 H12 0 0 0 H∗23 H23 0 0

H∗19 0 H∗37 H37 H∗23 H23 0 d4 0 H12 0 0 H∗13 H13 0 0
H19 0 H39 H∗39 H∗23 H23 H12 0 d4 0 0 0 0 0 H∗13 H13
0 H∗19 H∗3,10 H3,10 H∗13 H13 0 H12 0 d4 0 0 0 0 H∗23 H23

H12 0 H∗23 H23 0 0 0 0 0 0 d5 0 H37 H∗37 H∗3,10 H3,10

0 H12 H∗13 H13 0 0 0 0 0 0 0 d5 H∗37 H37 H39 H∗39
H∗39 H3,10 H3,13 0 H12 0 H23 H13 0 0 H∗37 H37 d5 0 0 0
H39 H∗3,10 0 H4,14 0 H12 H∗23 H∗13 0 0 H37 H∗37 0 d5 0 0
H37 H∗37 H3,13 0 H12 0 0 0 H13 H23 H3,10 H∗39 0 0 d5 0
H∗37 H37 0 H4,14 0 H12 0 0 H∗13 H∗23 H∗3,10 H39 0 0 0 d5


(F.17)



80 付録 F 弱く結合した S = 1/2フラストレート zigzagスピン鎖のハミルニアン行列表示

磁場を印加した方向の U(1) 対称性を破る DM 項がもたらす、マグノンとマグノンペアの混成項につ
いて、

x11 = ⟨AB | H |A⟩ = ⟨A | H |AB⟩∗ =
⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ A⟩∗
=

⟨
A

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩

(F.18)

= ⟨AB | H |B⟩∗ = ⟨B | H |AB⟩ =
⟨
AB

∣∣∣H ∣∣∣ B⟩
=

⟨
B

∣∣∣H ∣∣∣ AB
⟩∗

(F.19)

= − 1
2i

Dx
∥e

ik· b2 (F.20)

x15 =
⟨
AA′

∣∣∣H ∣∣∣ A⟩
=

⟨
A

∣∣∣H ∣∣∣ AA′
⟩
=

⟨
BB′

∣∣∣H ∣∣∣ B⟩
=

⟨
B

∣∣∣H ∣∣∣ BB′
⟩

(F.21)

= − Dx
⊥ sink · a

2
(F.22)

となり、マグノンとマグノンペアの混成状態をもたらす非対角ブロック行列Mhybrid(k)は以下のように書
ける。

Mhybrid(k) =
(
x∗11 x11 0 0 x15 0 0 · · ·
x11 x∗11 0 0 0 x15 0 · · ·

)
(F.23)

ここで、Mhybrid(k)は 2 × 16行列であり、· · · 以下はすべて 0である。
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