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流体の数値シミュレーションは理工医学の分野で広く応用されており, 基本的には Navier-

Stokes方程式の初期値境界値問題が考えられる事になるが, 現実の複雑な現象を数理モデル化

する要求に応じて, 非標準的な境界条件や特異な外力を持つ数理モデルが採用されている. 例

えば, 胸部大動脈血流のシミュレーションにおいては人工的に導入した流出側境界で, 様々な

要求に応じた境界条件が必要になる. また, 心臓弁と血流との相互作用を数理モデル化する埋

め込み境界法においては, 弁を血中に配置された薄膜 (インターフェース)とみなし, そこから

結果としてデルタ関数を用いた特異な外力を持つ方程式を解く事になる. 本論文では, そのよ

うな数理モデルを数値的に取り扱う為に, Stokes方程式を対象に片側境界条件と埋め込み境界

法に対する数値解析の研究を行う. 論文は全 4章からなり, 最初の第 1章は全体を総括するイ

ントロダクションにあてられている.

第 2章では次のような Stokes方程式に対する片側境界値問題を考察する:

− ν∆u+∇p = f, ∇ · u = 0 in Ω, (1a)

u = 0 on S1 ∪ S2, (1b)

un + gn ≥ 0, on Γ, (1c)

τn(u, p) + αn ≥ 0 on Γ, (1d)

(un + gn)(τn(u, p) + αn) = 0 on Γ, (1e)

τT (u) + αT = 0 on Γ. (1f)

ここで, Ωは ∂Ω = S1 ∪ S2 ∪ Γ をみたす Rd(d = 2, 3)内の Lipschitzまたは多角形領域とし,

ν, u, p, f はそれぞれ動粘性係数, 流速, 圧力, 外力である. g, αは流入データ bに由来する既知
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関数とする. τ(u, p)は流体の応力を表し, 添字 n, T よって法線成分, 接線成分を表す. (1)は

胸部大動脈の血流シミュレーションに対する新しいモデル問題に基づいており, [5]で新たに

提案された片側境界条件 (1c)-(1f)を流出境界 Γ上に課した Stokes方程式である. 片側境界条

件 (1c)-(1f)は流出境界上で逆流の可能性を排除する事で非定常問題に対してエネルギー不等

式を担保する境界条件として提案され, それにより安定的な数値シミュレーションが期待され

る. 本章の目的は, (1) の解の存在と一意性を証明し, 有限要素法による計算手法の提案と誤差

解析を行う事にある. その際に, 不等式条件 (1c)-(1f)は数値的な扱いが難しいので, 処罰法に

よる近似を導入する:

− ν∆u+∇p = f, ∇ · u = 0 in Ω, (2a)

u = 0 on S1 ∪ S2, (2b)

τn(u, p) + αn =
1

ε
[un + gn]− on Γ, (2c)

τT (u) + αT = 0 on Γ. (2d)

ここで [s]− = max{0,−s}は negative partを取る関数で εは処罰パラメータである.

本章の主結果について述べる. まず境界値問題 (1)の弱形式が, 次の変分不等式問題として

定式化される事を導いてそこから解の存在と一意性を示す (定理 2.3.2):

Find (u, p) ∈ K ×Q such that

a(u, v − u) + b(p, v − u) ≥ (f, v − u)− [[α, v − u]] (∀v ∈ K), (3a)

b(q, u) = 0 (∀q ∈ Q). (3b)

ここで K = {v ∈ H1(Ω)n | v = 0 on S1 ∪ S2, vn + gn ≥ 0 on Γ}, Q = L2(Ω)が targetとな

る関数空間で, a(u, v) = ν
2

∫
Ω
(∇u+ (∇u)T) : (∇v + (∇v)T) dx, b(q, v) =

∫
Ω
(divv)q dx は双

線形形式で, (·, ·)は L2内積, [[·, ·]]は Γ上の関数空間H
1
2
00(Γ)

dに対する双対積である. 一方で

(2)の弱形式は次のような非線形項をもつ変分等式となる:

Find (u, p) ∈ V ×Q such that

a(u, v) + b(p, v)− 1

ε

∫
Γ

ϕδ(un + gn)vn dΓ = (f, v)− [[α, v]] (∀v ∈ V ), (4a)

b(q, u) = 0 (∀q ∈ Q). (4b)

ここで V = {v ∈ H1(Ω)n | v = 0 on S1 ∪ S2}で, ϕδ は Newton法による数値解法の為に導入

された [·]− の正則化関数である. 定理 2.5.1, 定理 2.5.2では, 問題 (4)に対して P1b/P1有限

要素近似に適用した離散化問題の解の存在と一意性を示す. この時に, 我々の問題においては

(q, τ) ∈ L2(Ω)×H
−1
2 (Γ)に対して coupled Babuška-Brezzi条件

C
[
∥q∥L2(Ω) + ∥τ∥

H− 1
2 (Γ)

]
≤ sup

v∈V

∫
Ω
q(∇ · v) dx+

∫
Γ
τvn dΓ

∥v∥H1(Ω)
(5)

が担保されない事が従来に比べて圧力解の取り扱いに工夫を必要とさせる. 最後に (u, p)の高

次の正則性などの仮定のもとで, 処罰パラメータ ε, 正則化パラメータ δ, 離散化パラメータ h

をうまく選ぶ事によってH1 × L2誤差評価を O(h)の optimal orderとして得る (定理 2.6.1).

第 2.7節では実際に数値計算した例を提示し, 理論的結果と合致する事を述べる.

第 3章では Stokes方程式に対する埋め込み境界有限要素法について考察する. 埋め込み境

界法とは [4]で提案された, 流体領域内に埋め込まれた厚みの無視できる弾性膜 Γと流体との
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相互作用による流体構造連成問題を解く為の手法であり, その定式化は Diracデルタ関数を用

いて膜の効果を流体全体へ働く外力として拡張する事で行われる. その数値的な取り扱いは適

当な離散化手法に合わせてデルタ関数の正則化が同時に行われる. 本章では次のような特異な

外力をもつ Stokes方程式の Dirichlet境界値問題を考察する:

− ν∆u+∇π = f in Ω, ∇ · u = 0 in Ω, u = 0 on ∂Ω, (6a)

f(x) =

∫
Θ

F (θ)δ(x−X(θ)) dθ (6b)

ここで Ωは Rn(n = 2, 3)内の (多角形)有界領域とし, F を膜の効果を表す密度関数, X を膜

Γの θ ∈ Rn−1 によるパラメータ表示における位置関数を表し, δを Diracデルタ関数とする.

本章の目的は, δを正則化デルタ関数 δε で置き換えた正則化問題

− ν∆uε +∇πε = fε in Ω, ∇ · uε = 0 in Ω, uε = 0 on ∂Ω, (7a)

fε(x) =

∫
Θ

F (θ)δε(x−X(θ)) dθ (7b)

に対して (P1b/P1要素による)有限要素法を適用し, 誤差解析を行う事である. 埋め込み境界

法の数学的な研究は, 膨大な応用に反してほとんどされていない. 収束解析については, 例えば

差分法による離散化の場合は [2,3]でされているが有限要素法のものはまだない. さらに [2,3]

では周期境界条件を課す事でGreen関数法によって解を構成的に取り扱っている為に, 他の状

況への応用に難点がある. 本研究ではより一般的に問題を取り扱う為に, Dirichlet問題に対し

て有限要素法を適用し, さらに誤差評価を正則化誤差と離散化誤差に分けて独立に評価する.

主結果について述べる. まず (6b)で定義される f が F ∈ Lp(Θ)n に応じてW 1,p
0 (Ω)n 上の有

界線形汎関数となる事を示す (命題 3.2.2). それにより (6)の弱解をW 1,p
0 × Lp のクラスで定

義する. 正則化誤差評価で鍵となる補題は次の不等式評価である (補題 3.2.3):

∥f − fε∥W−1,p ≤ C0∥F∥Lp(Θ)

[∣∣∣∣1− ∫
Rn

δε(y) dy

∣∣∣∣+ ∥|x|δε∥Lp(Rn)

]
.

ここで C0 は δ, ∥F∥Lp によらない定数とする. この不等式は 1 ≤ p < n
n−1 に対して成り立ち,

したがって特に p < 2なる pに対してW 1,p × Lp ノルムでの正則化誤差を求めることになる

(命題 3.2.5). その際に具体的な δε の構成についても言及する. 離散化誤差に関しては有限要

素法の一般論に従い, 最終的に 2つを合わせて誤差評価

∥u− uε
h∥W 1,q + ∥π − πε

h∥Lq ≤ Ch1−α with any 1 ≤ q ≤ n

n− α
(8)

および

∥u− uε
h∥Lr ≤ Ch1−α with r =

n

n− α− 1
. (9)

を得る (定理 3.3.1). ここで (uε
h, p

ε
h)は (7)の有限要素解で 0 < α < 1は任意である. 実際の応

用を考慮してパラメータ空間の積分に数値積分 (中点則近似)を利用する場合についても考察

し, パラメータをうまく選ぶ事で全く同じ orderの誤差評価が得られる事を示す (定理 3.4.1).

結果は sub-optimalな誤差評価となっており, 第 3.4節での数値実験を通して理論的結果との

整合性を確認する.

第 4章ではまず次のような Stokesインターフェース問題を導入する:

− ν∆ui +∇πi = 0, ∇ · ui = 0 in Ωi, (10a)

ui = 0 on ∂Ωi \ Γ (i = 0, 1), (10b)

u0 = u1, τ0 + τ1 = g on Γ, (10c)
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ここに各領域Ω0, Ω1はインターフェース Γで接しており, インターフェース条件 (10c)によっ

て応力に gというジャンプが課されている. Ω = Ω0 ∪ Ω1 ∪ Γとおく. [1]によれば, インター

フェース条件 (10c)は埋め込み境界法と同様にして, Ω全体へ働く外力のように表す事ができ,

Stokesインターフェース問題 (10)は次のように再定式化される:

− ν∆u+∇π = f in Ω, ∇ · u = 0 in Ω, u = 0 on ∂Ω, (11a)

f(x) = g̃(∇χ · ñ). (11b)

ここで, χは Ω0 に対する特性関数, nは Γ上の法線ベクトルで, g̃, ñは Γ上の関数を Ω上へ

の滑らかな拡張を表す. 実は問題 (11)と問題 (6)は本質的に同値な問題であり, 埋め込み境

界法は (10)に対するデルタ関数を用いた場合の再定式化, 一方で (11)は代わりに特性関数 χ

を使った再定式化として解釈できる. 実際に gと F がある関係を満たせば 2つの問題は一致

する. 本章では Stokesインターフェース問題を [1]による再定式化 (11)に基づいて考察する.

( [1]では定式化の導出といくつかの数値実験が報告されているが, 収束解析はされていない).

本章の目的は (11)に対する P1b/P1有限要素法の誤差評価を与える事である. ∇χはインター

フェース Γ上で特異性を持つのでやはり正則化が必要となり, 第 3章にならって正則化誤差と

離散化誤差を個別に評価する. 主結果は, 定理 4.4.1にあるように全体の誤差評価は

∥u− uε
h∥H1 + ∥π − πε

h∥L2 ≤ C
√
h. (12)

および

∥u− uε
h∥L2 ≤ Ch. (13)

となる. ここで (uε
h, p

ε
h)は (11)の正則化問題に対する有限要素解で, C は離散化パラメータ h

によらない定数とする. 埋め込み境界法と比較すると p = 2の場合に相当する H1 × L2 ノル

ムで収束性の理論的結果を得る事に成功している. 結果は第 4.5節による数値実験で確かめら

れる.
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