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質量荷重平均乱流理論と乱流燃焼における逆勾配拡散機構
Statistical Turbulence Theory Based on Mass-Weighted Averaging, with Emphasis

on Counter-Gradient Diffusion in Turbulent Combustion

吉 澤   徴
*

Akira YOSHIZAWA

1. は じ  め  に

電気伝導性の有無に関わらず,乱 れた運動を行う媒質中

では,運動量,温度,物質濃度等はその値の大きい領域から

小さい領域に輸送されることが多い。この性質を端的に表

現するものとして,勾 配拡散の概念があり,乱 流ないし渦

拡散率で拡散強度を表す。勾配拡散近似が破綻する代表的

事例 として,乱 流燃焼,特 に余混合火炎における既燃ガス

濃度 (進行度変数で表わす)の 逆勾配拡散,す なわち低濃

度領域から高濃度領域への拡散を上げることができる。⊃

近年,流 体および化学反応方程式の直接数値計算 (DNS)

によつて,そ の物理的機構が理解されつつある。
2,0

乱流燃焼を工学的目的で解析する方法として, レイノル

ズ平均にもとづ く乱流モデル (RANSモ デル)と ラージ ・

エディ ・シミュレーション(LES)が あり,DNSは 幾何学的

形状が簡単な特殊な場合に限られている。LESの 適用範囲

は計算機能力,サ ブグリッド・スケール (sGS)モ デリング

の向上によって著 しく拡大 しているが,レ イノルズ数が大

きく,固 体壁を有する流れでは多大の計算時間を必要とす

るため,RANSモ デルはいぜん有用な解析手段 といえる。

乱流燃焼の解析における基本的 RANSモ デルとして乱

流拡散近似にもとづ くモデルがしばしば用いられるが,逆

勾配拡散を本質とする現象に対 しては適当ではない。その

ため,こ れに代わって逆勾配拡散を簡潔に表現するモデル

としてBray―Moss L̈ilby(BML)モ デルがあり,°乱流拡散モ

デルと組み併せることによって勾配拡散,逆 勾配拡散双方

の状況に対応しようとする試みもある。BMLモ デルは進

行度変数に関する確率分布関数にもとづいて構成されたも

のであり,RANSモ デルにおける乱流拡散表現とは基本的

概念を異にするものである。

乱流燃焼や超音速流のように密度変化が本質となる現象

を扱う際の平均法は,質 量荷重 (ファブル)平 均である。

非圧縮乱流のRANSモ デリングは,テ ンソルおよび次元

解析にもとづく発見的方法と乱流理論による統計理論的方

法があり,そ れぞれ乱流モデリングの進展に異なる角度か

ら寄与がなされてきた。これに対し,質 量荷重平均におけ

るRANSモ デリングでは,非 圧縮乱流モデルを発見的方

法で密度変化効果を補う段階に留まっている.こ の原因の

一つとして,質 量荷重平均にもとづく乱流理論が整備され

ていないことが上げられる。

本小論においては密度変化を伴う非一様乱流を質量荷重

平均をもとに統計理論的に考察する。これをもとに,進 行

度変数の逆勾配拡散の発生機構を議論し,RANSモ デリン

グヘの発展性に触れる。

2.基 礎 方 程 式

一段不可逆化学反応に従う乱流燃焼を考察の対象とする

と,基 礎方程式は以下のように与えられる :

等+轟ρZi=0,…………………………(D

3ρ開′+轟ρ"μノ〓一釜十轟μs″…………②

3ρ′十轟ρι“j〓―P論十∴卜器|+0,……131

'ρε+轟ρε″j=轟レDキ)―W・…………④

ここで,ρ は密度,uは 速度,ρは圧力,`は 内部エネルギ

ー
,θ は温度,cは 進行度変数,μ は粘性率,Kは 熱伝導

率,Dは 化学種の拡散率である。式 (3)に おいて,s′は

速度歪みテンソル
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である。式 (3)と (4)に おいて,wは 未燃ガスの反応

率,oは 反応による熱発生率である。進行度変数 cは未燃

領域でε〓0,既 燃領域でε=1と 規格化されている。

完全気体を仮定し,

`〓Cyθ,ρ〓(γ-1)ρθ ……・―・…・…・…・…・…・…・…(6)

を用いると,式 (3 )は

年
十

∴
ρ夕j― (卜1ル

論
十

品 1奇轟 チ|+(卜
1)2 。 )

となり,圧 力ρに対する方程式に書 き換えられる (cyは

定積比熱,7は 比熱比である).

3.質 量荷重平均方程式

物理量∫の質量荷重平均 とそのまわりの揺らぎを

∫〓伊L=早 ,∫
″=ノー∫

… … … … … … ③

で定義する。ここで く●〉はアンサンブル平均であり,

ρ〓(ρ)・
…・…・…・…・―・…・…・…・…・…・…・…・…・(9 )

と書 く。速度 uと 進行度変数εに対 して質量荷重平均を用

いて

u〓6+u″ ,ε〓ε tt θ
″.………………………………・(10)

と分解 し,密 度ρと圧力ρは通常のアンサンブル平均を適

用 し,

ρ〓ρ tt ρ
′
,ρ〓ρ tt ρ

′・………………………………。(11)

と書 く.

この結果,平 均量は以下の方程式に従う :

平+∴ρら=0,………………………(121

'ρへ+乱ρ″ノノ+島ρR〃―轟十景ャsめ,一はめ
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で定義される.式 (16),(18)は それぞれ質量加重平均下

でのレイノルズ応力,進 行度変数の乱流フラックスである.

式 (16)～ (18)の 性質を明らかにすることが,RANSモ

デリングによる乱流燃焼解析の第一歩となる。

4.新 変数の導入と質量加重平均理論の構成

式 (16),(18)|こ見るように,質 量加重平均下では主要

な統計量が3体相関量となる。これに加え, ア ≠0お よび

ア≠0と なることから,非 圧縮乱流の研究で開発された手

法をそのまま適用することが困難である。この状況が質量

加重平均による乱流理論が手つかずに残されている主たる

理由である。

本小論では,新 変数

V=ρ u″/ρ,η=ρε
″
/ρ …………・………・・………・(19)

導入する.そ の結果, 7=0お よびη=0と なり,新 変数

は非圧縮乱流における揺らぎと同様の条件に従う.本 来の

u″とθ
″
は

u″〓(1-(ρ
′
/ρ)+…)v,ε

″=(1-(ρ′
/ρ)+…・)η … ・…(20)

と近似することによって,式 (16)～ (18)を新変数で書

くことができる。式 (19)に もとづき,平 均量および揺ら

ぎを

S〓 (ρ,■,P,ε),S(ρ
′
,v,P′,η) … ………….…・……(21)

と選ぶ。この選択によって揺 らぎに関する方程式は著 しく

簡潔となる。

式 (21)の もとでは,非 圧縮の非一様舌L流理論,TSDIA

(two―scde DIA)5,0を容易に密度変動を受ける流れに適用で

きる。以下のその筋道のみを示す。つ

(A)ス ケールパラメターδを用いて,時 空間に関 し2ス

ケールを導入する :

ζ(→【),τ(=′);X(〓δx),r(〓δ′)..・…・…・…・…・…・…(22)

遅い変数(X,r)は平均量の変化を,速 い変数(ζ,τ)は揺ら

ぎの変化を表わすことに適しており,

S〓F(X;r),s=s(ζ ,X;τ,r).… ・…・…・…・…・…・(23)3ρ
∂十

轟
ρノら 十

轟
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と書 く.揺 らぎの(X,7)依存性は,揺 らぎ方程式のS依存

性から明らかである。

(B)速 い変数に関 し,平 均速度■で動 く座標系でのフー

リエ表現

s(ζ,X;τ,r)〓∫s(k,X;τ,7)exp(巧k・(「■τ))Jk(24)

を導入する。特に必要のないときは,s(k,X:τ,r)における

(X,r)依存性を書かないことにする。

(C)揺 らぎのフーリエ成分を

(ρ′,v,′′,η)〓Åδ
4(ρ″V″ρ″η″)……………(2D

と展開する。この結果,(鳥 ,vη,P″,η″)(4≧2)は最低次の成

分(ρO,vO,′0,ηO)によつて表わすことができる。

(D)式 (25)の解 を用いて,式 (16)～ (18)を計算す

る。この際,最 低次の成分に関する統計量が必要となるの

で,″ 〓(ρO,′0,ηO)と書いて,

い
L Xガ ル時に X F t r l l = 2 が L聯 r t Tわ け n )鬱 〇

"に取,7いに,X,デ,つ)=οッは,聯Ftrmu 1271

と指定する。最低次の成分の方程式は平均場を直接含まな

いため,等 方性を仮定して

θυヴ(k,τ,τ
′
)=DJ(k)2υs(た,τ,τ

′
)十五弓(k)2ソc(た,τ,τ

′
),(28)

Oψ( k ,τ,τ
′
)= 0″(た,τ,τ

′
)… …・…・…・…・…・…・…(2 9 )

と書 く (下付 き添字 Sお よびCは 非圧縮,圧 縮成分をそ

れぞれ表わす)。ここで,

D″(k)=δJ―(た,ち/た
2),馬(k)=れち/た2.……….…(30)
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鳥〓―σμρ轟1到+C″2予等'……………oo
馬―Cttρ器十Cψ2多子誓'……………1341
F〓cρη÷器……………………………60

ここで,Cυυl,Cυυ2等は式 (28)お よび (29)の スペク ト

ルに関係づけられ,そ の対応関係は

C″1,C′υl,Cηυl⇒2υs+ウOυε,…………………………(36)

C″2,Cρυ2,Cηυ2,Cρη=→Oρ … …………………………(37)

となる。

式 (32)～ (35)の 結果で重要なことは,以 下の2点 で

ある。

(a)有 次元係数 Cυυl,Cυυ2等はすべて正の量である。この

結果,こ れらの係数の詳細を知ることなしに,重 要な性質

を議論することが可能となる。

(b)密 度スペク トルOρで表わされる膨張ない し収縮効果

は,ラ グランジュ微分と結合 して現れる。

6.余 混合火炎の観点からの議論

一様等方性乱流中を伝播する余混合火炎のDNSに よつ

て,逆 勾配拡散に関する興味深い知見が得られている。特

に,以 下の2点 を上げることができる。
2,め

(a)化 学反応による熱膨張効果が火炎近傍で著 しいとき,

逆勾配拡散が発生する。これに対 して,勾 配拡散は乱流通

動が優勢のとき生じる。

(b)順 圧力,逆 圧力勾配は,そ れぞれ逆勾配拡散,勾 配拡

散を引き起こす傾向にある。

上記の流れにガリレイ変換を適用し,火 炎が定在する状

況を考える。平均量を

■〓(′(χ),0,0),ρ=ρ(χ),′=ρ(χ),δ〓σ(χ)・……・(38)

と書 き,未 燃ガスがχの負方向から流れ込むとする。DNS

より,逆 勾配拡散が発生 している状況では

,多>0,等子く0,手「く0,響f>0…
……………………00

となっている。式 (3 4 )より,

縮
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(31)

の関係にある。

5.結 果のまとめ

新変数によるTSDIAの 結果をまとめると,主 な統計量

に対 して以下を得る :°
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鳥=―CηЛ#+Cη2シツ影………∴……にの

を得る。第 1項 は負で,通 常の勾配拡散項である。第 2項

は式 (39)の もとでは正となり,こ の項が第 1項 を凌駕す

るとき,逆 勾配拡散が起こりうる。とくに,式 (37)よ り

密度揺らぎと逆勾配拡散が密接することになるが,こ の知

見は上述の (a)と符合 している。

進行度変数に関する乱流フラックス「は輸送方程式

♀ρ馬―我ρCけρR″轟―ρ馬畿
″“ノ%″}″+…  ………(41)

に従 う。DNSよ り,通 常生産項の役 目を果たす右辺第 2,

3項 は負 となり,第 4,5項 が生産項の役 目をもつ。特に,

第 4項 は質量加重平均に固有の量であることから,そ の重

要性が理解できる。上述の (b)よ り逆勾配拡散は順圧力

勾配 (J′/Jχ<0)に おいて発生 しやすいことが指摘され

ているが,こ のためには ア>0で ある必要がある。理論

結果すなわち式 (35)は ,式 (39)よ りこの要件を満たし

てお り,DNS結 果と整合 している。この場合 も,式 (37)

より逆勾配拡散と密度揺らぎが密接 していることが確認で

きる。

乱流 フラックス「の逆勾配拡散においては圧力勾配効

果が重要な役割を演 じていることが式 (41)か らわかる

が,式 (34)あ るいは (40)に は圧力勾配自体は現れてい

ない。これは一見矛盾 しているように見えるが,圧 力勾配

効果はDU/Drを 通 して生 じるためであ り,密 度揺動効果

がラグランジュ微分と結合 して発生するという本理論結果

と矛盾 しない.

6.RANSモ デリングに向けて

乱流燃焼の工学解析 と本研究結びつけるためには,理 論

結果を用いてRANSモ デルを導 く必要がある。乱流燃焼

の解析で用いられるもっとも基本的モデルは乱流粘性にも

生 産 研 究

とづ くκ_εモデルであるが,本 研究より密度揺動を考慮

することが逆勾配拡散の予測に重要であることがわかる。

そこで,乱 流量 として

κ〆,κI〓"句……………………1421

を採用する。

式 (42)を用いると,

Rな〓:κδヴ
ー均∫″十%子

テI弓等
」
讐ト

ー
ヨ争 Iδl,0

島一≒轟
…・…・………・……(40

馬=―毒器+εざ争器誓
……………1451

のようにモデル化される。ここで,4は 通常の乱流粘性率

ソ『〓Cν子……………………………………・・に①

であり,キ等は正のモデル定数である。ちの導入により,本
量に対する輸送方程式が必要 となるが,こ こでは省略する。

(2002年11月5日受理)
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