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概 要

結晶の対称性を表す結晶群は概ね，平行移動からなる部分と一点を保つ変換からなる部分によっ
て作られており，その群論的構造は比較的単純である．本論文では，そのような群論的構造に着目
してMackeyの理論を用いることで，平面結晶群の場合に既約表現を分類することを目指す．

1 はじめに

結晶群とは概ね結晶の対称性を表す群のことである．一方，群の表現を分類・記述することは，その

群を「理解する」ということの一つの数学的定式化であると言える．そこで本論文では，結晶群の既

約表現をMackeyの理論によって分類する試みについて説明する．なお本研究は社会数理実践研究の

一環として行われた．定期的な会合を開催し意見交換の場を与えてくださった特任助教の若林泰央

氏および，問題提供と数々の有益な示唆を与えていただいた中川淳一氏 (新日鐵住金)に感謝いたし

ます．

2 結晶群の既約表現の分類の方針

まず結晶と結晶群の定義を思い出しておく．Rnの等長変換群 Isom(Rn)を考える．Isom(Rn)の離散

部分群であって，一次独立な nつの平行移動を含む群Gのことを結晶群と呼ぶ．この平行移動から生

成されるGの正規部分群H を格子群と呼び，Rnの各点のH 軌道を結晶と呼ぶ．この時K := G/H

は有限群になり，これを点群と呼ぶのであった（詳しくは [5, 125 結晶群]などを参照）．

結晶群の affine変換による同値類は有限であることが知られており，更に nが小さい数の場合には

その分類も知られている．たとえば平面結晶群，すなわち n = 2の場合には，結晶群の同値類は全

17種類に分類される．そしてこれらのうち 13種類は，格子群H と点群K の半直積H ⋊K として

書くことができる．本論文の目的は，これら 13種類の平面結晶群に対して，既約（ユニタリ）表現

の同型類を決定することである．

次に既約表現の分類の方針について述べる．半直積群H ⋊K の既約表現を理解するためには

(1) H およびK の既約表現を分類する．

(2) H およびK の既約表現と，Gの既約表現の関係を調べる．

という二つの問題を考察すれば良い．

まず (1)については，まずH ∼= Z2の既約ユニタリ表現の同型類は (S1)2として記述できる．一方で

K は往々にしてよく知られた有限群となるため，既約表現の記述は容易である．

他方 (2)の正確な意味は，Mackeyの理論によって説明できる．すなわち一般的な定理として以下の

もの（この定理をここではMackeyの理論と呼んでいる）が知られている：

定理 1 ([2, 4.3]など) G を局所コンパクト位相群，H をその指数有限閉部分アーベル群とする．

X ⊂ Ĥ を Ĥ の G作用に関する完全代表系とする．各 χ ∈ X に対して Ĝχ

χ
を χの固定化群 Gχ の

既約ユニタリ表現でH タイプが χのみからなるものとする．このとき，以下が成立する：

Ĝ =
∪
χ∈X

{
indGGχ

π
∣∣∣π ∈ Ĝχ

χ
}
．
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今回我々が考察したい G = H ⋊K という半直積群の場合，各 χに対してその固定化群 Gχ も半直

積 H ⋊Kχ として書くことができる．すると Ĝχ

χ
とは K̂χ に他ならないため，H ⋊K の既約表現

は，χ ∈ X と π ∈ K̂χ の組によってパラメトライズされていると言える．これにより，平面結晶群

の既約表現の分類は，有限群である点群K の，二次元平面の商X = (S1)2への作用を記述すること

に帰着される．

本論文ではまず，半直積で書ける平面結晶群全 13種類の分類（生成元と関係式による記述）を思い

出す．次にその分類を用いて，各場合に上述の手順に従って固定化群Kχを各 χに対して決定する．

3 平面結晶群の点群

平面結晶群の点群として現れうる有限群は全て巡回群（回転群）もしくは二面体群から成り，具体的

には次のいずれかで与えられる（詳しくは [4]あるいは [1]の Section 7および 8などを参照）：

C1, C2, C3, C4, C6,

D1, D2, D3, D4, D6.

ここで，Cn は位数 nの巡回群，Dn は位数 2nの二面体群を表すものとする．

また，CnとDnの既約表現の次元と個数は，それぞれ以下のように与えられることも思い出してお

く（表現としての記述も簡単にできる．詳しくは [3, Section 5]などを参照）：

巡回群 Cn： 1次元表現が n個．

二面体群D2m： 1次元表現が 4個，2次元表現はm− 1個．

二面体群D2m+1： 1次元表現が 2個，2次元表現はm個．

4 平面結晶群の既約表現の分類：具体例

この節では，以下の結晶群を具体例にとって，既約表現の分類の説明をする：

⟨a, b, r, s | ab = ba, s3 = 1, as = a−1b, bs = a−1, r2 = 1, ar = a, br = ab−1, (sr)2 = 1⟩

この結晶群は 2節の記法に合わせると，格子群がH = ⟨a, b⟩ ∼= Z2，点群が ⟨r, s⟩ ∼= D3 となってい

る．そこでH の既約表現を (S1)2によって，(p, q) ∈ (S1)2と次の一次元表現が対応するようにパラ

メトライズする：

χ(p,q) : Z2 → C×; (n,m) 7→ pn · qm.

更に S1と R/Zの同型 exp(2πix) ↔ xを固定することで，[0, 1)× [0, 1)をH の既約表現の同型類の

集合と見なす．すると，[0, 1) × [0, 1)の各点 χ = (p, q)に対して，点群K における固定化群Kχ は

次のように与えられる：

・(p, q) ≡ ( 13 ,
2
3 ), (

2
3 ,

1
3 )：Kχ = D3．

・2b ≡ aまたは b ≡ 2aまたは a+ b ≡ 0：Kχ = Z/2Z．

・その他：Kχ = 1．これを図示したものが以下である：

1

1
0
0 1

3
2
3

1
3

2
3

D1

D1

D1

D1

D1

D1

D3

D3

D3
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たとえば χ = ( 13 ,
2
3 )の場合には固定化群が D3 となるため，Mackeyの理論（定理 1）における K̂χ

は，前節で説明した通り 3元から成る．あるいは直線部分を除いた大半の genericな点については，

固定化群 K̂χ は自明となる．

5 平面結晶群の既約表現の分類：既約表現の同型類の図示

この節では前節で説明した手順に従って，各結晶群に対して固定化群の図を列挙する．ただし結晶群

として，格子群と点群の半直積となるもののみを扱うことにする．詳しい分類は [1, Section 7, 8]を

参照．なお結晶群は，点群の形に沿って場合分けする．

点群が巡回群 C1 の場合：平面結晶群は

⟨a, b | ab = ba⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は自明になる．

点群が巡回群 C2 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, s | ab = ba, s2 = 1, as = a−1, bs = b−1⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：

1
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点群が巡回群 C3 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, s | ab = ba, s3 = 1, as = a−1b, bs = a−1⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：
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点群が巡回群 C4 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, s | ab = ba, s4 = 1, as = b, bs = a−1⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：
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点群が巡回群 C6 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, s | ab = ba, s6 = 1, as = b, bs = a−1b⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：
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点群が二面体群D1 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, r | ab = ba, r2 = 1, ar = a, br = b−1⟩

⟨a, b, r | ab = ba, r2 = 1, ar = b, br = a⟩

として与えられる二種類があり，固定化群の図はそれぞれ以下の通り：
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点群が二面体群D2 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, r, s | ab = ba, s2 = 1, as = a−1, bs = b−1, r2 = 1, ar = a, br = b−1, (sr)2 = 1⟩

⟨a, b, r, s | ab = ba, s2 = 1, as = a−1, bs = b−1, r2 = 1, ar = b, br = a, (sr)2 = 1⟩

として与えられる四種類があり，固定化群の図はそれぞれ以下の通り：
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点群が二面体群D3 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, r, s | ab = ba, s3 = 1, as = a−1b, bs = a−1, r2 = 1, ar = a, br = ab−1, (sr)2 = 1⟩

⟨a, b, r, s | ab = ba, s3 = 1, as = a−1b, bs = a−1, r2 = 1, ar = b, br = a, (sr)2 = 1⟩

として与えられる二種類があり，固定化群の図はそれぞれ以下の通り：
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点群が二面体群D4 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, r, s | ab = ba, s4 = 1, as = b, bs = a−1, r2 = 1, ar = a, br = b−1, (sr)2 = 1⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：
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点群が二面体群D6 の場合：平面結晶群は

⟨a, b, r, s | ab = ba, s6 = 1, as = b, bs = a−1b, r2 = 1, ar = b, br = a, (sr)2 = 1⟩

として与えられるもののみで，固定化群の図は以下の通り：
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6 終わりに

本論文では全 17種類の平面結晶群のうち，半直積として表される 13種類に対して既約表現を分類

した．しかしMackeyの理論自体は，半直積として表されない結晶群も適用範囲として含んでいるた

め，残りの 1種類も多少複雑にはなれど容易に記述できると期待できる．

一方 3次元以上の結晶群については，同値類の数が飛躍的に増加するため，一つ一つ考察してゆくの

は困難があると思われる．だが分類の仕組み自体は平面の場合と変わらないため，結晶群の構造さえ

具体的に与えられれば既約表現の分類は機械的に行えると期待できる．

現在知られている結晶群の分類をまず数学的に分かりやすいかたちに書き換え，その上で本論文の

方法に則って既約表現の分類を試みる，というのは次に考えられる課題であると言える．
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