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概 要
化学反応の数学的モデルを与える方法の一つにWaddington解釈と呼ばれる力学系を用いた方

法がある [3]. すでにAbdlah,Quian,Vecchioらにより iPS細胞の培養に対応するこのWaddington
解釈を用いたモデルが与えられている [1]. 本稿ではこのモデルについて安定性を解析した.

1 はじめに

本稿では iPS細胞の培養に対応する力学系モデルの解析について説明する.

Waddington解釈とはWaddingtonにより [3]で提唱された化学反応を力学系を用いて解釈する手法

である. このとき化学反応とは力学系の定常安定点から別の定常安定点への移動と理解される. この

手法ではまず考えたい化学反応に関連のある因子をあげる. そして各因子の間の相互作用から力学系

(常微分方程式系)を定めるのである. 複雑な反応機構ではなく, あくまで相互作用のみから化学反応

を数学的に解析できるのがこの手法の特色である.

iPS細胞の培養においては Abdlah,Quian,Vecchioらにより実験結果を元にして以下のようなモデル

が提唱されている.

dO

dt
= −k1O +

a1O
2 + b1N

2 + c1O
2N2 + η1

1 +O2 +N2 + γO2N2
, (1.1)

dN

dt
= −k2N +

a2O
2 + b2N

2 + c2O
2N2 + η2

1 +O2 +N2 + γO2N2 + dO4
(1.2)

ただし、O,N はそれぞれ iPS細胞の培養に関わる因子の濃度である.

彼らはさらに [1]で以下のような解析を行った.

• 数値計算により (1.1)および (1.2)に iPS細胞に対応する定常安定点が存在することを確認.

• (1.1)および (1.2)に摂動を加えた

dO

dt
= −k1O +

a1O
2 + b1N

2 + c1O
2N2 + η1

1 +O2 +N2 + γO2N2
+ e1, (1.3)

dN

dt
= −k2N +

a2O
2 + b2N

2 + c2O
2N2 + η2

1 +O2 +N2 + γO2N2 + dO4
+ e2 (1.4)

について数値計算を行い e1, e2に特定の正の値を代入した場合に iPS細胞に対応する定常安定

点が消失することを確認.

彼らは上の数値計算の結果から、iPS細胞の培養は成功率が低いことが知られているが、それは iPS

細胞の培養に対応する微分方程式が摂動について不安であるためだという解釈を与えた. しかし、こ

の結果はあくまで数値計算によるものであり十分な数学的考察がなされたとは言い難い.

そこで本稿では分岐理論を用いて (1.1)および (1.2)の微分方程式に一般の摂動を加えた場合の安定

性を 2節で説明する分岐理論を用いて解析する.

2 iPS細胞のモデルと主結果

2.1 モデル

本稿では先行結果を元に，z = (x, y) ∈ R2 に対して以下の微分方程式を考える．

dz

dt
= F (z) + r (2.1)
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ただし

r = (r1, r2) ∈ R2,

F (z) = (F1(z), F2(z)),

F1(z) = −k1x+
a1x

2 + b1y
2 + c1x

2y2 + η1
1 + x2 + y2 + γx2y2

,

F2(z) = −k2y +
a2x

2 + b2y
2 + c2x

2y2 + η2
1 + x2 + y2 + γx2y2 + dx4

である．

2.2 分岐

本稿では分岐理論については分岐の定義に触れるのみにとどめる. 分岐理論に関する詳しい解説は

[2][4]などを参考にされたい.

以下の形の常微分方程式を考える.

dx

dt
= Fα(x) (2.2)

ただし x ∈ Rn,α ∈ Rm であり Fα : Rn → Rn である.

定義 1. 微分方程式 (2.1)が (x0, α0) ∈ Rn × Rm で分岐するとはDxFα0(x0)の固有値に実部が 0で

あるものが存在しないことである.

2.3 主結果

分岐理論を考えているモデル (2.1)に適用することにより以下の定理を得る.

定理 1. F (z0) = 0を満たす z0 = (x0, y0)についてDzF (z0)の固有値に実部が 0であるものが存在

せず，|r|が十分に小さければ (3.1)の定常安定点で分岐は発生しない.

注意 2. この結果は十分にエラーが小さければ定常安定点は消失しないことを示すものである．つま

り適切な意味で iPS細胞の培養にも安定性があることを示すものである．ただし、ここでは |r|につ
いて定性的な評価を得ることはできないので先行結果である計算結果と矛盾するものではない．

3 主結果の証明

DF (z)の固有多項式 P (λ)は以下の形で与えられる.

P (λ) = λ2 − (DxF1(z) +DyF2(z))λ+DxF1(z)DyF2(z)−DyF1(z)DxF2(z)

もしもDF (z)が実部が 0の固有値を持つ場合,各成分が実数であることから固有多項式の係数につい

て以下のどちらかが成り立つ

1. DxF1(z) +DyF2(z) = 0かつDxF1(z)DyF2(z)−DyF1(z)DxF2(z) ≥ 0

2. DxF1(z)DyF2(z)−DyF1(z)DxF2(z) = 0.

F (z)は z について C∞ 級であることと F (z0) = 0を満たす z0 = (x0, y0)についてDzF (z0)の固有

値に実部が 0であるものが存在しないことから，|e|が十分に小さければ F (z) + e = 0となる zにお

いて以下の 2つが成立する.

1. DxF1(z) +DyF2(z) ̸= 0またはDxF1(z)DyF2(z)−DyF1(z)DxF2(z) < 0

2. DxF1(z)DyF2(z)−DyF1(z)DxF2(z) ̸= 0.

この時すでに挙げたDF (z)が実部が 0の固有値を持つ時に満たされる性質はどちらも満たされない

ので |r|が十分に小さければ F (z) + r = 0となる zについて分岐は起きないことが示された.
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