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概 要

Orthogonal ニューラルネットワークの特別なクラスとして、Hermite–Rodriguez ニューラル
ネットワーク [6]がある。Hermite–Rodriguez関数は電気刺激された器官から受信したインパルス
応答信号に似ているので、そのニューラルネットワークは生物医学研究でよく使われている。

2つの Hermite—Rodriguez関数で近似された信号の畳み込みを計算する問題がよく出てくる。
Hermite–Rodriguez関数の場合で具体的な公式が知られているため、計算でも、理論的な推計で
も、簡単に得られる。本論文でその畳み込み公式の一般化を得た。その一般化はもっと広い関数ク
ラス (Gegenbauer関数)で記述できる。

Gegenbauer関数に対して Orthogonal ニューラルネットワークの新しいクラスを定義するこ
とができる。その新しいニューラルネットワーククラスの性質を調べることは今後の課題である。

1 背景

1.1 Orthogonal ニューラルネットワーク

図 1: Orthogonal ニューラルネットワーク ([11]から)

考え方. 直交関数 {Φi} によって、入力信号 y(x) を近似しよう：

y(x) ≈ ŷ(x) :=

N∑
i=1

ω̂iΦi(x).

このような見方で、ニューラルネットワークを関数解析と結べる！

1.1.1 利点

• 構築が簡単；

• パラメータの個数が相対的に少ない；

• 与えられた問題領域に対して、適当な直交函数システムを選べる（例、生物医工学に対して、
Hermite 函数）；

• 誤差推定を簡単にできる（⇒ 収束速度を予測できる）；

• トレーニング戦略が多い；

• ある直交函数システムに対して、再帰的関係を用い、計算を高速化できる（例、Lagrange,

Hermite 函数/多項式）．
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図 2: ([11] から)

1.2 Hermitian ニューラルネットワークの畳み込み

1.2.1 なぜ Hermitian ニューラルネットワーク?

hn(t) =
Hn(t)e

−t2/2√
2nn!

√
π

(Hermite 函数);

Hn(t) = (−1)net
2 dn

dtn e
−t2 (Hermite 多項式).

• 低次 Hermite 函数が生物医工学で出てくる大切な信号を似ている；

• 具体的な再帰関係が知られている：Hn+1(t) = 2tHn(t)− 2nHn−1(t)（上記の議論を参照して

ください）；

• ハードウェアで実装できる [1, 2, 7] .

更に、Hermite 函数が良い解析性質を持つ：

• フーリエ変換で不変性を持つ：

F(hn) = (−i)
n
√
2πhn ⇒ F (ŷ) =

N∑
j=1

ω̂j(−i)j
√
2πhj

 ;

• h0 はガウスフィルタである：

⇒ e−t2/2 ∗ y ≈ e−t2/2 ∗ ŷ =

N∑
i=1

ω̂i (hi ∗ h0)

1.2.2 なぜ畳み込み？

２つ Hermite ニューラルネットワークの畳み込みを計算する必要がよくある（例、ノイズ信号をガ

ウス関数で復元するため）

y1 ∗ y2 ≈ ŷ1 ∗ ŷ2 =

N∑
i,j=1

a
(1)
i a

(2)
j (hi ∗ hj) .

具体的な畳み込み公式

(hi ∗ hj) (t) =

 (−1)
i+j

li−j
j

(
t2

2

)
, t ≥ 0

li−j
j

(
t2

2

)
, t < 0

(j ≤ i).

が知られているお陰で、

• 特殊関数／特殊多項式の計算のため、早い方法が知られている（例、再帰的関係で）；

• 漸近分析と誤差推定を正確にできる．
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1.3 Hermite-Rodriguez ニューラルネットワーク

1.3.1 Hermite-Rodriguez 函数

Hermite-Rodriguez 函数に対して同じ理論を応用できる:

hri(t) =
hi(t)e

−t2/2

π1/4
=

Hi(t)e
−t2

√
2ii!π

.

Hermite-Rodriguez 函数に対しても、具体的な畳み込み公式も知られている：

(hri ∗ hrj) (t) =

√
(i+ j)!

2i+ji!j!
hri+j

(
t√
2

)
. (1.1)

Hermite-Rodriguez 函数は高周波信号（すなわち、グリッチ）の解析で応用される [5]．

2 主結果

命題 1 Reλ > 0,Reµ > 0,Re ν > 0の時、次の積分公式が成り立つ。

1∫
−1

1∫
−1

|s+ t|2ν(1− s2)λ−
1
2 (1− t2)µ−

1
2Cλ

ℓ (s)C
µ
m(t)dsdt

=
(−ν) ℓ+m

2
(−1)

ℓ+m
2 π

1
2 (2λ)ℓ(2µ)mΓ

(
λ+ 1

2

)
Γ
(
µ+ 1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ(λ+ µ+ 2ν + 1)

ℓ!m!Γ
(
λ+ ν + ℓ−m

2 + 1
)
Γ
(
µ+ ν − ℓ−m

2 + 1
)
Γ
(
λ+ µ+ ν + ℓ+m

2 + 1
) . (2.1)

ここで Cλ
ℓ (s)は ℓ次 Gegenbauer 多項式である。また、(y)nは Pochhammer記号を表し、以下のよ

うに定義される。

(y)n :=
Γ(y + n)

Γ(y)
= y(y + 1) · · · (y + n− 1).

2.1 特殊化と hierarchy

命題 1の ℓ = m = 0に対する積分公式は以下の形で与えられる

1∫
−1

1∫
−1

|s− t|2ν
(
1− s2

)λ− 1
2
(
1− t2

)µ− 1
2 dsdt

=
π

1
2Γ

(
λ+ 1

2

)
Γ
(
µ+ 1

2

)
Γ
(
ν + 1

2

)
Γ (λ+ µ+ 2ν + 1)

Γ (λ+ ν + 1)Γ (µ+ ν + 1)Γ (λ+ µ+ ν + 1)
. (2.2)

この特殊化はWarnaar [10]、Varchenko、Tarasov [9] などによる Selberg [8] 型の積分の一般化の特

別な場合と関係する。それらを図３にまとめる。青い数字は公式に含まれる連続パラメータの個数で

ある。

2.2 命題 1の極限値

最後に、命題 1 に関して、パラメータが無限になったときの極限値を考える。

まず、エルミート多項式を復習する。エルミート多項式 {Hn(x)}∞n=1は、L2
(
R, e− x2

2 dx
)
の直交多

項式であり、Gegenbauer多項式の極限として再現できる:

Hn(x) = n! lim
λ→∞

λ−n
2 Cλ

n

(
x√
λ

)
.
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Warnaar Tarasov-Varchenko Dotsenko-Fateev

命題 1 Selberg

3

2 2 2 2

ℓ = m = 0

(2.2)

4 4 3

3 3

図 3: 命題 1の ℓ = m = 0の特別の場合とその関連結果。ただし、欄外の青い数字は積分公式に含ま

れる連続パラメータの個数である.

最初の数項を挙げよう。

H0(x) = 1,

H1(x) = 2x,

H2(x) = 4x2 − 2,

H3(x) = 8x3 − 12x,

H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12.

命題 1において µ/λを一定にした上で λ, µ → ∞ という極限をとれば、Gegenbauer多項式に関する

積分公式からエルミート多項式に関する以下の積分公式を得る。

系 2 Re ν > − 1
2 をみたす複素数 νと実数 wに対して、ℓ+mが偶数のとき、以下の積分公式が成り

立つ:

∞∫
−∞

∞∫
−∞

|x− wy|2νe−x2−y2

Hℓ(x)Hm(y)dxdy

= (−ν) ℓ+m
2

(−1)
ℓ−m

2 2ℓ+mπ
1
2Γ

(
1

2
+ ν

)
(w2 + 1)ν−

ℓ+m
2 wm. (2.3)

系 2 で述べた積分公式の２通りの特殊値を考えると、それぞれ Mehta 積分 (Fact 3) の特殊値、

Hermite–Rodriguez 関数の畳み込みの公式 (Fact 4) が再証明できる。

Fact 3 (Mehta積分, [6])

(2π)−
k
2

∫
Rk

∏
1≤i<j≤k

|ti − tj |2γ exp
(
− |t|2 /2

)
dt =

k∏
j=1

Γ (1 + jγ)

Γ(1 + γ)
.

系 2 で述べた積分公式において w = 1, ℓ = m = 0 を代入すると、Mehta積分 [6] の k = 2 の場合に

なる：
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系 2
w = 1

ℓ = m = 0

%-SS
SSSS

SSSS
SSSS

SSSS

SSSS
SSSS

SSSS
SSSS

SS
Mehta積分

k = 2

px iiii
iiii

iiii
iiii

i

iiii
iiii

iiii
iiii

i

∞∫
−∞

∞∫
−∞

|x− y|2ν e−x2−y2

dxdy =ガンマ関数の積

一方、系 2 で述べた積分公式において s = x− yと変数変換し、w = 1を代入すれば、次の公式（正

確には、そのMellin変換）が得られる。

Fact 4 ([3, (18)]) Hermite–Rodriguez 関数 [12]

wλ,n(t) :=
1√
2nn!

1√
πλ

Hn

(
t

λ

)
e−

t2

λ2 , λ > 0

に関して、次の畳込みの公式が成り立つ。

wλ,n ∗ wλ,k(t) =

√
(n+ k)!

2n+kn!k!
w√

2λ,n+k(t). (2.4)

以上の結果の詳しい証明とこの結果の一般化は小林俊行教授との共同研究として他の論文で出版予

定である。
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