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代数的ファイバー空間とは退化を許した代数多様体の族であって，一般ファイバーだけでなく全空間お
よび底空間も代数多様体の構造を持つものである．より正確には，射影多様体間の分離的全射 f : X → Y

で連結なファイバーを持つものとして定義される．代数多様体の分類のためには，X,Y および幾何学
的生成ファイバー Xη の関係について考察することが重要な役割を果たす．本論文では (反)標準因子
の性質に着目し，それらの関係を研究する．
標数 0においては，代数的ファイバー空間に関する重要な定理が多く知られている．例えば Birkar

やYifei Chen，藤野，權業，Kollár，宮岡および森によって，X 上の反標準因子が持つ正値性はしばし
ば Y 上の反標準因子へと受け継がれることが示された．また標準因子に関しては，半正値性定理，弱
正値性定理および飯高予想の部分解決などが，Birkarや藤野，藤田，川又，Kollárおよび Viehwegを
含む多くの数学者の貢献により確立された．
しかしながら，上述した結果の多くは Hodge理論からの帰結や，特異点解消の存在，弱半安定還元

定理などに依存しているため，正標数の場合にそのまま適用することはできない．本論文では，この問
題点を F 特異点の手法によって解決し，標数 0における代数的ファイバー空間に関するいくつかの結
果の類似を，正標数の場合に証明する．
以下では，代数的ファイバー空間とは代数閉体上定義された滑らかな射影多様体間の分離的全射で連

結なファイバーを持つものとする．なお以下に紹介する各定理は，本文中ではより一般の状況で証明さ
れている．

1. 弱正値性定理について

f : X → Y を代数的ファイバー空間とする．相対的標準層 ωX/Y = ωX ⊗ f∗ω−1
Y の冪 ωm

X/Y の順像
層 f∗ω

m
X/Y が持つ正値性は，代数幾何学において重要な役割を果たす．標数 0においては f∗ω

m
X/Y の正

値性について多くの結果が知られている．藤田 [5]は Y が曲線の場合に f∗ωX/Y がネフなベクトル束
となることを示した．川又はこれを m ≥ 2の場合 [8]，および dimY ≥ 2の場合 [7]に一般化し，そ
れらの帰結として飯高予想を Y が曲線の場合，および Y が一般型でかつ κ(X) ≥ 0の場合に，それぞ
れ解決した．飯高予想については後述する．また Viehweg [14]は各 m > 0に対して f∗ω

m
X/Y が弱正

であることを示し，その系として Y が一般型の場合に飯高予想を解決した．ここで連接層の弱正値性
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(Definition 3.1.1)とはベクトル束のネフ性を自然に弱めた概念であり，曲線上のベクトル束の場合には
ネフ性と同値となる．
本論文では弱正値性定理，即ちViehweg [14]の結果の，正標数における類似について研究する．以下

では f : X → Y を標数 p > 0の代数的ファイバー空間とする．Patakfalvi [11]は Y が曲線，ωX/Y が
f 豊富で，Xη が正規かつ F 純特異点 (Definition 1.3.1)のみを持つならば，各m ≫ 0に対し f∗ω

m
X/Y

がネフなベクトル束となることを示した．我々は Patakfalviの結果を以下のように一般化する．

定理 1.1 (Theorem 4.1.1). 上記の状況で，

(i) 幾何学的生成ファイバーXη の標準環 R(Xη, ωXη )が有限生成であり，かつ

(ii) ある整数m0 > 0が存在し，各m ≥ m0 に対し

S0(Xη, ω
m
Xη

) = H0(Xη, ω
m
Xη

)

を満たすならば，

各m ≥ m0 に対し f∗ω
m
X/Y は弱正となる．

ここでGorenstein射影多様体V に対し，S0(V, ωm
V )はFrobenius射の跡写像によって定まるH0(V, ωm

V )

の部分空間であり，それが大きいとき V は標数 0の場合に近い性質を持つと考えられている (Defini-

tion 2.1.2)．条件 (i)と (ii)は例えば，ωXηが豊富かつXηがF 純特異点のみを持つ場合 (Example 2.1.11)

や，Xη が滑らかな一般型曲面でかつ p > 5の場合 (Corollary 2.2.8)に満たされる．特に前者の場合に
おいて定理 1.1は Patakfalvi [11]の結果を含んでいる．また後述するように，後者の場合において定
理 1.1は全空間が 3次元の場合の飯高予想 (定理 2.1)に応用される．

2. 飯高予想について

小平次元は最も重要な双有理不変量の 1つであり，代数多様体の双有理分類において鍵となる役割を
果たす．n,mを自然数とし，f : X → Y を dimX = nかつ dimY = mを満たす代数的ファイバー空
間であって滑らかな幾何学的生成ファイバー Xη を持つものとする．飯高の Cn,m 予想 (または飯高予
想)とはX,Y およびXη の小平次元 κについて劣加法性

κ(X) ≥ κ(Xη) + κ(Y )

が成り立つという未解決予想である．第 6章において述べるように，標数 0の場合には飯高予想に関す
る多くの結果が知られている．特に川又 [9]はこの予想を極小モデル理論の問題へと完全に帰着した．
正標数における飯高予想の研究も近年進展を見せている．以下では基礎体 k を標数 p > 0を持つ代

数閉体とする．Chen–Zhang [3]は n−m = 1の場合に Cn,m 予想を解決した．Patakfalvi [12]は Y が
一般型でかつ S0(Xη, ωXη ) ̸= 0の場合に予想を解決した．また Birkar–Chen–Zhang [1]は Cn,m予想を
n = 3, p > 5かつ k = Fp の場合に解決した．本論文では Birkar–Chen–Zhang による結果の一般化で
ある次の定理を証明する．

定理 2.1 (Theorem 6.1.2). dimX = 3, p > 5ならば不等式 κ(X) ≥ κ(Xη) + κ(Y )が成り立つ．

この定理の証明は，κ(Xη)の値により場合分けされる．κ(Xη) = 0, 1の場合は極小モデル理論を用い
て示され，κ(Xη) = 2の場合は以下の定理から直ちに従う．
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定理 2.2 (Theorem 6.1.3). Y が曲線または一般型の多様体とする．定理 1.1の条件 (i), (ii)が満たされ
るとき，不等式 κ(X) ≥ κ(Xη) + κ(Y )が成り立つ．

3. 反標準因子の正値性について

ここでは代数的ファイバー空間より一般に，代数閉体上定義された滑らかな射影多様体間の分離的
全射 f : X → Y を扱う．前述したように，X の反標準因子 −KX の正値性はしばしば −KY の正値性
を誘導する．f が滑らかな場合には，任意標数において，−KX が豊富ならば −KY も豊富であること
が，Kollár–宮岡–森 [10]により証明された．同様の手法により，−KX がネフならば −KY もネフであ
ることが示される．標数 0においては，“ネフかつ巨大”という正値性について上記と同様の主張が成
り立つことが，藤野–權業 [4]により示された．f が滑らかとは限らない場合でも，標数 0においては，
−KX がネフ (resp. ネフかつ巨大)ならば，−KY は擬有効 (resp. 巨大)であることが，Chen–Zhang [2]

(resp. Prokhorov–Shokurov [13]) により示されている．
本論文では幾何学的生成ファイバーが F 純または強 F 正則特異点 (Definition 1.3.1)のみを持つとい

う仮定の下で，上述の結果 (の一般化)が正標数においても成り立つことを証明する．

定理 3.1 (Theorem 5.1.1). f : X → Y を標数 p > 0の代数閉体上定義された滑らかな射影多様体の間
の分離的な全射とする．以下を満たす (スキーム論的)点 y ∈ Y の全体からなる集合を S と書く：

(i) dimXy = dimX − dimY．

(ii) y上の幾何学的ファイバーXy は F 純特異点しか持たない．

Dを Y 上の Q因子とする．このとき，もし −(KX + f∗D)がネフならば，−(KY +D)は S 上で弱正
となる．

Y の部分集合 Sに対し，S上の弱正値性 (Definitions 3.1.1 and 3.1.5)とは，Q因子のネフ性を一般化
した概念で，S = Y の場合はネフ性に同値となり，S = {η}(ηは Y の生成点)の場合は擬有効性に同値
となる (Remark 3.1.2)．定理 3.1はその系として藤野–權業，Chen–ZhangおよびProkhorov–Shokurov

の結果を正標数へ拡張する (Theorems 5.1.3 and 5.1.5)．また定理 3.1は定理 2.1の証明に必要である．
さらに定理 3.1は，正標数還元を介して任意標数の場合にも応用される (cf. Theorems 5.1.6 and 5.1.7)．

4. いつ Albanese射は代数的ファイバー空間となるか?

Albanese射は非正な小平次元を持つ代数多様体の研究において重要な道具となる．標数 0において
は，滑らかな射影多様体の小平次元が 0に等しいとき，その Albanese射は代数的ファイバー空間とな
ることが，川又 [7]により示された．Zhang [16]は同様の主張を反標準因子がネフな場合に示した．正
標数では，滑らかな射影多様体の S小平次元が 0に等しいとき，その Albanese射は全射であることが
Hacon–Patakfalvi [6]により示された．ここで S 小平次元とは小平次元の類似概念であり，Frobenius

射の跡写像を用いて定義される．近年Wang [15]は，3次元正規射影多様体が半豊富な反標準因子を持
つとき，Albanese射 aの一般ファイバーが F 純特異点しか持たないならば，aは全射であることを示
した．本論文では以下を示す．
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定理 4.1. X を標数 p > 0の代数閉体上定義された滑らかな射影多様体とする．X の Albanese射を
a : X → Aと表し，Xη を aの像の上での幾何学的生成ファイバーとする．以下のいずれかが成り立つ
とき，aは代数的ファイバー空間となる：

I. (Theorem7.1.1) −KX がネフであり，かつXη が F 純特異点のみを持つ．

II. (Theorem7.1.3) X が大域的 F 分裂である．即ち Frobenius射OX → FX∗OX がOX 加群の射と
して分裂する．

Iの場合はWang [15]の結果を任意次元に一般化し，かつ Zhang [16]の結果を正標数へ拡張してい
る．また IIの場合の系として，通常 Abel多様体，即ち p階数が次元に等しい Abel多様体を，大域的
F 分裂性と等号 b1(X) = 2 dimX によって特徴づけることができる (Theorem 7.1.4)．
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