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森による Hartshorne予想の解決によって, 豊富な接束を持つ滑らかな代数多様体は射影空間に
限ることが示されている [8]. 本論文では, Fano多様体の分類問題のうち, この森の結果の一般化に
相当する二つの問題について調べている. 以下, 複素数体上定義された射影的代数多様体を考える.

1 ネフな接束をもつ Fano多様体
森の定理は, 接束の正値性が多様体を決定するほど強い条件であることを意味している. 同様に
接束が半正値性をもつ場合にも, 多様体の分類が可能であることが示唆されるが, そのような一般
化のひとつとして Campanaと Peternellによる次の予想がある [1]:

予想 1.1 (Campana-Peternell予想). 接束がネフな Fano多様体 X は有理等質多様体である.

低次元の場合の予想 1.1は, 5次元以下のときに正しいことが知られている [1, 3, 5–7, 17]. 本論
文の第一部は, 5次元までの結果を Picard数が 1より大きい場合に一般化すること, 及びその過程
で得られた多様体のクラスに関する考察からなる.

1.1 ρX > dimX − 5の場合の予想 1.1

本論文の Chapter 2では, 5次元までの結果を使い, その一般化として次を示している:

定理 1.2. ρX > dimX − 5 の場合に予想 1.1は正しい.

ρX > dimX − 4の場合は, 渡辺によっても示されている [18]. 本論文の証明と渡辺の証明はと
もに端射線収縮をもとに X を調べることで行われており, 双方に共通する新しい点は, ρX が十分
に大きい場合に, [10,12]で得られている完全旗多様体の特徴づけ及びその性質を応用している点に
ある. 一方で, 本論文では, その方法を用いて, より一般的な主張である 2ρX + 1 ≥ nを満たす場合
の分解定理を与えている点で, 渡辺の証明とは異なっている.

1.2 有理等質多様体の特徴づけについて

本論文の Chapter 3では, 予想 1.1への Picard数に関する帰納的なアプローチに基づき, 次の条
件を満たす Fano多様体について考察がなされる.
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条件 (∗). 勝手な端射線収縮の列 X
f1−→ X1

f2−→ · · · fm−1−−−→ Xm−1
fm−−→ Xm に対して, 各 fi は滑ら

かであり, すべてのファイバーは有理等質多様体である.

このような条件を考える理由の一つに技術的な理由がある. 条件 (∗)を満たす Fano多様体の分
類は, 予想 1.1を Picard数が 1の場合に帰着するのである. また, 単に, 有理等質多様体の端射線
理論における特徴付けを考えるという動機もある. 有理等質多様体は条件 (∗)を満たしており, 逆
に, この性質が等質性を導くのではないかという期待から条件 (∗)を満たす Fano多様体を調べる
のである. 実際に定理 1.2の証明では ρX > dimX − 5なる仮定と条件 (∗)しか使っておらず, そ
の証明から次を得る:

定理 1.3. X を条件 (∗)を満たす Fano多様体とする. ρX > dimX − 5のとき, X は有理等質多
様体である.

以上から, 条件 (∗)が等質性を導くかという問題や, 予想 1.1との関連が考えられる:

問題 1.4. 条件 (∗)を満たす Fano多様体 X は (1) 有理等質多様体か? (2) その接束はネフか?

問題 1.4 (2)は, 接束のネフ性と端射的有理曲線の関係についての Campanaと Peternellの問題
[2, Problem 6.4]に由来する.

本論文の Chapter 3では, 問題 1.4を ρX > dimX − 6の範囲で調べることを主眼としており,

まず問題 1.4 が一般には正しくないことを明らかにしている. 実際, 次のような Fano 多様体 X0

が Ottavianiによって構成されている [13]: X0 は Picard数が 2の 7次元 Fano多様体であり, Q5

上の P2 束の構造を二つ持つ. とくに X0 は条件 (∗)を満たす. X0 が有理等質多様体ではないこと
は, 有理等質多様体の分類から従う. 特に問題 1.4 (1) は一般には正しくない. 本論文 Chapter 3

では, より強く, その接束がネフでないこと, 従って問題 1.4 (2)も一般には正しくないことを示し
ている. さらに Chapter 3の主定理では, ρX > dimX − 6の範囲で等質でない例は, 本質的には
上述の X0 のみであることを示している:

定理 1.5. X を条件 (∗)をみたす Fano多様体とする. ρX > dimX − 6とする. するとX は有理
等質多様体であるか, X ≃

(
P1

)n−7 ×X0 が成り立つ.

系として, ρX > dimX − 6の場合の予想 1.1は, 6次元 Picard数が 1の場合に帰着される.

2 Fano多様体と豊富ベクトル束
本論文の第 2部では, 向井 [9]によって導入された次の条件を満たす対 (X,E )の分類問題を, 階
数の大きい場合に取り扱っている:

• X は滑らかな Fano多様体, E は豊富なベクトル束であって, c1(X) = c1(E )を満たす.

条件を満たす対を向井対と呼ぶことにする. 対 (Pn, TPn) は向井対の一つであり, したがって, 向井
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対の分類問題は, Hartshorne予想の一般化とみなせる. そのほかにも, 向井対の分類は, 射影束の
構造を持つ Fano多様体の分類問題, 及び一般偏極多様体の理論とも関連している点で重要である.

rank E = r なる向井対 (X,E ) は, 指数 r の Fano 多様体の一般化とみなせる. 実際, 指数 r の
Fano多様体X が与えられたとき,対 (X,O(−KX/r)⊕r)は条件を満たしている. 指数が dimX−2

以上の Fano 多様体 X の分類は, 小林, 落合, 藤田, 向井によって与えられていた. 向井は同様に
rank E の大きい対 (X,E )の分類問題を提示し, より具体的には rank E ≥ dimX なる場合の分類
表を予想していた [9]. この向井の予想は藤田, Peternell, Ye-Zhangらによって独立に正しいこと
が確認されている [4, 14, 15, 20]. また Peternell-Szurek-Wísniewskiは rank E = dimX − 1 なる
場合の分類を与えている [16], [19, dimX = 3の場合].

本論文の第二部では, 次いで階数の大きい場合である rank E = dimX − 2なる場合を取り扱う.

dimX = 3 かつ rank E = 1の場合は E = O(−KX)であり, したがって, 対の分類は 3次元 Fano

多様体の分類と同値である. これは, Fano, Iskovskih, Shokurov, 藤田, 森, 向井によって為され
ていた. Novelli-Occhetta は dimX = 4 かつ rank E = 2 なる対を分類している [11]. 本論文の
Chapter 4では, rank E = dimX − 2 かつ dimX ≥ 5なる場合の分類を与えている:

定理 2.1. 向井対 (X,E )が rank E = dimX − 2かつ dimX ≥ 5 を満たすとする. このとき,

(1) X は Pn, Qn, del Pezzo 多様体, 向井多様体, P2 × P3 のいずれかに同型であり,

(2) E が直線束の直和に分裂しない対 (X,E )の同型類はちょうど 8つある.

8つある非分裂型の対の詳細については, 本論文に譲るが, 各対は有理等質多様体やその上の普遍
ベクトル束を用いて記述できる点において, 向井多様体の分類, その記述と似ている.
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