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要約 111 

要約

第 1 草では，研究の背景. 目的が述べられるとともに，本研究で~り扱う ー伎座係系にお

けるラージエデイシミュレーシヨンの現状および円住周りの流れの概要について同機認され
一，
r.>. 

第2章では，信頼性の高い一般l鑑線系における1:r!浪差分スキームを構成するため，森西

( 1996a)が正規i直交座標系において展開したJh礎万科式の解析的保存特性に|渇する議論が，変

数変換に基づく単純な座僚変換の慨念を導入して ー再生座標系に拡張され，森西(1996a~ b. 

1998a ~ c)により運動呈および運動エネルギーの保存特性に関して再検討または新たに遇切

になるように提案された等間|塙正規直ぅ<:J'If標系における 2次精度および4次精度差分スキー

ムが.比較的簡単に一般座標系に拡張できることが示される それに基づき，スタガ ド，

レギュラおよびコロケート絡 jニ系において， 一般1'[傍系2E分スキームが構成される

第 3 宣言では ， 本研究で使用される ~I'圧縮性流れの計算手法について説明される .

員~ 4章では，E高2君主で憐成された一般股標系差分スキームが検証される .まず， 一般康保

系差分スキームの保存料・性を調査するため，述勤武と運動エネルギーの総盆が時間的に保存

されるべき 2次元j罰則的非車内性流の数値実験(森内 1996c)が行われ，不等間|椅非自交性であ

る任意の一般!屯探系絡下において運動抵のみならず運動エネルギーの保存特性が適切である

のは，第 21主で情成された一般~傑系における修正コロケート佑子系表分スキームであるこ

とが証明される次に， ー紋騒傑系差分スキームの実!僚の非圧縮性i5Li!t[場への適)fj{ylJとして，

'jI行手収問内乱流の直接数値シミュ レーションが行われ.運動エネルギーを適切に保存する

一般座標系における修正コロケート格子系差分スキームは，計算結果が百，.t):格子に依存しな

い優れた特性を持つことが明らかにされる.

第 5i'主において，ラージエデイシミュレーションの基礎)iね式およびSGSモデルの定式化

が再確認される さらに，ラージエディシミュレーションを俊幸fg形状占L流に適用可能とする

ために一般康保系におけるのラージエディシミュレーションの定式化について再検討される.

また，本研究で採閉した 般庵傑系におけるラージエデイシミュレーションのJ'E式化の妥当

性をゆ] らかにするため， τrc行平板間 I;I~百L 流のラージエディシミュレーションカマ行われる .

首l;6辛では目第 5常で検証された 一般座標系におけるラージエデインミュレーション手法

をを円相o}珂りの流れに適用 し，従米の;A!験結巣との比較から一般的号機系におけるラージエ

デイシミュレーションの布効性を検証する



婆約 IV 

首~n主に， 本研究全体の結論が述べられる

最後にAppendixAでは.本研究の主題からは航れるが，復制t再Uf，O揚のラージエディシミ ュ

レーションの{~~として ， fiJ.f上周りの流れのラージエデイシミュレーションについて述べられ

る . また ， ラージエデイシミ ュ レ ーシヨンにおける}il.Uこ追分の迎JTl の 26響についても w~I1まさ

れ，その問題点がIYJらかにされる .
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第 1章

序
三企ト

日間

1.1 本研究の背景および目的

第 1章序論

非圧縮位舌L流の支配方経式の離散化手法として，スペクトル法.有限差分法，有限体積法，

有限~素法. i尚法といった }j法があり， it.Eれ場の特性や必要ーとされる計算精度に応じて計算

方法を選択することがi主要である.スベクトル法は.i.庇れ場を記述する支配方程式系を打ち

切り誤差なしで離散化することができるため，最も高精度である 従って.スベクトル法は

一機等方性舌L流や平行平仮間内流れの直後数値シミュレーション(DNS，旦irecr!:iumerical 

~ímul a lí o n)やラージエデイシミュレーション (LES. 1，arge 5_ddy ~imu l alion ) に適用され，高

精度な結果を提供するとともに，乱流の理解に貢献してきた.しかし.スペクトル法は，流

れ場の幾何形状の柔軟切に優れた有限要素法を組み合わせたスベクトル有限要素法(Spectral

element rnelhod)に拡張された例を除いて，基本的には直交座標系の単純な}惨状の低レイノル

ズ数流れへの適別に限定される.しかし，円動車周りの流れや各筏流体機械内部の流れに代

表されるような工業的な流れ湯は， 一般的に複雑JIHkであるとともにレイノルズ数が 10'を

結える高レイノルズ数流れである場合が大部分を占める.従って，自動車ー航空機などといっ

た輸送機関やポンプ，任約機といった流体関連俊裕の性能向上や高効率化を図るためには，

複雑形状 ・高レイノルズ数百L流場に対する信頼性の広い百十貸手法を開発することが急務であ

る.

乱流場Ijl に存可tする微々なスケー 1レの渦を ffJi!~すると.大スケー Jレ渦は流れ場や主流の状

態に影響されて大きく異なるのに対して，小スケールの渦(;1.等方的で比較的普遍(19性質を持

つことがわかる.高波数の小スケー Jレ渦に対しては，その性質の替遇制iに若目しモデル化を

行う一方，計算倫子で解像できる低波数の大スケール構造に|制 しては直接数料i計算で解析す

る手法がラージエデイシミュレーションである.ラージエデイシミュレーションは直後数値

シミュレーションと比較すると， 一般的に計算絡子の解像度に対する要求が低くなるため言|
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_fi:負荷が怪滅されるとともにおレイノルズ数の乱流にも適m可能であると考えられている

一方，多くの 1打i坂コードに組lみ込まれているレイノルズ予均モデル(RANS，旦eynolds

企veraged.tiav i e r-~lok es equation)と比較すると，ラージエデイシミニιレーションは計tr.t!rJf 
はかなり大きいが，モデル化の際の近似の度合いが小さいため.乱流のJj;~主常性を l耳筑でき，

iAcれ場に|均してより汎flJt'tーの高いfiL流計算tとである 従って ラージエデインミユレーショ

ンが近い将来， 工業的複線乱流場の，q~析手法として探格的手法になると考えられる しかし，

工業的な流れ場は一般的に抱維な形状を.{:fしているのに対し.ラージエデイ γ ミュレーショ

ンはやE等方性舌Li庇やチャンネル内乱流といった比較的単純な形状の乱流場においてモデル

化が提案され検証されている . 従って般~標系におけ信頼性の高いるラージエディシ

ミュレーションの定式化を WJ らかにする必~があると考えている.

以上のような背景を元に，本研究では緩雑形状 i奇レイノルズ数百L流場に対する信頼性の

高い計算手法を確立することを日指し， ー般座標系における有限差分法を用いた信頼性の高

いラージエデイシミュレーション手法を様立すると:)Jを目的として基礎研究を行う .また，

本研究で構成された一般座標系におけるラージエデイシミュレーションの応用として‘実験

結果が~富な阿絞周町の流れのラージエテe イシミュレーションを行う.

1.2 一 般 座 標 系における有限差分法について

直接数値シミュレーションやラージエデイシミュレーションは， RANSと比較すると舌L流

モデリングの効果が相対的に小さくなる (あるいは全くない)ため， 一般的に再j.tr.正i法や総

数化手法に対する依存性が強<，信頼できる解を得るためには高精度な計算方法や離散化手

法が要求される.差分法により乱流の直接数値シミュレーションおよびラージエデイシミュ

レ ションの有効性を探る第一段階として.'Il行平被問乱流における直桜数値シミュレー

ションが行われ，スベクトル法による直接数値シミュレーションの計算結果と比絞された結

果.流れ方向、F均流迷， i5L流統計量，レイノルズ応、)J収支がほぼ一致する結採が得られるこ

とが示されている (Raiand Moin 1991;鈴木河村 1991;梶烏ら 1997:佐竹 1997). また.最

近.森西(1996a)は盆基礎方程式の解析的な保存特性が縦散化式においても適切に近似される

ことが，高精度で安定な解を得るのに必笈であることが示し，そのような差分スキ ムが「適

切な(proper)J差分スキームであると捻l目した. さらに森西(1996a-b)は，これまでの差分

スキームが連続の式を満足しでも迎却J最方程式中旬または速度二乗益および述動エネルギー

の輸送方程式巾で必ずしも保存形とはならないことを舟摘し.!&l>)<:される解析的保(f.特性を

適切に近似する:&分スキームを示した.直後数他シミュレーションやラージエデイシミュ

レーションにおいては，数値誤差により生じる運動エネルギーの人£的!技進が分子粘性や

SOSモデルにより 付加さ れる乱iAt粘性による倣迭と比較して卜分無視しうる校l支でなければ

ならないので，信頼性の高い直後数値シミュレーションやラージエデイシミュレーションを

行う上で.この軍事国の議論は非常に重要であると考える.しかし，これら軍事国の保存特性に

|刻する議論および述n!JJ最，巡l!iJJエネルギーを適切に保存する差分スキームの構成は，基本的

には害事fl月|箱正規直交座標系に限定されていた.従って.任意の幾何形状の流れ場に対して信
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頼性の高いl宣J嘉数値シミュレーションやラージエデイシミュレーションを行うためには，森

岡の議論を一般ffi傍系に拡猿することが必袈であると考える

1.3 乱流のラージエティシミュ レー ションの概要

1.3.1 ラージ工デ ィシ ミュレー ションの歴史

ラージエデイシミュレーションは，まずSll1agorinsky(1963)によりJlR論的基本概念が示され

た.ラージエディシミュレーションの工学分野への応用としては， Deardorff( 1970)により rfz

レイノルズ数のチャンネル内乱iAEを24X20X 14(計6.720)という非常に稲lい絡子を則いて解

析を試みられたのが肢初である .Schll1ann( 1975)は， {.本秘‘F均イtの概念に1はづき差分法にお

ける SGS(主ub旦rid呈cale)モデルを徽成し.チャンネル内乱首Lおよび同軸土竜門管のラージエ

ディシミュレーションを行っている .Moin and Kim(1982)は，当H寺最速のス ーパーコン

ピュータ ILLIACIVを使用して，128 X 63 X 64(計516，096)の計鋭機子をmいてチャンネル

内乱流の解析を行った.その計算においては.離11ftイヒ手法として，~}j向には差分法，周期

境界条1'1を課すことができるの流れ方向およびスパン万向には高精度なスベクトル法治吋采閉

され，イジェクション(ejeclion)やスイープ(sweep)といった乱流の組織機造が符現されてい

る.

しかし.これらの計算に使われた Boussineぉqの渦粘性近似にぷづく Smagorinskyモデルは，

OS成分と SGS成分間のエネルギー輸送は?哲に散逸的で(E相>0)あるため，百l流場にi羽欠的

に存在する SGS成分から OS成分へのエネルギーの逆輸送である backwa.rdcascadeを再現す

る後檎を持たない さらに.墜付近での渦粘性係数のifr近学動が再現されないこと .モデル

定数である Smagorinsky定数の最適値が流れ場によって巣なるため最適化が必要になる こと

等の問題点が指摘され，このままではより広範な問題に対してラージエデイシミュレーショ

ンの応用は錐しいと考えられていた.これらの問題を解決するモデルとして .Oermano el al 

( 1991)は，Smagorinskyモデルのモデル定数値を乱流坊の状況に応じて動的に決定される

Dynamic SOSモデル(DSM)を提案した.この DynamicSGSモデルは，モデル定数値が負に

なることもありうるのでBackscatterの機構を備えている .Lilly( 1992)は，最小自乗i去に基づ

いて，Ocrmano el al. (1991)のDynamicSGSモデルのモデル係数値の計算手法を改良した.

Dynamic SGSモデルから計算されるモデル係数値は，~ m] 的に大きく娠動するため ， 通常 ，

流れ場の一様な方向に平均される.従って.統計的に一様な"}j肉が存在しない古L流場に対す

るDynamicSOSモデルのi産別性はまだ 卜分ではない Ohosal el 01. (1995)は，Fredholmの

積分方程式を月!いて，モデル定数値をl泊所化する DynamicIllca1izalionモデルを錠案してい

る Yakhot el al.(1989)は，Yakhol and Orszag(1986)の Renorma1izaliongroup(RNG)恕論に

基づいた SGSモデルを開発し，チャンネJレ内流れにji?J川 している.また， Chasnov( 1991)は，

EDQNMC~ddy-旦amped Quas i-.!:io rm a l 主主ark ov i an )辺論 を提案し i~長変等 )J性乱i紅に適用され

ている .Yoshizawa( 1989)は， TSDlA(主wo-~ca l e ，Q_irccl !nleraclion企ppro引 malion)近似に基

づき ，SOSモデルの長さスケー Jレを公化させる代数式を提案し，Morinishi and Kobayashi 

(1990)および森西 小林(1990，1991)は， このモデルを一機等方性乱流およびチャンネル内流
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i5L流で依;~化するとともにパックステップ乱流に適用している. また，これとは別に，

Yoshizawa er al.( 1996)は， SOS乱流エネルギ の小成と散進が等しいとする局所手衡を仮定

しない)1，予衡SOSモデルを{法案し，チャンネ Jレ11'1百し流および遊間衝突l噴流にJmJIJされている

(坪倉 1996).

1.2.2 一般座標系におけるラー ジエテ ィシミュ レーション

Ueのように，ラージエディシミ斗レーションにおける SOSモデルの改良はかなり進んで

いる思える .しかし伐念ながら p ヒ記のSOSモデJレは基本的に等間隔疋説1tl交極傍系を仮定

して俄成され，待 fllJ隔u'f交絡]二で計算IlJ能な一様等万性減袋舌LiitEや， 'f行予桜(ltJ内乱流など

の不等間隔l直交の場合でも等間隔方向のみにフィ Jレター操作を仮定して検紙が行われている.

従って 一般月号線系に対するラージエディシミュレーションが緩和主形状乱流場に適用可能で

あるかどうかはあまり 1'VJ礁にされていない φ

ラージエディシミュレーションを 一般座係系へ拡張する際には.以下のような問題点が指

摘されている(Ghosa1and Mo川 1995;Jordan 1997). 

(i) フィルター操作と微分繰作の交換性

(ii) 不等間陥非1i'i交絡「における SOSモデルの妥当性

まず(i)に関して ，Ohosal and Moin (1995)は. 2次精度交換フィ Jレター(Second-ordercom-

mUling filler. SOCF) を新たに定義し，不等 IMll漏 ~I:直交系におけるフィルター操作と微分操作

の交換性について数学的に調査している.その結*.不W;fl¥]隔非底究系におけるフィルター

操作と微分操作の交換性の誤差はフィ Jレターl隔の 2乗のオーダーであり，有限差分法におい

て支配方程式を空間 2次精度で離散化した場合，フィルター操作と微分操作の交換性の誤差

が縦散化の誤差とほぼ問符度となることを明らかにした.さらにOhosa1and Moin (1995)1立

高次紡度のLESiHnにおいて交換性の誤差が離散化の誤差のオーダーを越えな¥.、ょうに漸

近級数展開を用いて交換刊の誤差を任意精度に高次化する修正.1去を423長している .こ れとは

別に， van der Yen (1995)は.フィルター操作と微分操作の交換性が任意給JJ!:で成立する不

等間隔非直交系におけるフィルター操作を構成している .これらの業総に必づくと .~r司離

散化の精度が 2 次純度の場合唱.:j~等t:~I椅非i直交フィルター操作と微分操作との交換性の談庄

は無視して差し支えなく，また.iui次精度で離散化する場合.交換性の誤差が離散化の誤差

のオーダーを迎えないようにMらかの修正を絡すことによって， -~}taI様系におけるラージ

エディシミュレーションがうた行可能であると考えられる .

次に， i向中古性タイプのSOSモデルにおいては，フィルター操作を施した彩暫iとして長さス

ケールをJ首定する必要があるが，アスペクト比の大きい)1:等)iな言I-tt附子の使mを考えた湯

合，この長さスケールのJIi義が|問題 となる この|問題に対して， Scol!i el 01. (1993)は等}j

位置し流のエネルギ一平衡仮説から，絡+の非等，}j性を考慮するOeneralizedSmagorinskyモデ

ルを擬裟している. 方，前述の Oermanoel al. (1991)が提案した DynamicSOSモデルは

長さスケールが流れ場の状況に応じて I~I 動的に決定される予法であると解釈できるので問題
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ないと考えられるが.次の段階として， Dynamic SGSモデルが:;11，等);;11'$1裕子を使って等方

性乱iJlEを正しくシミュレートできるかどうかが疑問!として生じるーこの疑問に対して， Scolli 

el al. (1996)は.従来の Smagorinskyモデル， Generalized Smagorinskyモデル (Scolliel al. 

1993)およびDynamicSGSモデルが.パンケーキ型(2つの絡子アスペクトのうち， Iつの待

子アスペクト比が lから依端に大きいかまたは小さい)およびペンシル別(2つの絡子アスペ

クト比が 1から位4端に大きいかまたは小さい)の非等方佑子をよnいて等}J性乱流をlEしくシ

ミュレートできるかどうか検lilEしている.その紡*，i氏れの大きな憎造のjTf現性に|期しては，

全てのモデルがほぼ満足できる程度であったが，カットオフ周波数に近いスケールにおける

モデルの性能に関しては，パンケーキ型計算格子において従来の Smagorinskyモデルが.ま

たペンシル型苫I'~裕子においてDynamic SGSモデルに問題があることが明らかにされた.ペ

ンシル型の非等方計算裕子において， Dynamic SGSモデルがうまく作mしない原因として，

Dynamic SGSモデルは解像できる肢も小さいスケールの情報を用いて未知数であるモデル係

数を決定しているが.そのスケールが方向により異なることによって解像さ札る非線形的相

互作用が影響され，部分的に流れが2次元自りになってしまっていることが考えられている

(Scoui el al. 1996). 

実際に一般座標系におけるラージエディシミュレーションが試みられた例としては，

Kaltenbach (1993)， Beaudan and Moin (1994)， Kaltenbach and Choi (1995). Mitlal (1995. 

1996)， Jansen (1996)および Jordan(1996)等が挙げられる .Kallenbach(1993)は， Choi el al 

( 1993)の一般座標系における計貸A コードに Germanoef al. (1991)のdynamicSGSモデルを組

み込んで平仮ディフユーザー内流れの言「算を行い， Obi el al. (1993)の実験と比較すること

により検証を行っている.その中で， 一般庖標系におけるラージエデイシミュレーション法

の定式化の際，ヤコビアンや吉l'品テンソ lレは，その空間的変動がフィルター隔のスケールで

は無視しうると仮定しフィルター操作において定数として取り倣われている Kaltenbachand 

Choi ( 1 995)は，最大J努力が得られる迎角における NACA4412~型のラー ジエデイシミュレー

ションを試みている Jansen (1996)は，離散化手法に有限要素法を用いて， Kaltenbach and 

Choi (1995)と同級に NACA4412翼型のラージエデイシミュレーションを行っている.

本研究の解析対象である 1[J往周りの流れのラージエデイシミュレーションは， Beaudan and 

Moin (1994)およびMitlal(1995， 1996)により行われているーBeaudanand Moin (1994)は，流

れのl五締t生の影響が無視できるように<-;;ハ数Maを0.3として圧縮性コードを用いてレイノ

ルズ数が3900のp:j位周りの流れのラージエデイシミュ レーンヨンを行っている ーその百I.n:に

おいては，言j.t):の安定化のため対流項に 5次精度または 7次精度の風上主主分がi庖閉されたが，

計算格子が組くなる 円柱から少し縦れた後流域において，Jlit上産分の数値的人工散逸効果が

SGSモデルの効巣に震波して，解を汚染することが磁設、されている.従って，高次紛j支であっ

ても風上差分はラージエデイシミュレーションには不適切であると結論づけられている .J!風

上差分をラージエデイシミュレーションに適用することの問題点は，本研究のAppendixでも

論じられる.これに対し Millal(1995，1996)は，前述の dynamicSGSモデルが組み込まれた

Choi ef (/1. (1993)の一般Jlli襟系における非圧縮性流体計nコードを使用し， Beaudan and Moin 

(1994)と同じレイノルズ数が3.900の阿佐陪lりの流れのラージエデイシミュレーションを行つ
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ている.対流mの隊散化はその他の瓜と!日lじく 2次精度中心主分が用いられているしかし.

Beaudan and Moin (1994)の計'l'):と比較すると，計符絡 Fの向午後皮がほぼIflJじであるのに刈し，

追分スキームの解像度が5次精度から 2次精度に落ちているので足分スキームの波数解像力

の低下から計算事占拠は大きく改持はきれなかった.Mittal (1994.1996)が使用したChoiel a/. 

( 1993)の計算コードは，1左礎変数に反変ベクトルを使附しているために向次精度化は容易で

はない.

1.3 円柱周りの流れの概要

一線な if，~れの巾に，物体が存在する場合(あるいは.これと同義で静止流体小を物休が移動

する場合)，物体の存イ正により，物体j司りの流れが影響を受け，迷!生変動や乱れを1半う領J或が

物体応jりに形成される このような変動 í~V或を町一様i~速との関係から凶 1 .3. 1 のように区日Ij

できる.

円位に限らず， 一般的に，表聞で流れがはく鰍する物体(プラフボディ. .)ドiJfL線型物体)

周りの流れは，レイノルズ数の変化によって劇的にその様相が変化する .プラフボディ周り

の流れの状態は，流れが府流か乱i在であるか，また，目il.iAl.である場合，流れのどの領成で乱

流に遜移するかによって次のように大別できる(ZdravkovichJ 997). 

(i) L 

(iil TrW 

流れの全域において!丙iAl.状態，Re<(180ι200) 

(~aminar slBLe) 

後itにおいて百UJf(選移，(180 ~ 200) < Reく (350-400) 

(I.r:an s ilion-in-~ake slale) 

(iii) TrSL はく維せん断層において乱流選移， (350-400) < Re < (10' - 2X 10・)

(I.r:ans il ion-in -~h ea r-layers stale) 

(iv) TrBL 境界!討において丹LiAl.遷移. (10' - 2 X 10ゐ)< Re < (?) 

Uniform flow: "も

日GU阪1.J 1 Regions of c1islllrbed OO¥V (CXll羽rredfrom Zdravkovich (199η) 
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三努宅二三斧等生
ミミタ三ミミ会主三

(u) LI 51n1C {叫 L2State: 

Periodic osoilhuion of 

(c) L3 SI81e 

fIGI:HE L 3. 2 Laminar flow of flow amund a Lircular cl'lind虹

(工抑制lion-in-Qoundary-!ayerssl3le) 

(v) T 変動領域の全滅で乱流. (?) < Re < 開

(Fully !urbulent stale) 

1.3.1 層流状態

jTJ柱周りの流れのJ同流状態は，さ らに 3つの状態に細分できる(Zdravkovich1997ト

LI はく維なし流れ. 0く Re< (4 -5) 

L2 定7れまく厳流れ. (4 - 5) < Re < (30 -48) 

L3 }胡}倒的~iJlt状態， (30 -48) < Re < (180 - 200) 

7 

LI状態は. 1到 1.3.2(a)にポされるように，流れが円柱表[而からはく興住せず，円柱の前後で

流れがほぼ対称に近く，ポテンシャ Jレ流れμ鎖似した流れ場である .LI状態は，レイノルズ

数が4-5 );11二の徹低レイノ jレズ数j戒において現れる.

レイノルズ数が4-Sj:Jじになると，限It.3.2(b)で示されるよう に，門.IUllliliiで流れがはく

離し.lllijj捌からはく離した流れが円11;背後の級点(Confluencepoint)で合流することによって，

ド]位背後に双子il.¥(Twinvoni ces) と呼ばれる定常な 2 つの同循環~fi峨が形成される. B. J~渦
の長さは， レイノルズ数のl皆川!とともにJI'l}JrJする

レイノルズ数が 30-48以上になると 曾仰娠した双下i/，¥¥が不安定となり，合iifEixの{立i丹が

周期的に振動し.1主11.3.2(c)のように後流がLE弦波状に波打つ.合流点が仮面UJし始めるレイノ

Jレズ数については，流れの含まれるi5Lれや円柱表前i七I:;!kの僅かなP'II'iに大きく影響されるた

め，実験において明隊な怖はまだ決定されていない.さらにレイノルズ数がJ哲加すると， 7.血
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Laminar eddi出

Transit-ion 10 lurbuJen田

flGLRE 1. 3. 3 lrW statc of floll' around a circular cvlindc仁

状となった後流の山と符の部分でせん断精が巻き上がり ，食いiさいにl将ijf[i{'¥¥7'Jr形成される

Karman(1911)は.J再流渦列について理論的な解析を行い，食い:i!!!い配列をしたl誇流i向の申請b

と渦聞の距離 αの比 blaが 0.2806である場合，渦列が安定であることを見い出した.この

Karm加 の業績にちなんで.プラフボディ背後に形成されるl爵流渦列は Karmanil品列と l呼ば

れる.

1.3.2 TrW状 態

TrW状態は，さらに以下のように 2つに細分される(Zdravkov;ch1997) 

TrWI ・ 後fifE中の暗流部iが乱i侃滋移，(180 -200) < Re < (220・、 250)

TrW2 渦がその形成中に百LiAEi整移. (220 -250) < Re < (350 -400) 

まず，レイノルズ数が 180-200以 tになると ，後流に 3次元性が観祭されるようになり ，

図1.3.3で示されるように， 円柱背後に形成された層流渦列が下流において不安定とな って苦L

流に選移する .i5L詰fLに遷移する位置は，レイノルズ数がi由加するとともに上流側に移動する.

さらにレイノルズ数が220-250以上になると，市¥1がその形成巾に乱流に遂移し， I'~ 位から
乱i定渦が紋日jされるようになる .ただし.TrW 状態において，はく雌 I~ 且lせん断層は層流状

FIG日正 1.3. 4 Gerrard.sloor rransirion岡町
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態である .

1.3.3 TrSL状態

日1'-臨界状態(Subcriticalstate)とも 11予ばれる TrSL状態では，円位炎l師からはく離したせん断

層内で流れがl母流から liL流に巡移する .しかし，r']柱衣而の境界情はl同流状態である.TrSL 

状態は，レイノルズ数によってさらに以ドのように 3つに調11分される(Zdravkovich1997) 

TrSLl 2次元選移j庄の発jj'?， (350 ~ 400) < Re < (10' -2 X 10') 

TrSL2 遷移渦のj形成，(10'九 2X 100') < Re < (2 X 10' -4 X 10ち
TrSL3 乱流に急激に遷移， (2 X 1 0' ~ 4 X 10') < Re く (IXI0'-2XI0')

まず，レイノルズ数が350-400以ヒになると ，層流筏界層がi5L流境界層に遷移する前に

観察される Tol1mien-Schlichting 波に実質似した Gerrard-Bloori翠移波がはく縦せん断層におい

じ巧ヲミグヘ

FIGURE 1.3.5 '[・hmisitioneddies 

Transition tO lu巾ulence

FIGt域E1. 3. 6 'n同nsltion10 IU巾ulcncein li'SL3 St3陀 e
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て発生する. 1苅 1.3.4に示されるように， Gerrard-Bloor Æ移波は，中心~I に対して対称で同

位相であるため， ;盗移放の発生と発達lま， )1τ村古川かな交互自由の欣tlIのメカニズムとは無関係

であり，全〈同じ状態で不安定1'1:が励起きれていると考えられている.また， Gerrard-Bloor 

避移波Lj:，シリンダー判lに対してほl君、Il行であること古苦笑験により確認されている .

レイノルズ教がさらに 10'-2 X 10'以ヒになると.図 1.3.5で示されるように自由せん断

層内に遜移渦(Transitioneddies)がチェーン状に形成されるこれがTrSし2状態の給まりであ

る.チェーン状の遷移if，~は，ついには巻き上がって乱流渦が形成される.レイノルズ数の精

力Hとともに.政Hうされる乱流渦の形成位置がP-J牲に近くなり，その紡来，背庄係数が減少し

抗力係数が階以]する.

TrSL2状態の上限付近のレイノルズ数減に淫すると .まず，自由せん断層内で 2次元遊移

波が観察されなくなり，その後. hJLlJ¥渦が形成されるまでの距離の減少が止まる.これが

TrSL3状態の始まりである.医11.3.6で示されるように.TrSL3状態における乱流遷移は，門

性近傍の自由せん断層においてはん点状に急激なパーストとして綬祭される .TrSLI -

TrSL2状態においては，レイノ Jレズ数の変化に対して流れの構法が述続的に変化 していたの

に対して， TrSL3状態では，流れが乱流にi盤移するf立位がほぼ闘定されることによってほと

んど流れの惰造が変化せず，その結耳2.ストロ -J¥)レ数や抗h係数等もほぼ一定となる.円

位表面の流れは層b1fはく離するが.はく離線はスパン}j向にうねっている TrSL3状態は，

レイノルズ数が2X10'付近から始まることがわかっているが，実験において乱れ強さを0.1%

以下までjl:11えた場合.Re=5 X 10'まで遅れることが確認されている(Bloorand Gerrard 1966). 

後械工学分野に限らず化学，原子力工学分野におけるit.Eれ場の多くがこのTrSL3状態であ

る場合が多い 従って. TrSL3状態に関する多くの実験的研究がなされている.

1.3.5 TrBL状態

TrSL3状態おいては，自由せん断層内で乱流選移する位置2は，レイノルズ数の変化に依存

せず，ほぼ一定であった これは，レ イノルズ数の嶋加に伴って，舌L流遷移が早まって遜移

位置がはく縦点へ近つ'こうとする傾向と，はく 雌した自由せん断流精が加速されて遷移位置

が下流に押し流される傾向とが釣り合って安定な状態になっているためであると考えられる.

しかし， レイノルズ数が 10.- 2 X 1 0 6 以上になると，この安定効果が消失し，~界庖が円
往来前により長く f寸若し，はく離点が次第に F流の方にj移動する これは，境界層において

I5U;i[i整移が発生し，流れが円位表而からはく 由Ilしにくくなったためである これが rrBL状

懲の始まりである TrBL状態はさらに以下のように細分される(Zdravkovich1997) 

TrSLO 前臨界状態.(1 X 10'-2X IO')<Re<(3X IO'-3.4X 10') 

TrBLI 1ーはく離ノTフ')レ. (3 X 10'-3.4 X IO')<!le<(3.8 X 10' -4 X 10') 

TrBL2 : 2ーはく 離バブル， (3.8 X 1 0' -4 X 10')く !le< (5 X 10' -1 X 10') 

TrBL3 趨!臨界状態， (5 X 10'九 1X 10') < Re < (3.4 X 10" -6 X 10') 

TrBL4 後臨界状態.(3.4XI0・-6 X 10') < Re < (ワ)
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TrBLO状態では，まず，乱ijf(;笠移がはく総線に沿って発生し始める.レイノルズ敏の地加

に伴い，はく雌点の{屯{立が次第に下流』こ移動し，-C，'h' C，.州 S'C
J
が次第に減少する. ー}J.ス

トローハル数は TrBLO状態のレイノルズ数上限までほとんど変化しない

レイノルズ数が3XI0'-3.4X I0‘以上になると.TrBLO状態から突然に TrBしl状態に変

化する TrBLI状態への変化は，抗)J係数の不述統な減少とストローハル数の急激な上昇を

i午う /LJ柱表l蔚では，境界府が乱流選移する前に.I回流はく高/~して再付-1Y1するはく再11:.パプ Jレ
の形成が片方の側而においてのみ観察される .

レイノ Jレズ数が3.8X 10' -4 X 10'以ヒになると .fl/住阿方の側面において，はく離パプ

ルの形成が観祭され.I可n泣傍では!蔀流はく縦.i5L流選移. f1tH群および舌Li戒はく維が複主ffl

こ入り組んだ状態となる .これがTrBL2状懲である.TrBL2状態においては.TrBLI状態に

引き続き抗h係数の不連続な減少とストローハル数の急激な上昇を伴う

さらに.レイノルズ数が5XIO'-IXIO・以上になると，はく離パプルがスパン方向に沿っ

て分裂され，不規則に分裂されたはく荷量線によって周期的な渦放出が抑制lされる .こ れが

TrBL3状態である.

1960年代までは.TrBL3状態が躯限状態であると考えられていたが.Rosh同 (1961)は， さ

らに レイノルズ散を増加させると.J1J.!tの全スパンにおいて境界j窃がはく離する jjIJに百L流に

巡移し，周期的なi品欣出がl辱ぴ観察されるようになることを発見した.これがTrBL4状態で

ある .TrBL4状態においては，門校前商のよどみ点とはく離点の問でJliL流選移が発生する.

レイノルズ数の t.~加に f'l~ い，舌Li.庇進移の liÌ:位はよどみ点世IJ に漸近するが. TrBL4状態の上限

を明確に定義することは凶維である.

TrBL状態に達するレイノルズ数を実験において達成するには，実験袋i丘の流i亜の限界から

/IJ柱直径を大きくする必要があり，アスペクト比が小さくなりプロ ッ ケージ対~~裂が大きくな

るた.従って，理想的な状態での副社!JJは凶錐である -}J. 数値シミュレーシヨンの場合争

TrBL状態のレイノルズ数域を高精度に計nしうる乱流モデルが磁立されていないとともに.

また，直媛数値シミュレーションを行うことは現在の能力を迄かに超えた計算機が必要とさ

れるため，信頼できる数値シミュレーションを行うことは図維である.

1.3.6 苦L流状態

さらにレイノルズ数がJ骨加すると，ついには.J~界泌が全て百L iJfë となり . 円相:周聞の境界
照，はく縦せん断層およぴ後流の全領域において流れが古LiilEである状態にi主する これが乱

流状態である しかし，空気をJH¥;、た実験においては空気の圧縮性の影響，水を用いた笑験

においてはキャピテーションの影響があるため，笑!療にはJ!I!想的な乱流状態の達成は困難で

ある 1iEって， i5L流状態に閲しては. ~見伝でもあまりよくわかっていない.
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第 2章

運動エネルギ一保存型一般座標系差分ス

キームの構成

非圧縮性乱iJftの計算手法として，スベクトル法，有|浪差分法，有限体積法，有l現望号表法，

渦法といった方法があり，流れ場の特性や必要とされる言HT-精度に応じて，計算方法を選択

することが重姿である .有限差分法によ り高精度な直接数値計算やラージエデイシミュレー

ションを行うには，

(1) 有限差分法における高精度な維散化手法の擁立，

(2) 流入・流出境界条例ーの検討，

(3) 特にLESの場合， SGS(subgrid scale)モデルの定式化やモデル係数の算出方法のー

般駿僚系への:llよ5長，

といった問題がある .DNSやLESは， RANSモデルに基づく乱流計算法と比較するとモデル

の効裂が小さいため (あるいは全くない)ため， 一般的に計算lii去や隊散化手法に対する依

存性が強く，信頼できる解ーを14j，るためには高精度な計:n方法や隊散化手法が妥求される 差

分法による高精度 DNS，LESの有効性を探る第一段階として.王pー行平板間liL流における DNS

が行われ，スベクトル法による DNSの計算結果と比較された結果，流れ方向平均流速，乱流

統計量，レイ ノルズ応力収支がほぼ一致する結果が得られることがわかった(Raiand Moin 

1991;鈴木 ・河村 1991;梶烏ら 1997;佐竹 1997). また縁近，森筒(1996a)は，基礎方程式の

解析的な保存特性が離散化式においても適切に近似されることがe高精度で安定な鮮を得る

のに必要であることが示し，そのような差分スキームが「適切な(propcr)J差分スキームであ

ると提唱した.さらに森西(1996a-b)は，これまでの差分スキームが連続の式を満足しても

運動母方程式中，または速度二乗蕊および運動エネルギーの輸送方秘式巾で必ずしも保存形

とはならないことを指嫡し .主要求される解析的保存特伯を適切に近似する芯分スキームを示
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(a) Physiα1 space. 

FIGURE 2.1. 1 
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した DNSやLESにおいては，数値誤差によ り生じる運動エネルギーの人工的散途が，分子

粘性やSOSモデルにより付加される古L流粘牲による散逸と比較して十分無慨しうる程度でな

ければならないので，信頼性の高い DNS.LESを行う 上で，この森i!l3の議論は非常に亙要で

あると考える.しかし，これら森溜の保存特性に関する議論および運動量，運動エネルギー

を適切に保存する差分スキームの情成は，基本的には等H司隔正規[直交座線系に限定されてい

た.従って，任意の幾何形状の流れ場に対して;高精度な DNSやLESを行うためには，森酋

の談論を一般座標系に拡張することが望まれる.

そこで第 2i苦では，森酋(1996a)が正規直交座t票系において展開した基俊方程式の解析的保

存特性に関する議論が，変数変換に基づく単純な座標変換の慨念を導入して一般座標系にIlよ

猿される そして，森西(1996aιb. 1998a -b)により運動量および運動エネルギーの保存特

性に関して再検討または新たに適切になるように提案された等間隔正規直交座傑系における

2次精度および4次精度差分スキームが，比較的簡単に一般康徳系に拡張できることを示す.

それに基づき，スタガード，レギュラおよびコロケート格子系において，運動量および運動

エネルギーの保存特性が遮切な一般座標系差分スキームを織成する .

2.1 座標変換

綾維な形状をした流れ場を有限差分法または有限体積法で解析する場合，図2.1.1(a)のよう

に，流れ場の幾何形状に適合した百|・n格子が生成される 計算佑子が等11日|痛直交格子である

場合，支配方程式系は最も容易に再It散化することができる そこで，変数変換を利用して物

程度擦系 (んy.zο) = (x，. 

規直交座標系である言計十2釣鉢r座篠系 (ほEι，η.C) = (と，.[;，.[;，)に座様変換することを考える.

ある変数φの 11精微分は，変数変換により次のように物J!ll殿様系からiU$l:姥桜系へ変換さ
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。φ d1;..aφ 

ax， ax， d1;州 (2.1. 1) 

以降ことわりのない場合， 一つの項の巾で阿じ指標が2J交現れるlI，yはその指標を変えた総和

を表す，アインシュタインの利の規約に従うものとする.ここでは保存形の基礎方程式系を

導出することを目的としているから，式(2卜1)の保存形式を導くと ，以下のようになる .

0φ . a {I a1;"，~ ¥ 
OX1 .'OEml J ax，T J (2.1.2) 

ここで.Jは物理空間から計算空間への変換で定義されるヤコビアンであり 2次元および

3次元の場合，

在
、y
 

正y
 

k

，
 

x
 

一一
E

H

 

y

y

 

E

n

 

x

x

 

t
 

E
 

J
U
 --

rJV
 

(2.1.3) 

x主 X旬、 X争、回目 、

J-' = det I y~yηYt I =xsYηZt + XllYtZ~ + xtY; Zη -xtY'J Z~ -xoY. z， -x~yと Z'l (2.1.4) 

z;: ZII Zt 

で与えられる・へは偏微分ゐ/誌を表し，その他人等も同様である 1 1精微分を繰 り返す

ことにより ，ある変数φの 21椿微分は以下のように導くことができる.

。{dφ¥ . d {leJ1;..ds"dφ1 

ðx ， ~ axJJ v d1;"，¥‘I dx， dx， as" } 
(2.1.5) 

一2φ=42)t(jG名) (2.1.6) 

式(2.1.6)中の C刷は，物理空間における計算格子のひずみの度合いを表す倦子ひずみテンソ

Jレ(meshskewness lensor)であり (Zanget al. 1994)次式で与え られる .

G附 1d1;州d1;"
J dXj d.J.ン

(2.1.7) 

定義から，俗子ひずみテンソルは.HfiJ;テンソJレであることは明らかである.計算格子がl直

交で e しかも(1;，.1;2' 1;3) '1油の方向が(X，.x，. x，)事hのプJ向と 一致している場合，メトリックお

よび絡子ひずみテンソルは，

a!; 15"。(m=n)
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d1; 
dzo，(mm) 

G州 第 o， (117=/1) 

C刷 =0、(rn戸 11)

である .さ らに等間隔である場合，ヤコビアン ，メトリ ッタ ー僚子ひずみテンソルの非ゼロ

成分は空間的に一定である.

2.2 正規直交座標系における基礎方程式の解析的保存特性

一般座係系における非圧給料流体の1在日Vi.fi式の解析的保存特性を調べる背骨に，森西

( 1 996a)により展開された，正規直交座標系における非圧縮性流体の雄日~}ï程式の解析的保存

特性に関する議論を紹介する 保存形の定義は森西(1996a)に従い，ある変数fの時間発展方

程式

。r 勺 3

ニ +F'+r+1ア … =0
dl (2，2.1) 

中の空間微分項Fが次のような発散}杉で去される場合.その項は保存形であるとする

F'=v-(作去(ぐ) (2.2.2) 

式(2.2.1)の両辺をコントロールボリュームで綴分し，ガウスの発散定通!を利用すると .

制 jdV=一川え(小川 )dV 

=_ fi (c' +C
2イ )• d， (2，2.3) 

となり，コントロールボリューム内のfの時間変化率古宮コントロールボリューム界I痴を通し

て出入りする正味it.E迷c'に等しいということを窓l旅する.

非圧縮性流体の文配方程式は，連続の式およひ1Navier，Slokes}j程式であり，正~見直交座標
系において以 Fの式で与えられる.

(Co.nt.)令。 (2.2.4) 

子(Conv.)け(叫+(Visc.)， =O (2.2.5) 

式(2.2.4)中の記号(Cont.)は連続の式を表している.また，式(2.2.5)'Tの(Pre.s.)，および(Visc.)，

はN刊 er-Slokes方緩和l'の圧力演および粘性項を表し，次のように定義される
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。p
(Pres)JEE :(226}  

(Visc.) δI v ~~~; l V凹←一 Ivー I (2.2.7) 
iJ勺¥aXJ J 

ここで.pは([!e力)j(密度)であり， vはifVJ粘性係数 (kinematicviscosity、=μ/p，μ;r，Ji1'!:係数，
p;笥・l支)である.さらに式(2.2.5)中の (Conv.)，は対流項であり，保存形である発散型 (Div.)

の他に勾配型 (Adv.)，'混合型 (Skew.)，および回転型 (Rol.)，がある.

(Oiv.)，苛明)

(Adv.)， = 1々

(SkeW. )， 5~え(明)+jqと

(Rot)， =仕ま)+主計:
これらの対流項の型聞には，以下のような関係式が成 り立つ.

(Adv.)， = (Oiv.)， -u，(C肌)

(8叫 ，.~(OiV.); + ~(仙)，

(Rot.)， = (Adv.)， 

(Skew.)， = (Oiv.)， -~u，( Conl.) = (州十，(ωnt.)

従って，

(1) 対流項の裂として解析的には 2磁類の独立な型しか存布しない.

(2) 発散型が先天的に保存型である，

(3) 連続の式(2.2.4)が満足される場合に全ての~\~が等 fllfi となる

(2.2.8) 

(2.2.9) 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

(2.2.12) 

(2.2.13) 

(2.2.14) 

(2.2.15) 

ことがわかる(森西 1996a).次に，式(2.2.5)のi=1 成分に引を乗じることにより速度二来長

"，'/2の輸送)i程式を導くと以下のよろになる，
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~(千)竹内(Conv.L +u，(Pres.)， 

式(2.2.16)中の左辺第 2Jflの対流mは. Navier-$Iokes}j稗式中の対流項の却に!心じて次のよ

うに変形される.

Ml(Dlv)1=ilii+11f(con1) 
8X，¥ -J 2 J' 2 

U叫川"川，(A(州E

u州川，(州S

(2.2.17) 

(2.2.18) 

(2.2.19) 

これらから，速度て釆蕊の l愉送方程式中ではm.合型が保存j診であり.-il!i続式(2.2.4)が満足さ

れる場合，全ての引が等仰となり保存形となることがわかる.;<1;:(2.2.16)中の庄)J項および枯一

位項は，それぞれ以下のように変形される

， 、 a， 、iJu
u，lPres.)， =τー pll ， ) -~

(JX，' dX， 

8 r 811. ¥ 8u白 811.
川Visc.)，=- -:;=- l lI ，v~ I +vー ι」

iJxJ ¥ . i!xj } eJx{ dX
j 

(2.2.20) 

(2.2.21) 

これら圧力項および粘性項は，それぞれの式において第 2項が発散型で記述されていないの

で保存形ではないその他の速度の二来公成分11212と1/.'/2の解析的保存特性についても li11 
2 l 

2と同様である きら仏式(2.2.5)のF成分に LI，を采じて縮約を取ることにより .運動エネ;レ

Tcnns in 
transpvn eqs 11， UI~ 12 K=u，./2 

(Div.) 。 。 。
(Conv.) (Adv.) 。 。 。

(Skc、.v.) 。 。 。
(P明。} 。 × 。
(Visc.) 。 × × 

畑山2.2. 1 Analytical conserive properti白 ofrerms in lransport equations of mOmel1lllm， sqlll1f古川uesof vclocilY compo-
neOl and kinetic energy (四a-acleclfrom Morinlsl1i(19%a)) 
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ギ- K(三 1I，u/2)の輸送)j程式を導出できる.

dK 
~ðl~ 4-u，[Conv.). + 1I，(Pres.)， + 1J，(Visc.J， = 0 (2.2.22) 

)!t(2.2.22)左辺第 2mのNiitOflは，速度二来世の輸送止f程式rlJの対流唄と問機に評価できるの

で省略する .圧)JJ'Jl&び利itl項は以下のようにぎE形される ー

lJ，(p叶まい)-p(Co (2.2.23) 

。( dυ ¥ dU.du 

uAVi叫 =一石川vzfl+V石LEJ (2224) 
¥ -") I V"j V_j 

圧力項は，連続の式(2.2.5)が満足されると保存形となる.粘性項は，述邸Jエネルギーの粘性

散逸を表す式(2.2.24).ti辺第 2項の存布により保存形ではない.

以上，森西(1996a)が展開したlU見直交座標系における Navier-Stokes方程式および速度二

乗量と運動エネルギーの輸送}j筏式rl'の各項の保存特性をまとめると，表2.2.1のような結果

になる 表2.2.1において，<1)は保存形， 0は述続の式(Cont.)= 0が満足されると保存形， X

は非保存形であることを示している.この結果，非粘性で述続の式が満足される場合，非圧

縮性流体の運動方程式l立，迷到U1量の保存に加えて遂動エネルギーの保存も規定していること

になるので，上Ji定事[と同様に圧力項に関する運動エネルギーの保存特性の重要性も 注目さ札

るべきであると森西(1996a)は街摘している また，速度二乗量l;t.， レイノルズJ;芯ブJの垂直成

分に直接関係するので，速度二乗盆の輸送}j稜式における対流項の保存特性も重要であると

森西(1996a)は指摘する粘性項に関しては， Navier-Stokes方程式中でのみ保存形となる森

西(1996a)に従い，本研究においても表2.1.1の解析的保存特性を満足する差分スキームを「適

切な差分スキームJとH予ぶことにする .

2.3 座標変換を施した基礎方程式系の解析的保存特性

次に，座様変換を施した基礎方f~式系の解析的保存特性を調べる.まず，連続の式(2.2 .4 )
とNavier-Stokes方綾式(2.2.5)を，式(2.1.1)および式(2卜6)を朋いてaI係変換すると以 Fのよ

7になる.

(Cont.)ーを=。 (2.3.1) 

nu 
=
 

)
 

c
 

s
 

v
 

(
 

ム
?)

 
s
 

pν r
 

or (
 

+
 

)
 

v
 

n
 

o
 

c
 

(
 

+
 

、‘
•. 
，III1s''' 

u
，-J
 

'e'''aEEEE''h
也、

。一-w (2.3.2) 

(rres.) 到来~P) =書長 (2.3.3) 
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(v山剥v(J会) (2.3.4) 

式(2.3.1)中のU
m
は体積フラ Yクス(または反変速度成分にヤコビアンの逆数を釆じた冠)で

あり，次式で与えられる .

1 ds.， 
u=一一':::::'u.
'" J dX

j 
J 

(2.3.5) 

連続の式(Cont.)， Navier-SLokes方程式中の圧力項(Pres.)，および粘性頃(Visc.)，は，それぞれ

式(2.3.1)，(2.3.3)および(2.3.4)で示されるように発散型で記述されるので全て保存形である.

式(2.3.2)中の対流項 (Conv.)，は，2.2で紹介した正規直交座標系の場合と問機に，予告散型

(Div.)"勾配型 (Adv.)，および混合型 (Skew.)，が定義される

(mv )， = £志(仇叫仇ω刷川，11刈刈u川叶，) ) 

(同Ad州d伽叫v
ν、勺ラ，附n 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

(叫 (2.3.8) 

これらの対流項を座標変換尚の対流項(2.2.8)-(2.2.10)と比較すると，対流成分 tりが体積フ

ラ-;17スuーになっていることを除いて，形式的に大きな迷いがないことがわかる.Navier-

Stokes方程式中の対流項の各裂は，HiI様変換前と全く同様に次のように関係づけられる .

(Adv.)プ (Oiv.)，-u，(Cont.) (2.3.9) 

)
 

V
 

A
U
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(2.3.10) 

(Skew.)， = (Oiv.)，ート仰 (2.3.11) 

式(2.3.6)-(2.3.11)から，発散砲が保存形であり .式(2.3.1)のi壁紙の式が満たされる場合p 勾

配型(Adv.)，と混合型 (Skew.)，は発散型 (Div.)，と等価となり保存形となることがわかる.

次に，式(2 .3 . 2)の i~ 1 成分に 引を乗じ，速度二乗iiiU
1
2/2の輸送)i総武を導くと以下のよう

になる.

。111/，2¥ 

五lオJ+u，(Conv.)，川(P陀 s.)，+ 11，(叫， =0 (2.3.12) 

式(2.3.12)左辺第 2項は，Navier-Slokes方程式中の対流項の砲に応じて，次のように変形で

きる
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th(Div)l=£(4M(conl) (2.3.13) 

1I1(川=£(4)-4(C側) (2.3.14) 

同州 (2.3.15) 

速度二乗量の輸送 }J照式中では，混合型のみが保存形であり ，式(2.31)の述統の式が満起さ

れると，勾配型および発散型が混合型と等価となり保存j彩となる. 圧力項および粕性.!Jjは，

以 Fのように変形できる .

Ml(Pres)』=£(pjE1Ml)副長11，) (2.3.16) 

M
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(2.3.17) 

これらは発散型に変形できないため，保存形とはならない その他の速度二来法成分 u..，2/2，

".'/2の輸送方程式の場合も ，"，'/2の愉送方程式と同様な保存特性が得られる .

式(2.3.2)の t成分に"，を乗じて締約を取り ，運動エネルギー Kの輸送万程式を導出すると

以下のようになる

A
U
 一一

戸
i
MV

 

ふ
3凶p

a
 

u
 

+
 

v
 

nu
 

nv
 c

 

u
 

+
 

K
一J

r
eaf--t
、

。一
ω

(2.3.18) 

).J流項の保存特性lJ:，速度二釆ll.{の輸送方綬式の場合とほぼ同様に評価できるため省略する

圧力項および粘性項は，次のように変形できる.

u，(Pres.)ト4f=£卦い帆帆川叫叫叫叶，)ト，)-p(ト-p市(作C白伽on

I 主 a/ ....d仇u札4ι.¥ du. du 
MAViscjf-E;;lMtVG叩副+vcmetEE: (23羽)

圧1J!Jiは.式(2.3.1)の連続の式が満足されると保存形となる t，~1"'Ë頃は発 Il'!l:型に変形できな
いため，保存形とはならない.式(2.3.20)'1'の布辺第 2項は，粘性による運動エネルギKの散

逸を表している.

以上をまとめると ，座様変換した基l縫方程式(連続の式，Navier-Stokes方筏式.迷J文一釆

長および連動エネルギ-Kの輸送方穆式)の解析的保存:特性は.表2.2.1で示されるm様変換

布jの基礎方程式の解析保存特性{森西 1996a)と全く等しいことがわかる.

(2.3.19) 
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2.4 離散オペレータの定義

前節では.s拒際変換された法礎万位式lドの速度，圧)Jといった法機変数の微分は司令て等111JI鞠

l直交座椋系である (X"x" x，) ~rllJ I二における微分に変換された . 従って~正本的な差分および布lï
1旬スキームは，等 IHJ隔 l貞交I~F僚系で定Jをされていればよい.11広の変数φ のfIlJ I宥 nh ， の x，)了|白jの

差分，補U¥jおよび任意の 2つの変数φ，'f1の符tに付する.，IdjfMj(森凶 I996a)は。次のように定義され

る.

nl1， 

。φ n2a'φ， :2 1'1" a5φ
白

. 116 d 7φ a 
-iJl;プ五克，'7，'+市訂正sh，十五560a~ ，許可 ー・ (2.4.1) 

(tn::， 

~I~th 

_.. n
2 a'φ o 11' aJφ." n̂  d̂φ 

=¥.1)+ー一一一一一17，+ー一一ーー一一一11.+一一一一一一一一一一
8 as，" 384 dS，" 46080as，. 

(2..1.2) 

的 内定tEJjφ(s，+千吋ν(4LER)
I ， 1. nh， ¥ I I7h， ¥ 

+ずIs，+τへと2'S-， IφIs:，-ず，;2';' J (2.4.3) 

式(2.4.1)と式(2.4.2)は，それぞれ百十;0::1:1m上で 2次精度のii:分近似および術開である .ただ

し，その打ち切り誤差の宇J英項のオーダーは.あくまでも計算宅問上のものである ここで，

以降，離散式の表記において，補1切の)j'[f'Jを衣す上付 き添'(:は，ア インシュタインの和の縦

約の適期外であることに注怠する .

4次押'1/.支の差分近似は， l-¥iなるl間隔の 2次精度差分オペ レータの組み合わせにより ，次の

ように表される(森1191996a). 

色。 1o2φ iJφ 1  a5φ， . 

3宿;一五2;'-ðS ，一石む~I1 ，十 (2.4.4) 
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9 O，φ 1 O，φ aφ1  a'φ 』

五可~ _ 8O，s， =耳;-函可~f7 ，' + ・ ・ (2.4.5) 

4 O，φ 1 O，φ aφ1  a'φ 」

一 一一一一=一一一--". ........ 
3O，s， 3O);， aS， -30a1;，""司

(2.4.6) 

同様に. 4次精度布Ii悶も 2次精度の術開オベレータを組み合わせてして榊成される

4一時 1 ~耳 1 a"φ. " 
-φ ‘『ーφ -φー一一一一-h.
3 3 96as，" ' 

(2.4.7) 

9ー惇 l-;:-llo 古 川市
ーφ町一 (j}Jη=φ一一二一一-h.4+・・
8 8 128 iJl;，c' 

(2.4.8) 

差分による離散化式の保存]影の定義は，式(2.2.1)で表されるように，ある変数fの時開発

展方程式の空間離散化式を考え，その式が，次式のように業分オペレータでまとめられる場

合.局所保存形であるとする(森西 1996a).

O， I " O、I .， O、..¥ O I 、
F円=→ ¥G岡)+ ~\G/) + ~l (j/J ... =~lG"J ， (n = 1，2，3…) (2.4.9) ，x/ --; I ozX/ "J I O，x} ~J J o，，x} "/ J' ¥" ' ， ~ ， ~ ， J 

これは.解析的保存形の式(2.2.2)に対応する さらに，周期的な場において，〆を各}j向 l

間期の総和が次式を満足する場合μ大域的保存形であるとする.

L L L pkd.V=O (2.4.10) 

" ，ら'.

ここで町t.V=h，h，hJである.

離散化式の保存Jf~の定義を座様変換された )ï程式系に拡張すると，以下のようになる .

3(j)+川+戸 =0 (2.4.11 ) 

r
k 走(7芸:GjA)長(jp)+走(7寄付

=会(生G/)，(n=1，2，3，...) (2.4.12) 

次節における離散化式の解析において， いくつかの関係式を導くために次のような商!日主的

等式(森西 1996a)を必要とする .

O..cTlP'も ふ ljJ o‘
φ 

ーι一一一=φニLー+¥.v ~ 
.tJ
1. 

O.ι O"，Sj 
. . 

O"ゐ
(2.4.13) 
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(d) Maliska's s回gger回 gridlayouts 

(b) Colocaled grid layoulS 

正
【J1
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FIGIlRE 2. ). l Vario引がdlayou!s in gene悶lizedcurvUin田rc∞rdimueS}'SICI11 

戸汗司ぺ蚕町内'え

否'良町ii''''=土石甲"t+ _!_<t-¥jJ"" 
2 2 

O"φ'屯 O2"φ

O，ι O2，，15/ 

o}tnえ ξF主

O，ζO"SJ 

フ;否'邑o"lf1‘(j)"" ~ O}V 
TB:ξ 一寸志-_"V夜

F2 

(2.4.14) 

(2.4.15) 

(2.4.16) 

(2.4.17) 

(2.4.18) 
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E 

Lx 
日GU舵 2.，. 2 Drawback of oligina1 sta!lRered glId layout in cunilinear c∞rdinates 

(2.4.19) 

2.5 一般座 標 系における格子配列系

2.3において導出された一般座係系における非圧縮性流れの支配方程式は，直交速度成分を

碁礎変数としていたが，これとはjJljに反変あるいは共変速度成分を必倹変数とする方法もあ

る(越塚ら 1988:JH、荻ら 1989;石川 1989;Karki and Palankar 1989).しかし，後者の場合，

駿標変換した基!後方純式 rl" にソース項が現れ~~t保存形とはならず， 離散化も!日J者と比較して

煩雑である .従って，ここでは，恐慌変数が蕊交速l支成分である場合を考える.

2.5.1 レギュラ格子系

これまで，一般路標系における僚子配列系として，図 2.5.1に示すものが使mされている.

図2.5.1(a)に示される レギュラ絡子系では，直交速度成分，反変速度成分，圧力が同位置に定

義されている.従来から，この焔下系は圧力場および迷j支場にチェス総状の振動(Wig呂1e)が

生じることで知られている .こうした探iliJJの原因は，主に迷j交と圧力勾配との問のカップリ

ングの低きから生じている .

2.5.2 コロケー卜格子系

レギュラ絡チ系の圧力燦動の問題を解決するため，定常流|問題において，Rhicelol.(1983) 
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は，セル界|慣における速度を求めるために特別な補聞を導入したコロケート (Colocated)偽チ

系(!盟2.5.I(b))を提案した.これは，セ Jレ界面に速度を術開するとき 2 速度の離散化式を情成

し直して，圧力の差分ステンシルを小さくすることによ って速度と圧力とのカァプリングを

改普したものであり，このような特別な補聞はs 運動量補間(momenruminterpolation)とも呼

ばれている(Majumdar:1988).コロケート絡子系は，さらに非定常流問題に拡張され(Zan邑el

al. 1994)，さらには空間離散化を高次精度化しチャンネル内乱流の DNSに適期され，スベク

トJレ法によるDNS計算とほぼ一致する結果が得られることが報告されている(佐竹 1997;梶

白ら; 1997). 

2.53 ス夕方 ード格子系

迷!支と圧力のデカップリングを防ぐ別の方法として，図2.5.1(c)に示されるように，速度成

分の定義点が圧力の定義点からそれぞれの方向に半絡子ずれた位置に定義されるスタガード

格子系がある(Hariow3nd Welsh 1965). しかし，この従来のスタガード格子系は，図 2.5.2

のように流れJ品の流れ方向が90度回転するような場合，90度曲がった部分における直交速

度が昔j-~:格子界商に対して平行になって本来のスタガード裕子系の利点が失われてしまうこ

とがわかる (Shyyand Vu 1991). ここで，流れ万l旬速度 uのNavier-Stokes方程式中の圧力頃

を.簡単のため 2次元で座標変換することを考えると次のようになる .

dp dp ap 
-:-= Y 一一一Yt:\，~dx ηd1; "'''d1'] (2.5.1) 

90度H!Jがった部分においてはeη=一定の線と y=一定の線がほぼ直交するので，ほ(;ryη= 

Oであるから ，圧力勾配は，次のような離散化式から言j-nされる

生一 I'!.i.i +P' - I.~+ P， I.J-I+P'.i-1 PI.j+PI-l.i+P'-I.J-I+P;.i-11 
a叩 'ヨ¥ 4 4 J 

-_.Ip， 1.1-1 +pψ1  -P'-I.;-I -P，.)-1¥ 
ー、¥ 4 J 

(2.5.2) 

上式から ，901.立曲がった部分では，圧力勾配が基本的にステンシル 2の差分で近似されるこ

とになり，これは レギュラ格子系における迷度 と圧力のデカ ップリングの問題と額似してい

る.これに対して， Maliska el al.( 1984)は，図 2.5.I(d)のような，それぞれのセル界面にお

いて全ての直交速度成分が定義されるスタガード絡子系を提案した.この配列系の場合，3 

次元計算を想定すると， 9個の巡到Ul量方程式を解く必要があり，離散化式が絞維になりメト

1) .~ク ， ヤコビアンの補聞が多くなるが，前述の問題は回避される.従って ， ここでは，こ

のMaliskaのスタガード格子系を一般座標系におけるスタガード格子系として取 り扱う.
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2.6 適切な一般座標系差分スキームの婿成

2.6.1 スタガード格子系における一般座標系差分スキーム

Maliskaのスタガード絡子系におけるほ交迷度成分， 圧hおよび体積フ ラフクスの定義{立佐

を図 2.6.1に示す スタガード格子系差分スキームのi皇統の式とl玉)Jl買の 2次精度の離激化

は，正規直交座標系における差分スキーム(森凶 1996b)を拡獲し.次のように与え られる.

( )61U削Cont. -M21喜一一一=
/-o，S削

(Pres. -M2)，室長(7雲市会長

(2.6.1) 

(2.6.2) 

t式のカァ コ|人J，-M2はMaliskaのスタガード絡子系(凶aliska'sSla畠gcredgrid layolll)にお

ける 2次精度差分スキームであることを示している .上付添え字再は，その世は I珂示きれ

ないが，繍IHJを必要とする事を示している.この補!切を導入することによる彩特については

3.2.2において考重要さ れる 式(2.6.2)において，圧)J成の保存形式と非保存形式は，雌徴的に
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FIGIIRE 2. 6. 2 Numbcring oi cell surfaces 

は厳布、に等しくないが近似的に等しいと見なす.

迎~jfI}Jエネルギーの輸送方位式'i'のIモ)J:摂の保存特性は.，ul埼(1996b)に従い，大域的に取り

扱い，

円子(P除

コ五てLbr~m/ 、
U"，官 = O，Sm ... -plCont.-M2) 

(2.6.3) 

(2.6.4) 

となる.従って，連続の式の南1F.散式(2.6.1)が満足される場合，圧)J項の離散式(2.6.2)1ま，運

動エネルギーの輸送方f'il式中でも大域的保存j形となることがわかる.ただし，式(2.6.3)，

(2.6.4)の導山には， I正力1貨を実際に離散化するときに用いられる式(2.6.2)中の保存形式では

なく非保存j彰式を用いているので，庄えp買の運動エネルギKの保存特性は厳守管性が尖われて

いる この影響については，第 3r;tにおいて検証される .

庄ノりと j車続の式のカップリングアルゴリズムとして，フラクシヨナJレステ yプ法を考える.

u，=uf-州Conv.-M2)， + (vル M2)，1

(Cont.-M2トo

(2.6.5) 

(2.6.6) 

141n=u，. JAf(PIes-M2): (267) 

ここで，111 1まH与問間隔，上イ寸き添サニ 111立時|削ステ γプ数，上1;Jき添守*は11寺|伺ステ γプn

l と n との聞の中間的な Il~f問ス テップを示している . 式(2.6.7 ) を式(2.6 . 6) に代人して，次式で
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表される 2次精度の圧力方稜式が得られる

81JlPMl l 

E;E;lc可713(c…)' (2.6.8) 

上式の導tI:lの過程でも，圧)J:項の離散化式(2.6.2)の非保存形式がmいられている .2次精度

の対流項差分スキームは，正規直交l室係系における差分スキーム(森両 1996b)を拡渡し，次

のように定義する

()6:IZ21可'<"
Div. -M21 "一一一一一一

}， O，S .. 

一一ー-<--，~

(Adv -M2) 一 戸 o，Uj

Adv. -M21." U ャ一一一
JI .....111 ÖI~m 

(Skew -M2)， a ~(Dト M2) ， + "I(Adv -M2)， 

(2.6.9) 

(2.6.10) 

(2.6.11) 

ここで，対流意i'1'の体積ブラ ックスの111iIf司の方向 を表す仁十jき添字C，c'i'の下イ、tき添字Cは，

計算セル界閣の番号を示す セル界|耐の番号は，本米のスタガード絡チ系(図 2.5.1(C))の場

合を考えて.U，が定義されているセル界IfITが l番(C.S.Iと略記，以下同様)， U，が主主義され

ているセル界面が 2il¥'， u
J
が定義されているセ Jレ界而を 3有?とそれぞれ定義する .2次元お

よび3次元におけるセル界官IIの帯号付けを|翠 2.6.2に示す.

次に，体Æ1i フラックスの補H~がなぜこのように取り扱われるかを説明する.ここで，筒中ー
のため 2次元を怨定し， C.S. 1における直交迷度成分 I.t，を計算する湖ti孜化式rドの対流項を 守

式(2.6.9)の発散型で縦散化することを考える .式(2.6.9)をi=I.C=1で展開すると，
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(Div. -M2)， =~許可1kl bZlLZ1弘
Div.-M2)，=一言，15，一+一τE7 (2612) 

となる 式(26.12)の笑|漂の縦散化を図2.6.3(a)で考えると，右辺第 l項の中の体積フラ ック

スU，は，コントロールボリューム界而を徽切る方向で，体積フラックス U，はコントロール

ボリューム界商に沿った方向で補|制される.次に s 十台下が反時計方11司に90度回転、したh場合を

図2.6.3(b)で考える.図2.6.3(a)'IJのC.S.Iにおける直交速度成分"，と同じ位置関係にある，

図2.6.3(b)中の C.S.2における直交迷度成分"，を離散化することを考え，式(2.6.9)をi=1， C 

=2で展開する

( ) 6117;lLZlE' ふ江日時8

Div.-M21 =一一一一一一ー+ーーム一一一
' o，s， O，S2 

(2.6.13) 

省辺第 llJlの中の体綴フラックス U，は，コントロールボリ ューム界面に沿った方向で，体筏

7ラァクス U，はコントロールボリューム界面を繊切る方向で補間される.ここで.倫子が悶

転すると，直交速度成分の方向lま変わらないのに対して，体flIフラ ックスの方向l立回転する

ということに注窓して，図2.6.3(a)と図2.6.3(b)を比較すると，補佐可の方向に対応がとれてい

ることがわかる.つまり，補間される体秘フラ ァクスの{立舵関係に普通性が保たれている.

式(2.6.9)-(2.6.11)の Maliskaのスタガード格子系における対流項差分スキームの各型は，

離散的および厳密に次式で関係づけられる

(Adv. -M2)，= (Div. -M2)， 広正て記l'旦Adv. -M2J， = (Div. -M2J. -u，(Cont. -M2)'~ (2.6.14) 

lI，(Div. -M2)， =約千，~.) +千応可 (2.6.15) 

的(Adv.-M2)え(可f (2.6.16) 

lI，(いM2)，=北，f) (2.6.17) 

式(2.6.14)は解析的関係式(2.3.9)を，式(2.6.15)-(2 . 6. 1 7)は解析 O'~関係式(2.3.l3) -(2.3.15)を

遮切に近似している .式(2.6.9)-(2.6.11)および(2.6.14)-(2.6.17)から.

(1) Nav問 Srokes方程式，t，では， (Div.-M2)，が保存形であり.-A統の式(2.6.1)が満たさ

れた場合， (Adv.-M2)，と (Skew.-M2)，は(Div.-M2)，と等しくなり保存j彩となる，

(2)速度二釆益ーおよび運動エネルギ-Kの輸送}j綬式中では，混合却が保存j診となり，

連続の式(2.6. 1 )が満たされた場合，勾配mと発散mは混合 ~I に等しくなり保存形と

なる，
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ことがわかる 従って，式(2.6.9)-(2.6.11)で構成される Maliskaのスタガード待子系におけ

る対流項差分スキームは，連覇。~i量，迷J.lÉ 一 来最および運動エネルギーを保存し解析的要求事
Jl'lを満足する適切な縦散式であることがわかる .

拡散項:&分スキームは， Navier-Slokes)i程式中でのみ保存形であればいいので，次式でま主

義する

( )， b1( 附引Visc. -M21 " 一一ーIvG"'''~1
bι.\ '~ o，;." J 

(2.6.18) 

4次精度の場合も 2次精度の場合と同様に， 1E古見直交峰様系における適切な差分スキーム

(1996b)を一般座傑系に拡張できる その結果のみを示すと，以下のようになる 噌

-フラクショナルステ ップ法に基づく計算アルゴリズム

u，zuf-1叶 (Conv.-M4い(Visc州 "

(ωnt-M4)~。
(2.6.19) 

(2.6.20) 

u，」ut--Af(Pres M4): (2.6.21) 

.連続の式の灘散化式

96，[1"， 1ふu
(Cont.-M4)至高石一氏;.::=0 

・Navier-Stokes方程式の各項の離散化式

圧力項

(Pres. -M付制定p')副長p")
対流項

(2.6.22) 

(2.6.23) 
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(2.6.24) 

(Adv. -M叶FL-F)長lE 451r)ぜ (2.6.25) 

(Skew. -附 )pj(D1v-M4)tす(Adv州)， (2.6.26) 
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粘性項

(Visc.-M4)冨持;ivG(;211一対)j時|件延一括)1

(2.6.27) 

金正主互主主主

法:lcmH-i主主)1制G
mn

(民一足)j 

古(Conl.-M4)・ (2.6均

式(2.6.19)-(2.6.28)で僻成されたMaliskaのスタガード裕子系における 4次精度一般座標系農

分ス キームは.以下のような離散的関係式を満足する.

.運動エネルギーの輸送方程式中の圧力項

l て!とてJ丸 1 

円子(Pres.-M4)， = ~ 7. ~ ¥許iEEl-兵tp(cont-M4))(2529) 

• Navier-Stokes方程式中の対流項の勾配型と発散型との間の関係式

(Adv.-M刊 M4)， - U，!i床研-F 可| (2.6.30) 

.速度二乗量の輸送方程式中の対流項の各型 (運動エネルギーの輸送方程式も問機)
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(2.6.33) 

従って，Maliskaらのス タガード裕子系における 4次精度差分スキームは， 2次精度の場合と

問機に.運動fk，速度二来品および運動エネルギ一保存特性がj彰式上適切である

2.6.2 レギュラ格子系における 一般座標系差分スキーム

図2.6.4に示される レギュラ裕子系における 一般座係系差分スキームは.正規直交座係系に

おける適切な差分スキー ム を拡張して容易に t;~)炎できる . まず).主税の式と Nav ier-S r ok es 方
程式中の圧力mの2次精度の高Ir散化は次のようになる .

( )bA， Coot. -R21喜一一一=0
J -oι (2.6.34) 

(Pre5一時針生村住; (2.6.35) 

式(2.6.34)中のカッコ 内， -R2は レギュラ裕子系<segulargrid layolll)における 2次精度差分ス

キームであることを示している.式(2.6.35)から.運動エネルギーの愉送方程式中の圧力Jj'jの

保存特性は，
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I 16.13D lミ
叫(pres一叫 =可才一p(Conl. -R2) (2.6.36) 

となり， (2.6.36)式は， (2.6.19)式を適切に近似し，連続の式(2.5.34)が満足されるとき保存j形と

なる .スタガー ド格了系の場合と問機に， IE力と述続の式のカップリングアルプリズムとし

て7ラクショナルステップ法ーを考える .

tt，=uf1-Afl(ωnv. -R.2)， + (Visc一回)，
1

(C刷 R2トo

(2.6.37) 

(2.6.38) 

24f=uJ-JaI(pm-R2) :(2639) 

式(2.6.39)を式(2.6.38)に代入すると .次式で表される レギュラ絡子系における 2次精度圧力

}j程式が得られる .

o， {"".， o
，p' 

1 
EZ;lc EE:;j=z(conI-mj

・

対流項差分スキームは次のように:11よ援される .

()617l lkFJK 
Div.-R21書一一一一一一一

}， 
- oι 

( )=5IIL 
Adv. -R21 "u. 一一J， ""'trJ o，とm

(同S欽k巴側W.-即 )トJ=ぺ書寸i主炉(伊似D町iω)い，汁寸寸+寸古j計が抑(い川Ad伽vト叩叫-心叫氾叫)
これらの対i流定記e項現スキ一ムは，級官主的に次式を満足する

(Adv. -R2)， = (Div. -R2)， -11，( Conl. -R2) 

1I，(Div. -R.2)， = 1I，(Skew. -R.2)， +午(Cont.-R2) 

1I，(Adv一問)， =u，(Skew -R2)， + ~子hト叫

三 I -

'..... 

¥ 

ul(SKEWU)!=Et;;収'<"子j

(2.6.40) 

(2.6.41 ) 

(2.6.42) 

(2.6.43) 

(2.6.44) 

(2.6.45) 

(2.6.46) 

(2.6.47) 

式(2.6.44)は式(2.3.9)を，式(2.6.45)-(2.6.47)は式(23.13)-(2.3.15)をj謹切に近似している
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従って，これらの対流項スキームは i亙ifaJ1D:.速度の 2j長訟およひ・巡動エネルギーの保存特

性に関して適切な雌散式となっている .

拡散項差分スキームは.Navier-Stokes ii程式中においてのみ保存形であればよいので，次

j~で定義する.

(Visc.-R2)，a去(VG長)
4次fi'i!支も問機に拡張できる.結果のみを示すと，以下のようになる.

-フラクショナルステ ップ法に基づく計算アルゴリズム

u叫=吋u2Jfff，Hト川，-川』叶1一A泊叶州Iイ引|ド(似ω伽 n肝v一4州R例叫4

(Conl. -R4)" = 0 

u，" = 11: -Jd.t (Pres. -R4) 

(pres.-R4)，霊法(刻一法(舟)
対流項

(Div.- R4)，，，，~刊ô ， L玩Z乙"J戸lD加iv一R刈4)霊一一一一一一一一， 3 O，!;'" 3 O，!;'" 
( 4=コエ;lLl-U2叫 に
Adv-R4)y-fj ---tf ー

3 'J m O，Sm 3 .....~ m ol'm 

(Skew 叫=~(町v叫す(A札剛)，

粘性項

(…  

(2.6.48) 

(2.6.49) 

(2.6.50) 

(2.6.51) 

(2.6.52) 

(2.6.53) 

(2.6.54) 

(2.6.55) 

(2.6.56) 

(2.6.57) 
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-圧力方程式

1E341(定制|時lCi""'(完走)1=~μ問) (2.6.58) 

式(2.6.49)~ (2.6.58)で構成されたレギュラ絡 f系における 4次桁JJ[一般賂僚系足分スキーム

は，以下のような離散的関係式を満足する.

.運動エネルギーの輸送方程式中の圧力項

ー，. 勾官

(n___ nA ， _ 4Ô ，pUm '~ lO1PU"，-- ( 、
APm-R4j，=71Z7-71王7-p(C側 -R4J (2.6.59) 

-Navier-Stokes方程式中の対流項の勾配裂と発散型との聞の関係式

(Adv -R4ト(Div.-R4)，-u，(ωnL-R4) (2.6.60) 

.速度二乗量の輸送方程式中の対流項の各型(運動エネルギーの輸送方程式も同様)

• I - ， ~_ ， ( -2主l

u，(Divー叫=法l可J午 ) -~ Ô~~m ( U"，2;.午 ) 

午 (CODL-R4) (2.6.61) 
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A凶
YR

 
nu 

ハUc
 

m
一2

(2.6.62) 

( 461(-yJtiki 162(一苫ふたi
1，(Skew.-R4)， =一一1U - l du J-l 

3o，1;"，¥"，" 2 '-3O山 ;¥"m2 ， (2.6.63) 

従って，レギュラ絡下系における 4次精度一般座標系差分スキームは， 211寺精度の場合と問

機に p 辺誠1m，迷J交コ釆盃;および運動エネルギ保存:特性が適切である .

2.6.3 コ口ケート格子系における一般座標系差分スキーム

コロケート格子系(Rhieand Chow 1983: Peric 1988)は，図 2.6.5に示されるように， 1立交

速度成分"，とI王力pがセル中心に，特別な補間(運動量補間， MomenLUm interpolation)によ り

計算される体後フラック スFmが七 Jレ界面中心に定義される..illi統の式と 庄力項の 2次精度の

離散化は，次のようになる

ハ
υ一一

n
-
n
 

F
・一と、

災

U

一夫

υ
=
 

q
，4
 

F
」nu 

nv c
 

(
 

(2.6.64) 

上式のカッコ |人J.ーC2はコロケート格 J二系(Colocaledgrid layout)における 2次精度差分近似

であることを示している.Navier-Stokes方程式中の圧力攻は，レギュラ佑子系で定義された

(Pres.-R2)，を用いる(森西 1996b).庄)Jと連続の式のカ ップリングアルゴリズムとして，フラ

クショナルステ yプ法を考える

tt，=tr  

(Cont. -C2トo (2.6.66) 

u，n=uJ AI(Pm-u): ( 2667) 

ここで，直交速度成分が定義されていないセJレ界而中心における体桜フラ ;17スFmは.次式

で表される術開を用いて言j.nされる

F.." = u.: '，. -I'!.t G脚色ご
Õ'~n 

(2.6.68) 

この体積フラックス Fm"は，セル中心の体僚フラ γタスをセ Jレ界而に補間するときに，速度

の維散化式を構成し直して，圧)Jの差分ステンシルを小さくすることによって圧力とのカ γ

プリングを改善したものとして解釈できる.

圧力方程式は，式(2.5.68)を式(2.5.67)に代入して得られる.

O， ( 【 酬mnOlpn.川¥ Iパb戸可r.」1

E認司苫x.瓦司'"礼;;1:1lU 百五~r t:l可7 (2.6.69) 
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コロケート佑子系における 2次精度の対流項A分スキームは，以 Fのように徽成される.

( )61/戸、
Oiv. -C2I-一一一一ーー

Ôl~m (2.6.70) 

(Adv. - C2) ゴ~I~.Adv.-C21 "'F.~ 
1， 怜 J;m (2.6.71) 

( SkewーC2)， E ~(Oiv. -C2)， + ~(AdV 一 口) ，

これらの対流項スキームは，厳衝に次のような縦散的関係を満足する.

(Adv.ー C2)戸 (Oiv-C2)，-u，(Cont. -C2) 

(2.6.72) 

(2.6.73) 
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(2.6.74) 

円(Adv-C2)lt(/ヂ)一千(Cont.-C2) (2.6.75) 

1I，(Skew.-叫 =ιlILIllL陪)
~ ，ち 111\ L I 

(2.6.76) 

式ロ.6.70)は式(2.3.9)を，式(2.6.71 ) ~ (2 .6.73 )は式(2.3.13) - (2.3 . 1 5) を適切に近似している.

従って，これらの対流項澄分スキームは，見li動:Hf，速度二来最および運動エネルギー Kの保

存特性に関して適切な離散式とな っている

拡散項差分スキームは，NavieT-Slokes方殺式;中でのみ保存形であればいいので，次式で定

i毒する.

() 611 mi Visc. -C21量一一一一| 一一 |，，- õι，\'~ o占"} (2.6.77) 

以上で構成したコロケート格子系における差分スキームにおいて，尽力I貨の運動エネル

ギーの保存特性にはtUまを裂する 圧力瓜は，レギュラ終予系における鰍倣化式と問じ式を

使用するので，式(2.6.34)で表される (Collt.-R2)が満たされなければ，圧力lJ'[スキームの:illi動

エ平ルギーの保存特性が適切でないことがわかる.式(2.6.64)，(2.6.66)， (2.6.68)から，時間ス

テップkにおける(Cont.-R2)は， テイラー展開をJ.TJいて次のように評価できる

ムぱ 1 o， I _O，v"' ー王子r，・¥1

高74Il認71c古7-GE孟;JI 
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ο
 

一一 (2.6.78) 

従って，コロケート絡子系における運動エネルギ-Kの輸送方程式巾の圧)J項の保存特性に

は.時間 1.次楠度かつ'4"i1/jj2次*111支の誤差が含まれる.侭向ら(1997)は，空間 4次精度化に

よってlT.カ.l)';tの運動エネルギーの保存特竹の誤差を抑制し， 一線等JJ11:乱流および平行平板

間内乱流のDNS討すIから，この誤差の影響が致命的ではないと報告している.しかし， I時間

間隔が大きく計骨格子の解像度が比較的粗い場合，この誤差が併に影響iを及ぼす事が懸念さ

オLる

ここで構成された一般座係系におけるコロケート絡子系差分スキームは， Zang( 1984) e/ alー

による差分スキ ムと一致する .

2.6.4 修正コ口ケート格子系差分スキームの一般座標系への拡張

2.6.3において構成されたコロケート修子系における差分スキームでは.運動エネルギ-K

の輸送方程式中の圧力演の保存特性に時|湖 l次精度かつ空間精度の誤差が含まれていた.こ

の影響を小さくするために，森西(1998a)は， Van Kan修正(VanKan， 1993)を義人して，コ

ロケート格子系差分スキームの圧力項の運動エネルギーの保存特性を改脅した修正コロケー

ト絡子系差分スキームを提案した 当初，この修正コロケート格子系差分スキームは， 一般

座標系に拡張できないと考えられていたが，調査の結果，座標変換を導入することによ り一

般座標系に拡張できることがわかった.修正コロケート絡下系差分スキ ムを一般座標系に

拡張すると ，SMAC法』こ鎖似した以下のような計算アルゴリズムが構成される.

"1イ l叶 (Conv.-MC2)， +( Pres. -R1い(vル Mロ).1 (2.6.79) 

bム1 I ~，戸......mn ô、"
雫;コ\V 可Eξ~J-t:石;τ瓦「 (2.6.80) 

(2.6.81 ) 

一一 時 O目I1r/'幡

凡"=Um

叩

-61C'"可t了 (2.6.82) 

p" = p"-I + tJ.p (2.6.83) 

ここで，式(2.6.79)中の-MC2は修正コロケート倫子系(単odifiedColocaled grid layoul.)にお

ける 2次精度差分スキームであることを示している.コロケー ト緒子系における圧力墳の保
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存特性の誤差は レギュラ惰子系における述統の式(Cont.-R2)が精度良く i筒足されないこと

に担因していた.しかし，ここで榊成された一般座標系における修正コロケート佑子系追分

スキームでは. レギュラ絡下系における巡統の式が，以 Fの精度で満足される.

6久ι仏n ..1川o，Iい"附仰"，Oj

一τア?一=6釦I1一一IC 一一一一一Gmn
:-~ I 

0品 lo，;，川J川『l61と，"， U82E仰 j

=all-;£(c EF)hnZ品(G25)h2+0(ν)

= 0 (6t". h') (2.6制)

従って，等間隔直交感原系において定式化された森西(1998a)の修正コロケート倦子系主主分ス

キームと同様に.運動エネルギ-Kの輸送方程式rドの圧力項の保存特性が時間 2次精度かっ

空間 2次精度となり改善される.

2.6.3において構成された通常のコロケート格子系における対流項差分スキーム(Conv.-C2)，

および粘性項差分スキーム (Visc.-M2)，は .連動量迷度二来なおよび運動エネルギーの保存

特性に関して問題がなかった.従って，修正コロケート格子系においても，対抗L項差分スキー

ム(Conv.-MC2)，および粘性項差分スキーム (Visc.-MC2)，は，コロケート格子系と同じものを

使用する

()， 617 Div.-MC21.=ーで一一
-，・ヨm

(Adv. -MC2)τr-Adv.- MC21 這 F~
11-' "'O

1
;"， 

(Skew. -M口)， ..~(DiV.- M口)寸(仙 - MC2

(Visc. -MC2)，'=- .<Õ~ I 刷日Visc. -MC21 5 一一一IvG 一一 |
}， - oι 

(2.6.85 

(2.6.86) 

(2.6.87) 

(2.6.88¥ 

修正コロケート緒子系差分スキームの5?:J1!iJ4次精度化は，直感的な方法では，運動エネル

ギ保存特性が VanKan修正によ って改普されない.森・l国(1996b)は，レギュラ格子系におけ

る差分スキームとと同様な術開および差分を用いてVanKan修正を導入する空間 4次精度修

正コロケート絡子系差分スキームを提案した.この祭附 4次粉I支修正コロケー卜佑子系益分

スキームも 2次精!文と同様に一般座標系に拡張可能である.
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SMAC 法に~í似した以下のような計 tl:アルゴリズムカ吋専成される

u，' = u:-' -JI'J.， !(conv. -MC4). + (Pres. -R4)， + (Visc. -M叫 (2.6.89)

(Cont. -MC4)" = 0 (2.6叫

=u叶ま(j37AP)-i去らや)j 

~，"- oιd/J 

ァ:17"= U"， - - III GI/m，一一二一 (2.6.92) 
o，s" 

p"=p"-' +d.ゾ? (2.6.93) 

ここで.式(2.6.89)中の -MC4は修正コロケート裕子系(ModifiedQolocaled grid syslem)にお

ける 4次精度君主分スキームであることを示している .図2.6.6に4次補皮修正コロケート佑子

系差分スキ ムにおける直交述l主成分，体般フラ γ クスおよび圧力の定義位{症を示す.4次

精度の修正コロケート絡子系差分スキームにおいては，新たにセル中心で定義される体般フ

ラックス 2Fm"が導入されている.連続の式の離散化は次のように定義される.

(146J凡 1O2 2F"， 

Conl.-MC4 
3 Ôι -τ~ご

式(2.6.92)を式(2.6.90)に代入して，以下のような圧力方程式が得られる

4 O， 1 rnmO，I'J.p" 1 1 1¥ 1 ~m"Ô2I'J.pfl l J 14 o，U，.' '寄m J O守57Hm|
克司u 可Cl-3O，s"，llJ烹引=z;日寸志ケ-7寸x::-I

IF
1 

IFヲ

IF
1 

FIG1IRE 2. 6. 6 Colocaled gnd la)'oUl for lhe fonh.ordcr accunllc modified finilite differencc schcme 

(2.6.94) 

(2.6.95) 
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式(2.6.89)'=1:'の対流項足分スキーム (Conv-MC4)，は，以下のように拡仮される.

()461  1汽X L 1622FP-
Oiv.-MC4)軍一一一一一一一ー一一ーーー一一1/ 

-
3 O，S.， 3 O，!;.， 

(Adv.- MC4)，，，~て石lL 1 てÔ，lI/ 2，.

Adv-MC4)FE-I

一一一3 
. 

Itt

O1sm 3 
I 

"'Oz's"， 

( s~トM叫寸(0トMα)寸(Adv.- M叫

これらの対流項送分スキームは，離散的に次式を満足する.

(Adv. -MC4)，=(Oiv. -MC4)，-ZI，(Conl.-Mα) 

内(0…α)，=主主;(41-ht(zlLf)
+fjlL(cont-MC4) 

l(AdV4C4)l=12LI11112fila-l-主主-2yth i 3Oι.，¥ 'm 2 '-3O主:¥'''-2 ， 
U，U. I 、

-7 IConl-MC4l 

1"1附 一川=法:(4

(2.6.96) 

(2.6.97) 

(2.6.98) 

(2.6.99) 

(1.6.100) 

(2.6.101 ) 

(2.6.101) 

式(2.6.99)は式(2.3.9)に，式(2.6.100)-(2.6.102)は式(2.3. 1 3) ~ (2.3. 15 )に対応し ， 解析的保存
特性を適切に近似していることがわかる .従って，式(2.6.96)-(2.6.98)で併成される対流項

差分スキー ムは.ïi!捌~iK.速度二来 J立および巡動エネルギーを適切に保存する維激化式であ
る.粘性項に関しては， 庄}J方程式の縦激化式(2.6.95)のた辺に類似した形式で定義する

(Visc 叫缶詰 (vomn話)+主主(vomを) (2.6.103) 

圧力墳の迎動エネルギ一保存特性が適切になるためには. 2次補)交の場合と 問機に，レ

ギュラ絡子系における連続の式(Cont.-R4)が満たされなければならない式(2.6.90)~(2.6 .9 2) 
および式(2.6.94)から，時間ステップkにおける (Cont.-R4)は，テイラー展開から次のように

評価できる .
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州企些~ = M 14 " Õ~ {C''''回 一c"'..1ω H lいpnl，~. ~ 
3 Oι3 Õ4~ "， ~， 13 O，ι¥V o;ι v ¥β3τ王:;--3O，;了!I 

1 --，、Zミ.1
1 o， )戸mんapM AmnJ482旬μ Jõþp"r.~ 

-3号:¥Uo王:;--u ¥3 ô，~" -3 o4S" i ( 

一長(c筈)hすま(C"'"手)h:

-LffJ些~k2hn2+ 0(h ')
l 刊 iJ~ ，.' \ ci色.'J 

=o(l'J.l μ) (2.5.1附

従って，運動エネルギ-Kの輸送方程式中の庄力写iの保存特性の誤差は 時n:ll2次精度かっ

空間 4次精度となる .

圧力方程式を解く際に必主要とされるメモリ符去を見積も っておくこ とは，実際にプログラ

ミングする際に重要である.圧力方程式は，次のような代数方程式に変形した後，ガウス

ザイデJレ法.SOR法. CG法，マルチグリッド法といった解法によって解かれる.

Appp=A，p，+Awp..1トA"P'14トA..p..，ト一日 (2.6.105) 

ここで.修正コロケート裕子系の場合.PはtJ.pに置き換える 実際の数億計算において，係

数Ap.Ae. Aw等は，計算の高速化のために変数として記憶されるのが普通である. 2.6.1に

おいて構成されたスタガード佑子系における 2次精度および4次精度圧力方程式(式(2.6.8)

および(2.6.28))を3次元(11= 3)で雌散化する場合曾庄)J方程式離倣化:t'¥:中の{系敬の数は.ぷ;

のように見積もられる

2次精度・ 3"-8 = 19 {閤

4次精度:5" + 2n -8 = 123側

ただし.圧力方程式中の明示されない梢IUJ#は. 4次精度の場合でも 2次精度の補間を使JfJ
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している このように， 4次精度のスタガード裕子系差分スキームは， 2次精度の場合と比

較して，メモリ使月]虫が飛E極的に附加するとともに，雌散化が非常に煩雑になって実用的で

ない，-}j，(修正)コロケート佑子系表分スキームの場合，11iJ被に係数の数を見積もると以下

のようになる.

2次精度 3"-8=19個

4次精度 :3" + 211 -8 = 25例

従って ，(修正)コロケート絡子系楚分スキームの鴻合，4ぷ;精度化に伴うメモリ使用呂;の精力JJ

は，スタガード協子系と比較すると他かであり.離散化も上t鮫的谷易であり ~Jl-J上布利であ
る.

2.7 本章のまとめ

本章では，DNSやLESといった高精度な非圧縮性百L流計算にi直した一般座標系差分スキー

ムを僻jまするため，差分スキームの保存特性に着目した まず，座標変換を施した非圧縮性

粘性流れの基礎方程式系(j皇統の式， Navier-S10kes}j程式，迷j変二来量および連動エネルギー

の輸送方桂式)の解析的保存特性が，座標変換前の基従方程式系と全く問じになることを示

し，その結果，等間隔正規直交座標系において基礎方腹式の解析的保存特性を適切に近似す

る差分スキームが，比較的簡単に一般座標系へ拡張できることを示した.本f;rでは， Maliska 

のスタガード裕子系，レギュラ一裕子系およびコロケート絡子系における一般座傑系差分ス

キームを俳成した.ここで，これらの一般座標系幾分スキームは，以下のような特徴を持つ.

l 本章で構成された一般住標系送分スキームの中で，形式 t，保存特性が適切である

のは， Maliskaのスタガート絡子系差分スキームおよびレギュラー絡下系差分スキーム

である .

2. 従来のコロケート裕子系羨分スキームは，圧力墳の運動エネルギ一保存特性に時間

防11輔srに比例lした誤蒸が含ま れている(森西 1996).これに対して，森西(1998a-b) 

により提案された修正コロケート 佑子系差分スキームが一般戚傑系に拡演できること

を示し.その結呆， f~fltx.された ー般座標系における修正コロケート僑子系差分スキー

ムの圧力項の運動エネルギ一保存特性lま1時間 2次精度に改普されている .

3. )ま艇方程式の解析的保存特性をj直1iJJに近似する差分スキームを 一般E担保系にJ広仮す

る際，明示されない有rrllllを導入したことぞ圧力J1'iの差分スキームにおいて保存形式と

'il'.保存j彰式を離散的にも等しいと仮定したことなどから .差分スキームの保存特性に

関する』技術↑止が失われている.この影響については第 4市において検証される.
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第3章

数値計算方法

本章では，本研究で取り扱われる恭礎方程式，計算アルゴリズム， EE間離散化手法，時間

進行法，圧力方粍王tM法，計算安定化のためのフィルタリング等，使用される非圧縮性百L流
の数値計算方法の統35について説明する .

3.1 基礎方程式

非圧縮性粘性流れを規定する基礎方程式は，連続の式およびNavier-SlokesJj程式である.

ハ
u

h
一h

(3.1.1) 

主寸(UjU，)-去(*)+え(合) (3.1.2) 

ここでは，不等間隔非直交の任意の一般廃恕;系の計算格すこを使j刊を想定しているので，第 2

輩で導出された座係変換を施した述統の式と I、lavier-SlOkes方程式が取り扱われる .

au .. 
a1;仰 ν

(3.1.3) 

t(?)t(叫th)-£(j安司法(V4) (3.1.4) 

ここで.0，ーは反変速度成分であり，ヤコピアンおよびメトリックをmいて，直交速度成分か

ら以下の式で変換される.

I d!;. 
/1=一一二-lJ

m .J dXj -， (3.1.5) 



第 3章数値計算方法 46 

また，式(3.1.4)において，ことわりのない場合，対流項は，発散耳目が凡jいられることとする.

実際の数値計算では，代表速度 Uおよび、代炎長さ LをRh、て， !!暁次元化した式が解かれる.

無次元変数をL:1寸添え字*で表すこととし， j!!~次元変数は以下のように有次元変数と関係づ
けられる.

川=μ" Zlt=陥 l' (Jm=叫 p=川 1=十
~次元化された基縫 )j程式は，簡単のため * を省略して以下のように衣される

dU_ 

eJSm
げ (3.1.6) 

掛か11，)剥舟)+品(σ支)
ここで • ReはReynolds数であり，次式で表される.

Re= VL e=ーーー

(3.1.7) 

(3.1.8) 

3.2 計算アルゴリズム

本研究では，計算アルゴリズムとしてフラクシヨナルステ γプ法 (Chorin1969)を用いる.

式(3.1.4)おいて，説明を簡単にするため， I時間I買を Euler陽解法で維散化する .

j守二=-£(ω)-a~)舟)+走(VG 主) (3.2.1) 

次に，上式の両辺の発散をとり，新しい時間ステップnにおける速度の発欲，

…川一凡

をゼロとすると，以 Fのような圧力方程式が得られる

。(円刷。'p¥ 1 dU，川
dSm ¥ 

'J 
dS" J 

-
IJ.I aSm 

」こで，U'は次式で計算される中間述度 u を使用した体筏フラ yクスである.

…'+JIJ./!-a:)ω)+去(ぺ)! 

(32.2) 

(3.2.3) 

新しい時1111ステ yプ11における直交速度成分1.1/'を計算するまtは，式(3.2.1)および式(3.2.3)か

ら，次のように4専られる.
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14h 必f|£(舟) (3.2.4) 

以上，フラクショナルステ γプ法の4ノド的なアルゴリズムは，以下のように憐成される.

• Fractional Step法のアルゴリズム

ステップ 1 式(3.2.3)を用いて，前のH寺問ステップ 11-1の迷度から中間速度 u，を

計算する .

ステ ップ 2 中間速度11;から式(3.2.2)の右辺を青十算し，圧力方程式(3.2.2)を何らかの

圧力方程式解法により計算する.

ステップ 3 ・式(3.2.4)から，新しい時間lステップ nの直交速度成分 ut"を計算する.

33 空間離散化

式 (3.2.2)，式(3.2.3)および式(3.2.4)の空間i項の雌倣化は.第 2~iîで構成された一般座傑系

差分スキームが使用される.例えば，コロケート絡子系における 2次精度の一般座標系差分

スキームで離散化した場合，計算アルゴリズムは以下のようになる(第 2翠参!!現).

I品。F.，;'';.. 15， ( _ ..，..15，11汁|
U， =u

J
十JAIl-tt+E五円相| (3，3.1) 

走(cnt)=;I党 (3.3.2) 

(3.3.3) 

ここで，Fmは，セJレ界而に定義される体fi'!フラックスであり .次式から計算される

ーっ j是 /lU，OJ)1i 

l'~，" = U..，.. ." -s/ C;""~一一
15，;" 

(3.3.4) 

式(3.3.2)および式(3.3.4)中の Lj.J添え字#は，明示的でない補111]が必聖書な項であることを表

している.この明示的でない術IIllには，断りのない場合， 2次精度の術開スキームをmいて

いる.この明示的でない補間の計算精度および保存特性に対する影響は，第4宣言において検

証される.
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3.4 時間進行法

本研究では，時間進行法として対流項に 2次中再度Adams-Bashforlhi.去を，拡散1nに Crank-

Nico l so n スキームを f吏m した白ドf~角~i去，およひ' Runge- Kulla スキームと Crank-Níco l so nスキー

ムを組み合わせた低記{立容量3段階部分 3次精度半l怠解スキーム(Splart.1991)の2つの方法

が使用される .

3.4.1 Adams-Bashforth法およびCrank-Nicolsonスキームを用いたフラク ショナル

ステ ップ法

式(3.3.1)-(3.3.4)において，対流項に 2次精度 Adams-Bashforth法を，拡散項に Crank-

icolsonスキームをイ吏用したフラクショナルステ yプ法の言f"鉢アルゴリズムは，以 Fのよう

に構成される.

，. 11 J 
U， =-11， 

+J d.l す{3( 0吋 i ー (Div - C2) H主(VGmn~ILtBJJUl}

O， (仁〔HJN B「11パO，可rr=引刊1陪ξ
I一， 目一

6ん¥II O，!;" r d.f O'!;m 

'. = 1.1/ベE3;(舟，)I 

Fn，~可~-A/c"'ピ
V，SII 

(3.4.1) 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

ここで， (3.4り式中の (Div.ーC2)，は，コロケート格子系における 2次精度の対流mの発散型

の縦散イヒ式を表し，次式で定義される .

b 177R 
lOiv.-C2)，ームムー

O，s"， 

3.4.2 低記憶容量 3段階部分 3次精度半陰解スキーム

(3.4.5) 

Runge-Ku1l8スキーム とCrank-Nicolsonスキームを組み合わせた低記憶容長 3段階部分3

次梢俊半陰解スキーム(Splarl1991)をfie用したフラクショナルステップ法の計算アルゴリズ

ムは，式(3.3.1)-(3.3.4)から次のように構成される
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• k' 
1J1 = U; 

り d.， l-Yk(DiV.-吋 '-s，(Div

61fdJmbpf- 161571に

o，;..¥ ~ oι } (αj+s，)d.l Oι 

JU jhI(α. + s.) Iま(舟.)) 
! 一つは ，o/' ι，'. = (J，，: .-. -1'.1 (α.+s，) G""可7

49 

(3.4_6) 

(3.4.7) 

(3.4.8) 

(3.4.9) 

ここで，付添え学kは，各時間ステ γプl付での段階数であり .k= 1 ~ 3である .k= 11設に

おいて， u，a-l=ttj¥ また.k = 3 段において， uJ=U，"である式(3.4.6) ~ (3.4.9)中の定数
は，以下の通りである

α，=29/96.α，=-3/40.α3 = 1 /6 

s， = 37 / 160. s， = 5/24， [3可=116 

y，=8/15， y，=5/12. y，=3/4 

s，=O. S，=ー17/60， ヒョ=-5/12

ここで，拡散項を Cran_k-Nicolsonスキーム法で陰的に取り扱うのは.自主でno-slip条件を諒す

ために壁からの第 l絡チ点までのllfl縦を小さくと った場合，粘性項の安定条H'-が厳しくなり

時間間隔を大きくとれなくなるのを防ぐためである.

以上では，代表的にコロケート絡子系における 2次精度一般l'itt.震系.&分スキームの場合の

計算アルゴリズムを示したが，その他のスタガード佑子系および修正コロケート佑子系援分

スキームにおける計~:アルゴリズムも同様に構成される . また，空間離散化の精度が 4 次精
度li. それぞれの項の離散化式を第 2主主で構成した 4次精度の形式に変更する .

3.5 圧力方程式解法

本研究では，圧力方程式の解法として， si-CGSlab法(安定化双共役勾配法)を用いている .

このsi-CGSlab法は. vao der VorSI (1992)によって提案された連立 l次方程式の反復解法で

あり，今までの CG法系統の解法が持っていた弱点である，妓差の非単調減少n.収-*の不

安定性，解の局所振動等が完全ではないが観測されなくなる(藤野ら 1991) また，笑|祭に非

I.f縮性流れ解析における圧力方程式に対して Bi-CGS[ab法を適刑した結果.効率の而で非常
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に優れていることが確認されている(必野ら 1991)

BiーCGStab法は， 一般的に，以下のような特徴を持つことが知 られている(長谷川 ら)

-非対称行91Jに適用可能.

l反復あたりの計算コストは BiCG法やCGS法と同稗度であるが，転位行列が必要な

し、

. CGS法とほぼ同じ収束の速さを保ちつつ， CGS法の不規則な収束パターン避ける

CGS法の代替手段である.結果として，しばしば更新された残差ベクトルに小さな

精度の慣失が観察される.

Bi-CGSlab法のアルゴリズムは以下の通りである

.Bi・CGSlabi-1ミのアルゴリズム

初期ベクトル 引を与える

rQ=b-Axo 

Po = ro 

(3.5.1) 

(3.5.2) 

r... :::: r 
0 ・()' (3.5.3) 

ここで，妓差ベクトル らが~ r.l s d b ~ を満たすま で反復する .

α= (ro'， r.) 

kr五3 (3.5.4) 

t，・1= rk-α〆p， (3.55) 
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(3.5.6) 

X，.， = x， +日，p，+ω.t， ， (3.5.7) 

。-α'("0"日，)K5τ三「 (3.5.8) 

P. ，= r.什+ム(p，-ω0P.) (3.5.9) 

日i-CGSlab法に不完全LU分解等の前処尽を行えlまさらに収束性が向上することが期待をでき

る.本研究では，メモリ使用i置の明大およびベクトル化並列化の問題から今のところ前処

理は導入していないが，原理的には不可能ではない.
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3.6 計算安定化のためのフィルタリング

第2寧では，自在散化によって生じる見せかけの述通UJエネルギーの倣注誤差をなるべく小さ

く抑制し.DNSの場合は分子高古性散逸，そして LESの場合は SGSモデルによる運動エネル

ギーの生成 ・効果がJEしく評価されなければならないとの考えから ，連動i誌のみならず迷度

の二来最および迷動エネルギーの保存特1''1'に1)日しでも適切な一般座線系友分スキームを機成

した しかし， 一般座僚系の計算に m~ らず，高レイノルズ数流れの数値計算においては， N

流演に中心差分を用いた場合，計.:p:が不安定になることが釘lられている.従来よく使用され

ている計算安定化のための対流項諜分スキームの風上化は.Appendix Aで示されるとおり ，

たとえ高次精度であっても風ヒ化による人工粘性の効泉が物理的考終に)J.;づき定式化された

SGSモデルによる人て粘性の効果よりも大きく ，正しいLES計算が行われているかどうかは

疑わしい.従って，本研究では，速度場に陽的にフィルターをかけることによりもっとも高

波数(kdx-lt)のエネルギーを除去し，流れ場を安定化させる方法(Demuren唱 pnvale

communication)を保mする.

ここで，一般的にフィルターの援分近似式は以干のように構成される(Lele1992) 

s/， 2十 α1，1 +.r， +α/'-1 + s_(，・2

吋 づ(1，1 + 1，-1)ゴ (.f，.，+j'， ぺ(1，け/，-，) (3.6.1) 

上式において，凶 "̂(ト ァプハット)はフィルターを施された盆を表している，また，α，s. a. b， 

c， d Iま定数であり. 4次精度および6次精度の場合，以下のように守ーえられる.

u=i(5÷6α6s+ 1叫 b=j(l+2α+2s-2tl)

l
 

J
U
 

F
O
 

+
 

o
ur
 

A
守α

 

内
ノ
匂(

 

l

一。。--c 
lhe 4th order (3.6.2) 

at(ll+lOα ー 10s). b=占(15+34α +30s) 

c=土(-3+6α+26s)，d=土(1-2a+2s)16' --'" _. 32 lhe 6lh order (3.6.3) 

Fourier解析から，式(4.7.1)の Transfer関数代w)は以下のようになる(Lele1992). 

門w)=E+b COS(w) + C∞中wJ+d∞中w)
1+2αcos(W) + 2s cω(2w) (3.6.4) 

2次精度1 4次精度および6次精度の陽的フィルデ リングスキームのTransferrJ!J数の分布を
図3.6.1に示す.2次精度のフィ Jレずリングは，低i，波数成分もかなりカ γ トしてしまうが.rc.c 

次精度になるほどlowpassフィ Jレターとして優れた特性となることがわかる‘従って，本iiJf
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究では，非周期的境界付近の 3点を除いて，式(3.7.3)において α=日=0として得られる 6次精

度陽的フィルタリングスキームをイ吏用する.

(3.6.5) 

また，非周期的境界i= 0付近の 3点に対しては，以下のような 4次精度|場的フィルタリング

スキームをイ史府する .

I，= 1，-3+6/1-2+ 151ト ，+44/，-'-'5/，1-61，-2+1'-3 
-

64 

(3.6.6) 
J1=15/，+4/2-613+4/，-1， 

(3.6.7) 
Y2=11，+ 12/2+613-4f，+I， 

(3.6.8) 
-1， +4/2+ IOf3+4ん-15

16 

これらのフィルタリングは目適当なタイムステゴプ間隔勾;に迎mする 本研究では，フィル

タリングを適用するタイムステ γ プ間隔は，百j-nが安定に実行できる範閥でなるべく大きく

とれるように経験的に決定する.

/3 
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3.7 乱流統計量の算出

3.7.1 LESにおける乱流強度

LESにおいて階的に解かれる GSi生皮 11;から;)とめられる乱i侃強度と DNSで鮮かれる uから

求められるi5L流強度を向後比較することは，厳密に IIしい比較を行ったとは言えず，新しい

SOSモデルを開発しその検証を行う場合は， DNSから計算された速度にフィルターをかけて

厳禽に比較すべきである.しかし，本研究では， SGSモデルの厳衝な倹献ではなく z 主とし

て複雑形状乱流場の LES解析す三法の確立を向指しているので， LESにおける乱流強度を近似

的に求める方法について考える このために， LESにおける舌L流強度と実験や DNSで符られ

る乱流強度との聞の関係を明らかにするIj:;:が重要である.

ある変数fに対して，制1フィルターを施した盆を7で，アンサンプルフィルターを施し

た最(J)と記述する

f=f+f' ;Sp仰刊);:1川‘a叫IlialFi川Il阻e町rin畠

f= (f) +.(" ; Ensemble ave時間

(3.7.1) 

(3.7.2) 

また.1'[1倉(1996)に従い‘'!i:flf)あるいはアンサンプJレフィ Jレター操作に関係する関数として以

下のようなものを定義する.

τ(u" u，)室 zliJ-日=τu (3.7.3) 

m(u" uJ)霊 (u，u，)一(u，)(u，)= (1内 (3.7.4) 

ここで，式(3.7.3)中の苦LiAE応)Jτ(u"I/)は， LESにおける SGS応力 't;1に句また，式(3.7.4)中

の乱流応力 m(uρυ は，通常のレイノルズ肋(uJV)に対応する これに付し LESにお

ける GSレイノルズ応力は以下で定義される(坪倉， 1996)

m(正， ~) '" (;:' ;') -(;;:)(よ)=(内，，) (3.7.5) 

これら，異なるフィ Jレタースケールにおける乱流応)J聞の関係に対する物理的解説は，坪合

(1996)が詳しい.さらに高次のモーメントも低次のモーメントを用いて簡単に記述できる(坪

倉 1996).

τ(u" u}' U.) = 江戸~-~j "'G( IJf¥ lJ~) -~. "t("U，b U，) -~， "t( up 
Uj)一広三 (3.7.6) 

m(u;，zぅ，u.)= (UiUん)ー(u，)m(ut U1)一(η)m(uゎ 1I1)ー(u.)111(11"巧)

一(川)(η) (u.) (3.7.7) 

現実の流れ場あるいは DNSから待られる舌L流強度は。以下のように与えられる.

(イ)=1{叩ト(u，)(u，) (3.7.8) 

ここで，空間フィルター像作とアンサンプJレ平均像作との聞に交換性が成り立っと仮定する

とともに，ある物埋盆にアンサンプJレ平均を胞すとお波数成分の大部分がカ γ 卜されてしま

っことを考えれば，以下のような近似的関係が紛られる

(Uド(U;).. (三) (3.7.9) 
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(u，u，) ..杯ト(-;;，:;;，) + (ら) (3.7.10) 

従って，現実のiJi[れ場の乱流応JJとGSの占L流応7Jとの!日lには，次のような関係が近似的に

成り立つことがわかる.

(バト六万'，)-(訳示)+ (-c，.) (3.7.11) 

上式中の.{:j辺において。第 1，2 ~頁が GS 乱流強度 ， m3lJiがSGS乱流強度である .

SGSモデルとして Bardinaのmixedモデル(Bardina1983)を考えると .SGS舌LiAE応}Jは以下

のように与えられる

九一与1:...=-2Cti'[S[品川J手ιkJ' (3.7.12) 
J .) 

ここでは，簡単のため，直交座標系において定式化された SGSモデルが取り扱われるが， 一

般座標系における SGSモデルに附しては.第 5i誌で論じられる .上式中のCはモデJレ係数値，

AはフィルターITiii， L'lmは修正 Leonard項 (Zaogel a/. 1993)である.また， S"lまひずみ率テ

ンソルであり ，S'Iおよび|ら|は，それぞれ次のように定義される

ι=H三+三) (3.7.13) 

ISyl=(2むらJi (3.7.14) 

また，式(3.7.12)中左辺第 2J頃t../3・0"は.I両辺の締約をとったときの恒等|渇係から必要とな

る項である.この項は，実際の しES計算では圧力;頃に組み込まれるので，この項を険的に求

めることは厳密には不可能である.ここでは， Lillyの 1sトorderIheory (Lilly 1967)を導入し

てこの項を近似的に求める.

まず， SGSモデJレを Smagorinskyモデルの部分と Scale引 milariryモデJレの部分に分解する

-c/ +τJf一手(τkk"+ 1:..") = -2cti'l S I，~" + [，，/， 与λ帥〆"
.) . .) 

(3.7.15) 

τFIR-子 τJ =ー叫S ['~iI Smagorinsky model parl (3.7.16) 

τM=L._'" 
!J L..IIj Scale similarity model part (3.7.17) 

ここで，上付布添え字SとMは，それぞれmixedモデル中のSmagorinskyモデルの郎分と Scale

similarilyの部分を表している.ここで，τu"'=LliJt;mについては，修正 LeonardJ買の定義式

L;=い :，- U，U
j

(3.7.18) 

から厳密に計算できる .τJ はLillyの ISI-ordertheory (Lilly 1967)から以下のように近似的

に求められる.
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(3.7.19) 

C，，= 0.094 (3.7.20) 

3.7.2 乱流応力の輸送方程式の離散化手法

レイノルズ応))収支の評価には， Navieト Slokes万税式の縦1}主化式と整合性のある差分式を

用いなければ， ~際の数値百 j.t):におけるレイノルズ応力 I収支式が正確に評価されないことが

鈴木 ・河村(1994)により指摘された また，坪念(1996)は，LESにおける空間lフィルターと

アンサンプル平均，あるいはグリッドフィルターとテストフィルターといった異なるフィル

タースケールでの乱流応力の収支式の導出を明礁にしている.本研究いおいてもこれらの級

会:に基づき，一般座標系の LESにおける乱流応力収支式を離激化する.

LESにおいては，陽的に求められる乱流応力の輸送方程式は，式(3.7.5)で定義されるGSレ

イノ Jレズ応力III(示λ)の輸送方校式である 一般厳探系における OSレイ ノルズ応力m(え引
の輸送方程式は ， 直交座係系の場合(坪念 1996) と同様に ~tU できる.

1 a I一-、 肘e
一『→Ir刈F

Ja，....\~ 'ρ' '''Jj '-'i} 

f-321((巧)m(以))1

ら=去収v;;"~) 

D!J=剥vG'W去/11(;;;，~)I 

DY=-去Im(ふ(以内))+m(か(U....II，))j

いかa:，..(

EAcnrn(長妥)=一2Jv1I1(副長;:ぇ)去らお))

ザ吋τ(hu)£(jお))+ nい

(3.7.21) 

(3.7.22) 

(3.7.23) 

(3.7.24) 

(3.7.25) 

(3.7.26) 

(3.7.27) 

(3.7.28) 

(3.7.29) 
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p=-m(訂)副長。-III(訂正(是正) (3.7.30) 

ここで，式(3.7.21)式中の C，，は品j流l!I，九はi'iL流拡散攻， 'Yげは庄力拡散J1'i， D'fは分子粘性に

よる拡散項 • D.，'GS (ま SGS応力による拡散羽，φ'1は圧力ひずみ杭|民1Jj'i， f;"は分子粘性による

散逸項， E，/GS(まSGS応力によるGSからSGSへのカスケード項，PjJ は ~t. 1i.1t項である . 式(3. 7.22 )

-(3.7.30)の各項を正しく評航するためには， Navier-Srokes方程式の縦散化式となるべ く縫

合性のある差分j形式を用いて雌散化しなければな らな し，(鈴木・河村 1994). ここ で，例とし

て，2次精度の(修正)コロケート格チ系差分スキームの場合， GSレイノルズ応刀m(;:，Z-i)の

輸送万程式は.次のように鰍散化される .

I a I一 、‘怜
~m( !i" u，l=c，，+ 7:，+ 1Jf，， +ρ +/J附 +φ +E. + E "SGS + l' Jat'..¥作 'JJ .....lI..tij. "lj' V Ij' I./Ij (3.7.31 ) 

cr1527|(月)m(Z111ι)1 (3.7.32) 

ï~=一会m点 rr) (3.7.33) 

円=ーまIm(p書記+書記)1 (3.7.34) 

。砂古lvcn

会了n(以)/ (3.7.35) 

D/OS =_えIm(~1主 宰日) (~I子十I~)I竹二 | (3.7.36) 

φu咋Et:(去十会:(書記)) (3.7.37) 

Eif=-2./v恰 (3.7.38) 

小十(11"，
u，) 討委~))+m( ~(川会(;是正)) (3.7.39) 

P=-m(;... ;;:)ま(:jZfQ州記)会(7372) (3.7.40) 

式(3.7. 32) ~ (3.7 .33)の雌散化式の中で，流れ場に一線万向がない場合，阿t散化が~1， 1~・に煩雑
で，しかも， GSレイノ ルズ応力収支の鉱山時間が全体の計算時間に占める割合もかなり嶋初l
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する .そこ で，本研究においては，第 o誌の一般~僚系差分スキームの検証言l.t1:以外では，

C，I' r"， 'f'"， D 

cu=-E3;:l(芯)m(川 )1

1~ =去机以)

λ 11 81;.， ，--¥ 1 81:;... ，--， 1 

円=出:トミ~III(己記)づ京両

げに-剖:jZ:(m(Zt(川))+耐

(3.7.41) 

(3.7.42) 

(3.7.43) 

(3.7.44) 

式(3.7.41)~ (3.7 .44)は，Navier-Stokes方程式の離散化式との整合性がとれていないが。離散

化が容易であり，計算負荷も小さい.

3.8 ヤコビアン司メトリ ックの計算

第2主主において，スタガード，レギュラーおよびコロケート絡子系における一般度標系差

分スキームが構成されたが，鰍散化式中に現れるメトリックのiii・算方法に関しては言及され

ていない.本節では，メト').;;クを計算する際の注意すべき事項について考える

3.8.1 離散化式の保存形式と非保存形式の恒等関係

2.6において一般座標系差分スキームを構成する際，特に圧力項の離散化式において保存形

式と非保存形式が般散化式七でも等しいと仮定した.しかし，ヤコピアンやメトリ yクの百十

3'):方法に注意しなければ，離散化式の保存形式と ~I，保存形式の恒等関係は，必ずしも成 り 立
たないー

例えば，レギュラー佑子系および(修正)コロケート絡下系において.圧)J:項の離散化式は.

次のように定義された.

O， {I 81;"， ¥ 1 8Sm o，p 
(Pres -R2)，筆EE11E;pja有者;:

簡単のため， 2次元に限定し式(3.9田 1)を展開すると ，以下のようになる.

o， (1 81; ¥. o， ( 1 8YJ i 1 81; o，p 1 8η6♂ 
一 一一一・一一一-o，1;lJiJxV

) ' O，YJlJd/}-JdxO，1;' Jdxo，η 

o， (J 81; ¥. o， (1 dYJ ¥ 1 81; o"p . I 81'] o，p 
τ~I --Iフ l 寸-一一ー I --/J I S -ーーーー?ーでー 寸トーーーーーーでー一

o，sV 8y' ) ♂1 ¥.1 8y') J iJy ul; J 8y u，TI 

(3.8.1) 

(3.8.2) 

(3，8.3) 
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上式において，保存庁長と)1，保存形の等式が厳2告に成りでLつためには，メトリ ックが以ドのよ

うな関係を満足してし=なければならない.

主(長)=会(副

主(詰)=主催)

(3.8.4) 

(3.8.5) 

これらは，解析的にはん =x"")1，.. =)1 を表し， 般的には，この関係が級散化式:七でも成
11C' _， c'l J q~ 

立するように、メトリァクを.iI.nしなければならない そのためには.以下のことに注意し

なければならない

[メトリ ックを計算するときの注意事項]

l 座標値の微分を近似する差分スキームは，離散化式の差分スキームと等しいもの

をイ吏用する(Thompson1985: Bernard and Kapirza 1992). 

2. メトリックの計算で宇jfi問が必要になった場合，メトリックを計算した後，補聞を

適用するのではなく，座係f直を補間した後，~切な差分形式を利用してメト 1) .;; 

クを言rnする(Thompson1985). 

実際に式(3.8.2)および(3.8.3)において，どのようにメトリックおよびヤコピアンを計算し

たちよいかを，凶3.8.1に示されるような計算空tlll上の計算格子において考える まず，セル

中心(i十 1/2，j+1/2)におけるメトリックを計算するための直感(ltJな差分式は以下のように考え

られる

&ミ・ l

U-I..i1l) 0， j 1) (1.ぁ 1.}'2) 1仲工)2) 

6，) ・I

(i-I.j・1)υ.} 1) 11+1.) 1) (1'2. I 1) 

‘ 
、

u・1.)) (/.1) (1什.}) 1i+2.}) 

句
， 

(/-1.)..1) (i. J..I) {ト1.j-I】 (/+2.j"l) 

'E 

F1GURE 3. 8. 1 A compUla口onalgrid in compulalion剖planefol' cvalualion of menics anu Jocobi加.
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fdx¥ fdx¥ 

(dXI J耳)1l "2./ + \~)' 1 2.J'I_.Xj _ I ~J - Xi，j+ X， ，~ I.) I-.x 
¥ d'S} (3.8.6) 

fdx¥ ldx¥ 

(竺)， . r~ ，- r7= 同)IJ ，j I '2. +同~= X，.j' r -X'.j + X" I.J' 1一九 1.)

Oη ド!包)-12 211η 2 
(3.8.7) 

一陸上，_/(支)トI2.JTIYi (創刊 1'2..1+1"2 2時 --tJ U2  (3.8.8) 

(詰)luf(去)JCFtiJ~=ん ー 2 (3.8.9) 

ここで.oc=.dη=1としている.メトリックをこのように計nした場合，荷量散化式の保存形式

と非依存形式の恒等関係が成り立つための条件である式(3.8.4)および(3.8.5)が成り立つかど

うかを調べてみる.代表的に式(3.8.5)について評価すると.

品、(者)，. ~2" " -(去).dd)= 

= ~hl.j"-Yト I.J+y， '2.).'-Yr"l.j-Y，.j.4 1 + Yり -Y，.I.j.l+ Yιl.j 

4 
(3.8.10) 

砂
一
得
一

砂
一
健
一砂

一
時

2

一勺

Yli I，}-J -Y;，_I-I十)I"I.j"-y，.;ゐ，-Yh 1.;+ y，.) -Y;.IJ ， + y，..，.， 

4 
(3.8.11) 

であるので，明らかに式(3.8.5)は成り 立たない.式(3.8.4)についても同様である

次に，メトリ γクを計算するときの注意事項に従って差分式を構成すると，以 Fのように

なる

(封印J''2 = (ミ)"仲間=叫す生
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x，ιl.j+X'.l.jO' +X; ・2，)+ X，. 2..j.J -X'.j--X'，j.' -X;_I.j-Xト 1.1‘i

s 

(長L2.)>12= (詰)， 11，) 12 =叫すと

x'.J・1+Xi+l.r1  + X，.j ~2+ Xi ' I ，J ・ 2 正i.， - X ， ・ I .j- X'-f I-XI...I./ I 

8 

(をL~J. 12=(ミ)，I，':l，j' 12 =円Fi
= ~i ω I.J+ Y'+l.j-I + Yft 2.j + Y'+2.j 1 -Y，.j-y，，;'1 -Y'_I.) -y， 1.].' 

8 

(生L2i-'''=(並)" ..， =担半どdll;，'I2.J_I'2 ¥O，11}i 12.)・12 2M)

この場合，

寺院)

= ~1.)'" + y"" I.j I + y，.j+l + YI-I，J→-y，.j-)'，. 1.) -Y'.J-I -Yト 1.，) 1 

8 

y1... 1.)-1十y，・2.)..[十Y'-I.，)・，+Y'-2，jリーy，-I，j-Y'・2.J-Y，'I.j. 1-Yi 2] 1 

16 

Y1.].1 + Y，-l.J-I + Y'.)リ +y， l.j・，-YI.; -y， l.j -Y"j -1 -Yi l.J 1 

16 

主( éiYL~t ト山 + yけ I.j"+丸山 +y，叶 2 ん I - Y'.J~- 2 -YI 山一Yi..I，.I"2

Õ，η ~ ei1; J 

y，..I，;+Yi・I.J-l+Y'.2.j+Y，2.) l-Y'，J-Y，.j ，-Y，-I，j-Y， I.J I 

16 
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(3.8.12) 

(3.8.13) 

(3.8.14) 

(3.8.15) 

(3.8.16) 

(3.8.17) 

となるので，式(3.8.5)が成り立つ.式(3.8.4)についても同級である .1.えって， レギュラー絡

子系および(修正)コロケート総子系において，式(3.8.12)-(3.8.15)をmいてメトリックを計算

すると . 離散化式の保存形式と ~I'保有 j彰式の恒等関係が成り立 つ .
21情微分についても同線な評価ができる レギュラー絡子系および(修正)コロケート格子

系においてs 格子ひずみテンソル c'"" を iìl~するとき，メトリックを以 Fのように計nーする
と保存形式と非保本形式の恒等関係が成り立一つ.
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(生L'2 =(叫 JJ-l'2J'，ll2-X; I r2.j... 12 _ X; 川 XI ~ I.j-X， I円 JdS}iJ '2 = ¥ O訂川"2- sS = ..， . "'4 "J • ..，. (3.8.18) 

(札 '2= (詰)，.，， '2 =勾戸=x"j!1 -X，.j 

(竺L"2= (~~).. ，，=川 12-Yi J一 一川 +y，.，川 j-YI '.j 

i)S)'J"2-¥O，とよJ12 aE 4 (38初)

(笠) -(ad) J iーん。η}IJ叶λO，可)'.) '2 - s1l = Y..) 仁川J

しかし，以上の議論を. 3次元に拡挺した場合，メトリ ックを計算するときの注tJ:事項に

従って評価しでも，高位倣化式の保存形式と非保存形式の恒等関係が成り立つための条件であ

る式(3.8.4)およ び式(3.8.5)は，も はや成り立たない.本研究では. 2次元でのメトリゴク ，ヤ

コピアンの計算)iI:去をそのまま 3次元にJ広張して，メトリ γク.ヤコピアンを計算すること

とした.

3.8.2 様流の保存

メトリァク ，ヤ コピアンの評価}j法において，注意すべき点としてもう 一つ，鰍:散化式上

でー犠~itが厳宥に維持されるかどうかという l凶題がある (H桜井 1 994).

代表的に 2次繍J支修正コロケート格子系スキームの場合について考える連続の式の離散

化式は，次のように定義された.

o.f' 
(ConL-MC2)， Eニヱ=0，-Oι 

簡単のため 2次元の場合を与え，上Aを展開すると以 Fのようになる.

ö'/~ o.F 
(Cont. -MC2)， =よ，..!.+よ三=0

， O，と o，η

寸時 O，ω I a~ 一 時
F， =(j"-s/C'にτ=一一?.u.' -s/C"ロヱ

1 " _ ." o，t， ./ dX
j 

~j ~， ~ O，S" 

て 1η -"，O，勾J 可「-h， J I勾P
I'~=V _ ßf C

u

， ，:-，ー=一一~u. _s/C
9

一一一o，S" J dx) '.J ~. ~ O，S" 

ここで， 一線流の条約

(3.8.22) 

(3.8.23) 

(3.8.24) 

(3.8.25) 

u=uω = lonslanf唱 v=<O. p=O (3.8.26) 

を代入すると， 修正コロケ ート格子系差分スキームにおける連続の式は.結局，以下のよう
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になる .

(cル (3.8.27) 

ー機iifLは，当然のことながら I j!EUtの式をi，埼たしているので，上式はゼロとならなければな

らない そのためには，

割引=会(玄) (3.8.28) 

または，

告は)=告は) (3.8.29) 

が成り立っていなければならない.一様流が維持されるための条1q:を表す式(3.8.29)は，離散

化式の保存形式と ~I，保存形式の恒等関係が成り立つための条件式(3.8 .5) と令〈等しい.従っ

て， 3.8.1で述べたメトリ Yクを百十n:するときの注意事項は， 一様流がj厳秘:に維持されるため

にも必要な条件である
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第4章

運動エネルギ一保存型一般座標系差分ス

キームの検証

綾雑形状を持つ非圧縮性乱流場に対して，有|浪A分法によ り高精度なl立後数値シミュレー

ション(DNS)やラージエデイシミュレーシヨン(LES)を行うには.一般座標系における局精度

な雌散化手法の硝立が必要である . 第 2~において，迎[ih~な，速度二来最および運動エネル
ギーの保存特性が適切である等間隔直交座係系における差分スキーム l森西 1996a.1998b) 

ι座標変換を施した基礎方程式系に拡娠して.一般j必際系におけるスタガード，レギュラ

およびコロケート格子系における 一般座標系差分スキームを機足立した

本草では，まず，第 2~において憐成した一般庵様系足分スキームの精度および似存特性
を数値実験により倹註する .J主様変換を含んだ一般泌係系差分スキームの精度に関しては.

簡単な l次元対流方程式の計算により評価する .保存特性については，森所 (1996c)に従い，

遼動量と運動エネルギーの総長がH剥制的に保存されるべき 2次克周期的非粘性流の数値実験

を行い，適切な差分スキームを 一般8t標系に拡銭した|祭に導入した近似(1)>]:if.、されない補間の

導入，圧力項縦l放化式の保存形と非保存j診の等側)の彩怨lを調貸する

次に，実際の非圧縮性乱流場への適用例lとして.まず.A~;j犬が単純でースベクト Jレ法やJ量
分法による DNS.LES 計n~出iJl~が技官なチャンネル l吋，f;Lù花の計n: を1fい，考察を行う.チャ
ンネル内乱流において，運動エネルギー保存型差分スキームの(創立性に関しては ほぼ明ら

かにされ，以 Fのように結論づけられている(森下可 1996c， 1998a - b). 

1. 運動エネルギーの保存特性に関して適切でない差分スキームは.法分スキーム白

身で非物.i.'-I!的な運動エネルギーの化成または散逸を引き起こし e これが物l'lIl的粘性

散逸をよ図るような高レイノ Jレズ数域において，JI'物内的な百L流強度分布をうえて

しまう 噌これに対し，運動エネルギーの保存特性が適切な差分スキームは.こうし

た傾向が軽減されている.
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2. :illi蝦Jエネルギ一保存特性に閲して厳衝ではないが，実際の計算上.ほ(i'jt!切であ

る修正コロケート新子系差分スキームは，1ìU~のコロケート格子系足分スキームと

比較して，平均速度およひ百LifJf~_gi!支についてはほとんど」差異がよよ られないが，述tft

の式および[JミjJ ひずみ相関項の言l'U~~iff を大きく減少させ数値データの信頼1'1:を向
上させる.

第4章 運動エネルギ一保存型一般座傍系差分スキームの検証

従って，本意では?主として，適切な差分スキームを一般時様系に拡張したことによる影響

について考祭する.

座標変換の打ち切り誤差

4.1.1 理論的評価

基礎方程式に座標変換を施すと.速度‘庄土!といった変数の微分は.会て等間|輔lm:交底傑

系である計算座標系(1;円.C)における微分となることが，2.3節で尽きれた.従って，支配

方程式を離散化するための基本的な差分および補nilスキームは，等|笥隔直交である計算座標

系で定義された.しかし， 2.4節において定義された基本的な離散オペレータの粉度は.あく

までも計算空間での精度である.従って，基本的な差分スキームの物理空間における精度を

検討しておくことが重要である

簡単のため，まず，ある変数fの 1次元の jI渚微分 ~/ï oxの2次精度中心差分を考える

4.1 

Qf =主df=!ーム-f..， ょ T

e!x dx e!i; x! 2x~ 白 川

(4.1.1) 

ここで，T，は打切り誤廷であり，以下のように評価 (Thompsonel 01. 1985)される.

I x""ヒ I I x.-
η=一一一'-J，-;;x，t/，.一一一f=+・6 X~J.l 2--l;tq-u' 6x~ J.0':I 

I I q'" r I q" r I c!" 
一一一~ -1'.1-1 -~ .~ .fxx -~ ~~ .if:w: +・6 N' q，J> 2 N"'xx 6 N"'= (4.1.2) 

式(4.1.2)中の qは任;なの 1次元絡丘'，'i.分布|児数であり，次のようにワえ られる.

、、h
h
EE
F
t

，J

E-
-N
 

，，，，a11
1
4B
-
h
h

‘、

Q
a
 

争

ζ
-

X
 

(4.1.3) 

式(4.1.2)中のお辺第 1，2.lJiは，僚子I削附が不等f:¥J隔であるため生じる誤i，nJ貨であり .メト

リYクを eJf/oxの差分近似スキームと|百jじ]彰式の差分式を月lいて計算すると 第 lJliiはゼロ

になる (Thompsonetα1. 1985)・第 3!sIは、等間l羽の場合にも問機に税れる誤」長項である.式

14.1.2)は，格子点の分布|剥数qを問主主した場合，絡下点数Nのi骨)Jnに対して，打切り記号法の

主要項が全て I/I'lに比例して減少することを意味している 従って，式(4，1.1)の法分スキー

O:sl;:sN 
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FIGIlRE 4. 1. 1 lnilial condirion and田町rsOlurion for one.dimensional cOI1¥'ect旧nproblem 

ムは . 物理~r日1でも 2 次精皮肉を維持している . 4 次精度差分オペレータも同様に評価すると，

打切り誤差の主要Jj'iはIIN'に比例し，計算空間!こで4次精度の差分オペレータは，物理空間

でも 4次精度である .

多次元における打ち切り誤i!は，これらの誤遂に加えて倦子の非直交性に起因する誤差が

新たに現れる 2次元の場合.n切り誤差 r，は以下のように評価1できる (Thompsonel (1/ 

1985) 

+
 

ハH
Vo

 

n-w
 

且

f
J
 

E
 

也、
x
 

f
'
J
 

η
 

"v 

1

一2+
 

v疋A
 

F
ノ軍X

 

l
一2=

 
λ- (4.1.4) 

ここで.eは終了線の交遊fijである 式(4.1.4)お辺第 1項は，式(3.1.2)お辺第 2項に対応し，

裕子の不等間隔による誤差である .式(4.1.4)右辺第 2，3項は，絡子の非l直交性により新た

に生じる誤差である この非底交1"'1:による誤差(;j:.cot eに比例しているので，非l在交性性が

~ffiいところでは注意;を要するが，格子のうど差向 。 が 45。 以下の場合，物子の不等r.IJ附による
誤差よりも小 さくなることが経験的にわかっている (ThompsOI1el a/. 1985). また.絡 Fが非

直交であってもさ事!昔l隔であればsメトリックY
lln
，X誌がゼロになるので絡子の非直交性による

誤差は念くなる 従って ， 員 I.t~:機チの直交性と僚子間隔の仰縮比に itJJ~すれば，計ti 5.l:: r聞で
定義されたf壬窓精度のZE分オベレータは物思空間でもその純度を維持するものと考えられる.

4.1.2 数値実験的評価

次に.I豆標変換を伴う7_~分オベレータの MI支を簡単なベンチマーデテストでlíÚ，認する こ

こで， J奴旬上げられる問題は，次):¥で与えられる l次元対流方粍式である

eJu ou 
ー +c.一 =0
dl -.' ox (4.1.5) 
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ここで，C.，.は対流速度であり定数lとする .初期値は，次式で定義されるl刻数を与える(Canuto

el al. 1986) 

u(x，o)=叫πωx) (4.1.6) 

計算領放は，O:'>x52πとし， x)i向に周知]境界条件を諜す. 1=2π 後の波形を厳密解 (初期他

と同じ)と比較することにより，;&分スキームの誤差を評価する ー初期1似および厳溶解の分

布を凶4.1.1に示す計算絡予の不等間隔が計算精度に与える影響を調べるため，等問問機子

(CO， C : Clustering)に加え，図4.1.2に示されるように，絡子点分布として次式でぶされる双

山線正接分布関数を使用した 3つの不等間隔梅子 (C/l，11 = 1 - 3)を使用した.

い炉、
-一一一

Q
P

L
E凶

n
一π

 

X
 

(4.1.7) 

式(4.1.7)中の 日は，僚子点分布を制御するパラメータであり 1 n = I ........ 3において可。=1.1 

1.7，2.5とした .11が大きくなるほど不等間隔の度合いが大きくなる .11針品j進行による誤差の

影響をなるべく小さくするため，時間l進行法として 4次精度RlIl1ge-Kutl.a法(Canutoel al.)を

mぃ， 7ーラン数CFL(=C‘111/ムX，，/，)は，ことわりのない場合，卜分小さい CFL=O.OIとしてい

る._)，tiifE項の離散化は. 2次精度および4次精度rl'心経分スヰーム(CDS2およびCDS4)をJfl

いた.座僚変換のメトリ Yクとヤコピアンは，対流瓜の却It放化と整合tl，が似たれるように

同じ精度のよ草分スキームを利用しri十nされている.

給架として，絡子点Nの1(')}JIIに1'i'う ー級ノルムの変化を図4.J.3に示す.等|剤師判格子(CO)の

場合， 21時半?i度差分スキーム(CDS2)および(CDS4)は，絡子点数をi由加させるとほぼ珂!惣的な

傾きで誤差が減少しているので それぞれ 21時精度および411年柿l変であることがわかる.ー
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)J，不等間|崎裕子の場合(CI~ C3) ， 誤差の絶対i止は等 IIIJI紙倫子の場合よりも大きく，イて等|百]
l憾の度合いが大きくなるほど誤差が大きくなる傾向にあるが，何lきはほぼ維持されている

従って，不等fflll編格子の場合でも，僚子点数をJ世加させたutの厳'AI'鮮への収*性という窓l味

での府j支は維持されていることが碓a:.できる

以上の.fll!.論的，数値実験的見地か ら， 1査機変換を伴 う差分オベレータの粉j支は，計tì=~rdJ 
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での精度が物理主!日jでも維持されていることが確認できた.従って，第 21:Iで+混成した一般

座標系差分スキームは，物}]!路標系でもその精度を維持していると 言える.

4.2 一般座標系差 分 ス キ ー ム の 保 存 特 性 の 検 証

第2ljiにおいて，等I1U隔正規[宣うど座標系における差分スキーム(森凶 1996a-b， 1998a-

blを座様変換された法縫ノ7程式系に拡長し，一般l藍際系における Maliskaのスタガード絡子

系(1984).レギュラ絡r系およびコロケート絡子系差分スキームを憐成した .Maliskaのスタ

ガード傍チ系およびレギュラ佑子系における法分スキームは，形式上.j!!!草VJi止.速度二乗1ti

および逮副Jエネルギーの保存特性が適切である -)'j. コロウート待子系差分スキームは，そ

のままでは時間間隔 /，; 1 のオーダーの保存特性談~が含まれ，それを /，;(に改普ーされたのが修

正コロケート絡子系議分スキームであ った.しかし，これら一般脱線系法分スキームを術成

する|捺，圧力項度分スキームの保存形式と非保存形式が離散的にも等しいと仮定したことや，

明示されない補聞を導入したことなどから ，差分スキームの保存特性に関する厳密性が失わ

れた ここでは，その影響を調べるため，君主凶(1996c)に従い，連動車;と i1I!1i1Jエネ Jレギーの総

量が時間的に保符されるべき 2次元周期的非粘他流の数値実験をfjう

4.2.1 保存特性検証方法概要

2次元(i= 1 -2)周期的非粘性iあの基礎方約!式は，次式で友される.

(Cont)=O (4.2.1) 

~I叶 +(Co川+ (P叫，=0 (4.2.2) 
dr¥.! J 

ここで.(Conl.)は述統の式であり .一般座係系の場合，式(2.3.1)で去される .(Pres.)，および

(Conv.)，は，それぞれ圧力項および対流項であり .一般座標系の場合，式(2.3.3)および、式

(2.3.6)-(2.38)で表される.これら，連続の式および運動法方段式中の各項は，第 2辛で構

成された Maliskaのスタガード緒子系，レギュラー絡-]'系，コロケート修一子系および修正コ

ロケート格子系における 一般座標系差分スキームによりそれぞれ離散化される .JI与問積分に

よる誤差の影響をなるべく小さく吋るため. 1時間進行法と して Runge-KulIaスキームと

Crank-Nicolsonスキ ムを組み合わせた低記憶谷il~ 3段附 3次締皮半除解スキーム(Splafl

1911 )を用いる.このスキームlム ー般的に未知のベクトルIlkl数 uの方校式系を

3 =l(u)哨) (4.2.3) 

ι(u) :線形積算予

N(u) :非線形演算子

として，次のように表される

uk=uト 1サ /.IL(α〆1+FKJ)+yd(uハ)べ刈u'2)1 (4.2.4) 
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ここで，上付添え字 kは，各H寺防lステップ|人jでの段階数であり ，k = 1 - 3である また，上

式'1'の定数は，以下の巡りである .

α，= 29/96， α2 =-3/40， α市=1/6 

[i， = 37/ j 60， s， = 5124 . 戸、=1 /6 

y，=8/15， y，=5JI2・ Y3= 3/4 

s， = 0 ， S2 = -17/60、 S3=-5/12

クーラン数CFL(=C/"I/d.x
m
) は，ことわりのない場合，十分小さい CFL=O.OIとしている .計

算は，無次元|時間1=10まで行われる速度とl圧力のカ yプリングアルゴリズムは，フラ 7ショ

ナJレステップ法または SMAC訟に鎖似した万法を!日いている jムJ])H;i¥式は I van der VorSl 

(1991 )の si-CGStab法(藤1[)'1991)を斤lいて 10/1-き，残差ベクト Jレの大きさが 10".になるまで収

束させる .このときの連続の式の残廷は 10'"程度である

長1・1手F領J或および絡子点数l立，それぞれ 2πX2π，16 X 16である.計算絡子の不等間|穎お

よび非直交性が保存特・性に与える影響を調べるため，直交等間附絡下(COSO.C:C1uslering. S: 

~ke lV)に )JfIえ，図 4.2 . 1 で示されるようなスy方向に式(4. 1.7)で与えられる絡子点分布関数を

用いた直交不等間|開佑子(CIISO，11=1 -3)および等間隔非直交格子 (COSII，11=1 -3)を用 /1し

た区14.2.1からもわかるように，11が大きくなるほど格チの不等間隔.非i在交性の度令いが

目11lilii11:11:|
!I II'ITil f.司令 H 十~山 ~てにイ

CJSO C2S0 α50 

(司)Onhogollal noncquidi，la11l grids. 

C05J C052 C053 

φ) Non口hogonalequidislanr grids. 

FIGURE 4. 2. 1 Compu回lionalgnds usecl for叩lidmion tCSI$ of conse問 livepropC'ti巴soffU1I1ed仇 1聞 はschemcs凶gen町-alized
coordinate sy:;lem 
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大きくなる.

初期他の作成は.絡 f.r.吉、卜で定義される流れ関数を 一 線 l札数でラ・え，供 J二.'.'.(1:で j~統の式
をli背たす述l立場を待た後，その速度場から各自I.t)格子と作絡子系における.i!liJ交が双一次fiIllfU

により計算される さらに j主j立場は，運動11の総:痢lをゼロとするため，

F?lMl/fl=F子l"，1村 山 5)

となるように正鋭化された後 流れ場の述[ijJエネルギの総和が

与IKI.JI = I (4.2.6) 

となるように疋鋭化される このように求められた述j支場は，中IlifMJの誤差によって厳省、には

連続の式を満たさないので，適当なタイムステップ数だけ，n~を進行させて(スタガードお
よびコロケート裕子系の場合，通~TI ， ~ステァプ，修正コロケート絡子系差分スキームの場

合数十~数百ステップl，i!Ib統の式および運動量方程式を十分満たす速度，圧力場を得た後，

再度 i笠動量の総手口がゼロに.運搬jエネルギの総和が 1になるように正規化して，計算の初

期値とした 従って，計算佑子および僚 jこ系のi@いにより初期他が異なるが，保存特性を検

証するには特に問題ないと与える.

4.2.2 スタガード格子系差分スキームの保存特性

Maliskaのスタガード裕子系においては，各直:交速度成分のコントロールボリュームが，計

算領域全体を 2悶覆い， 2セットの速度場解が存症することになる .従って E 計算領域全体

の運動量および運動エネルギーの総手lの概念にl凌味さがあるので.それぞれ以下のように定

義して，議論を行う

M， =守 l(~L ， + (ヲtJ

何千 l(~レ(手)口， 1

K!?子14461+j(札|

何千1MチL，+i(札|

(4.2.6) 

(4.2.7) 

(4.2.8) 

(4.2.9) 

下付添え字 C.S.JおよびC.S.2は， J直交速度成分が定J発されるセル抗l而をi<している (第 2

1i!，図 2.5.3参H世) 本来のスタガード終チ系の場合とは異なり， MaJiskaのスタガード絡寸二

系では全ての直交速度成分が同一点に定義されているので.1主動量およびill!l!lJエネルギーの
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(4.2.11) 

のように定義することも考えられるが，これらは結局，M=(M，十M，)12およびK=(K，+K，)/2で

表される.

Maliskaのスタガード傍了系における 2次精度一般座様系差分スキームによるilli!li1Jiiiの総位
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の誤差に対する格子の不等間隔および非m交性の影響を医14.2.2-3に示す 図4.2.2の計算:

絡子が直交である場令(CnSO，n=O -3)，セル界間にl立交する速度成分か ら構成される迷動量

M，およびセJレ界而に援する速度成分から術成された運動世M，の総平日の誤差は，会ケースに

おいて誤差は，情精度計~:の)Lめ誤差 0(10-")殺}主であり，運動丞の保{f特性は厳衝である.
図 4.2.3 の計算格子が~I'直交である j場合 ( COSn ， 11=0 -3)，辺j目J量 M ， およびM， の総和のÕ~tiを
は，倫子の非直交官1，の彩号lIjlから主主下地加しているが，その誤差は 0(10"")純度であるので j選

動琶の保存特性にI別して計算上はほぼi庖切である.

Mali s k a のスタガード佑子系における 2 次粉皮一般~線系&;分スキームによる運動エネ jレ

ギーの総量の誤差に付する格子の不等間|特および非l立交惜の彬容を図4.2.4および凶4.2.5に

示す.図 4.2.4の言I.tH高子が直交である場合 (CIISO，11=0 -3)，セ Jレ界市lにl首交する.iM!度成分

から構成された)]!![iIJエネルギ- K lの総和は，裕子の不等間隔の度合いが係官l官に大きい C3S0

の場合を除いて.その誤差が0(10")と非常に小さいので，実l僚の計算 J:.ほt:r満足できる術
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度で運動エネルギーが保存されている '7]. セル界1市に擬する速度成分から構成された~

動エネルギーペの総和は ， そのι~ÆがH守的1 の経過とともに均加している . これは，セル界而

に接する速度成分の離散化式において，明示されない事In附により計併される項の謂うが大き

くなり， 離散[ドJな運動エネルギーの保存特性がli度られるためである.図4.2.5のiHTI:mチカサド

直交である場合(COSI1， ，，=O ~ 3) ， K，の保存特性の誤iEがktの保存特例:にも:悪影響を投{まし，

全体的にi!!liF!Jエネルギーが急激に増加している 従って ，~，q定交栴子の場合，スデガード絡
[.系では運動エネルギーが適切に保存きれない

ここで，なぜ， Maliskaのスタガード佑子系において離散的な迅iiF)Jエネルギーの保存特性が

満たされなくなるのかを，実際に雌倣化式を併成して考えてみる 簡単のため， 2次元にお

ける Maliskaのス タガード絡子系における 2次精度差分スキームで考える .ここで，図 4.2.6

ような計算絡 子の状態において.セル界而lに援する l直交速度成分11，を言1'1.):するための離散化

式は，以下のようになる.
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U2=uJ1哨 ，
1
(Conv. -M2t -(Visc. -M2)~ -(rル M2)21

式(4.2.7)中の圧力m:は，式(2.5.2)を展開して，次式からi1!-tl:される.

() 6 1(ldEI16;(lOE210い，p aい p
Pres. -M2 1. = -;0-τー|一一一 I +~I :_____::':_/J I 信 一一一一一十一一一一J 叫 Jax/) +同志J133X261E18X281L

(4.2.12) 

(4.2.13) 

式(4.2.13)中の右辺は，第 llJi:の計算:は問題ないが，第 2.項の高I-nでは[EJJが定義されていな

いノード点、 N.PにおけるJ'E力が必要となり. (1:~の補間を必姿とする ここで，図 4.2.6に

おいて
E 式(4.2.13)中のメトリ ァクは，

()'f，，1()x，α()'f，/み2

であるので，式(3.2.J3)中の有辺におし‘てはー(第 l項)<<(第 2lJi)となる.従って， 一般的に
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はセlレ界l師に接する l直交迷l度成分は，圧力Jj'iの縦i放化式において明示されない術開1を必要

とする項が他の項よりも支配的となり，保存特性に11月足立を生じることがわかる .また，セJレ

界而に援する直交速度成分は，圧力のカァプリングにi刻しでも |問題があるため，振動が発生

しやすい.

次に，図4.2.7に， MaJiskaのスタガード絡f-系における 2次計'1&一般座標系差分スキーム
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の場合の，運動エネルギー総最の誤差の目別1IJ平均絶対1ltIのクーラン数に対する変化を示す.

iP.交格子の場合，K，の保存特性の談kは， JI寺l前進行法の精度に依存して 0(11/)比例して減少

している 従って，絡子が直交していれば.本来のスタガード絡子系法分スキームは，迎却J

エ不ルギーの保存特性が適切である.

42，3 レギュラ格子系差分スキームの保存特性

一般座標系における 2次精度および4次精度のレギュラ僚子系差分スキームによる運動な

および連動エネルギー総量の誤差の時間変化を図4，2，8および図4.2.9に示す.関4，2.8におい

た等間隔直交絡子(COSO)の場合，運動哉の保存特例:の誤差は， 2次精度および4次柿度と
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もに倍精度計算の丸め誤差 0(10''')程度であり ，運動J訟の保存特性は厳衝である.また.凶

4，2.9において，等間隔直交格子(COSO)の場令。運動エネルギーの保存特性の誤差は， 2次精

度4次精度ともに 10れオーダーと非常に小さく 実際の計算 L 許容範凶内である しかし，

筏念ながら，レギュラ裕子系差分スキームの場合，計算終止が不等間隔の場合(CnSO‘11=1-

3)や非直交である場合(COSII.n= 1 -3)，開始か ら数ステ γプで音1-1浮が発散してしまった こ

の問題は，占くから知られていて目レギュラー絡 ，1'-系においてはたとえ速度坊が連続の式を

満たしていても圧)JJ;gの振動を許してしまうことに起|刈 して発生する 従って，レギュラ怖

f系法分スキームでは，実際の乱i庇百十坊 には適mが燥しい

4.24 一般座標系おけるコロケー ト格子系差分スキームの保存特性

一般座標系における 2次精度の コロケー 卜終予系および修Eコロケー ト佑子系産分スキー

ムによる迩動量総哉の誤差の時Illl変化を図 4.2.10-11に示す運動量の保イF特性の誤;告は，

コロケー ト裕子系差分スキーム， 修正コロケー ト絡 j乙系惹分スキームともに，言I-n裕子の不
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等間隔.非l亙交性びよらず，倍精度計算の;ILめ誤;&， O( 1 0''')程度である .従 って，コロケー

ト裕子系差分スキームおよび修正コロケート4骨子系差分スキームにおいては，運動afの保存

特性は，計~:f許子が不等間隔非直交の任意の一般鴎傑系業分スキームにおいて厳衝である .
次に 一般座標系における 2次精度のコロケート僚子系および修 lEコロケート絡予系益分

スキームによる運動エネルギー総最の誤濃のH寺間変化を原14.2.12- 13に示す ω 図4.2.12- 13

の縦制!のスケールにj主13:すると)墓動エネルギーの保{Tt¥oi'lの誤益lよ，コロケート倦 f系差

分スキームの場令 10
0
オーダーであるのに対し，修正コロケート十骨子系法分スキームでは，

10"オーダーと大きく改善されている .また，修正コロケート絡了系差分スキームの場合.直

交不等f[[1隔，等間隔非I直交のいずれの計・n絡子においても，述ifiJJエネルギーの保存特性の誤

援は，等間|稿直うどとほぼ同線皮で許容絶間内である.

一般座標系における 2次精度の従米のコロケート十喜子系および修正コロケート絡子系差分

スキームの場合の，運動エネルギー総誌の誤差のl埼|司平均絶対1i立のクーラン数に対する変化
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を図4.2.14仁示す.また，図 4.2.15には，同計算における式(2.5.34)で表されるレギュラ一裕

子系における連続の式の絶対1i自の被大値の削11予均値I(Cont -R2)しのク ラン数に対する

変化が示されている.図 4.2.15において，修正コロヶート絡子茶屋分スキームの場合.

I(c刷 -R2)1m昭が O(llt')にJt例して減少していることに伴い，尉 4.2.14において，迎!ihエ
ネルギーの保存特性がO(ll/)に改善されていることがわかる また，修正コロケート絡子系

差分スキームの運動エネルギ保存特性の誤差は，不等間隔 l直交 ， 等 lllJI何 ~I三I宣うどのいずれの計
算格子においても同級に O(llt')である.従って， t官2輩で構成された一般座標系における修

正コロケー卜絡子系ぷ分スキームは，森閑(1998a，b) よりも~~駐された等間隔 iE 胤 l直交1長様系に
おける修正コロケート絡子系差分スキームか ら適切に一般腔際系に拡張されていることがわ

かる 図4.2.14には，雫附 4次精度の修正コロケート待子系における，運動エネルギー総量;

の誤差のH年間予均絶対他のクーラン数に対する変化を示す 4次ti'l度の場合も， 2次精度の

場合と問機に迩[i}Jエネルギーの保存特4門は s ほぽ O(Af2)となり改千与されている
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4.3 運動エネルギ一保存型一般座標系差分スキームのチャンネル内乱流への

適用

4.3.1 数値計算方法概要

流れ場の慨要を図4.3.1に示す x，y.zはそれぞれ流れ方|打]，墜にi弔班点fIlJおよびスパンカ

向を表し，計't'):領J或は X.y， z}j向にそれぞれ，nXHXπ/2である ここでは，計算スキー

ムの影響のみを調査寸るために， SGSモデルは使mしない. レイノルズ数は.Kim el al. 

(1987)， Mansour el (11.(1988)および Horiuti(1992)のス ペクトル法による DNS計算に対応さ

せ，チャンネ ル隔Hと格商摩擦迷!支"，をj円いた Reynolds数 Rペで360である ITj-ti絡子は，

DNSとしては非常にtll~叶持子点数(33 X 65 X 3わである 不等間隔ït1J~交悦子に却lえ，修子の

非直交性の影響を調べるため，関4.3 . 2に示されるような壁)I向にひずみを持つ不等間隔~Ii直
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lhe colocaled aod rhe modified co1ocatcd grid layollls as a flll1CtiOI1 ofCOl1nlllt nl1mber. 

交裕子を使用した.直交格子.非自:交絡子において， J次元鮒¥[I¥]I渇敬はともに lanh1刻数が使

用きれているが.壁からの第 l倦チ点の鐙臨機"はそれぞれ，y.=0.45、;/=1.0と異な ってい

る

時間進行法は，対流項に 2次精度 Adams-Bashforlh法，拡散Jfiに Crank-Nicolsol1スキーム

を明いた半陰再開法である.11空間進行法に|刻しては， Runge-Kullaスキームと Crank-Nicolsonス

キームを組み合わせた低記憶容量 3段階部分 3次精度半陰解スキーム(Splart1991)も試し.1 
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タイムステ ップ当たりの計算11寺f:¥jががj3併にJi')加するものの，クーラン数は約 21汗大きく と

ることが出米ることがわかった.しかし，特に修正コロケート桃子系経分スキームの場合は，

時間主IJみを小さくした方がレギュラ絡子系差分スキームの述統の式(Col1(.-R2)の残差が小さ

くなり保符特性が良くなるので，最終的には，対流項に 2次精度 Adams-Bashfonh法.拡散

現にCrank-Nicolsonスキームを用いた半陰解法を採用した.1時間間隔dlは， 全ての計算ケー
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3.2 H " 
4・E

Plallc clumncl 

、‘

FIGU館 4.3.1 Plane channel flow. 

日GLI也札j_2 N口nonhogonalgriclusecl for cOil1putauol) of plane channel flow. 

スにおいて 0.0025である.ZE問離散化は一般度線系における Maliskaのスタガード絡子系差

分スキームおよび修正コロケート佑子系差分スキームを使mした.対流1震の型は.運動最を

厳密に保存する発散型で断d技化されている.圧えlPoissonJH'il式は Bi-CGStub法(vander Vorst 

1992: A長野 1991)を用い，残ZEベクト Jレの大さきが 10"'以 Fになるまで収束させ，そのs，¥'の述

絞の式の残差のI品大他は 107程度であった.また，修正コロケート係-f系差分スキームの場

合，レギュラ総子系における連続の式 (Con t. - R2) の波注の JI~ 大偵は 10 “根J支であり . ) EJJ墳

の運動エネルギ一保存誤差は実際の計算上許容範悶|付であった

4.3.2 計算結果及び考察

4.3.2(a) 格子系の違いの影響

チャンネル内乱流の計算において，スタガード裕子系とコロケート修子系発分スキームの

計算結果の比較は，佐竹(1994)，大|河ら (1997)，健jるら(1997a- b)，森両(1998a- b)によっ

て行われている .佐竹(1994)は，補1M]法(梶烏 1993)の概念をコロケート倫子系に適用したス

キームで低 Reynolds数における Minimulnow unit(Jimenez and Moin. 1991)の笠l昔]4次精度
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の計算を行い，張合性を考慮して離散化することによって卜分良い結果が符られることを報

脅してい る.同織に，梶島 ら(1997a-b)は，Il次精度のコロケート絡子系差分スキームを月]

いて，チャンネル内乱流の DNS および LES を行い，比較的中l!い言1・~: i鴨下を J引 いた場合.ス

デガード絡子系の j了がややスペクトル法の結巣に近いが，コロケート機 j三系では餅像j支の*~

響を受けやすく笈分締l交の向上による改持効来が大きいことを報告している .こ れらに対し ，

大間ら(1997)は，SGSモデルとして Smagorinskyモデルを月Jv、たチャンネル|よJl!iL流の LESを

スタガードおよびコロケー ト絡子系で行い、コロケート 絡子系の場合.流れ方向平均流迷.



第 4章運動エネルギ一保存型一般座標系差分スキームの検証 85 

1.0 r一一一一一一
一ーーー一- 1'."似H日吋叫k四，，'<1

0.8 I ........ー 削船削

... ~腐みこ o ~pcc山-:i l (Kimlttllf) 

::: O.() ト if -~・.

;::: ~ " y "'=-ー

， 0< r ，r 丹、
112 I・

0.0 

O.U 0.1 0.2 0.3 OA 

yfH 

FIGV既 4.3， 5 Reynolds sh四 r51r邸 b)'Ihe second.order accurare modifierl finile diffcrence schcme in coは悦dglId ¥ayo¥ll 

and lhe second.OI{lcr "ccuralC finilc diffcl町ICCscheme川 Mllliska'$sragg町出IgridlaYOUI 

百 5

~ 0.0主
E 市

.1.0 

十

.1.5 

.2.0ト。。 0.2 O.l 0，8 1.0 

y'" 
FIGCRE 1.3. 6 Skewne部品cto同bylhe second-ordcrac山間lemod出cdlinite differcnccscheme in coはalcdgrirl¥ayoul and lhe 

second-ordcr aCCUfalC finire di恥rence，cheme in Malisk，，'s smggered grid layoUl 

レイノルズ応力およびJT:力ひずみ 1'1'11刻lJ!1の分布がスタガード絡下系やスペクトル法の計1:~結

果と比較して大きく異なり，そのj反l河のーっ として，コロケート絡 f系におけるi連動エネル

ギーの ~Iõ保作性を指摘している また，森商(1998a~ b)は，コロケート絡 f系iE分スキーム

において，圧力項の運動エネルギ一保存特t'tに誤差が含まれることを明らかにし.運動エネ

ルギ一保存特性を改善する修正コロケート絡子系足分スキームを従業した.この修正ア ルゴ

リズムを適用することにより ，流れ方|向予均流速及び乱流悩!支・の分布に大きなが~*は f.Qれな

いが，レギュラー絡子系における述続の式の言l.n:;fi'J[支が|向上することにより，レイノルズ応
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}Jの輸送方程式中のj五)J ひずみ相関墳の言1'~*I'fJ交が大きく向上し， ;JiL流統計百iの信頼性が向

上することを l円らかにしている .また，森部(1998b)は，コロケート新子系とスヂガード裕一J二

系との聞の計算結果の差異については，コロケート格子系義分スキームの運動エネルギ一保

存特性の欠如7炉原肉ではなく，迷度ーの定義点の違いが主な原因であることを示している

第2君主で構成された一般脱原系における修正コロケート僑子系iE分スキームと Maliskaの

スタガード絡子系差分スキームの言「算総来の比較を図 4.3.3-8に示す.ここでは、格子系の
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迷いのみに注Uするため，向絡子系において，直交不等ffi]陥係チが佼mされ，追分スキーム

の空間椛度は全て 2次としている .;Wl:):結果として，流れ)jl古lの時!日l、IL.MJ速度分布.乱V1E強

度， Reynoldsせん断応)J，Skewness faclor，乱流エネルギ-kの収文およびReynolds応力の

収支式中のJ玉)Jひずみ十日開墳がそれぞれ1:;<14.3.3-8に示されている.

l苅4.3.3および灰14.3.4において修正コロケート格子系とスタガード格子系産分スキーム

の計算結果を比較すると.修正コロケート格子系の場合，予均~tt速が対数f;J{成においてJ明加

するとともに流れ}j'I"Jの苫LiilE強度のピーク値が制加lして， DNSデータとの相|聞が恋くな って

いる .- )J， スパン方向乱h[~~虫 Jlr (ま， )'‘= 5 -100付近でかなり Ji1)JIIして改持されている.壁

!i向の乱流強度に関しては.大きな7.'Jfl呉はない.これらは従来の計算結泉とほぼ同じ傾向で

ある(森西 1996c:大岡 1997)

図4.3.6のSkewnessfaclor にI均しては， DNS としてはかなりヰEい計~:格子を f史用している

ため.1苅裕子系において， DNSの結決との対応が悠い.特にスタガード絡子系の場合機付

近での流れ方向および自主方向のSkewnessfaclorの言，'1):精度がi民い.しかし，チャンネル中央

部では.スタガ ド格子系および修正コロケート裕了系去を分スキームの計算結果には人F きな

差異は認、められない.これは， IQ交不等間隔格子の場合，両絡 r系において.運動エネルギー

が遇切に保存されているためであると与え られる.こうした，絡子系の途いによる計算.結果

の差奥の減少は，乱流エネルギ-kの収支およひ。ReynoldsI;G刀の収支式中の圧力ひずみ打!問

項の分布にも観察される特に，レイノルズ応力収支式中の圧力ひずみ材l限l項のj'Jfll成分中11'

中日，申"およびそのトレース中Hの分布にi刻しては.従来のコロケート佑子系差分スキームで

は.レギュラ一裕子系における述続の式(Conl.-R2)がilltiたされないことに起因して，圧力ひ

ずみ相関頃の計算精度が非常に低かった(大l瑚 1997).しかし，図 4.3.8において，修正コロ

ケート絡子系差分スキームでは，レギュラー裕子系における連続の式の残差が時間12次精度

に改普されるのに十1，い，圧力ひずみ相関項の計算精度が大きく改持され.スタガード倦 f系

差分スキームの結果と大きな差異は認められない.また，コロケート幣 F系差分スキームの

場合，トレース中川の残走がゼロにならないという問題があったが.修正コロケート格T系差

分スキームの場合，トレース 申uの残差は 10時オーダーと非常に小さく，統計'}Jの信頼性が向

上していることは，森凶(1 998 b) と同級な付Ul;l-が 1~ られている

4.3.2(b) 計算格子の不等間隔非直交性の影響

計算伶子の非I直交性が言，.n結果にうe える彩響をIYJらかにするために，Maliskaのスタガード

絡子系差分スキームおよび修正コロケート修子系差分スキームのそれぞれにおいて.計算裕

子がIt!交である場令と磁)jl旬にひずみを持つ非直うどである場合の計算結集の比較を|苅4.3.9-

14および図 4.3.15-20に示す.ここで 1f;:分スキームの空間l精度は全て 2次である .計算

結梨として，流れ方向のl時間'f_g)速度分布，乱流強度， ReynoldsせんJj!Ji'応力， Skewnessfaclor. 

乱流エネルギ-kの収支およびReynolds)，亡、力の収文式下l'の圧力ひずみ相除l墳が.それぞれ凶

4.3.9 - 14および凶 4.3.15-20に示されている.

Malisl悼のスタガード佑子系差分スキームの場合， !1!14.3.9および図4.3.10において，計算

格寸'が非直交となることにより，流れ方向平均流述がチャンネル ，+，央部において僅かにl首加
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するとともに iAEれ)i向およびスパン)jii"Jの青Liilf強度が大きく減少している これは，図

4.3.14において，レイノルズ応)J!収支式中のFE)]ひずみ相i問項の対角成分申lド中21'<p.
nの分布

が，計算絡子の非直交性に大きく影響され，申11'申n'<1>:>3の絶対値が大きく減少していること

と関係していると考えられる.この原因の ーっとして，第 3t;tの保存特悼の検知において明

bかになったように，言I-:t):絡子が非i立交である場令，Maliskaのスタガード絡チ系農分スキー

ムは述動エネルギーの保存特性が適切ではなくなってしまうことが考え られる .ただし，

Maliskaのスタガード裕子系差分スキームにおいて，連続の式 (Col1t.-M2)は精度良〈計算さ
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れているため，計算絡手が直交，~1' 1!J~交のいずれの場合においても . 日))ひずみ相関墳の対

角成分のトレース中Hの残差のi最大他は，10叶ーーダ であり実際の言H引J午答申ifl州内である.

一方，修正コロケート絡子系差分スキームの場合，I剖4.3.15および4.3.16において.流れ

方向の時間FfZJ:!J速度分布，乱れ強j支の全成分は.言 1-:)1):裕子の不等ff\JI桶および~IÕI紅交性の影響

をあまり受けず，阿計算申告下において，ほとんど一致する結来がf~! られている. また，図

4.3.18 -20において， S kewness ractor，乱i玩エネルギ-kの収支およぴReynolds応}Jの収支

まt中の圧力ひずみ相関瓜の分布も計算格子の不等間附および非同交性の彬響をほと んど受け
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ていない.これは.修正コロケート絡下系差分スキームの場合，計算機 Fの ~I，[I交に関わら

ず.常に巡到Jエネルギーを適切に保存するためであると考えられる また.図 4.3.20におい

て，計算格チが直交，非直交のいずれの場合でも，圧力ひずみ相関項の対角成分のトレース

九の残差の辰大値は.10'.オーダーである.

空間 4 次精度の修正コロケート裕子系差分スキームにおいて . 昔I'~:格子がH買うどである場合

と整方向にひずみを持つ非直交である場合の計算結果の比較を図4.3.21-26に示す.'1: fllJ 4 
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次精度の修正コロケート絡子系差分スキームのJ括合も .空間J2*精度の場令と同様に守言十:t?:

格子の ~I，直交性が. i~fれ方向のU!ff問平均速度分布 ， 舌しれ強度， Skewness faclor.乱流エネル

ギ-kの収支およひ'Reynold.sl芯))の収支式1.1:0の庄)Jひずみ相関療の分布にあまり大きく影響

していない.一般的に，数値解析結果の信頼性を示すためには，計算機 Fに対する併の依存

性がないということを証明する必裂がある . これまでは，主として裕子点数，つまり百I'~:絡
子の解像度が怖子依存性として取り扱われているが， 一般座標系においては，計算絡 jニの不

等間隔非[江交性に対する依存性についても計算修子依存tJとして考慮しなければならない
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従って，計算倫子の不等間隔非i立交'VI:への依存性が小さいことが証明された修j[コロケー

ト格子系差分スキームが. ー 般j笹待、系における舌L VlE数11証言I.~: 予法として優れた特怖を持つ こ

とがわかる

以上のような結果から，本研究では，修正コロケート絡子系羨分スキームを一般住傍系に

おける乱流場M析に遇した差分スキームとして推奨する .

4.3.3(b) 差分スキームの空間精度の影響

差分スキームの'空間精度の影響をゆ]らかにするために，修正コロケート構成系差分スキー
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ムにおいて，空間精度が 2次:fi'fJ.交の場合と 4次精度の場合の比絞を凶4.3.27-32に示す.計

算絡子は，いずれの~nl:J精度の言 I.~t においても，不等 I/Jj 隅 l江交であるが， I羽4.3.5でIYJらかに

なったように，計算格子が:il'直交であ ってもその影響はほとんどない 計算結来として，流

れ方向の H寺間平均速度分布，乱;i1E~illr.i!:， Reynoldsせん断l志1)，Skewness faClOr，乱i流エネル

ギ-kの収支およびReynolds応ブ」の収支式中の圧力ひずみ;fI1民IJjlが，それぞれ図4.3.27-32 

に示されている
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図4.2.27および悶4.3.28において. ~i:: 1M]桁j交が4次精度に改善されることによ り.流れ方

向平均流速が対数領域において減少し，さらには，流れ方向の!;Lv1f )rtlのピーク f~自が大きく減
少するとともに.~方向乱流強度のピーク他がわずかに増加している.これらは，いずれも

DNSの計算総巣により近くなる傾向であり， 改善が兇られる . 本計~で使月l された計算十喜子

の釈lさを考t語、すると，空間 4次精度の修:iEコロケート絡下系f草分スキームの場合の予均流速

および古Li)1L強度の DNSデータとの差異は，ほぼ許容iifrL問内である .図 4.3.30の Skewness

FaClorに閲しては，空間精度の 4次精度化によって大きな改持は見られないが，品Vn討l成分
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rhc ollhogonal and rhe nonol1hogonal compulation叫がむ

が墜付近の極大イitIの絶対f砲が僅かに減少し， DNSデータに近づく傾向を示している .-JJ， 

図4.3.31において， i1j-L流エネルギ-kの収支は空rlJj精度の高次村1[変化の彩轡がほとんど見ら

れない.J.五))ひずみ相関項対角成分の分布もさelIJJ精度の高次約J主化の影響をあまり受けてい

ないが，y'= 10 -5 0 において，僅かに差奥が観察される.この倍かな差災が， 乱 iAE~~iJ.支の

改普をもとらしたものと与ーえられる.
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4.3.3(c) 修正コロケート格子系差分スキームの安定性

コロケート佑子系差分スキームは，レギュラ一係予系A分スキームの計釘安定性を向 lーさ

せるためにスタガード修子系差分スキームの考え方を導入した中間的な倫子系差分スキーム

として解釈できる 一方.修汀.コロケート格子系差分スキームは，コロケート格子系差分ス

キ」ムに，レギュラー絡子系差分スキームと同線な術開および発分を)l]いて VanKan修正を

導入しているので，よりレギュラー佑下系差分スキームに近い形で定式化されている.1.追っ
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て，レギュラー格子系差分スキームの言I-n:同様に， 庄土1J;l);に数イ同様[11)が発生する可能性が考

えられる.しかし，本主主におけるチャンネル内乱流の計算では， 191らかなn:プJ1援助は観捺さ

れなかった.

修正コロケート総子系差分スキームの安定性を確認するために .IJGI4.3.33に修正コロケー

ト裕子系差分スキー ムと Maliskaのスタガード佑子系差分スキームの場合の各速度成分の流

れ方向]次元スペクトルを示す. この流れ}j向 I 次元スペクトルは，計~:が卜分発達したと
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思われるあるi直当な1lCi'Il¥Jステ yプにおける腕時の計算結果から求められたものであるため，

両格千系の結果は，厳密に一致はしないが，定性的には，滋付近からチャンネル中央部の会

領域においてよく 一致している.また，修正コロケート絡「系71:分スキームは，スタガード

偽子系差分スキームの場合と同線に，高波数において，エネ Jレギーが適切に放逸され.J1.&;li1J

による人工的エネルギーが全〈生成されていない 従って，修正コロケー 卜裕子系議分ス

キームにおいて，境界条件の取り扱いに注:立すれば，スタガード絡子系と同様，安定な百↑鉢
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が実行可能であることがわかる

4.4 本章のまとめ

本車では，まず， Z高 2~において tIItJ成された一般廃襟系における Ma l i s ka のスタガード絡
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子系，レギュラ傍子系およびコロケー卜絡子系経分スキームの精度および保存特悦を数11Q:'X

験によって検祝したーその結果，以下のような主11見が符られた.

1. 不等間隔非庇交である物理座標系 (x，y，z)において定義されている基礎)J秘式

系を等IlIj附直交である計算8H:ri系(E"η，Ç) に版係変換し，計算ßH~{系でf工窓精度ー

の発分スキームを平IJfIjして離i放式を導出し計算した場合，絡子治:数を!('jJ)1Iさせた

時の厳滞解への収束性といろなl味での純度は物flM庖際系でも維持される

2 第 2i立において構成した一般座標系差分スキームの中で，不等|間隔非直交の任

意の一般座標系格子において ，述動litおよび運動エネJレギーの保存特性が笑際の

計算上，ほぽ満足できる精度で適切であると 言えるのは，修正コロケート裕子系

差分スキームのみである ー

3. 計算格子が直交である場合は，従来のスタガード絡子系差分スキームも運動量

および連動エネルギーの保存特性が遊切である.

また，第 2草ーで械成された 一般座標系差分スキームの実際の?iL流場への適用例として，

チャンネル中高と壁面l李被速度を用いたレイノルズ数Reτ=180のチャンネル内乱流の計算を

行い， DNSデー タ(Kimel al. 1987; Mansour el al. 1988; Horiuti 1992)と比較した結果p 以

下のような知見を得た.

1. 一般JÆ.擦系における修正コロケート絡子系差分スキームは，計~裕子の非 l在交

セ1:，不等間|煽の影響を受けにくい優れた特性を持つーこれは， 一般座標系におけ

る修正コロケ」ト絡子系涯分スキームが，計算機子の直交性，等間隔性に関係な

く運動量および運動エネルギーを適切に保存するためである ，

2. -}i， Maliskaのスタガード修子系差分スキームの場fi，vtEれ方向手均iitU虚や

-:51.流強度といった統計itが計算裕子の非直交tl:(.:大きく彩響されてしまう.

3. 一般座係系における修正コロケー ト絡子系差分スキームは.レ イノルズ応力収

支式の圧力ひずみ相関~の計算精度が改善され. 統計量の信頼性が向上する . こ

れは，計ZH告子が非直交である場令も問機である

4 . 一般座標系における修正コロケー ト絡子系送分スキームは.境界条1'1ーの取りぬ

いに注意すれば，ス タ プfード格子系差分スキームと 同機 ， 安定な言f'~ーがうl三行可能

である

以上の結架から，本研究では，高精度な DNSあるいは LESに迎した一般座標系経分スキー
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ムとして，修正コロケート併子系主分スキームを般奨する
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第5章

一般座標系におけるラージエディ

レーションの定式化

、‘、
ンミユ

5.1 ラージエテ‘ィシミュレーションの基礎方程式

非圧縮性粘性流れを規定する支配方程式は，述続の式と Navier-Slokes}'j程式であり ，それぞれ

次のように表される.

ハH
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h
一h

(5.1.1) 
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百 (5.1.2) 

ここで.v 1ま動粘性係数(kinem削ICvISCOSJly. v=μP.μ・粘性係数.p:'ilrN)である.式(5.2.2)にM

を乗じた式と，式(5.2.2)のインデックスtをjに鐙き換えて"，を釆じた式との平IJをとると .応力 1IU.

の輸送方狩式が導出される.

。， 、 a， 、
一111.11.1+一一111，.11.11.1a，、，JI dx" ¥ If r JI 

寸*(代.，+u}，，)吐いめ)1+*(ま+ま)みまま (5.1.3) 

式(5.1.2)に引を来じて締約をとることにより，運動エネルギー K(~ ''/'，12)の輸送方程式が導出さ

れる.



第 5章 一般座標系におけるラージ工ディシミュレーションの定式化 104 

dK ~_a!.. v1_ d Ipu，. dKI dU，du， 
37+否;lい)=一石Ipu，， -V副-V瓦E;; (5・1.4)

式(5.1.3)において.インデックスJをtにtrtき換え織がjをとり， 1/2を乗じることによ っても同様

に式(5.1.4)がi浮かれる

LESにおいて，格 fスケール以上の直接計算する成分(GS.Qrid .s_caleまたは Unresolvedscale) 

とそれ以ドの微小ス 7ール成分(SGS..s_ub-Qrid acaleまたは Resolvedscale)とに分断tする空間フィ

Jレターが導入される

7(x 

ここで， Cρ，-x:.I1，)はファイ lレター|苅数であり， 6，はフィルタ一関数の特性長さでフィルタ一

隅と呼ばれる.上式をフーリエ変換し，スベクトル笠間でJ管えると，

I(k， 1) = e(k)I(k， 1) (5.1.6) 

となり ，フィルター操作は.波数空間で変数/のスベクトルを修正する操作であることがわかる

LESにおいてフィルタ一関欽C，(x，-x，.，6，)としては， Gaussianフィルター，Sha巾 cUlOffフィ Jレ

ターおよびTop-halフィルターがよく用いられている.

(a) Gaussianフィルター

Gト川)咋exp{ザ) (5.1.7) 

e，(k，) = e斗132) (5.1.8) 

(b) Sharp cutoffフィルター
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(5.1.9) 
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(c) Top-hatフィルター

2 い 叫川川叶&久吋叶，)伊)ト=[ *訓Jド州川士*(1トい|いいX川川t

l い (Ixl - x/I > ~) (5.1.11) 

う(k，)=2土日 (5.1.12) 

Ga剛 山1フイルターは， Ga山 関数であり， Gaussianフィルターをフーリエ変換したO，(k，)もGauss

関数である.Sha中 CUloffフィルターと Top-halフィルターは波数空間と実空間でそれぞれ対の関

係にあることカfわ-!J、る.

LESのフィルタ一関数として求められる性質として，まず，フ ィルター操作と微分の交換性が

ある.ある関数jの一階微分に対するフ ィルター操作は，以下のように記述される.

守= rG(x - x'， ó ，)f(x' lI"~-{件当山
ここで，第 1:項はゼロとなり ，フィ Jレター関数古河間関数である場合，

。G(x-x'，o)ι(x-x'，o) 
。'x' dx 

が成り立つので，

守={盟主tM'ztfc(x一川 )f(x，) dx' =守

(5.1.13) 

(5.1.14) 

となり，フィルター操作と微分との附!の交換性が成り立つことがわかる.さらに，問機な操作を

繰り返すことにより，さらに高次の微分とフィ Jレター操作との|首jの交換性が導かれる

万回 a"万)
(5.1.15) 

また.多次元フィルター操作に対しでも容易に拡狼可能である

さらに式(5.1.7)，式(5.1.9)および式(5.1.11)のフィルタ一関数は，次式を満たすように正規化さ

れている
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ff刀
連続の式(5.1.1)およU'Navier-Stokes!iむ!式(5.1.2)にフィルター操作を絡すと以 Fのようになる.

du， ~ d r-::つー Idp .. d I du， ¥ d "1/ 一τ - IU. U一一十V一一，----
dl dx， ¥ ' リ Pd.λ ilx，¥ dx. J i)x， 

(5.1.17) 

(5.1.18) 

式(5.1.18)はFilleredNavier-SLOkes }J碍式と呼ばれる.また，式(5.1.18)右辺第3項τ =u，lI，- U，U
Y -'.'} .'f-j 

は， SGS応力l:i'lと呼ばれ.対流項のフィ Jレター録作にJ起因する項あり，フィルター操作によりカッ

トされた SGS成分の影響を表している SGS 応、)].IJIはさらに次のように分解される.

=L.，+ (' ート R 
Mυ  

一一1_.，=u，U.-U，1J '!i "'1 "'J-u， 141 

C，，= 1/， 1.1，' -U，' U. IJ "; '~j ..../ ."J 

(5.1.19) 

(5.1.20) 

(5.1.21) 

円=1J: U; (5.1.22) 

式(5.2.19)中の Lu'ら.RIJは，それぞれレナード項， SOSクロス応力項，SGSレイノルズ応β項と

呼ばれる レナード項は， GS渦と Gsi品同士の干渉を友し， 1場的に計算可能である -}J， SGS 

クロス応力項およびSGSレイノルズ応力項は，それぞれGS渦とSGsi局のflHまたはSGsil向と SGS

渦向上の干渉を表し，一般的には何らかの物理的考察に基づきモデル化が必要がある.

Speziale ( 1 985)は， LESの基礎方柊式がガリレイ不変性(Galileaninvariance. Gηを渦たすかとう

かを調べ， Filiered N-S }J程式(5.1.16)はガリレイ不変性を満たすのに対し， SGS応力項を分解し

た式(5.1.1ηにおいて，レイノルズ応力項はそのままでガ')レイ不変性を満たすが，レナード項と

クロス応h項はそれぞれ単独ではガリレイ不変性を満足せず，両者の和としてガリレイ不変刊が

満たされることを明らかにしている.従ってモデル化の際には，レナード績と SGSクロス応)]

項をカップリングしてガリレイ不変牲を満たすかが問題となる. レナード項とSGSクロスl芯よl

項を Taylor展開を用いて評価すると，以下のようになる(Clark1979; Horiuli 1989). 

L;j吋(長)づ判長)+長十o(o') (5.1.23) 

Cy =寸法(長) -~判長) + o(ぷ) (5.1.24) 
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y= rrr G，ト -x:.1'.，.). (x， - .\ 川~tl'dx

式(5.1.23)と式(5.1.24)をJt絞する と，第lJ貞と第 2項が5毛利・号となって現れているので，レナード

項と SGSクロス応)J項は百人、に強iいf!の十n闘を持つことがわかる.ここで， 7イJレターl刻数とし

てGaussianフィ JレターをIll"、た湯合，

1'.' 
y-12 (5.1.26) 

と評価できる さらに.HoriuI;( 1989)は，チャンネ Jレ内乱流のap/'lo川テストから，レナード項と

SGSクロス応力項は，テンソルレベルで強い負の術開を持つことをry]らかにしている 従って.

工学的乱流場ーにおいては，厳'Ill'怜を多少無彼し，レナード項と SGSクロス項の荊lをゼロとして，

レイノルズ応h項のみのモデル化が考慮されることが多い.

これに対し， Gemlano( 1986)は，レナードlJi， SGSクロス応力項およぴSGSレイノルズ応力項

がそれぞれガリレイ不変性を満たすように，次のように再定義した

τ =1. ": + C~' -j-I?~' '1 • "1 .......1) "1/ 

~~ == 
/~ 7: 

一 = 71，1/，-l/，1/11 "i '_'J "， ""J 

(5.1.27) 

(5.128) 

C~'=(日-万~) - ;;， ~-日 (5.1.29) 

R;'=u川，-1/，' "/ (5.1.30) 

式(5.1.27)中の心り.R1，1IJは，それぞれ修正レナード項，修lESGS7ロス応力項，修正SGSレイ

ノルズ応力項とl呼ばれる.絞近の LESにおいては， SGS応力項をこのように分解してモデル化が

考慮されることが主流となりつつある

式(5.1.18)に11/を来 (:t..:式と，式(5.1.18)のインデ yクス IをJに置き換えてリ采じた式との和

をとると. GS応)Ju， u，の輸送}j格式7炉導出できる.
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十 (5.1.31) 

さらに?式(5.1.18)にU，を乗じて締約をとることにより， GSの運動エネルギ-K(，.( = 11，11，/2)の輸
送方程式が導的される.
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aKω a /-" ¥ a Ip 1/， . dKt:， - I a-;;， /J;;， d;; 
-一一+一一lu>K""J=一一一ト」ふ -v一二三 +11.T...I-v一二一」 +τー」
dl dXk ¥向山J 。川 P “ OXK "「，A| -dxJXA u札，t， (5.1.32) 

式(5.1.18)がosの辺l!li:IJJ社)j定式であるのに刈し句 sosの述!lijJI.t1iね式は，式(5.1，2)から(5.1.18)

を減じることで次のように導出される.

du，'ょ d /..'ーペー 1 op' d /一 ，. ，-¥， d (du，' ¥ ， dτIk 
T" -:---IU， lIj J-_ーーーー一一ーーーIU，U，+ '.llI.I+ V- 1ーーーー 1十。f dx，¥' 'J Pdx， dx，¥リ "'， "') ' dJ日dx，i' e)，、

式(5..1.33)と式(5.1.18)を比較すると.

(5.1.33) 

d 't" 

dXj 

が符号を変えて現れていることがわかる.これは，OSとSOS附のi望動量の交換を表している.

次に，SOS応力τ(UbU，) = UJU) -7;J ~ =τ。の愉j差別呈式は，式(5.1.3)にフィルタ一保作を施した後，

式(5.1.18)式にzuを采じた式を減じることで導/.Hできる.

d d ，一 、
-'t，，+一一111，'t，， 1 
dl" dx，、..'1/ 

寸 古川 す(川

1 I ( dll， ¥ ( du， ¥ I • ( d向。u，¥ du， du， 
?ーImIP，一一 |十川IP，ーニ jj-Lvml一一 ーニ |ーτー--'.-T.

s
一二 (5.1.34) 

P!，"C dXjJ "y.， dx，JI _....¥i)x; dx，J 匂xk j axk 

次に，式σ1.34)において.i=jとして縦約をとることにより SOS迎却jエネルギ-KS(Js( =正記m
の輸送方程式が導出される

午tN=去|ト(u"u1引い(pu)-4|

古
久
一向

叶
日

M

「
一的

1

一P+
 

(5.1.35) 

上式において，右辺第 1:項はSOS百Li北エネルギーの拡散を表し，第 1:項の[]内の第 1~ 3墳はそ

れぞれ，乱流拡散項， j主h拡散坂，分子料i性拡散項である.また
I ~2J:買は圧力ひずみ相関項，

第3項は分子粘性散逸]貞である 第4~自 {ま， OS と SOS 聞のìl!!動エネルギーの交換を表す~であ
り， OSの運動エネルギ-KGSの輸送万程式(5.1.32)において符号を変えて現れている ことがわか

る ここで
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eJ1J， 
一τ一一情。λt

が正である場合， Forward cascade (または Forwardscaner)，負であるJ易令， Backward cascad巴(ま

たは Backwardscauer)と11予，fれる.

5.2 Subgrid-scaleモデル

L臼 において笑際に鰍散化して解かれる支配)J程式は，フィルターを施された述統の式(5.1.17)

とNavier-Stokes方続式(5.1.18)である.フィルターを施されたNavier-Slokes)J粍式(5.1.18)中のSOS

応力項 tl/は，言I'~:絡チ以下の SOS成分の変動の効果を表し ， 物互li的考祭に接づき何らかのモデル

を情成し評価しなければならない.SOS応力項%に対するモデリングは.Subgrid-scale(SOS)モデ

ルと呼ばれる .SOSモデルの併成は.RANSモデルの場合と同様にI T，(Iの輸送}H.'l式(5.2.34)を考

慮することにより可能であるが，新たに乱流拡散攻や圧力ひずみ相関項等のモデル化が必要とな

るため.この)J法は今日あまり発展していない.従って，これまでのSOSモデルの機成において

は，ちと OS成分とを関係づける代数式をどのように表現するかが重姿な問題となっている.

本1frjでは，これまでに榊成されてきた代表的なSOSモデルについて簡単に説明し，それぞれの

モデルの問題点について言及する

5.2.1 Smagorinskyモテル

これまで構成されている SOSモデルおいて，多くのモデルが，次のようなBoussinesqの渦粘性

近似にi毒づいている.
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(5.2.1) 

t742+言) (5.2.2) 

ここで，式(5.2.1)中のろは OSのひずみ率テンソル(Slrailトr8lelenSOr)であり ，V，は古Li抗渦(lIi)Jl粘性

係数((kinemalic)eddy viscosity)と呼ばれる最である ニュートン流体の場合，分子粘料係数vは

物性fi11であるのに対し，この乱読E*I古性係数はf立位と 1時間の変数である .Boussinesqの渦粘性近似

l式首Liilt:粘宇!とすt-1-粘性との類似fl，;o、ら， SOS応}];oros速l]'t勾配(ひずみ率テンソル)に比例する

と仮定する近似である このように仮定するためには.分子粘性を4雪える際に，分子の予均自由

行程が流れの代表長さと比較して卜分ノトさく，両有のスケーJレに明確な分離が仮定されたことと

同様に， OS と SOS との l自] に明篠なスケー Jレの分総が仮定されている . 式(5.2. 1 );tê辺第 2~買は ， 阿

辺の締約をとった|努の恒等関係から必~となる境である .

SOS運動エネルギ-)らGSの輸送方程式(5.1.35)において， SOS迎動エネルギーの生成と散逸がほ

ぼ等しいとする，局所平衡状態にあるという仮定を導入し，簡単な次元Jl!f.析から，渦粘性係数v

1.1次のように与えられる.
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V，ー(c~)l~ [ (5.2.3) 

これが. LESのSGSモデルとしてjよくmいられている ，Smagorinskyモデルである(Smagorinsky，

1963).上式中.にはSmagor川 sky定数とl呼ばれる . ' ./i~寺子 11 性古L流を仮定した場合， Jlg論的には.

C'" '" 0.2と導かれるが， ，F，Ufrt混合層やチャンネル戸、l流れに対しては，続Z史的に 0.15および0.1'が

最適値とされている(Mansour1978: Deardor何 1970)・実際の乱流場は，これらー隊等方1'J:舌L流，自

1H乱流および日産乱~;fEといった基本的な ïiLi疏が組み合わさったものと考えられ，任意の舌LiilE J揚に対

してらの段泡値を求めることは容易ではない.式(5.3.3)中のAは，フィルター隔の長さスケール

であり，通常，以 Fのように定義される(Deardorf"f1970). 

五=(X，瓦人)，.¥ (5.2め

ただし.墜を1'iする流れJ揚において，壁でno-s1ip条件が仮定された場合，聖書面上でSGS応bらお

よび吉L流粘性係数V，はゼロでなければならないが， Smagorinskyモデルから計算される SGS応力

は燈でゼロにi斬近しないため，フィ Jレター幅スケールAにVanDriesll，¥!!盛岡減点関数

戸 1-exp(ラ) (5.2.5) 

を乗じて補正される.ここで.〆と A'は，それぞれ墜関数および経験的定数であり，以下のよう

に与えられる

川
一
v

y
 

(5.2.6) 

A =25 (5.2.7) 

一様等Ijl'J乱流のαpnorlテストから， Smagorinskyモデルは，乱流エネルギーの数進について

は， DNS計算から求められる厳密なSGS応力による乱流エネルギーの散逸との間の相関が約0.7

とかなり良い近似とな っているのに対して‘SGS応力のテンソルレベルでは， DNSから求められ

る厳密な SGSIち)Jとの附の相関が約 0.3とあまり良くないことが婦摘されている(C1ark1979). 

また， Smagorinskyモデルによる SGS運動エネルギーの散逸は，式(5.1.35)右辺第 6項.式(5.2.1)

および式(5.2めから次のように与えられる.

ESGS = 2( c~rl s [S，s'y (5.2.8) 

従って， Smagorinskyモデルは， j)j!jfr}Jエネルギーを1i1・に GSからSGSに輸送(Forwardcascade)する

モデルであることがわかる しかし，現実の流れ場では， Esosが正のForwa吋 cascac1eと負のBack-

ward cascadeが間欠的に存イEすることが， DNS i"lI-f.iの aprioriテストから示されているので.何

らかの改良が必要である.

5.2.2 Scale similarityモデルと mixedモデル

医]5.2.1のように，流れ場を， GSのrtでさらに大きなスケールの運動， GSとSGSの境界近傍

のスケールの運動およぴSGSの中でさらに小さなスケールのi遊説!の 3段階に分割することを考え

る.こ乙で，フィルタ一橋のサイズの渦lま， GS成分の中でもっとも小さい渦であると同時に.SGS
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!応分の中でもっと b大きい渦であると考えられる.GS成分の中で， OSとSOSの境界近f')}，すな

わち，カットオフ周波数近傍の成分は，次のようにうえられる

(記)，= ;7，-~ = (OS成分)ー (OS成分の小でさらに大きな成分) (5.2.9) 

}方， SOS成分の中で，カ y トオフ周波数近傍の成分は ，U
f
=U

j
- lI

j にフィルターをかけて，次

のように与えられる.

(11，') =広コJ=日-Z (5210) 

従って， OS成分の中で最小スケールは， SOS 成分の中で最大のスケールと同ーであることがわ

かる.この慨念は，Scale simirarity則とl呼ばれ， Bardina el al.( 1983)により初めて示された.以降ι

(正)，と戸71を区別せずに，可と表すことにする

このように考えると， SOSクロス応力項およびSOSレイノルズ応力項は次のようにモデル化さ

れる

ー- -=  c・=U，U..'+ ZI，'U
lj "" "~i "'/ ""} 

呈 cc(~ 可 + 目)

=九{~(~-~)+ ~(え-~)} (5.2.11) 

一，uJ

U
J

一，u，
U

“
 

u
一
F

=

g
 

M
M
V
 

尺

= Ck{(~ -~) (~-~)} (5.2.12) 

ここで，ガリレイ不変性が11時たされるためには， cc=lであるが，らについては制約がない(坪

倉1996)・ここで，Ccおよびらを iとし，SOSクロス応力項と SOSレイノルズ応力墳を組み合

わせて，以下のようなモデルが機成される.

C.. + 11，，= u， 11，-11， 11 !1 " ~ü U/"j I"';"'j (5.2.13) 

式(5.2.13)は， Scale simirarilYモデルと呼ばれる.この Scalesimirarilyモデルのみでは 統計的な

エネルギ一散逸機構が小さいので，通常 Scalesirnilarilyモデルを SOSクロス応力瓜に対するモ

テ・ルとして.Smagorinskyモデルのような等jjiP.¥粘旬型モデルと組み合わせて使用される

I，u = 11， 11./-11，11) (5.2.14) 

C，，= U，1I，-1.1.11 υ ， .... j ，.，/ "J (5.2.15) 

Ry=-2v/)1f (5.2.16) 
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(5.2.17) 

Scale similarilY l4IJに恭づくモデJレと等)ji!i.¥粘性型モデルとが組み合わされたこの磁のモデルは，

Mixedモデルと呼ばれ(Bardinael (/1.1983; Piomelli el al. 1988). SOSの比較的大きなスケールと

GSとの!日jの相互作mがScalesimilarilyモデルにより近似され.SOSの微小スケールと OSとの間
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の相互作mがSmagorinskyモデルにより近似されていると考えられる.このタイプの Mixedモデ

ルに限らず， 一般的に， Sma島町inskyモデJレにScalesimilarily iilJに基づたモデルが線形結合された

mixedモデルは， Smago吋nskyモデルのみの場合と比較して，実1;祭の流れ場との相闘が尚くなる傾

向にあることがaprioriテストによって雌認されている (Bardinael 01. 1983; Piol1leJli el al. 1998; 

Horiuti 1995， 1997). また，式(5.3.17)において，右辺第 l墳と第 2項は.式(5.2.28)で」之される修

正レナード項.mと等しくなる.従って， Mixedモデルは，修正レナード項が!湯的に計算され， SOS 

7ロス応J]J.l'iおよびSOSレイノルズ1;t，;!)J買が等方渦粘性モデルによりモデル化されていると解釈

することカずできる (Zangel It!. 1993). 

修正SOSクロス応力項，修正SOSレイノルズ応力.Jliに付して， Scale sil1lilariry JlIJを適mすると，

以下のようになる.

ly'" aQ (5.2.18) 

R/"" C8(;7，-;'".) (記-~) (5.2.19) 

ここで，式(5.3.19)は，修正SOSレイノルズ応力に対する Bardinaモデルと呼ばれる(Horiuli，1995). 

チャンネルJ*Ji5L流および1見合層i!iL流の αpnorlテストから，この Bardinaモデルは， Smagorinsky 

モデルと比較して， Backward cascadeの再現性に優れているが， Backward cascadeの最を過大評

価する傾向が明らかにされている(HoriUli1995). Horiuti( 1995)は， BardinaモデルのBackwardc部 -

cadeの絶対琶を抑制jするため，sardinaモデルにフィルターを絡した， Fillered Bardinaモデルを提

案した.

RJ' 望 cA~，- ;;，) (~ - ~) (5.2.20) 

チャンネルl勾乱流および混合J@乱流のlipnol"テストから，このFilteredBardinaモデルは， Bardina 

モデルと比較して Backwardcascade効果をより高精度に再現することが線認されている(Horiuri

1995) 

5.2.3 Dynamic SGSモデル

U， 
Full Ilow ficld 

11， 

くFl:十!
lI. = U.-U 

SGS Ilow日cld

U， 
1...，屯crl10w ficld 

/.11 = UJ-U
1 

Tra附 fi:rOow白eld

U， -U， 
Smullcrn。、、 ticld

FIGUREう.2.1lllf骨 levelflow field decompωilion (cxlJ'llcred from sardin'l elol. (1983)) . 
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5.2.1で述べられたように.Smagorinskyモデルは，局所的SGS応)Jの子測精度が低いだけでは

なく 2

1) 任意の流れ場に対するモデル係数1iLIの段通値を決定することが困織であること.

2) 犠近傍の低レイノルズ数効果を再現できないこと，

3) 運動エネルギーの SGSから GSへの逆輸送である Backwardcascadeをiヰ}Jl.できないこ

と

等の欠点があった こららの欠点を補うため， Germano el al.(1991)は，モデル係数を GSの速度

場の状態に応じて，時間と場所の変数として求める手法を提案した.このモデル係数決定手法は.

Dynamic procedureと呼ばれる .Dynamic procedureにおいては， GS量;を定義するためのグリッド

7イルタ -G(x，-x，'，A，)に加え，より大きなフィルター闘を持つテストフィルタ-5(xt-xJι)
を導入する.

l(x，.x2いいXJ叫寸叶)， 1バ叶1)←叶}ト司=イrrr働:‘
I( 

テストフィルターのスケールは.テストスケー jレとH手ばれる.

Fillered Navier-Slokes方程式

。11，.d 1--， I dp d I du， ¥ d 't" 
一一一?ー- IU.U，I=一一ーーーナ v-一一1-一一 l一一一一-
dl dx)、J リ Pdx， dX

J 
¥ dx， J dx， 

τ = U，U，-U， 11 。I-j "'1 ") 

にテストフィルタ をかけると，以下のようになる.

du，. a (==¥ ldp d (d川¥ d 1~ 
一一一+ー一一IU ， U . I =ーーー一一一十 、作一一l 一一一 l 一一ー~

df dx， ¥ J リ Pdx， dx，¥ dx， J dx J¥ W')) 

(5.2.23) 

(5.2.24) 

(5.2.25) 

上式中の乱流応力は T は，サプテストスケー }v(~ub-IeS I ~ca le， STS)応力と呼ぱれ，次のように

去される.

Tlf=U，巧-U， 11) (5.2.26) 

ここで，SGS応力τ。にテストフィ Jレターをかけることより .SGSJ応力九と STS応力九との防jに

次のような関係がi尊かれる.

弓=;7Z-示=(訂J73)-(お一日.)=九一吃



第 5章一般座標系におけるラージエディシミュレ ションの定式化 114 

1"1' = 1:ーτ
ij - 'y- "iJ (5.2.27) 

ペ=町内-11，uf (5.2.28) 

式(5.2.28)は， Ocnnano's identityとII'T'は:;/1.，Dynamic SOSモデルの根幹となる関係式;である.

SOS応力およびSTS応力を， SmagorinskyモデルをJTJいて近似する

τv-jbh=一2c:K21s Isy 

吋(説).I sト布;

ら-iak

to=444)151何

(5.2.29) 

(5.2.30) 

(5.2.31) 

(5.2.32) 

ここで，オリジナルの Smagorinskyモデル式(5.2.3)と比較して.モデル係数は Cに置き換えられ

ている Smagorinsky定数とはc=c/で関係づけられる.

(5.2.29)にテストフィルターをかけた式と，式(5.2.31)を式(5.2.27)に代入すると，以下のように

なる.

ペ-169ケ ー問

叫=K2(α21SISy-ISISy) 

A 
α=τr 

A 

ここで，テストフィルター幅五のスケールにおいて.cの変化が小さいとして.

(5.2.33) 

(5.2.34) 

(5.2.35) 

CK2lslsy..CK2lslsy (5.2.36) 

が仮定されている.式(5.2.33)において，一つの未知最 Cに対して. 6つの独立した方程式が存

在するため， 一窓にモデル係数を決定することが出来ない.Lilly(1991)は，段小自-*法を適用し

て，誤差の自乗

。 =(々が'i~k+叫2
(5.2.37) 

が最ノl、になるようなモデル係数値の決定手法を提案した.

笠=2((L' -~Ô ，，2' +2CM"hM..=O ac ¥ ---y 3 Y--kk U J U 
(5.2.38) 
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F-f辺-17;叫一 ，

2 M'1何日 2 MyMy 

ヂ =ψ-Lもバr
fJ y 3 ~ H-

式(5.2.39)において，~'ó圧縮性流wの嶋一合，

ゲ'JU_M
i
;= (/" M

ii 
11 Ij ..， 
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(5.2.39) 

(5.2.40) 

である.式(5.2.28)，式(5.2.29)，式(5.2.34)-式(5.2.35)および式(5.2.39)で構成される SGSモデルが

Dynarn ic SOSモテ勺レ(DynamicSGS mOdel， DSM)と呼ばれる. Dynarnic SGSモデルでは，モデル

パラメータとしてフ ィルタ闘の比αが新たに現れている Germano el al. (199りは，チャンネル内

乱流および選移乱~'fEの a pnoYl テストから，グリッドフィルターおよびテストフィルターとして

Sharp cUloffフィルターを用いた場合， α=2を推奨している.しかし，実際の計算において，解

に対するパラメータ なの依存性は小さいことが報告されている.

Gennano el al.( 1991)は，提策した DynamicSGSモデルを卜分発達したチャンネル内乱流およ

びj1jL流遷移するチャンネル内流れに適用し，従来のSmagorinskyモデルにおいて必要であった壁

面減衰関数を用いることなく，~近傍における乱流粘性の漸近挙動を再現することに成功すると

ともに，選移過程の司書而せん断応力がDNSとかなり 一致するようになり ，乱流選移問題に対す

るDynamicSGSモデルの有効性を示した.

Cは正にも負にもなる ことができ， Cが負の場合，乱流粘性係数が負となる結果，GSi進級]エネル

ギの輸送方程式(5.1.32)右辺第 5項あるいはSOS運動エネルギーの給送方程式(5.1.35)布辺第 6項

で表さ れるGSとSGS問の逮動エネルギーの交換を表す項

引 khE2crltltJ，a
CJXt 

(5.2.41) 

が負となり backward cascadeを再現できると解釈することもできるが，実i僚の数値計算において，

a流粘性係数の値が負になると，計ni!"/fミ安定になる.また， Dynamic SGSモデルは，i{'¥¥粘性墨1

モデルを基本としているため， SGS応力のテンソルレベルで実際のi5Li船場との相関が低い fえっ

て，モデル係数Ci!{負になることに起因する Backwardcascadeは，実際の乱mE場における Back-

ward cascadeを再現しているかどうかは疑わしい.Germano el al.( 1991)は.チャンネル内乱流の

計算において，モデル係数が負になり 言，.nili不安定になることをド:)iぐために，統計的に一線な)i

1句にモデル係数を平均化している .

1(gjMUL 
2 (M，刈)..，

(5.2.42) 

ここで.()広は流れ万向xとスパン方I古Jzの平均化機作を表している.このような平均操作は，一

様方向が存在しない流れ場Jこ対 して遊月]できないので，モデJレ係数を空間的に局所化する何らか
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の改善が必要である.

言葉の定義として.Gerll1ano's identilYを導入しモデル係数を GSの.iilir.iE場の状態にr.r_;じてH年間

と場所の変数として求める手法を，一般的に Dynamicprocedureと呼ぶのに付して， SGS応h1"

とSTS応力九に対するベースモデルとして， Smagorinskyモデルを使mして構成される SGSモデ

ルを DynamicSGSモデルと呼ぶことにする .SGS 応力 ~u と STS 応幻九に対するベースモデルを

変更することにより .新たな Dynamicモデルが構成可能である.

5.2.4 Dynamic mixedモデル

Zang el al.(1993)は， SGS応力τ"とSTS応)jT'Jに対するベースモデルとして， 8ardina el al.( 1983) 

のMixedモデルを採用した Dynamicmixedモデル(QynamicM_ixed M_odel， DMM)を提案した

SGS応力 'ifとSTS応)jT" 1':'対して，式(5.2.18)で表される Bardinael al.(1983)のmixedモデルを

適用する.

τυ 与1J'.u=-2CiS.'lsl九十L::-;り:;
J J 

(5.2.43) 

ら-jar (5.2.44) 

こ三で， f，:は式(5.1.28)で定義される修正レナード町:=thMj-u，Mlである.一方.テストスケー

ル 五 の修正レナード項 I.~ は ， STS応b九の式(5.2.23)において，速度を

U1= Uj+U; 

のように分解して，以下のように得られる.

T=Fτ-77=Lj+C7+尺
T

if ~(~J M ( '.j ~lj 

L
1' 十三一一= U. U.-U 

働 (.:;;::::= ..=弓量、 == == 
C~= lU， lら'一 u/ uj)-u，u/ -u;' uj 

(5.2.45) 

(5.2.46) 

(5.2.47) 

(5.2.48) 

R~ = u，' u/ --;;:可 (5.2.49)

式(5.2.43)にテストフィルターをかけたがと，式(5.2.44)を式(5.2.27)に代人すると，以下のように

なる.

%ーがな(YJ-jM)=-x
三Fち=- ::三主主

Jノ= lIjYJ-Ujll 
U JIJ  

M lj=五制slsy一Isls，J
A 

α=τr 
A 

(5.2.50) 

(5.2.51 ) 

(5.2.52) 

(5.2.53) 
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Lilly(1991Hこ従い，訟差の自乗

Q=Iペー押し-(，j(;がJG)+叫2

が最小となるようなモデル係数の計算式は，以下のように導かれる.

c=_.dY;-ペ)叫 1己乙盟竺
2 M，μi司 2 M川

gEaz!riw  
冒せ 3 .. 

.:;('Q = γ-~Ô " ，J(， 
!J U 3 rl J..J. 

式(5.2.55)において E 非圧縮性流体の場合，

(ぺ-r;)叫=(ペーJC)刊

である

以上で構成された SGSモデルは.Zang型の Dynamicmixedモデルと呼ぶことにする.
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(5.2.54) 

(5.2.55) 

(5.2.56) 

(5.2.57) 

Vreman el al.(1994)は. Zang型の Dynamicmixedモデルにおいて.STS 応hの渦粘性モデルの

部分がu，で表現されているのに対L.修正レナード項の部分がu，で衣現されているという数学的

矛盾が含まれていることを指嫡した.つまり.STS応力九を分解する際，速度の分解は式(5.2.45)

ではなく ，

'Uj=U;+U;' 

を用いる15が数学的に適合していると考えられる.

Tzzτ-ZZ=11+C!十 R!J "'; "'j ...， ... ; o.Jij .... iJ 

L ~ 一一=j ー

白 Iぎ= .=き1 呈=- ==:::; 

C~= tU， U/- U/ 吟) - u， u/ -u/ 1.う

R~=可子 一 uFM ''J ~ ， "J 

この場合，式(5.2.51)のH，Iは次のように変'iI!される.

重F三 三塁 f三F主主 Z三 、

.:;{' = U， 21，-1.1， u，-I 11， U，-I/， u，) 
"，J "i "'j "'1 '''' ¥ '~ ''''j 04; "'jJ 

(5.2.58) 

(5.2.59) 

(5.2.60) 

(5.2.61) 

(5.2.62) 

(5.2.63) 

L..M，， 'ま.Zang型の Dynamicmixedモデルから変更はなく ，それぞれ式(5.2.50)および式(5.2.51)

から計算される.また，モデル係数Cを求める式もおng1，裂と向じく式(5.2.55)である

以上のように.Dynamic mixedモデルの定式化において， Vreman 型の方がZang ~1 よりも数学

的に自然なj彩で導l出されていることがわかる しかし，後述する Dynamicmulri-parameter mixed 
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モデルの一つである C
H
ーらモデル(Horiuti199ηの場合，チャンネル内百Li，況の aprioriテストから，

Zang illのDynamicmixedモデルの方が迎切なモデル係数値を与えるという結果もあり， 一概に

Vreman砲が優れているとは汗えない.

5.2.5 Dynamic multi-parameter mixedモデル

Horiuli( 1997)は. Bardina el al. (1983)のScales imilari ty 則を Ðt~長して， Oeneralized scale similar-

Ityモデルを従業した.

五-jg.:c{jg-fg} (5.2.64) 

この Oeneralizedscale simira円tyモデルの考えj子は， Oennano( 1992)のOenralizedcentral momelll.の

概念と等価である.式(5.2.64)の右辺は，ガリレイ不変性を満たしている.

修正SOSクロス応力項を Oenerali回 dscale similarilyモデルを用いて近似すると以下のようにな

る.

ワ=(号一u/~) -尚一万
嘗 ccl{宗万三一(日+日)}-2(号一言)1 (5.2.65) 

同様に，修正SOSレイノルズ応力項を Oeneralizedscale similarilyモデルを用いて近似すると以下

のようになる.

N;=u;' Uj- u/ 1.1/ 

g cJFすー号号) = CHr， ~ (5.2.66) 

制有一η)=¥三一;;，)(~-~) 一広ゴJ(~-~) (5.2.67) 

ここで，式(5.2.67)の布辺第 l項は，式(5.2.20)で与えられるSOSレイノルズ応力墳に対する filtered

Bardinaモデル(Horiuli1995)と等佃lとなっている さらに L~ を変形すると，次のようになる
E

叫
J

E

叫

ロ一

uJ

Z

一
叫+

 

、
白
奮
巴
‘
，
『
』
，)
 

=uJ 

=-叫+
 

三

U
J

=
u，
 

)
 

=
u
J
 

三
叫

一
+

三

U
J

''t
d
、司ι
、

L
 

一一
倫
代

“

n'

F
L
 

(5.2.68) 

ここで， 仁式中の I~; は修正レナード墳であり ， 式(5. 1. 2 8)で与え られる 上六をJ'ljいると.式

(5.2.65)は以下のように与えられる.

ピト=C(' ( /，~ -1，;) (5.2.69) 

三=-= =: 三三、

L~ =L;-lりら - ui Ii;} (5.2.70) 

式(5.2.66)および式(5.2.69)から，以下のような SOS応力モデルが構成される

τ~ 2! L;;. 十 Cc (L;- - L;・) + CMl，:
・ ，・.・=1.;↓斗ιレ+C.I.; 

ここで，上付添え字*(ま，

(5.2.7l) 

帥
f
'
J
 

M
“盟

会

U
1

一3
d
ツ

rI
 

・0rJ 
(5.2.72) 
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を表すまた，式(5.2.71)中のモテつレ係数C.は，C.=CR-Ccで勺えられる.式(5.2.7りから， Oeneralized 

scale similarityモテ・ルを用いて近似された修正SOSクロスl芯)J項と修正SOSレイノルズ応)J項は.

互いに独立ではなく，組み合わされてモデル化されている.

チャンネルr!;JiiL流およびJ見合腐乱械において.式(5.2.71)でラえられる SOSモデルのapnor/テ

ストを行った結平，I#~ は c;;- と R~I との l甘lの+111羽料!] 0 .95 と 0.85 と，その他の13 および<と比較
して最も高く .IJ:は修正SOSクロス応)Jと修正SOSレイノルズ応力頃に対する高精度なモデルで

あることがわかったけloriuti1997) 従って， HoriUli( 1997)は.計算負術を軽減されるため，式

(5.3.70)で与えられる<の第 2 痕を無視する J~とし， Smagorinskyモデルと線形結合した.1;)，下のよ

うな Dynamiclhree-parallleler mixedモデルを提案した.

τ;aCLL;.+C84.-X'F121ら (5.2.73) 

ここで，新たなモデル係数 CLは，CL=I十C
cで与えられる

Dynamic three-paramerer mixedモデルの欠点として，3つ全てのモテ'ル係数をDynamicprocedu陀

によ って決定することは 2計算負荷およびメモリ使用益がかな句 j曽加してしまうことが挙げられ

る.従って， Dyn出nlCpr∞edureによ って決定するモデル係数の数を. 1つあるいは 2つに限定す

ることが考えられる.式(5.3.73)において，CL=CR=Oの場合， Dynamic SOSモデルであり ，C
L
=1、

ら=0の場合， Dynamic mixedモデJレである さらに，Cs=Oの場合.Salvetri and Baneljee (1995)に

より提案された Dynamictwo-paramel町 Cfcnmixedモデルである 一方， Horiuti(1997)1;l:，前述

のap'円1ω刷w刷o印町加r.川且'1テストの結果剃治、ら，I 

精度なモデルであることに若臼し， CιιL斗1とした Dy卯na加m巾i比Ct川wo仔-p仰ar陥紘叩削m、国閣e剖te町rCらe
している

5.2.6 Lagrangian Dynamic SGSモデル

5.2.3で述べられた DynamicSOSモデルの場合，モデル係数Cは，時間的， ~I倒的に大きく変

動し，負の値を持つ割合も小さくないことが，実際の計算およびDNSデータを伺いたaprioriテ

ストから明らかになっている.しかし，負のモデル係数値は，計n:の不安定性を1{jくため.何ら

かの計算安定化手法が必要となるこれまで，計算の安定化手法として肢も多く用いられてきた

方法は，式(5.2.42)で表されるよっに，モデル係数他ーを決定する方程式を統計的に一様な}il旬に平

均化することである.しかし，この}j法はs 統計的に一様な方向がない複維な形状に対しては迎

用不可能であり，乱流特有の局所的構造を無悦してしまうという問題がある また，単純に，モ

デル係数が'fJになった場合，強制的にその他をゼロとしてしまう， Clippingという }j法もよく使

用されるが，これはOSから SOSへの正l味のエネルギー輸送電;が変化してしまうという問題があ

る

Gho拍 Iel a/.(1995b)は，モデル係数値がさを倒的に大きく変動するにも関わらずテストフィルタ

操作の外にtHせるとする式(5.2.36)の数学的矛盾をなくすとともに，モデル係数1i(iをZE間的に局所

化する Dynamiclocalizationモデル(DLM)を挺策した.しかし.このモデルの定式化の際には.第

2 fll!Yredhol m続分方位式が導入され，この式を反復法によって解くために言I.:t):負術が大きいとい

う問題がある.Carali el al.(1995)は， Dynamic localizationモデルによ ってモデル係数値を計算す

るには，式(5.2.42)で表される Plane平均到 DynamicSOSモデルと比較して，約4倍の CPUII寺附
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が必要であると5・'ffilfiしている.

Piomelli and Liu(1995)は， Dynamic SOSモデルが持つ数学的矛j宵を Taylor展開を!日いて近似的

に取り除くことによって，代数的にモデル係数値を求める局所化下法を提案した. Obosal el a/ 

(1995b)のDynamicLoca1izationモデルと比較して.モデル係数値の計算負荷は，かな り軽減され，

式(5.2.42)で表される Plane平均砲 DynamicSOSモデルとほぼ肉桂皮であると報告されている

(piomelli and Liu 1995).この応所化 DynamicSOSモデルは，スパン方向に阿転車11を持つ恒l転チャ

ンネル内乱流に適用され，この砲の流れ場の特徴をよく再現するとともに， DNSデータともよく

一致する結果が得られている しかし，この局所化DynamicSOSモデルにおいては.IEのモデル

係数値が保証されておらず.Piomelli and Liu( 1995)は，全粕性(分子粘1"1:+汚Li荒i帥粘性)が負となら

ないように Clippingスキームを用いている

これらの局所化手法に対して， Mencveau el al.(1994、1996)は.Dynamic SOSモデルが持つ数学

的矛盾にはこだわらずに ， 乱~Áf渦が沈れの流跡に沿って発達するであろうというラグランジュ的

考察に基づき，モデル係数値を流跡に沿って平均化する方法を提案した.このモデル係数値決定

手法は. Lagrangian dynamicモデルと呼ばれる.

Lagrangian dynamic SGSモデルの定式化は，式(5.2.28)で百貨される Oermano'sidcntityの誤差が，

流跡に沿って綾小となるように行われる 従って.その導出は，ラグランジュ日(Jに行われるのが

自然であり.まず，ある時間Iにおいてをr.n上のある地点xにある流体粒守を考える.時間fより

も前の時間 fにおいて，その流体粒子の位置は以 Fのように与・えられる

(5.2.74) 

ここで.Dynamic SOSモデルの場合，ラグランジユ的に記述される Oermano's idcmityの局所的誤

差e
q
は，ェピ(5.2.33)から以下のように与えられる.

eu(zj)=〈(ν)+2C(x， 1')叫(z，/') (5.2.75) 

ここで，上式中の L，fおよびM，Fは， それぞれ式(5.2.28)および式(5.2.34)で与え られる.また， 上式

において， Dynamic SGSモデルの場合と同機に，モデル係数イl主はテストフィルターのスケールに

おいてを間的に大きく変化しないことが仮定されている .~i小化されるべき誤差は，局所的誤差

の二乗を流跡に沿って積分したものとして与えられる

d
 

I
 

M
ザ7

L
 

(
 

ρ
Lv
 

q
su
 

o
 

r
t
t
E』
F
F
J

，ι
 

(5.2.76) 

上式rl'.W(Iイ、)は.11寺n¥J1の情報がそれ以前の情報と比較してより屯裂であることをコントロー

ルするための重み関数である.iItみ関数のI時間スケールにおいて，モデル係数Cの時間に対する

変化が無償できると仮定すると，式(5.2.75)中のC(z，t')は，C(x，l)にi泣き換えることができる従っ

て，誤差 Eは，次式を解くことにより最小化される.
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d
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(5.2.77) 
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式(5，2.75)を用いて，Cについて解くと以下のようになる.

1
2
b
 

r
'
J
-
J
h
A
 

i
一2一-

Y
A
 

r
，、 (5.2，78) 

d
 w

 

，d
q
 

u
 

f
 

ル?
&
 

(
 

1

b

 

v
 

''''aE'a，
z

，d 
L
 

B

，，z (5.2.79) 
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(5.2，80) 

重み関数 W(1-t')に関して，特に市1)約はなしいくつかの適切な重み関数が考えられるが，

ル)=吐戸 σ.2.81) 

で表されるような指数関数的i重み関数を導入することにより，式(5.2.79)と式(5，2.80)は，次式で表

されるような緩和輸送方稜式に変形できるー

D1w 8Jw 8JIM 1 ，、
一一一=ーニー+仇ーニ=-)ゲAイ‘-1"，¥
/)1 81 ‘iJXj- r¥' ，j 'Y 刷 j

(5.2.82) 

DI白'・，iJ/H" iJJ""" I 
ず=ず+ud=子(M，!んら一/"，，) (5.2.83) 

ここで，式(5.2，81)中の Tは，ラグランジュ・Il均の緩和時間スケールであ り，次のような選択肢が

考えられている (Meneveauel a/， 1996). 

T=I ，~I - ' 

T帽 151'

(5.2.84a) 

(5，2.84b) 

T~Ô(M，μx! (5.2.84c) 

μÔ(λμ~)-1 (5.2.84d) 

T4IJ  (5.2，84e) 

!'置 ð~ ' ~2Mり

T、回 h叶l'ιh仙¥/川/んt
この『中|ドiで， Meneveau el a/，( 1996)は，最終的に以下にjillべるような理由から.式(5.2.84旦)を推奨し

ている まず，緩和時Ilf)スケール TがIMFおよび〈仰の両方に依存するため，非線形エネルギ一輪
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送が大きい領域(L，M，が大きい領域)と同級に，ひずみが大きい領域(M，!，ぐが大きい領域)におい

て，rが減少し，式(5.2.82)と式(5.2.83)において，左辺と比較して省辺の効果が大きくなり ，1…お

よび仏、，は，局所的な L，figおよぴM"のilrrから決定される.さらに， L，/"，メ0の場合， 仏fがゼロに

漸近し，rがI色川1する.つまり ，式(5.2.82)と式(5.2.83)において.毛f辺と比較して左辺の対i庇効来

が大きくなり，局所的 Backwardcascade効果が反映されにくくなる.

Lagr加 gianDynamic SOSモデルは，一様等方↑生乱流で検証された結果，モデル係数値の空間的

な大きなJ震動が取り除かれる一方，モデル係数値の統計的に大きなスケールの変動は捉えられる

ことが限雷、され，モデJレ係数値の統計的に大きなスケールの変動は -;隊等方性乱流において顕

著な構造である Falwormと相l羽が高いことが示されている (Mencveauel al. 1996) また，

Lagrangian Dynamic SOSモデルは， Iづ'He;主したチャンネル F/~百L流および乱流選移するチャンネ

Jレ内流れに適用され，Plane平均型 DynamicSOSモデルと比較して，解が若1二改醤される傾向が

示された(Mcneveauel al. 199の. これは. Lagrangi剖 DynamicSOSモデルにおけるモデル係数値

が，舌Li定の大スケール構造を反映するためであると考えられている.

Mcncv回 uel al.( 1996)のLagrangian平均化手法は， Dynamic SOSモデル以外にも適用可能であ

る.坪念(1996)は， Dynamic mixedモデルや後述する非平衡等7J型i品粘性モデル等にLagrangian平

均化手法を適用し，系統的な利食を行っている.

5.2.7 非平衡等方型渦粘性モデル

これまでの多くの LESにおいて，等方lli渦粘性モデJレとしては， SmagoJinskyモデルが適用さ

れてきた.Smagorinskyモデルは， SOstL流エネルギーの生成本と散逸本が等しいとする慣性小

領域において成立する局所平衡を仮定しているため.カットオフ周波数が慣性小領土換のスケール

にあることが，必要条件である.しかし，実際の計算では，この条件から要求される解像度より

も粗い言十Jr.裕子が用いられているのが現状である.

これに対して， Yosbizawa el al. (1996)は，局所平衡を仮定しない等方型渦粘性モテ・ルを提案し

た.等方I1~渦粘1'1モデルは， sosil防聞の相互干渉を表すSOSレイノルズ応力項に対するモデル化

手法として考えられ(昨念 1996)，まず， SOSレイ ノルズJ;i:.、力の輸送方ね式が考慮される ここで，

SGSの運動量方特式(5.1.33)に"1を乗じた式と ，式(5.1.33)のインデックス tをjに位き換えてuJを

来じた式との布lをり，グリ 7 ドフィルター操作を施すことにより

， sosレイノ ルズLiS7Jの愉送方程式がi阜!もできる.

3(可)+長L(州 =Pv+口u吋 1/+/)y+ら
v， V..Ifo.k 

du. iJu. 
F'，，=-lI / U I.'~ -U，'U，.'___!_ ，= -11.11，-一一 - U.U..-ー'J"'1t ~.. - "'1 "'}I dx， • ̂  iJx， 

円づ(芸+芸)

(5.2.85) 

(5.2.86) 

(5.2.87) 
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du: du，' I V ~J 
Elj=-2v一一一一 (5.2.88) 。'x，dx， 

Dlj=戸=寸 iZ可不石π;P石石有'1可可玩;z可，，'
伺lν恥h川 a倖，

戸 ，eJT.tl. .eh，A. 

~=竹百;+内五;: (5290) 

RANSモデリ ングにおける WET(旦iealthoc E.arnjJlgs x工ime)の考え方に基づき，式(5.2.85)の右辺

の中で生成項の寄抑制大きく SOSレイノルズ応力可の械を表す左辺は 11捌スケール

Tで表現できると仮定すると， SOSレイ ノルズ応力は.生成項Pリにある時間スケールTをかける

ことでモデル化される 式(5.2.86)で表される生成項 Pljは， Ba仙 nae/ al. (1983)のScales川内rily

MUの概念から，次のように変形できる.

(5.2.91) 

上式中， C
1 
はScalesimilarilY YJIJによる近似を導入したことによるモデル係数である.式(5.2.91)右

辺中のSOSレイ ノルズ帥は，そのせん断成分u:u/(i*J)についてはゼロとし，垂直成分可。

~j) については 3 成分とも等価であるとする， ~lJv サ1，等方位を持つと仮定すると，生成項P は.

さらに以下のように変形される.

l 一一一Idll. du， ¥ フ 一一一=
13 2 ーヰlu/u/ I ~ 十 ~ I =- 二('1"九叱 (5.2.92) 

¥ dXj dx，) 3 ザ

WETモデルの概念に基づき， SOSレイノ Jレズ応力u/u/lま，以下のようにモデル化される

一一一一 l 一一一ー ヲ 一一一--W-IMV=ーr;C1山 'S'i (5.2.93) 

ここで，時間スケール Tとして， Yoshizawa el al. (1996)は，以下のように与えている.

T= c/: .. 
よ立ア

(5.2.94) 

式(5ユ94)を式(5.2.93)に代入し， SOSレイノルズ応よ!の垂直成分lIJ..'U，/に対して， Scale simiJarily tIIJ 

を適mすると， SOSレイ ノルズ応力は，I量終的に次のようにモデル化される.

五千台市'ベ州三-;;:)(元-;;:)Sy (5.2.95) 

式(5.1.30)で表される修正SOSレイノ Jレズ応)J項に対するモデル化も同様に可能である.修正

SGSレイノルズ応均n;'=u/竹-u，'句'の輸送))位式中の生i!JUjl九を導出し， Sc山別milarilY則を

適用すると，以下のようになる.
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式(5.2.96)右iill中の修正 SGSレイノルズ応力に対して弱いJF等プj1'tを仮定すると，次のように変

形できる.

1" ~ml du， • d札¥ 2 
Pyi!!-:;ι，R;;I ~+-:;-" 1=一一C，R;出

3 . "V勺 dx，J 3 
(5.2.97) 

WETモデルの械念を導入すると，修正SGSレイノルズ応力々は，以下のようにモデル化される

(5.2.98) 

時間スケールTは，式(5.2.94)で表される SGSレイノルズj応力のモデル化の際の時間スケールTと

の類推から，

jt;J-im;i=ー7iEぷ。

c，d. 
T一夜 (5.2.99) 

とおき，式(5.2.98)布辺の修正SGSレイノルズ応力の垂直成分に刈してScalesimilarIlY!刊を導入す

ると ，修正 SGSレイノルズ応力R;は次のようにモデル化される.

(5.2.100) 

riEって，修正 SGSレイノルズ!心力に対するモテ勺レ式は， SGSレイノルズ応力のモデル式(5.2.95)

と等価となる.

一方， よりト一紋制自的甘に， SGS応力τ可(u仏竹叫)ト=Ui'ρ刈U巧J一u叫Iバ川11}=

万型渦粘f性生モデデタJルレを導f出Hすることができる τT.ij:2!:U叫，，U巧'Jを{仮反定すると，式σ.1リ.34め)右辺第4，5項の生生. 

産項は次のように近{似以できる

尺;j机 =-2C'd.J(三-~)(~ -;;:) s" 

(5.2.101) 

式(5.2.91)に対してと問線に，式(5.2.96)において，弱い非等7Y性を仮定するとともに， WETモデ

ルの概念に基づき， SGSレイノルズ応力の評価式を導出すると以下のようになる

(5.2.102) 
一 回 一 '一ー
'u' ムouu;'u/=_ 7三 C，u;u;Su，W} 3v if~ ; ~' 3 

上式と式(5.2.95)の相違点は，ひずみテンソルに対してグ').:;ドフィルヂーがi重か 2丞かのみで
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ある.SGSJ，I')JJに対するモデル式(5.3.102)は，SGSレイノルズ応hに対するモデル式(5.2.95)より

も一般的な渦粘性近似の慨念に即していると考えられるが，式(5.2.95)は21fiフィルターが施され

るため，より明白なスケール分離がされていると解釈する事もできる(坪合 1996)・

モデル係数値Cの決定予法として， Yoshizawa el al. (1996)は‘ Germanoel al. (1991)のDynamic

pro印刷陀 を川いている 式(5.2.49)で4託される STS応力九中の STSレイノルズ応力項RJに1・fし
て，修正SGSレイノルズ応)JR. .

m

と|訂}綾なモデルリング手法を~mすると， STSレイノ Jレズ応力

項RJは，以下のようにモデル化される.

，. 1 _ /(=三¥1= 芸 ¥g
月-I6A=-2fAVluk-ukjlur uklら (5.2.103) 

SGSレイノルズ応l1RJのモデル式(5.2.100)およびSTSレイノ Jレズ応力RUTのモデル式(5.2.103)を

それぞれ，SGS応力 τおよびSTS応力 Tのモデル式
。 "
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(5.2.104) 

九台Jム=-2(''6)(;;: -~)(;;: -~)号 (5.2.105 

として考!蓋し， Germanoelal.(1991)のDynamicprocedu悶を適用すると.以下のようなモデル式

が構成される (Yoshizawael aL. 1996). 

州
一川

f
q一叫

f
L
 

(5.2.106) 

.:=-=. = = 
fJ'ー _:_O..rp = U. U，-u. u 

ゲ 3-rJ " kk "'1 "'J ""1 "'j (5.2.107) 

叫=亙|αゾ(;;:- 司(;;: - ~)三一 J(U1-UJ(UI-lIJ su] (5.2.108¥ 

A 
α=τ 

4 
(5.2.109) 

この Yoshizawael al. の ~I，平衡等方型ilí~粘性モデルは， 坪倉(1996a. b‘c)によって p 平合平仮fl司

内流れおよび壁面衝突噴流のラージエデイシミュレーションに適用され，Smagorinskyモデルと

比較して，流れ方向の平均流i車分および乱流強度の分布が改議されるとともに，モデルパラメ

デーに対する依存性が減少する傾向があることが線認されている

5.3 差分法による陽的フィルター操作

5.2で紹介した Bardinael al. (1983)のSca1esimi1arityモデルや Gcrmanoel al. (1991)のDynamic

SGSモデルとその改良型においては，グリ 7 ドフィルターとそれよりも大きなフィルタ帽を持つ
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テストフィルター操作を陽的に行う必婆がある.スベクトル法においては，その計算手法の特性

から.フィルター関数として SharpcUloffフィルターを用いた|場的フィルター操作の定式化は終

易である . ギ'ï m~差分法により，フィ Jレター傑作を陽的に行う手法については，まず，織内( 1990)
がBardinaモデルにおける!場的なグリッドフィルター繰作をSimpsonfllJを則いて定式化している

また，谷口( 1 995)は . 高波~l或の Ali as ing 誤差をより効果的にJl'IJえる定式化を提案している

l次元の Top-halフィルター操作

6=ij:;φ依 (5.3.1) 

において，被続分間数φをインデックス t点周りでTaylar展開を用いて近似すると，以下のよう

になる

dCT / d'φ x.ld3φ x4 d4φ 
φ=φ+x一一+一一一+一一一+一一一一+

dλ2! dx' 3' c.批) 4! dx. 
(5.3.2) 

上式を式(5.3.1)に代人すると，フィルターl刻数としてTop-halフィルターを仮定したフィルター操

作は，以下のように近似される

ーマ 1 ー
~ !;‘dLφ !;" d‘φ 
φ=φ+一一一一一+一一一一一+・-

24 dx' 1920 d/ 
(5.3.3) 

ここで，簡単のため，倫子締hは等IIlll塙であるとし， 2階微分に対して 2次精度中心差分

d2
，φφ" 1-2φ'.+φzι I 叫

ーで= •. •• +Ol17i 
dx. /( 匂

(5.3.4) 

を適用すると，以 Fのような差分式が符られる.

互2φ -2φ +φ
あ=φ，+ゴ tI --.-1 "".， + ~ + 0[6'h') +叫64

)

T/ 24 
(5.3.5) 

上式は， ，誤差の Leadinglemlが孟'17
2
と瓦

4
のオーダーであるため，フィルター関数として Top-hal

フィルターを仮定したフィルタ ー操作の空間J4次精度の差分式として解釈できる また，湘内

(1990)と同様に， :<1:;(5.3.1)の続分をSimpsonWJを用いて評価 した場合も式(5.3.5)と全く同じ差分式

が構成される.他次元のフィ lレター操作は，式(5.3.5)を各座標方向に順次適用すればよい.

式(5.3.3)において，高次の中心発分式を適用することにより ，さらに高次のフィルヂー操作差

分式が術成可能である.例えば， Top-halフィルター操作の6次精度差分式は， 21相按分の 4次精

度中心差分および41精微分の 2次精度中心差分

d'φφ'，，+ 16φr 1-30φ，+ 16φill φ，" _I..'i¥ 
= " ， ， ，.， "'+0(17') (5.3.6) 

dど 1217‘

J4φφ. ，-4φ，， +6φ'，-4φ10'+φ.， _f _.，、
'“ ， I .' . ー十 OWJ

dx' ぽ '
(5.3.7) 
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を式(5.3.3)に迎用して.以下のように構成される.

~ d:2_φ， ，+ 16φ， ，_ 30φ + 16φ ← φ 
φ=φ+一一 '.:: ~ I I 

h< 288 

d:'φ;_2-4φ，_1 +6φ，-4φ +φ 
~ + O(t;γ1 + o{d:'h') + 0(K6) 

h' 1920 
(5.3.8) 

Gaussianフィルター操作の&分式もTop-hatフィ Jレター操作の送分式と!日l織に情成可能である.

l次元の Gaussianフィルター操作

φ= ;tI〉xp(手)ω (5.3.9) 

に式(5.4.2)を代入すると ，フィルタ一関数としてGaussianフィルターを仮定したフィルテー操作

は.以下のように近似される.

~ d:2，，2φ d:' ，，'φ 
φ=φ +一一一一一+一一一一一一+・・

24 dx2 1152 dx' 
(5.3.10) 

上式と式(5.4.3)を比較すると， Gaussianフィルター操作と Top-halフィルター操作の近似式は.互2

のオーダーまで同じ形式であることがわかる，従って， Gau悶川フィルター操作の笠間 4次精度

の差分式は，式(5.4.5)と同じ形式で術成される.

Gaussianフィ jレター操作の 6次和度産分式は，式(5.4.6)および、文(5.4.7)を式(5.4.10)(こ代入して

以下のようにt再成される

瓦2_φ 、+16φ30φ +16φ ー φφ=φ白+=:---'-2 .... . ~ f 0.1'" ~ I • '"' "'"/+ I 

， h' 288 

d:'φ，_，-4φ，ー1十 6φ，-4φけ 1+φj+1 .-..(ー 宝 -1' ~t74 . 2¥ _1ー 引

+0¥6.百 1+0¥6."//1+0¥6."111' 1152 、，、.....¥-I 
(5.3.11) 

|場的フィルター操作においては， Aliasing誤差を抑えるために言十鉾格子の最大波数k=π111のモー

ドが卜分除去されていることが望ましい(谷口 1995).式(5.4.3)においてs佑子阪とフィルター幅

のlt!:JJ1Iが小さい場合，最大波数モードの除去が卜分ではないことが，谷口(1997)により示され

ている.これに対して，谷口(1995)は，偶数，奇数ノードの重み和を等しくしたs 次式のような

陽的フィルター操作を俊裟している.

一 φ，， -2φ， + φ，~， I互2 ¥φ， ，-2φ，+φ一
φ=φι+ 6--' c +1で -61---' ・‘

24 ¥ 1/ J 96 

+O(五γl+o(d:') (5.3.12) 
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この陽的フィルター操作の定式化は，一線等JJtt乱流のラージエデイシミュレーションに適用さ

れ，式(5 .4.3)と比較して改帯されることが~rfi認されている(谷口， 1995). 

5.4 一般座標系におけるラージエディシミュレーションの基礎方程式

一般摩擦系におけるラージエデイシミュレーシヨンの基礎方科式の定式化には，

(i) 座標変換とフィルター操作の取り扱い

(ii) フィルター操作と微分操作の交換で1

といったことが問題となる一般座標系におけるラージエディシミュレーションのFilleredNavier-

Stokes方程式の導出は，&様変換と フィルター操作の順番から，図5.4.1で示される 3つの }j法が

考えられる.最終的に得られる方程式は同じであるが，導出方法が違うため，実際の言I'~におい

て陽的フィルター操作やSGSモデル等の取り扱いに注意すべき点が生じる.以下では，それぞれ

のケースにおける FiheredN仰 ier-Slokes)J程式の導出を行う

5.4.1 Case 1 ，座標変換コフィルター操作(計算空間)

Caselの場合，まず物理笠間における Navier-SlOkes方税式に対して8l"f.f票変換が施された後，計

算空間にてフィルター操作が施される.

物理空間における Navier-Slokes方組式

iJu，企 a( 、一 Idp ，ム a(iJlI 
一一?一一¥uc円t

“
Uι川，)一一一一一-rV一一ι l 

eJt dx/ / '1 pax， eJx人i!x，)

に対して， i1iH票当E換を施すと，以下のようになる

t(7)+毛(UmU，)=一副知)+ま(州
k式に対し，言1'$Hl~間におけるアイルター操作

(5.4.1) 

(5.4.2) 

7作"s" S" fトj:j:j:hGm(色合'，I¥.，)/(s，'，s;， s)'， 1) dE，，'dE，，'dE，J' (5.4.3) 

を施すと，以下のようになる.

i封(~引)ト同+t引￡志(防巧J正司;)ト=一￡剥(~烹票謂芸宰割:引) 竹t剖£剥(C
mn

弔司;ニ吾習;歪司語副)トほ同一t古£志が(瓜巧訂日J正L川川
-司石羽-石石羽百訂羽Jい一(行5

上式において'フィルタ一線竹は，計算空間において一様なフィ ルターを仮定しているので.前-

Zi~1I司におけるフィルター操作と計算空間における微分との交換性

間=長 (5.4.5) 
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には問題ない.ここで，ヤコピアンやメトリックといった感傑変換に関係する量の~lftHr~変動が

速度やl_fJJの空間的変動と比較すると十分なめらかであると仮定し，フィルター操作の償分にお

いてヤコピアンやメトリ Iノクを定数として取り扱えると仮定し.以下のような近似を導入する

(Kallenbach. 1993). 

ま同士(引 (5.4.6) 

上六の近似を式(5.4.4)に適用すると，一般座標系におけるFilteredNavier-Slokes)i程式は以下のよ

うに得られる.

~....~{ I ð;m::-::-L iJ (Iu;mp¥， d ( . .~m"ð;;，\ d (Id;m ¥ 
J iJl ，.. iJ;..¥J ðXj 川一一同芯~P) + d;m ¥ y(j iJ;" i -iJi;，. ¥ J d;J'川 (5.4.7) 

1:" = U， uJ - 11， uJ (5.4.8) 

Case 1 

N-S叫 uation

CG。国matc
t同nsfWllulllOn

N-S eq. in 

Gencralizcd Coordi_l1:ltcs 

FiJtqか1910 

CQmpulaliTna，1刷 cc

Fillcrcd N-S eq. in 

Generalized Coordinates 

ApploxipUl.I1刷
I Kallcnb晶h.1993)

Case 2 

N-S叫uation

Fihcnn正 湖毎ra自 制IIn
四 mput3tlO咽甲山C

nnd 叩IlloXlln811Ò~'i1Xi 011 
lh~ SOCF tGho日i也!)95)

(aJI af 

一一

Case 3 

N-S equation 

日1I首相gope悶凶n
in flhy~1回l 叩acc

Filtered N-S eq.tion 

Piltered N-S cq. in 

Ceneralized Coordinales 

£再1t(制

説法(生日正)=副知)+£(V4)-走(7あ)
FIGURE 5. 4. I Deri叩 IIonofulヒ印leredNavicl'Srokcs cqulIrion in genc刈i犯，dc∞氏Iinat出 .
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5.4.2 Case 2.フィ ルター操作(計算空間)=字座標変換

Case 2においては I Case Iの場合と!異なり，まず物理空間における Navier-Slokes方程式に対し

てフィルター操作が施され，Fihered Navier-Slokes方程式が導かれる.しかし，フィルター操作

は計n"Z問において一機なフィルターを仮定しているため，数学的にJi&穏にはフィルター操作と

微分との交換性は成立しない

I dハ dj，- ，，，"，， -
¥ dx[ } dx， 

(5.4.9) 

これに対し，Ghosal and Moin (1995)は，新しいフィルター操作(2次精度交換フィルター， Second-

Qrder Commuling fiher. SOC町の定義に基いて.非 -Hiなフィルター操作と微分の交換性の誤差

がフィ Jレター隔の 2来のオーダーであることを数学的に証明している.Gho問 1(1995a)の2次精度ー

交換フィルターは以下のように定義される.

一般的に，領域([a，b)，a5x!':b)における任意の不等間隔絡子は，任意の写{象関数を用いて領域ト

『∞]における間隔Aの笥q日1隔俗チに写{象できる.

s=j(x) (5.4.10) 

ここで，写像関数jは，

j(α) =ー∞ (5.4.11) 

j(b)=∞ (5.4.12) 

であるような単調で微分可能な l刻数であるとする . 不等IMj隔絡下の絡子問j~雨 å.rは ， 次式で表され

る.

6(x)=J-
('(x) (5.4.13) 

不等間隔座標において定義されるあるtu玄関数IJI(λ)を等tl可附底際色に変数変換して，新たな変数

中(巳)を得た後， 申(巳)に対して通常の等!日]焔フィルター操作を施し，それを不等間隔座標に逆変数

変換するす主により 2次精度交換フィ Jレターが次のように定義される.

め) = 副s) = ~f.~ G件旦)中(η)内 (5.4.14) 

または

予(x)=[G(叫叫ル)!'(y)dy (5.4.15) 

式(5.4.15)をxにl刻して微分を行い，部分綴分を行うことにより，微分とフィルター操作の交換性

の誤差を評価すると，0(6')と評価できる(Ghosaland Moin 1995). 従って，実際のラージエデ f

シミュレーションの計算において，微分を 2次精度の表分スキームで近似した場合.フィルター

操作と微分の交換性の誤差は，差分スキームの誤差ととほぼ|司じオーダーであるので，市"i'):誤差
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の飽凶内ではフィルター操作が微分操作と交換可能であると見なすことができる.さらにGhosal

and Moin ( 1 995) は.高次精).1(の LES言I-~主において交換性の談差が縦激化の誤差のオーダーを越え

ないように，漸近級数JAlJflをJTiいて交換性の誤差を任意精度に高次化する修正法を提案している.

また， van der Ven (1995)は，フィルター操作と微分操作の交換性が任意精!且=で成立する不等間隔

非直交系における陽的フィルター操作を構成している しかし， van der Ven (1995)の|湯的フィル

ター像作は，フ ィルタ一関数に制|喫があるため非周期的境界での取り扱いに問題があった

Vasilyev and LlInd (1996)は，こうした問題を克服し，任意の複雑形状乱流場のラージエディシミ ュ

レーションに適したl湯的フ ィルター操作を偶成している.

Ghosal and Moin (1995)， van der Ven (1995)およびVasilyevand LlInd (1996)の交換フ ィルターの

械念に基づ くと， Filtered Navier-Stokes方禄式は，以下のように得られる.

ÒU，+ と(~示)=-~~P + V;_r~ZI / 卜b
i)1 aち ' pax.8xJaxJjaち

(5.4.16) 

上式に座様変換を施すと，結局， 一般座標系における FilleredNavier-Smkes }J程式は Case1の場

合と同じ式(5.5.7)となる.

5.4.3 Case 3‘座様変換=争フ ィルター操作(物理空間)

Case 3において，まずNav出r-StokesブJ程式に対してフィ Jレター操作が施されることはCase2と

同じである しかし，そのフィルタ一線作は，計算空間ではなく物埋空間において一様なフィル

ターが仮定される，

物理空間における Nav町 '-Stokes方程式(5.5.1)に対して，物理室!日lにおいてフィルター操作

/r山勺，吋~ rr白 G1(x，一日 )f(xいい ， 1) dxl'dY:2'依 3 (5.4.17) 

を施すと，式(5.5.16)が得られる.この場合，物思!空間におけるフィ Jレター操作と物理空間におけ

る微分との交換性

間=三 (5.4.18) 

には問題ない.式(5.4.16)に座標変換を絡すと，結局， 一般座標系における FilieredNavier-Sroke: 

方程式は Case1および2の場合と同じ式(5.4.7)となる ただし， Case 1と2では計算空間にて一

機なフィルターが仮定されていたのに対し， Case 3では，物理空間においてー総なフィルターが

仮定されていることに注1まする.Dynamic SGSモデルなどの|場的なフィルデー操作を必要とする

場合，その陽的フィルター操作は，式(5.3.3)または式(5.3.10)を肢様変換して趨則すれば物理!空間

において一様なフィルター操作を絡すとことと解釈できるが，その妥当性はIYJらかではないま

に実際の複雑形状乱流場においては，解像すべき渦のi最小スケールが流れの領域によって異

なっているので，流れJ品全域において等111日フィ Jレターを施すことは適切ではないと考えられる

(Vasilyev and Lund 1997) 
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5.5 一般座標系における SGSモデル

渦粘性タイプのSOSモデルにおいては，フィルター操作の影響として長さスウールをJ旨定する

必要があるが，アスペクト比の大きい非等々な計算絡子の使用を与一えた場合，この長さスケール

の定義が問題となる.この問題に対して， Scotti el al. (1993)は等方性i5L流のエネルギ一平衡仮説

から.f台子の非等方性を考慮するOeneralizedSmagorinskyモデルを従業している.このモデJレは，

次式で表されるように.~Hi!tでの乱i克粘性の漸近挙動を何i正するため盛岡減衰|沼数を導入する

ことと類似して SOS応力九の長さスケールを佑子アスベクト比のi羽数!(aぃ円)を用いて補正す

ることで格子非等方性の影響を)5-!@したモデルである.

"1'-~Ô ij"U = -2r C，ん((a"u，)]'lsISlj (5.5.1) 

ここで，らは Smagorinsky定数であり. o.叫は等価長さスケーlレ(eq山 valenrlenglh scale. Deardorff 

1970)であり次のように去される.

ι=(互i五ム)'; 
また，絡チアスペクト比は，次のように与えられる.

(5.5.2) 

tJ.， 
01=.ー

m.対

(5.5.3) 

(5.5.4) 

五mox= max{A" A2， K3} σ.5.5) 

ここで，関数!(αρa，)は，混合Oauss-Oauss-Kronrod則(mixedOauss-Oauss-Kronrod rule)をJFIv 、て

数値的に次のように評価される.

=A品

τa
=-a 

L
一7
A

a
 

a
 

一一
Q
 

G
 

f
J
 

(5.5.6) 

ここで目L(I1)はSOSモデル中の長さスケールを表している.さらに，関数!(a，.a，)を簡取に評価

するために，α1とα2の広い範聞で((a"a，)の分布を再現するように経験的な近似式を構成すると，

以下のように得られる

1(0，，0，) '" 1叫 向)判s，)0， ''3 + 0叫 s，)角川 町(川町l凶

1-3..1 

3s， + 41ゆ科 目+0.222九(s品目+0.077乃(s，)a，m-3s21 (5.5.7) 
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日吋)ム=ar，吋) 05~ 
ここで，多項式P，(i=1ム3)は以下のように定義される.

ペレ)~2.5Pl(ご)ー 1.5(附ご)~nご (5.5.9) 

p，(=) ~ 0.986工+0.073:;' -0.418九 0.120:;4 (5.5.10) 

円(ご)ニ0.976ご+0.188:;'ー ]，J69:;J + 0.755=' -O. 151=s (5.5.11) 

式(5.5.7)で与えられる近似式の最大誤差は.全領域において 4%以下である (Scotliel a/. 1993). 

一方. GennaJ10 et 0/ω(1991)が提楽した Dynamicprocedureは，長さスケ ルをl場的に指定する

必婆がなく流れ場の状況によって長さスケールが自動的に決定される手法であると考えると， 一

般座標系においては.iilfれ場の状況だけでなく計算格子の不等|問問非直交性およびアスペクト比

の影響も含めて長さスケールが自動的に決定されていると解釈できる.そのよう に考えると ，次

の段階として.Dynamic procedureによって決定された長さスケールが計算絵子の~I，等方性の影響

を正しく考!llXしているかが疑問として生じる.この疑問に対して.Sconi el a/. (1996)は.従来の

Smagorinskyモデル. General ized S ma且orinskyモデル (Scottiel a/. 1993)およびDynamicSGSモデ

ルのそれぞれの場合において.等方性乱流を非等方な計算格子を用いて正しく計算できるかどう

かを検証している その結果，流れの大きな構造の湾現性に関しては，全てのモデルがほぼ満足

できる程度であったが，カットオフ波数に近いスケーJレにおけるモデルの性能に関しては.パン

ケーキ型計算絡子(2つの修子アスベクトのうち.1つの格子アスベクト比がIから極端に大きい

かまたは小さい)において従来のSma且orinskyモデルが，またペンシル型計算裕子(2つの裕子アス

ペクト比がIから篠端に大きいかまたは小さい)において DynamicSGSモデルに問題があること

が明らかにされた . ペンシル型の~I:等方計算:絡子において . Dynamic SGSモデルがうまく作用し

ない原因として.Dynamic SGSモデルlま解像できる最も小さいスケールの情報を用いて米知数で

あるモデル係数を決定しているが.そのスケー Jレが方向により奥なることによって解像される非

線形的相互作用が影響され，部分的に流れが2次元的になってしまっていることが考えられてい

る(S∞ttiet 0/. 1996) 

また， 一般座標系において Dynamicprocedureを用いる場合には，グリッドフィルターとテス

トフィルターとの聞でフィルタ一関数の相似性が成立しているかどうかが問題となる.まず，青|一

算空間で-;憾なフィルター操作を仮定したCase1 およびCase2においてこの問題を検討する凶

5. 5.I(b)のように言1・~?:空間上で 一線なグリッドフィルターとテストフィ Jレターとの附の相似性が成

り立つ一線なフィルター操作は.計算絡1二が滑らかであれば，図5.5.I(a)のように物E盟空間 tでも

相似性がほぼ成り立っていると考えられる 次に.Case 3においては，物理受聞において一線な

フィルター操作が導入されているが，そのフィルヂー操作の定式化が正しく行われ，グリッド

フィルターとテストフィルターとの1M]で同じフィルター附数が仮定されていればキ{I似性について

は問題ない.
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5.6 一般座標系におけるラージエテ‘ィシミュレーション手法の選定

5.6.1 解析手法概要

5.4および5.5では.ラーシFエデイシミュレーションを一般l坐線系に拡張する I~~に問腿となる事

項について診察した. ここでは，実際にチャンネル内乱流のi'il-~・を行い， 一般肢傑系における

ラージエデイシミュレーションの手法を選定する.

計算方法の概袋は， 4. 3. 1 とほぼ同級である . 出~I牧化手法としては一般座標系における常附 2;)(

精度修正コロケート裕子系差分スキームを用いる.4.3の検証からゆjらかになったように，この

方法は，任意の不等間隔Jド雨:交計算惰子をj羽いた場合でも，運動エネルギーの保存特性の誤差カ

(;1: (l'満足できる範聞であり，平均流速分布. 乱流~lÍl皮およひ'Reynolds応力収支といった泣カf計算

裕子の不等間隔・五1'1宣うど性の影響をほとんど受けない優れた特性を持つ.従って，この方法にsos
モデルを導入し不等間隔非I車交1'1=の異なる計算僑予をmv、て計算を行った結果，統計量に差違

が生じた場合，その3ieいは SOSモデルによるものであると解釈できる.SOSモデルとしては，

Smagorinskyモデル(1週中， SMと略言。， Dynamic SOSモデル(DS1，Plane平均!1MDynamic mixedモ

デル(DM)およびLagrangian平均型 Dynamicmixedモデル(LDM)が刑いられる.

計算裕子の不等間隔(倦方向のみ，流れ万向およひ。スパン }i向は等間1隔) 非iR交性の影響を系

統的に調べるため包区15.6. 1 で示されるような不等間隔非直交性の異なる 5 つの言t.~:裕子が使用

される.計算格子の記号として，不等間隔lti.交格 j二はCnSO(n=1一、 3)で衣され，nが小さいほど

盤から第 1;裕子点までのliE糊が小さくなり不等間隔の度合いが大きい.また，不等間隔Jド直交裕

子C2Sn(n=1~ 2)は，監から第 1僚子点までの距離がC2S0と等しく ，11が大きくなるほど計算格

子の非直交性が強くなる.ただし， Il!付近では言|鈎俗世はほぼ直交している.壁方向の格子点配

置には双曲線正接(Tangenlhyperbolic)分布関数が用いられている.計算佑子の概要を表5.6.1に示

す.

5.4において， 一般極限系におけるラージエデイシミュレーションの基礎}J程式の取り扱いに

-ー

Lx L~ 
(a) Physical space (b) Computational space 

FIGUREう.5.1 The similarity of filrer funclion be開問nu1e grid and thc teSl fih .. 白 ope悶tionin genemlized e∞rdinat出 .
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関して 3通りのJJi.去が湾機認された物思空間において一線で等幅であるフィルター操作を仮

定するCase3は， 1場的フィ lレター操作の取り扱いや流れj揚全域において同じl隔のフィルターを施

すことの妥当性が明らかになっていない.従って，ここでは，計算空間において ー線なフィ Jレ

ター操作を仮定する Case1または Case2を選択する.さ らに，Case 1とCase2を比較 した場合，

実質的に得られた~，~礎)j程式系およびその定式化には全〈違いはないものの .ìfr似の誤Jを評価が
閉]らかになっている Case2を採用した}jが計算精度を論じる上で都合がよいと考える 従って，

ここでは，名目上.C酷 e2に従って一般座標系のラージエディシミュレーションが行われている

と考トえる.

Dynamic procedure が導入されている SGS モデルを~m した計算においては，陽的フィルター

操作が必要となる本研究では， 5.4において示された谷口(1995)の4次続度交ー分フィルターを係

附する.1場的なグリ y ドフィルタ ーおよびテストフィルター操作は，それぞれ以下の式でうえら

れる.

一 φ ，-2φ +φ 。 ，1φ白、-2φム +φ，，1
φ=φ'，+ 6 … _' _'_' ， + (y，， -6)-' _'ニ一一' …j 

24 l' v '/ 96 

φ ， -2φ+φ !φー・-2φ，+φ品ラ|
φ=φ，+6 ト 1 242 川 +(y，-6)じ L15t ，H1

(5.6.1) 

(5.6.2) 

式(5.6りおよび式(5.6.2)は，それぞれ l次元のフィ Jレター操作を表す式であるが， 3次元の場合，

各}J向に順次フィ JレターJ栄作を施す.ここで.テストフィルター幡と計算空間における絡子間隔

とのJ.tYr=品/d.l; (6c:百1・312E防lにおける格子間隔.実際の計算上では 6c= 1とされる)は谷u

(1995)および坪倉(1996)によって最適化されたY
T
=、16を使用する.また， )'¥:(5.3.35)‘式(5.3.53)お

よlFtl:(5.3.109)で与えられるテストフィルター申書とグリッドフィルターl隔の比α=t， ('d， をモデル

パラメータとして指定する必要があるが.本研究では， Germano ef (/1. (1991)によって採用され

たα=2とする.フィルタ一関数としてGaussianフィルターを惣、定した場合， q4なるフィルタ憾の

フィ Jレター操作の聞には以下のような関係がある.

官、ー‘-"
d.-=且"+d." 

。1・AsI.Eう 6.1 111e spedficalion (Jf the compllrational grids for a IlIrbulCI1[ channcJ 110w 

Grid 

C150 

Numbeτ。fgrid
同inls

Mcshre剖 lutioll

，+ 1 y-

0.4l7 - 13.89 

Maximum田 pectI OrthogonBlity 
:T I rnlio( ~.，;+N~mρ ( d唱『白}

77.2 

(5.6.3) 
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(a) CISO 

~)) C250 

(c) C350 

(d) C251 

(e) C252 

FIGLRE ;.6.1 Thc compurauonal grids for lurtJulcm channcl now問 [hdiffercnl nonulliformiIII)' and nonoηhogollali[l' 

1えって，グリッドフィルター幅と絡手!日l附との比YU=互Io.'SはtYa=ゾ2となる.

Lagrangian dynamic mixedモデルの場合.新たに仏，と Jj¥lMの輸送}J穏式(5.2.82)および式(5.2.83)

を解かなければならないこの輸送)'j程式のmr.はあまり計算精度を必要としないと考え られる

ので.Mift.項に 1次精度JiU二差分をffJい， 11年Is]進行法として Euler陥島平法をHIいて計算する従っ

て，Dynamic SGSモデルや Dynamicmixed SGSモデルの湯令と比較して.新たに仏，と 1"¥1の輸
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送方程式を解くことによる言I-~): 畠;の増 JJJIはそれほど大きくないラグランジュ予均の緩和時間ス
ケール Tは. Mcneveau el ot_ (1996)が:ffE奨する(5.3.84g)を採別し.以 Fのように与える.

ア=96. [ 1
'
•11 1"，.11 [ (5.6.3) 

上式中. 9は鈍次元係数であり .M叩 eveauel ot.( 1996)の推奨依 9=J.5を使即する.

実行されるチャンネル内if，[れの計算条件が表 5.5.2にまとめられている

5.6.2 各種 SGSモデルの比較

SOSモデルを決定するため，まず，各純のSOSモデルの言I.ti:紡*を比較する .SOSモデルとし

てSmagorinskyモデル(図中 SM2;2は2次精度の計算であることを示すl. Dynamic SOSモデル

(DS2l， Plane平均理 Dynamicmixedモデル(DM2)およびLagran印刷平均型 Dynamicmixedモデル

(LDM2)を用いた場合の流れ11向の時間半均i記述分布を|到5.6.2に示す.SOSモデル以外の条件は

全て等しい.まず，従来から指摘されているように離散化の精度が2次精度の場合， Dynamic SOS 

モデルは対数則領成において流速がDNSやSmagorinskyモデルの計算結果と比較して大きくなる

傾向が木計算でも再確認される この傾向は， Plane平均型Dynamicmixedモデルによ って改善さ

れている 一方.Lagrangian Dynamic mixedモデルの場合.Plane平均型と比較して，若下対数則

でidi速が大きく DNSとの対応が悪いが， Dynamic SOSモデルよりは改善されている.

各種SOSモデルを用いた場合のliLiJlE強度を図5.6.3に不す.ここで， LESにsけるi5L流強度は，

3.8. Iで述べられたようにOSJ誕分に加えてSOS成分が近似的に求められ加えられている.iF.LV1f強
度の場合も， Dynamic SOSモデルは流れ171古]成分を過大に，その他の成分を過小評価し設も DNS

との対応が悪い.-}j， Dynamic mixedモデルは， Plane平均~r1およびラグランジュ予均型ともに，

流れ}j向乱流強度が減少した分その他の成分に降分配され.DNSの結果に近くなり改善されてい

る これは。修汀ーLeonard項の効采が影響しているものと考えられる.また， Dynamic mixedモ

デルにおいて，モデル係数の平均化手法を Plane平均からラグランジュ平均に変えた場合，乱流

ri鳩 山 う 6.2・rhecompl1tallonalωscs oflargeωdy simulation ofturbulem channel flow using叩riousSGSm凶eb

Case SGSm叫 I I Discreti田 川 | Grid I DI 
8M2 Smagorinsky 

DS2 Dynamic SGS 
CISO 

DM2 Dynanuc mixed 

LDM2(ClSO) 出esecond-or~er I 
accurate modi日ed

I 0.00025 

FDS in colocalcd 

Lagrangian 
grid layout 

dynamic mixed 
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強度の分布に大きな迷いは見られない.

Dynamic procedureに必づく SGSモデルをmいた場合のモテソレ係数値Cの分布をldI5.6.3に示す.

|司図中，太実科{は Smagori n sk y定数 Cs~O . 1 に自主而減衰関数をかけた似を示されている・ y'が約 1 2
以 Fの才市型1，)表層領減では， 3H[矧のSGSモデルにおいてモデル係数値の分布にあまり大きな)fiい

はなく.権而近傍のi祈近挙動を適切に二fil!lJしている.-}i， y'が20以上では， Dynamic SGSモ

デルにおけるモデル係数値が大きく， Plane平均型およびラグランジユ平均!li2Dyn"micmixedモデ

ルのモデル係数値は減少している.これは，後者のケースにおいて.ベースモデル7¥:Mixedモデ

+ 
;:， 

25.0 

10.0 

+ Y 

100.0 

PIGliRE 5. 6. 2 Timc averJge【1slrC'dl11¥V;se velOCill' Pωfiles bl'出E叩lIousSGSmぽlels

。。 50.0 

+ y 

100.0 150.0 

FIGUsE ). 6.3 Time ave悶E町1velocIly flucrualIons hy lhe叩円O出 SGSmodels
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jレになったことにより SGSモデルが渦粘性型Jモデル+修正Leonard項として作l'IJすることによっ

て， i/i.1:f占性J世モデルの役;甲lが小さくなったためであると考えられる.

以上のように， iAEれ /i向平均流迷分布や~L流強度分布といった結果から， Dynamic mixedモデ

Jレがi最も DNSの紡来に近く ，SGSモデルとして向精度であると判断される，ここでは，綾維な

形状のラージエデイシミュレーシヨン )Jの擁立を想定しているので流れ場にー微なノil何がない

絞殺形状J1iL流場にも ~I円可能な Lagrangian dynamic mixedモテソレを一般座線系における SGSモデ

ルとして採用する.

5.6.3 計算格子の不等間隔非直交性の影響

SGSモデJルレとして La砲l唱gr削ar加ng釦la加ndのynaml叫cmixedモデJルレをf使吏R朋lし5種類のイ不=等問附|附椅J非ドl任尽交性の』奥耳な

る計 2算手格 Fを用いてf得:早Fられたモデルf係系数f値直C回の分布を閃5.6.4 に示す.言副|十.~勢?

I夜巨交性のi逃藍いによるモデル僻係3数Cの有窓なi是Eは認められない これは， Dynamic proced町 eによっ

て流れ場の状況のみならず，言，'$1格チの不等間隔非直交性およびアスペクト比の影響を含めて長

さスケールが自動的に決定されていると考えることの妥当性を示すものである また.特に，計

算裕子治匂主主宇l間隔直交の湯令において，不等間隔の度合いを変化させてもモデル係数値が変化し

なかったことは，不等附|箱)i向にあIしてフィルター操作を絡すことの妥当性も示されていること

にも注意すべきである

SGSモデルとして Lagrangi加 dynamicmixedモデルを使用し 5種類の不等間隔非直交性の異な

る計算裕子を用いて符られた流れ方向平均流速および苫L流強度を図 5.6.6および図 5.6.7に示す.

Lagrangian dynamic mixedモデルの場合， SGSモデルの効巣として渦紡1'1モデルと修正レナード

項の作用があるので一概に論じることはできないが，モデル係数値Cがほぼ同じであるため，流

れ方向主p-均iRE迷信15.6.6)および舌L流強度(図5.6.7)は計算佑子の不等!品l/輔君1，直交性によらずほとん

ど一定である.従って，ここで考えたラージエディシミュレーションの定式化は，一般座標系に
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おけるラージエデイシミュレーションの定式化として適切であると考える

5.7 本章のまとめ

本主主では，これまでに憐成されたラージエディシミュレーションにおけるSGSモデルを再線認

するとともに，これまであまり明般に論ビられていなかった一般座係系におけるラ ジエディシ

ミュ レーションの問題点について考察を行った.本研究では，以下のような考えに恭づき一般座

標系におけるラージエデイシミュレーションの定式化を行った.
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FIGI:RE 5. 6. 6 Time averaged streamwise velocity profiles b)' the四riouscomputadonal grids. 

1. 物理空間における Navier-Slokes方程式に対して，計算笠間で一様なフィルター嶋のフィル

ター操作を施す.

2. 1において，数学的に厳密にはフィルタ ー操作と微分との交換性が成立しないが，GhosaJ 

and Moin (1995)， van derVen (1995)および Vasilyevand Lund (1996)の交換フ ィルターの概

念に基づき ，i左礎方程式の縦散化精度の範Ils内でフィ Jレター操作と微分との交換性が成り

立つと仮定し， Filtered Navier-SlOkes方粍式を符る.

3. 物理空間におけるFilteredNavier-Stokes方程式に座標変換を施し， 言I'Z主空間におけるFillered

Nav ier-S lokes 方程式を導~.Hする

本研究で保期した一品幻藍際系におけるラージエデイシミュレーションの妥当性を検罰Eするため，
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SGSモデルとしてLagrangiandynamic mixed SGSモデルを朋いたチャンネル内乱流のラージエデイ

シミュ レーシ ョンを不等間隔 ・非l直交牲の異なるまI-}l:絡子をmいて行った.その結果，チャンネ

ル内iitれという限定された流れ場ーにおいてではあるが守モデル係数値，流れ)J向1'-均流迷s 苦し流

強度といった分布古市十n絡チの不等間関手1;直交↑性に依存せずほ '~-JEであったe 従って，本研究

で採用した一般座標系におけるラージエデイシミュ レーションの手法の妥当性カ句t認されたた

だし，ここでは，)，!;終点程式の空間1縦倣化は 2次精度差分スキームを怨定していたが.さらに高

次精度の差分スキームに変更する場合，フィルター操作と微分の交換性の誤差が3i:IUJ南佐散化の誤

差のオーダーよりも大きくならないように， Ghosal and Moin (1995)， van der Ven (1995)または

V拙 ilyevand Lund (1996)が提案しているフ ィルター操作を導入する必要がある.
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第 6章

円柱周りの流れのラージエディシミュレー

ンョン

6.1 数値計算方法概要

円位周りの流れのレージエディシミュレーションの計算方法は.第 5章で検証された一般

座標系におけるラージエデイシミュレーションの方法とほぼ問機であるー常If.i孜化手法および

計算アルゴリズムには，第 2~で鱗成した一般座標系における空間 2 次精度の修正コロケー

ト格子系経分スキームをmいる この差分スキームは，第4欝で検証されたように， f:I: XJ:、の

不等|間隔非直交格子において運動泣および運動エネルギーの保存特性が実|僚の計z:):上ほぽ適

切である .Fi1lered Navier-SIOkes方程式中の対流」頁は i笠ifVJ最を厳需に保frする発散型で離

散化されている. 1時間i並行法は .).[i定項に 2次精度 Adams-Bashforth泣，.:，拡散項に Crank-

Nic01sonスキームをl日いた半陰解法である .尽力方程式は， van der Vorstい992)のBトCGSlab

法(藤野 1991)をJfIいて解き，残ff.ベクト Jレの大きさが 10.
7
程度になるまでi以来させる.この

ときの述続の式の伐差は 10制限度である.円特周りの流れのラージエデイシミュレーション

の言I.n ケースを衣 6. 1.1 に示す . 計算条件として，言I z:):，f許子 ， 詰 I'~:領域およびモデルを変えて

4ケース行った.

言!'Z$:絡子を凶 6.1.1および図 6.1.2に不す. Case 1の計算絡 j二は，総格 j二点数が 195.536点

(101 X 121 X 16)の円筒J.1!f車系におけるI在交修子である .C川 e2 -4の計算絡子は.総格子

点数が549，153点(101X 121 X 16γι 後流での解{創立を改持するために門性背後に格子点.を

集中的に分布させている.前計算絡下ともに. I1は小格子 111]ilは l.tj村友商における lì~1釘 if~ Jll 庁防!

の裕子間隔で 5X 10パである 令ケースにおいて，言十~.令指子の!昨像度は対流項に ~lil12 次精

度中心差分を用いた計t):としては卜分ではなく，実際のラージエデイシ ξ ユレーションの計

算において迷皮坊に Wigg1eが発生した Wigg1e発生の影響を縫滅するため.3.6でj主べられ
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(a) Enure domain (b) Vicinily of rhe circular cylinder. 

(c) Around a ci陀ularcylinder 

FICURE 6. 1. I A∞mplllaional grid for C3se 1 

たLele(1992)の 6次粉皮|場が， 7イルター(境界付近では 4次精度)を 20ステップ11Jにj歯nJし.

~I 筑を安定化させている このフィルター操作は，述到Jエ平 Jレギーを倣送する効果を持つた

め，運動エネルギーの保存ド1:が厳省、には失われている .
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(a) Emirc domain 。)Vi日間ty of thc cu.cular cylinder. 

(c) Af<Jund a cil印 larcylinder. 

FIGIIRE 6.1. 2 Acompumionalgrid rorcase2. 

一般座標系のラージエデイシミュ レーションの定式化は，5.4.2で説明された Caseヨに必

づいて行っている .すなわち ，図 6.1.3に示さ れるように，まず物理空間における Navier-

St.okes方税式に対してフィルターを絡した後，8E糠変換を施して以下のような一般住棟系に
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Navicr-Stokcs cquat'ioo 

。町 ，d ( ¥ _ I ~p ， ，J [，1"" 
T 111.11.1 =ー →十 v 一一ー 1

()t a.¥j ¥ J .， ρ<1x， a'¥i¥ a'¥i 1 

d I .圃- p̂p似1。悶x削una山"凶刷馴0刷叫nb.川、叫e叫d叩叩， t山hピ s口(.'rfScc叩。伺附旬附吋

附伽c町r円叩'

c印0叩 v刊刷刊M叫山山川"畑"山"山川"叩ona削山1，叩p附附叫叫c • 日7冗¥ U 7 
、.圃-ー- 十一ーl邑ー一一『・F 白川 dx， 

Filtcrcd N削 tIer-Stokcscqation 

011" a，---¥ _ I ap， <1 { a"， ¥ u 't， 
-T-tU . U . I = ーー +v-[ ー I-~

rl/ i'町、J rf P(lx， 品川ox，l0.，: 

佃同inalc _ 

IrnnsformnlIon .・
Filtercd N-S cq. in G削lcralizcd

Coordinatcs 

j守 + oL(j奈川j zt(;会~)+ a}.( vc"'副ー よ(~あ)
FIGI RH 6， 1.3ηle idea for dcri噛tionof Ihc fillen民INa吋er.Stokesequation in gcneョIizcdι∞rdinaleぢ

おける FilleredNavieトStokes方程式を得る.

j4£(荒川t(2i)+£(V4)-£(j与) (6，1.1) 

フィルター操作は言1-1:):空IWJにおいて一様なフィルターを仮定しているので，数学的』こ厳衡に

はフィルター操作と微分との交換性が成り立たないが， Ghosaland Moin (1995)， van der Ven 

( 1995)およびVasilyevand Lund (1996)の交換フィルターの概念に基づくと，支配方-1'1式の空

間離散化給I支の範 IJ~I付でフィルター操作と微分との交換性が成り立っと考えられる.

SGSモデルは.i荒れ場に一線な方|古lがない場合でも安定に計算可能で，モデル係数値が乱

首しの比較的大きなスケール七司法を反映する Lagrangiandynamic mixed SGSモデルを使Jfjする.

rAsLE 6.1， 1 The computalional cases oflatlJC edcly simulation of now 2t'Ound a山てularc)'1i町ler.
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(6.1.2) 

(6.1.3) 

(6.1.4) 

(6.1.5) 

(6.1.6) 

(6.1.7) 

(6.1.8) 

(6.1.9) 

(6.1.10) 

式(6.1.10)中のテストフィルター幅とグリァドフイ Jレター臓の比α=瓦/6.は， Gcrmano el 01 

( 199 り によって採用された α=2 とする • II.MとI刷の愉送方程式(6.1.6)および式(6.1.7)の吉j.ti:

l丸あまり計算精度を必要としないと考えられるので，対流項に l次精度風上差分をfljい

11 ~ u.‘ ~ I 

ν=w=p=O / 

皇Banwisedirectio0: 
PeolIodic B. C 

du， iJu. 
一一二 +U， ー...:.~ 0 
dl . dλ。

fI ~ O 

FIGURE 6. 1. 4 soundary conditiOns for la噌eeddy simulation of Oow around a circulωcylinder. 
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時間進行法としてEuler陽解法を月jいている.従って，Dynamic SGSモデルやDynamicmixed 

SGSモデルの場合と比絞して，新たに仏，と /酬の輸送方程式を解くことによる計算去の増加

はそれほど大きくない '1.¥1とI¥IMの輸送:;IH'll式(6.1.6)および式(6.1.7)において， ラグランジュ

予均の緩和I時間スケール Tは， MCllcveau el a/. (1996)の椛奨式を用いて計算 している.

T= 8s[ωJ11a (6l ll) 

上式中， 8は無次元係数であり， Meneveau elα1. ( 199 6)の ~I(j奨lílili a=I.5である小林 ら(1996) 

は，Lagrangian dynamie SGSモデルにより正方形角牧周りの流れのラージエディシミュレー

ションを行った結果，チャンネル内乱流iこ対する無次疋係数自の推奨1il(をそのまま角住周り

の流れに適用した場合.緩和時間jスケール Tが過大になり不適切であることを切らかにして

いる .従って，ここでは無次元係数 OをMencveauel al. (1996)の推奨値の 10分の lである

8=0.15とした.層流域においては) I
Uf

がゼロに近くなる一方 I I
MM

の値も小さくなるので，

必ずしもモデル係数値の備がゼロとはならず，ある領減においては擬似的に大きくなる.そ

こで本研究では，"削の値が 1X 10λ以下のぬ合，その場所は庖流状態であるとみなし，モデ

Jレ係数値を強制的にゼロとしている.

境界条件を凶6.1.4に示す.無|浪速であると仮定する計算領妓入円および円柱但IJ方境界に一

様流の条件(11=1.ν=w=p=o)を与える.計算領域山口には，対流境界条例 (Pauleyel al. 1990. 

毅 ・小林 1992)を識し，その!祭の対mc迷皮 Uζ は入口平均流迷と等しくしている IAI体援であ

る阿佐表面には.No-slip条件が課されている.スパン}J向には周期境界条件を叙している.

入口平均流速 Uおよび円柱直後Dを月Jt..、た Reynolds数Reは， 8eaudan and Moin (1994)およ

びMillal(1995.1996)の計算と同じ Re=3，900である.

6.2 比較実験の概要

円柱のラージエディシミュレーションの解析結果を検託するために，主として Lourenco

and Shih (1993)および Ongand Wallace (1996)の実験結果が用いられる.

Lourenco and Shih (1993)は，直後 1.905cmおよびスパン長 39cmの同位周りの流れを水

怖を用いて実験を行っている 水楠中に l~ り付けられた台車の述皮は 20.67cm/s であり，レ

イノルズ激は 3.900である 流速測定には， P1V(!'_article !mage .'{.elocimetry)がl刊いられてい

る.約291illの渦放出にわたる 93フレームのl即時データから ，各種統書j.rltがt立山されている.

On旦andWallace (1996)は，直筏が 14.3111mの内科周りの流れを Maryland大学Turbulence

Research Laboratoryにおける風iluJをJj]いて実験を行っている.風ilu]の倹脊領域のl街liiドj司法は

1.2m X 0.7mである 4.2 m/sの一線流速1.1'に含まれている乱れ強度は 0.67%以下である.ドl

柱直径で定義されるレイノルズ数は 3.900である .ili1Jl皮l-B仏]鋭敏はギ"64Hzで.このj揚令，

S Lrouh a l 数はが:) 0 .2 1 である im.;車の計ìtllJ は，主として x llil熱線iiíE~青 |ーをJfI v 、て行われ， 69 1 2 Hz

で 120sec問のデータをサンプリングしている.
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B!A ・・0 ι l 
~ 一 司自、 .

ー』 圃

(a) COnlOIlS of lhe 111町leIcoeffici町I[，C. (b) Vel∞町、制O目.

(cl Contours of lhe pre品urc (d) Comours of lhe strcamwise V(ll1icilY componen【

(e) 111rce-dimcnsional dislribu[ion of thc model cocfli山cm，G 

FIGURE 6.3. I Jnswmaneous now ficld of a nowarounda circular q'linder. (C1se 1) 

63 計算結果および考察

計算結果として ，Case Iの場合の瞬時モデル係数値 C.i.生rr_ベクトル，圧)Jおよびスパン

fj向iM¥皮成分の(x、)')1折而における分布図およびモデル係数値の 3次jじ分布を凶6.3.Jに示す
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(a) Case 1 

(a)臼田2

FIGlJRE 6， 3. 2 IsoSllrfaccs of the Strcamwisc V<口nicirl'componenr and comoul." ()f prじ机l悶
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Case $， 0， CJ CJ似，s C， Ctκ:iJS C，、 -C，.. 

LES(亡.se1) 0.205 889 1.28 0.148 0.011 0.600 0983 1.36 

LES ICase2) 日20 83.5 0.87 0.0172 00倒的 00327 0978 0703 

LES(C田 c3) 0.213 85.2 0.92 0.0430 0.00147 0.0527 O、990 0770 

LES (Case4) 0.224 843 0叩 00178 000439 0.0361 0980 0749 

E:'ICp， (Son，i!I aJ 19，ω) 85 * 2 

E.xp ( 何 回g19~η 098 * 0.05 。開.:::0.05 

E，"(p，CCa必.u1993) ド215"， 0∞
LES.(島山d..I994) 0.203 85.8 1.0 0.95 

LES (Moua1 1996) 0.209 869 1.0 0.93 

t 0 .i'奇
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モデル係数値はポテンシヤル流れの領域においてはほぼゼロとなっているとともに.自由せ

ん断領域である 後流において大きな他を持っているので，Lagrangian dynamic mixedモデル

によりほぼj歯切にモテつレ係数仰が評価されている.図6.3.1(己)で示されるドJU中心制l線上のモ

デル係数値分布を見ると，モデル係数値は 3次JC的な分布を持っている.従って 様な jJ

l向にモデル係数値を平均化して討I'~~の安定化を反i る ~Jl は， 後 iftt の 3 次.ñ:的情造を無税したモ

デル係数値の評価であり適切ではない.本計算では .Wiggleの発生をJ!IJ;I計lする ために Lele

(1992)の 6次精度防的フィ Jレターを 20ステ ップ侮にi血mしているが， I組6.3.I(clのぼ力分布

において Wi ggle の発生がほとんど観察されず，安定に剖~:が実行 さ れていることがわかる.

流れ)J肉渦度成分の瞬時等値商図および圧力の等高線図を闘 6.3.2に示す Appendix Aの
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角往j詞りの流れと同線に，混合1M流れで観祭されているようなコヒーレント Illi造あるいはリ

ブtIIi:i!(Bernal and Roshko 1986)と呼ばれる縦渦術j置がスパン方向渦情迭に重抗しているス

ハン方向の絡チ解像度は， Case 1 および C剖 e2のそれぞれの計算ケースにおいて 40I 16 

poinLSおよび40I 33 pointsである 円柱背後の 3次完備造は，スパン万向の絡子点殺に大き

く影響され， 1Mの流れ方向渦のサイズは， Case 1において 20，Case 2において 10である

ことが図 6.3.2iJ、ら観察される .Bays-Muchmore and Ahmed (1993)の実験において， I対の

流れh向i両のサイズI.:J:， Re=320 -21.000の広いレイノルズ数域において円佐直径Dに等し

いことが機認されているので， Case 1のスパン}Jr句絡子解像IJtは組すぎることがわかる .し

かし， Case '1において， rlJ住中心から約 30下流の領j或でifrcれ万|古Jiぬの合体が観祭され， Vfc 

れ方向iMHI~造が'j;:定していないので， Case 2のスパンノ7向裕子解像度でも不十分である可能

性がある ー

表 6.3 .1 に，本言1・~~において待られた Strouhal 数 SI ， はく離点 fi'L íì'!: e，. t，t)J 係数 C
J
，}J[}J 

係数の RMS他 CJ淀川，5 ~ 揚 )J 係数 C" t易ブ1係数の RMS1iII C， H.¥lS' 円H前hよどみ点における

圧力係数値 cm および背1.1係数値 C川の~験値との比較を示す会ケースにおいて St rouha l 数

は実験とよく ー致しているのに対して. j/L)J係数値は仁:ase1の場合実数よりも人;きめに，

Case 2 -4の場合小さめにiff自IIiされている これは.円位前)Jよどみ点圧が全ケースにおい

てはほ一 定であるのに対して，背IT:係数1~1が Case 1の場合小さめに， Case 2 -4の場合大

きめになっていることと対応している .Case 2とCase3を比絞した場合，スハン HrrrJの領Ji占

を半分にしてスパン方向の伶子解像度を改長ーすることにより，抗力係数が若干JMJJI1し改善が

見られる ーSGSモテ'ルが導入されているかいないかのみが異なる Case3とCa$e4を比較す

ると， SGSモデルが入っていないCase4の場合， Case 3と比較して抗よl係数が怜かに減少し

実験との対応が感くなっている .Case2 -4の結果を総合すると，打C:)]係数が実験よりも小

さくなるのは，スパン )ï伶l の僑!こ併f~l:i[不足や SGS モデルが!点凶ではなく . (x.y)胸I'i'lliにお

ける計労:絡子j符{主役不足が考えられる また.Case 2 -4の幼合における初JJの RMS偵は.

Case 1と比較してかなり小きくなっている .はく隊点位世については，報告されている実験

他にばらつきが見られるが， Case 1をのぞき実験他のばらつきの範凶|勾に収まっている.
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抗力係数値が実験とあまりよく 一致していない刻lEI~ は， Iズ16.3.3に示される円相:ぷl廊におけ

る圧力係数分布から説明できる.Case Iは円牧側 liOから 1'9H'，'r後において.:k~完備よりも圧

力係数値がかなり小さく 2 次元言1'~:(Beauda n and Moin 1994)と同僚な傾向を示している.

3次元計算でありながらスパン万|句絡f-11J!f，像度が不厄している Case1においては， 1，長流にお

ける 3次元構造が卜分発達できないため， 2 次兄計算と矧似したJl: )J 係数分布とな ったと ~.

えられる.Casc 2- 4においては，はく縦点位置である 8=851交付近までは実験とよく 一致し

ているが，円柱{則I聞から 円"'1:1:¥'1:去において， Case 1 とは反対に実験fl~ よりも圧力係数値が若

下大きめになっている.内位中心軸線上の ~ft[れ方向速度分布を凶 6.3 . 4 に /7，す門位背後にM
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成される再循環UiJ或は，実験(Laurencoand Sllih 1993)と比鮫して Case Iの場合かなり小き

めに， C叫 e2 ~ 4の場合かなり大きめにな っている Case 2 -4の中では.言I.n絡チの解像

j立が肢も高く SOSモデルが導入されている Case3の結果がも っとも良い.1;tプ」係数値が実験

値と一致していないことは，時間平均流で飢務されるJlH.l:背後に形成される 1付の双子渦の

渦中心の位置が大きくずれていることとIすJ;i::.している I1:J峨背後に形成される同循環領域の

大きさは， I瞬時のIiItれ場としては，円住1!m)5ではく脱したせん断尼4の百L流巡移および渦への

巻き上がりの位Jr1によって変化する.Case IにおいてはP スパン方向僚子解像度の著しい不

足のため，はく離せん断層の説流j盤移過程が正しく再現されず，はく離せんlDil荷が乱流に遷

移する jjIjに巻き上がってj皮l:1.l渦が形成されてしま っていると考えられる .-H. Case 2にお
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いては，はく縦したせん断層内で同佼111のi整移i!i1Jがj形成されるものの.はく縦せん断府の巻

き上がりが遅<， f-J{，J流において内1J[iA設領成が人・きくなってしま っているものと.)5'えられる

Case 2においてはく離せん断府の巻き上がりが巡い原l元!としては.(x， y)平市iにおける計'l1.:

待子解像度不足が原凶として考えられる.

円柱に近い後流域 (.<=1.06、1.54および 2.02)における流れ方向1時間予均流述のy方向分布

を図6.3.5に示す.円柱に近い後流域(x=1.54)における令Reyno1ds応プJ成分<"・'u">ρくvv'〉，

およびーくu"ν"へのy方向l分布を図 6.3.6に示す.図6.3.5およ びl正16.3.6において.Case 1 -

4の計:n結果は，はく離せん断!習のliLinE逃移およびilM;皮l.tI過校の計算制度のJ尽さから。いず

れも実験値との杭1;室が大きい.また，円位か Lウ蒼二F鰍れた後流域(λ=4.7および ]0)における
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i流れJ:il古l平均流迷， I侍IIlJ'fZ均 Reynolds応力 <U"llい〉ρ〈ν"v'‘汽およびーくU"¥I">，のy}il古l分布

をそれぞれ凶 6，3.7-10に示す 附6.3.7~ 1 0 におけるいずれの統計~(においても，はく離

せん断射の舌Li従遜移およびi{:，¥放出過花の計算制度の:illさから.全ケースともに実験との実験

偵との相違が観察される

6.4 本章のまとめ

本音if.では，本研究で十時築した一般座標系におけるラージエディシミユレーンヨンの方法，

すなわち.離散化法としては計算絡子の不等/31附非直交性に対する依存性の小さい一般雌標

系における修正コロケート絡下系差分スキームを用い，また，一般l坐位:系におけるラージエ

デイシミュレーションの定式化としては計鈴空間で ー機なフィルター操作を施した後殿様変

換するという考え }j'に基づいた )J法の応用として，レイノ Jレズ数3，900の円位周りの流れの

ラージエデイシミュレーションを行った.従来の実験偵や計算との比較を通じ，実際の E学

的な流れ場における本計算方法の妥当性を検証した.残念ながら，木市で行った 4ケースの

計算においては，実験とよく 一致する結梁は得られていない.これは，言/.n絡子の (x，y)予

l認における計算絡す二解像度不足が紋も主要な原因として考えられる .
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本研究は，複雑形状復維乱流i揚に適用可能な非定常乱流計算手i去を確立することを 1;1的と

して.一般座標系におけるラ ージエデイシミュレーションの笑m化のための恭健研究を行っ

たF 特に， 一般座標系における信頼性の高い差分スキームの憎築と 一般的E標系におけるラー

ジエデインミユレーションの定式化が主な課題であると考え研究を行った

一般的に， RANSモデルに基づく乱流計鮮と比較すると，直接数値シミュレーションや

ラージエデイシミュレーションは乱流モデリングの効果が小さくなる (あるいは全くない)

ため，計算方法に対する依存性が強<， r告i精度な解を得るために信頼伯の高い計算方法が要

求される 従って l直後数値シミュレーションやラージエディシミ ュレーションにおいて高

精度な解を得るためには信頼性の高い発分スキームを使用しなければならない.ここでは，

近年，森商(1996a-c:1998a-b)が展開した差分スキ ームの保存特性の議論に着目した こ

れは，基礎方程式系(連続の式， Navier-Stokes万程式，速度二采最および運動エネルギーの輸

送方綬式)の解析的な保存特性が離散化式においても適切に近似さ れていなければならないと

考えるものである.本研究でもこの森i1liの議論に従い， ー般臨機系において迷動fZ:，速度二

乗1I:Yおよび連動エネルギーが適切に保存される差分スキームの構成を試みた‘そのためにま

ず，座様変換を絡した非圧縮性粘性iAt.れの必縫}i程式の解析的保存特性が，1主標変換JIIjの基

礎方程式系と全く同じになることにお凶し，等間隔正士見直交i笠原系において法礎方特式の Iq~

析的保存特性を適切に近似する差分スキームが，比1陵的簡単に ー絞座標系へ拡張できること

が明らかにした.この事実に基づき ，等111可倒IE規l{i交!樫際系において基礎方程式の解析的保

存特牲を適切に近似する注分スキームを拡探して，Maliskaのスタガード絡子系，レギュラ絡

子系およびコロケート栴-f系における 一般座標系差分スキームを構成した.ここで，これら

の一般座標系l&.分スキームは，以下のような特徴を持つ

- 構成された 一般座標系差分スキームの 中で，形式上，保存特性が適切であるのは，

Maliskaのスタガード格子系差分スキ ムおよびレギュラー絡下系A分スキームである .
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. ~凶 ( 1998 [1 - b)によ り提案された修正コロケート絡 !こ系差分スキームがー紋廃係系に

tJ1:~長できることを示 し ， その結果，十llfJ蕊された一般路標系における修正コロケート絡子

系差分スキームの圧)J項のiAif!JJエネルギー保存特性は11寺!日j2次精度に改得されている

しかし， &'1縫 H程式の解析的保存特性をìl!切に近似する~分スキームを 一般鹿傑系μ拡張

する際，明示されない祁IjHlを導入したことや圧力項の差分スキームにおいて保存形式と非保

存形式を離散がJにも等しいと仮定したことなどから ，1~分スキームの保存特性に i並l する厳密

性が失われてしま った.従って.本研究で憐成した一般駁際系における差分スキームの保存

特性を 2 次元周期的iI~，粘性流の数値尖験によ っ て検証した . その結果，以下のようなことが

わかった.

. 第 2主主において憐成した一般庵襟系差分スキームの巾で，不等間|箱非直交の任意の一般

座線系絡チにおいて，運動量のみならず巡動エネルギーの保存特'聞が実際の計算上.ほ

11満足できる精度で適切であると言えるのは，修正コロケート絡子系差分スキームのみ

である.・lìl" t~絡子が直交である場合は，従米のスタガード佑子系差分スキームも運動量および巡

動エネ Jレギーの保存特性が適切である .

また，本研究で構成した一般座標系差分スキームの実際の乱流場への適用例として，チャ

ンネ lレ幅と壁面摩擦迷l支をmいたレイノルズ数Re，= 180のチャンネル内乱ufLの計算を行い，

DNSデータ (Kimel 01. 1987、Mansourel 01. 1988; Horiuti 1992)と比較した結果，以下のよ

うな知見を得た.

- 一般座標系における修正コロケート絡子系差分スキームは，言j.n裕子の非直交性，不等

間隔の影響を受けにくい優れた特性を持つ.これは， 一般座様系における修正コロケー

ト格子系差分スキームが，計算絡子の直交性，等間隔性に関係なく述動五tおよびj遅刻Jエ

ネルギーを適切に保存するためである .

- 一方， Ma li s ka のスタガード格子系差分スキームの場合 唱 吉j-t):絡チが~j; 1主交だと運動エ

ネルギーの保存特性に !日l :mがあるので. 実際の乱i庇計~~:においては ， iit[れ方I旬、子均流迷

やi5L i.庇強度とい っ た統計量が計算機 F の ~j;直交性に大きく影響されてしまう .・一般rnIi)'ii系における修正コロケート絡子系差分スキームは，レイノルズ応力収支式のlモ
力ひずみ相|剥玖の計算精度が改喜子され，統計{止の信頼性がliij上する これは，計算僚子

が非直交である場令も問機である .・一般国H菜系における修正コロケー ト絡チ系差分スキームは，境界条例の取り扱いに作意

すれば，スタガード申告子系益分スキームと同総.安定な言j-Zl:が実行可能である .

以上の紡架から，本研究では，高r.'II.支な DNSあるいは LESに適した一般l主様系差分スキー

ムとして，{I多iEコロケート絡 jι系差分スキームを推奨する .
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さらに，本研究では，これまでに椛成されたラージエデイシミュレーションにおける SOS

モデルを向的認するとともに，これまであまり別篠に論じられていなかった一般雌傑系にお

けるラージエデイシミュレーションの問題点について考察を行った.-1>=lijf究では，以下のよ

うな考えに基づきー般j坐線系におけるラージエデイシミュレーションの定式化を行った.

- 物j~l空間j における Na vier-Stokes方程式に対して， 言十t):空11¥]で一様なフィ Jレター怖の

フィルター操作を施す・1前項において，数学的に厳弘、にはフィ Jレター操作と微分との交換性が成立しないが，

Ghosal and Moin (1995)， van der Ven (1995)およひ'Vasilyevand Lund (1996)の交換フィ

ルターの概念に基づき ，基礎}j程式の雌倣イヒ粉l支の範悶r"Jでフィ Jレター操作と微分との

交換性が成り 立っ と仮定し， Fillered Navier-Slokes }i程式を得る

. 物狸空間における FilleredNavier-Stokes方程式に座様変換を施し，計算空間における

Filtered Navier-Stokes方程式を導出する.

本研究で採fIJした一般程標系におけるラージエデイシミュレーションの妥当伯を検証する

ため， SGSモデJレとして Lagrangiandynamic mixed SGSモデルを月]いたチャンヰ lレ内乱流の

ラージエディシミュレーションを不等間隔 ー非自主交位の巣なる計算絡-{-を用いて行った.そ

の結果，チャンネル内流れという限定された流れ場においてではあるが，モデJレ係数値，流

れ方向平均流迷，乱流強度とい った分布が言I-:l'i僚子の不等|昔l附Jド[任交性に依存せずほ!J:一定

であった.従って，本j研究で採用した一般殴標系におけるラージエディシミ ュ レーションの

手法の妥当性が確認された.ここでは，基縫}i綾式の空間自民放化は 2次精度差分スキームを

想定していたが，さ らに高次精度の82分スキームに変更する場合，フィルター操作と微分の

交換性の誤差がさ:'=:1羽離散化の誤差のオーダーよりも大きくならないように.Ghosal and Moin 

(1995)， van der Ven (1995)または Vasilyevand Lund (1996)が提案 しているフィルター操作

を導入する必要がある.

また，本研究で構築した ー般l主僚系におけるラージエデイシミュレーションt去の応用とし

て，レイノ Jレズ数3900の円柱周りの流れのラージエデイシミュレーションを行った従米の

実験値や計算との比較を通じ，実際のて学的なiJlEれ坊における本計算方法の妥当性を検証し，

以下のような知見を符た

. スパン方向の言|・$~:絡子解f創立が不足すると，円柱側面1ではく離したせん断附が乱i本選移

する前に巻き上がり放出泌を形成してしまう (Case1). -)i • スパン )J向の計算絡f-PJÏ'

f象伎を改善した場合(Case2-4)，1珂II!IJのはく南陸自 l主Iせん断1(1)rlJに|司fiLキ[1の選手長渦が形

成され.乱流選移過庄が定性的にflP);!された.

. 言j-1'l:絡子，計算領域およびモデルを変えて 4 ケースの青I'~ーを行ったが. 3た験とよく 一致

するi古来は得られていない.これは，言I.t):絡子の (x，y)平市1における計算佑子解除度不

足が最も主婆な原因として考えられる
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付録A

ラージエディシミュレーションにおける風

上差分の影響

後雑な形状の流れ坊に対してラージエデイシミュレーション(Iargeeddy simulation， LES) 

を適用する場合，言十3まをいかに安定に進めるかということが問題となる.特に角剖iを有する

形状の場合，速度場あるいは圧力 J身に数値振動が発生し，これが計n:結巣に惑彩専~を及ぼす

場合がある (Rodiand F巴rziger1995).その対策の っとして対流Jnスキームの風上化がある.

風上差分はSGSモデJレと同様なエネルギー散逸効J柱を持つため， LES における風上差分の使

用は問題視されてきたが，その影響については今のところよくわかっていない.そこで本章

では， 2次精度および 5次精度風上ノモ分を用いて 2次元世Jft周りの流れの しESを行い，対流

項スキームの風仁化に伴う人工的な分散・散逸効果の)~.~響を 『調べる .

A.1 数値計算方法概要

各計算ケースにおける言1' ~1:領J食，計算格チ Iq~1象j支， SGSモデルおよび計算スキ ムを表

A.I.Iに示す 解析領域は，ワークショ γプ(Rodiand Ferziger 1995)でJ肯定された条件を満

たしている ただし~ tB 口俊界条件の影響を小さくするため，角柱中 'L、から I~U 口までの~l'!維

は20.00以上に拡張されている計算佑子を区IA.I.I(a)-(c)に示すケース C16(.Coarse mesh 

On (ん y)-plane，.!.亘 nodepoints in spanwise dircction)とC32(Qoarsemesh on (ん y)-planc，32 

l~BLE A. 1. 1 TheωI11pul2tion流Igricl四日!ふ

Case Domain Rc，:，solution SOS model Schemc 

C 16 21.1 D x 14.0D x 4.0D 76.880 (82 x 63 x 16) Smagonnsky QUICK + 2nd order CD 

C32 2 J.ID x 14.00 x 4.0D 153，760 (82 x 63 x 32) Smagorinsky QUICK + 2nd order CDS 

S32D 20.4D x 14.0D x 4.0D 347，648 (112 x 104 x 32) DMM 5th order UDS + 4th order CDS 
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Number 01 mesh point: 76880 

FIGURI! A. l. 1 (a) The compu凶tionalgrid (CI6) 

node points in spanwise direclion)は，(x， y)平蘭でl司じ係チ桝1象j主であり，スパン}i]旬の修

正点数のみカ守J¥'lなる ケース S32 D(~tand a rd mesh on (x， y)ーplane.32 node points in s panwi~e 

direClion， Q.ynmic mixed model)は，ワークショ ップ (ChoUelel a/. 1996)で標準格 fとされ
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Number ofmesh point: 153760 

FIGVRE A. 1. l(b) 111e computational glitl (C32). 

た計t.):1'i骨子と (x，y)平前上で同じ言1・1手Wf像度である.全ての言，'$'1:絡子において p スパン方向

の修子間隔は等|間隔である

圧力と迷続の式のカ yプリング ・アルゴリズムは HSMAC法(旦ighly呈implifiedM企_c， Hirr 
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NUlIlber of/llesil poinf: 347648 

FIGU舵 A.l. I(c) The complI!arional grid (5320) 

1972)に準じている. HSMACi.去において.ill統の式を満足させるため，日:'JJPoisson方科式

を解くかわりに.次のような反復プロセスが使用される.
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F 

Inlet : unifonn flow 

II =U~ = I.O. 

V=lI'=p=O 

Outlet: 

Spu.nwise direction : 

peliodic B. C 

cOIlvective B. C 

。11. dU. 

一一工+u，一一ニ=0
白I 'i!x， 

Surfllce of the cylinde，' : 

Ilo-slip B. C 

A "" 
't-'-..../ 

TOJl & bottom domain 

þ型，ndllr~~ : free-Slip B. C. 

日GUREA. 1. 2 Boundal'/ αlIldirions 

ρ
一円
山

午 (A.I.I) 

u = sl !J.p 
Ox 

(A.I.2) 

ここで，ωは緩和係数であり ，ここでは ω=0.8とした また， Dは各計算セルにおける連続

の式の姥差である .

CI6とC32において， HiJleJllIに2次精度風上差分である QUICKを使用し，拡散項および

圧力項には 2次精度中心差分を使用した S32Dにおいては，対流項にRai叩 dMoin(1991)の

5次精度風上差分を用い，拡散項および!王土JlJiには 4次粉j支巾心差分を使用した。時間進行

は，m定項を 2み;料i佼Adams-Bashfonh法により |場的に，その他の項をCrank-Nicolsonスキー

ムにより除的に取り扱う半陰的解法とし，無次元|時flfllllll潟市は.CI6とC32において 0.002.

S32Dにおいて 0.0002とした.

境界条件を凶 A.1.2に示す.計算領域入門に一様流(百=1.0，v=O， iV=O)を与え 計算:領域側

面境界に free-slip条件，f1]住居iKi雨に no-slip条件を課している出1寸には対流説界条件(Pauley

et al. J 990，放 ・小林 1992)を謀し，対流速度は，入口平均流速と等し〈した.スパン)il旬に

は周期境界条件を諜している .入1-1干均i{，C;主 Uおよび正1mjJ]位一辺の長さ H を丹jいた

Reynolds数Reは，ワークショ yプ(Rodiand Ferziger 1995， Chollet el al. 1996)で指定され

た値と等しく ，Re=22，OOOとしている，

この LES計算コードは， 抑止および仮動角位周りの流れに適用され， ir&ll.皮I.IJ周波数と角ft

の仮[0)周波数が一致するLock-in現象を精度良く再現することに成功している(小J:liら 1996).
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A.2 対流1頁差分スキームの風上化による影響

対流項lT:分スキームの風上化の影響をJ司べるため，ここでは風上化にj'fう人工的数値散逸・

分散効果を考慮した GSl単動エネルギーの輸送方程式を考える .

dK，:. d，一、
一一ニ+一-11I，.k，..1 。(a・r，‘崎 、吋

。Ip1I，. iJk日-I a"，du，. du 内

= - -1一一丸一V一一一+u."L"I-v一一一一二 +τ一一 +E.._......._。IX.jp"  iJx， “ iJx，dx， '̂iJ.λk "同一思

(A.2.1) 

ここで， 1:式Ij]の右辺第 2項は分子粘性散逸，第3項はSGSモデルによる乱流粘性散進を表

している .第4~ E up...'itldingは，立す流項差分スキームの胤上化により付加される人工的ななiであ

る.本計算で使用される QUICKは， 11開放分の 4次精度中心差分に， 3階階分の 2次精度中

心差分形式に絡チ|制隔Ilxの2采を係数としてかけた人工的分散.J1'[および4階微分の 2次精度

中心差分形式に裕子間隔d.xの3来を係数としてかけた人工的放送Jj，[を}JlIえたものとして解釈

できる.

du lu、-8u，+8u，-LlI， 

U一一=u一一二一一一一ιー

dx 60.d...， 

o.x' -u ，+21/ ，-21/， + "2 
十【/一一一一一一一一一一

24 .d.../ 

o.x' uヲ -4u，+6u，， -4u，+u， ._1. J、
+ Iul~ .::.....: lJ0 1~ + olt.x~J 

16 l̂"" 、，

=ul 竺+o( 刈1+ u ~~' 1 竺+0仰(仏A吋1YJ什.'つ小2つ)
1 iJx -¥- '1 - 24 1 iJλ一 1 ' '16 1 dx' ' '1 

+ 0(.d...y4) (A.2.2) 

一方， Rai and Moinの 5次精度風上定分スキームは， II開放分の 6次紛j支'i'心法分に人」二散

逸項として 6階微分の 2次制度1'1'，し、差分形式に絡チ|削除~Ilxの 5 J在を係数としてかけた演を加

えた形式として解釈できる .

iJu ..-u ，+911 2-4511 ，+45u，+9u，-u .. 
u-ー =u '" 

iJx oUd.x 

.d...r5 
ZI 司 - 6u ，+ 1511 ，-20Zlo + 1511， -611， + 1.13 ~I . 6¥ 

1(/1'::-'''' .，U '+0¥釦r
U

)

60 .d...y 
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=ult+州+1412+dd)|+OW)

ラ ジエディシミュレーションにおける風上差分の繁響

(A.2.3) 

従って，QU1CKと5次精度風上差分スキームの泌合， Euf山川叩はそれぞれ以 Fの式で与えら

れる.

ι ープ sx2O弘っ-lAX3682
n=-U. 一一一一ー一ー一一一一IU.I-一一一一一一" .， 24 o./ ・I ， I 16 ox' 

(A.2.4) 

ム，=;;，Iプ|AJb1 
出， =11.1/1.1一一一ー-… ι， ， ， 60 O.叩b

(A.2.5) 

QUICKの人工的付加l項EQ(i. 分散と散逸の両方の効果を持つのに対し， 5次補oc風上差分

スキームの人工的付J]JI項E
RM
は散逸効果のみである.信頼性の高いLES解析を行うためには，

これら対流項差分スキームの風上化に伴う GS運動エネルギーの分j枚 数逸誤差が，分子粘

性およびSGSモデルの乱流粘性による散逸よりもト分小さくなければな らない.

位相平均操作A.3 

一

一一一一一一一
州

一一

五
千
↑
|
リ
J
V
|

計算データの位相平均像作は， Lyn et al.( 1995)の笑験において問い られた万i去を筏擬して

.. 
， 

2 
.0 

.~ 
〉

... 
t 

FIGURE A. 3. 1 Ph凶eaveraging procedure and decomposilion of同Iiables
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1'11日LEi¥， 't. 1 Comparisol1 of drJg cocl1icientsら，b間:epr，ωurc coefficienrs C
lliJ 

I r∞ 印 刷nsquare明lucsof向 liflC前町CJent
C1R‘

"and Strouhal numl冗rs51 ¥Vith expcrimemall'alues白 ト

Case Cd Cpb 仁川~fS 81 

CI6 2，041 ー1.483 1.31 0.13 

C32 2.067 ー1.333 1.23 0.13 

S32D 2.31 1.80 1.53 0.13 

Joxp. (Lyn et al.) 2.05 ~ 2.25 0.132 

Exp. (Okajima) 2.128 1ωo 0.13 

Exp. (Vickcry) 2.05 0.68 ~ 1.32 

いる. fま相平均操作の概念を図 A.1.1に示す. jl.J柱の111lJffiiの中心における尽力を位相平均の

参照信号として，述統する圧力信号の最大値の問を 20等分する 図A.1.1において，T，から

T，+似の聞がPhaseO1， T， +6.1から T，+26.1の|聞がPhase02というように i止統した時間間隔が

PhaseO 1から Phase20まで割り当てられる.角位からのi両政出は厳諸に周期的ではないので.

時間間隔/';/は述続する周期において異なる.ill度成分や百L流統計111が各位相の中で平均化さ

れ2 そのヤー均された値が各f立中目における位中目玉fl均値とされる

速度成分や首Li来統計量といった変数の瞬時値J(I)I土，位制1平均を施された周期的成分<f>p

とその成分からのずれf'"に分解できる .周期的成分す>pは.さらに!侍附平均成分す〉と平

均値ゼロの周期的成分/に分j\~. され，最終的に変数の|瞬時 f[[l}CI) は次のように 3 霊分解され

る

/(1) = (/) + f'" = (/) + f + /'" 

A.4 計算結果および考察

A.4.1 各種流体力の比較

各計算における抗力係数値 C
d
，背J.I係数値 C

pb
' よ湯易jβユ係数の RMSf値百 C

(A.3.1) 

ノハ、ル数S釘tの実験とのi比t較をJ表長 A.4.1に示す.会般的に，本LES解析で得られた各締流体力係

数値lま，実験のばらつきの範閣内に収まっていて，実験とかなりよく 一致している .言j..t):条

件として，スパン方向の申告子解像度のみが災なる CI6とC32を比較した場合.抗力係数値が

若干i骨川し，背l五係数値および揚力係数の RMS f自が倣かに減少しているが，その~具はIJ、さ

く，流体力に対するスパン方向の絡子解像度の影響は小さい. 一方， S320の場合， C32と比

較して，抗)J係数値および働力係数の RMS fi砲がそれぞれ約 0 ， 25 およびO.31\~ 加lするとともに

背圧係数が約 0，5減少している fえって， S32Dにおいて言j':S草佑子の (x，y)平ilfiの解像度が改

普されたこと，およびSGSモデルとして Dynamic111ixedモデルが適)IJされた影響が，各種流

体刀に対して顕著に現れている .
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FIGじREA. 4. 1 lne Karnian明日臥wectbehind rhe squ訂ecylinder and the rhrcc-dimensional struau問。fthe 削 除incaseof 
Cl6 

A.4.2 後流の 3次元性

CJ6の場合における流脈線を医IA.4. Jに示す角住背後には Karmani品列が形成されてい

る.j当]柱背後に紋/:]'，されたi伯が下流に流れていく ii¥¥稜で.1i'I流域の流れを取り込むエントレ

インメントの作別によ って ， 角柱背後の後流減の ~Iffi:が徐々に広がっていることがわかる .レ

イノルズ数Re=22，OOOという高レイノルズ数においては， 2次元物体周りの流れであ っても，

角住背後の後流は，強い 3次元性を持つことが図 A.4.1の F区lからわかる

言十第十持j二のスパン }j向Wf.f象l交が戸1柱後iittの榊迭に及'1す影響を綱べるため， f<j村，，1'心紋ヒ

の(x.z)断而におけるl瞬時流れ711計lili，¥f.互の分布図をlilIA.4.2に示す.混合l荷流れで観察された

ようなコヒーレント構造あるいはリプ構造(8町 naland Roshko 1986)と呼ばれる縦j防備造が.

それよりも大きなスケー Jレのスパン方向渦構造に ll~/:: していることが観察される矧似した

構造は，スペクト Jレ有限要素法を用いた円位尉りの低レイノルズ数流れの解析(Karniadakis

and Triantafyllou 1992)でも 観察されている CI6とC32を比較すると， 1対の流れ}jl句渦の

サイズは，スパン方向の修子19早像度に大きく影響されていることがわかる 角柱背後x=2-
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(b) C32 

8の領域において， 1対の流れ方向渦のサイズは，C16とC32の場合それぞれ2Hとげであ

り，スパン万向のPJ!t1象j文を 2倍に改持しただけでスパン方向の構造が大きく1).化 しているこ

とがわかる.阿佐周りの流れの場合. 1対の流れ方向iff.¥の幅は，Re=320 -21_000の広いレ

イノ ルズ激減においてほほシ リンダ-n~径に等しいことが実験で総認されている (Bays

Muchmore and Ahmed 1993). 1fj柱の場合， 17.J・の流れ)J向iN6の怖がどの佼j支であるか実験

的』こ篠認されていないが.r'l柱との類似性から 。角純一jllの長さ H程度の帽を持つ lNの流

れ方向i/&¥が形成されるものと11E察される.従って，スパン方向の計算倫子数は少なくとも 32

点 /4H程度は機保すべきである

， . 
Str，朗mwisedirection 

(c) S32D 

A.4.3 時間 ・位相平均を施した速度場および乱流統計量

11寺間平均を施した GS速度場(心). (五)および GS 乱流応力 (~'寸). (五'ナ).(日，，\~，，)の (x. y) 
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‘lZl前上での分可IJをl::ilA.4.3 -7に示す，ここで，各分布医lの上半分は， Lyl1 el al. (1995)の実

験データか ら得られた等高線図である .1到A.4.3-4から， .iilil支坊の分布怯lは，定性的に実

験とよく 一致した結呆:が符られていることがわかる .図A.4.5-7の乱流応力の場合，LES計

算結巣と実験データと比較して，若干の相違が見ら れる.まず，図 A.3.5において， LESか

ら得 られたGsiliL流応)J(~寸，) の分布の場合 ， 角柱1t11I)J の乱れの強い領域が削t後万への巻
き込みが実験と比較して強い傾向がある .また，区IA.4.6において，角柱背後の後iiiU或で GS

乱流1;i51J( \:." ，~，，)の強い領域が形成さ れているが， LESは，後流域の角伎'1'，(，、線上における GS

乱流応力(~十)の減衰が実験よりも早いことがわかる . こうした笑験と しESj'幌桝lリLの相違
は，計算総 Fの解像度およびSGSモデlレを変えた場合でも，ほぽ問機である .しかし.全体

的には，実験と LES解析から得られた GS古L流応力分布は，定性的によく e致していると 言

える .

位相平均を施したGS速度場(五)p' (ふ)pおよびGS乱流応)J(か'k)tf(ヤヤ)p' ( ~"十)pの

(x， y)平面上での分布を図 A.4.8-12に示す.代表的に Phase01とPhase05における分布が実

験と比較されている .位十日平均述l支場の分布は，全体的に実験とかなりよく 一致している .

しかし.( ，~) p の分布において ， 角柱背後の係大 ・ ~/J、イÎQ.の間隔が，実験と比較して僅かに広く
なっている.実験と LES計算におけるストローハル数値がほぼ一致しているため，これは，

放出渦の下流へのi.r流速度が計算において僅かに大きいということを意味している .図

A.4.IO - 11の GS乱流応力 (主"ょっp'(;川11')pの分布において止後流域において乱れの減

衰が実験よりも早い.

時間平均を施した流れ)j向 GS 速度成分 (~) の角位中心線仁のプロフ 7 イルを医1 A.4.13に

示す.SGSモデルとして Smagorinskyモデルを使刑した場合，角fj背後の逆流領J或が小さく

なる傾向にあることが待問ら (1994)により報告されているが，本 LES解析紡果 C16および

C32でも問機な傾向であ った.角特背後の逆流域は.f1] tí 1n~ 方都のはく離領域の計算精度に

大きく依存することが予想よされる .従って， Smagorinskyモデルが乱流選移過符を高精度に

再現できないということが j主流減の過小評価の原因であると考えられる .この欠点は.ス

パン方向の格子点を峨tJUさせて裕子解像度を高く することによ ってl降滅されているが，それ

でも十分ではない.乱1Ati，翠移過程を再現できると考えられている Oynamicll1ixedモデルを使

用した S32 Dの場合.逆流領域の大きさはかなり笑験とよく 一致する結*が待られ s

Sll1agorinskyモデJレと 比較して大きく改存さ れている .

時間平均を絡したO S舌L流応力 (;;少).(~，， ~，，) . (五小) の角位 rl' .(.、総 kのプロフ アイルを図

A . 4. 1 4 に示す C 1 6 と C32の場合，舌L流応力 (1~寸 ，)の最大官官がかな的過大評佃l されているが.
計算協子解像度が高く SOSモデルに Dynall1icmixedモデルを使JTJした S320の場合は.，)ミ験

とよく 一致している . 万.8Li;fE応)J(ふ寸，)の最大1i1iは，実験よりも j刷 、評側され.S32Dの

J品令でもその傾向は改持されていない. しかし .S320の場合，角本1:背後におけるのがベヴ

のi成哀が早いという欠点が改i書される傾向にある .向れ '1'心紋 l二において ，OS乱7Jt応)J

( ~'ナ) は，流れ坊の左イヨ対林性からゼ口とならなければならない LES計算の令ケースにお

いて，芦ifJ:中'L、線上において，GS乱流!と・)J(以，，)はほぼゼロであるため，時間平均の統計

H寺|也lは卜分であると考えられる .
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11時i時寺問平均を施した流れβ向 GS i迷主!皮笈釦l成求分 (~み) および GS 百乱L流応j均] (仏心"云u"り"づ，)‘(が五"ナ) . (μ五ω"吋，ψ少五
流れ方向 x=O守 l上、5におけるブロフ 7イルを図 A.4，I凶5-九、 lゆ9に示す.図 A.4.15において.流れ

万向流速(日)は，会ケースにおいて実験と定性的によく 一致しているが， S320が最も実験と

よく 一致している .特に， S32Dはせん断層の述度プロフ ァイルを高精度に再現してお り，

Oynal11ic l11ix，edモデルの効果が大きい 凶A.4.16-19において .GS乱流応)Jは，定底的に

LES 解析紡巣と実験結果とのllilに相逃が見られるが，定法的にはよく 一致している .

A.4.4 対流項風上化による GS運動エネ ルギーの分散・散逸

GS連動エネルギーの愉送方程式(A.2. 1 )中の会粘性 (分子粘世|二+乱ift~ 粘t1J i孜j卑および対流

項のJff\ ヒイヒによる人工的分散J}'îおよびi放送項の腕H手 li~の分布を図 A.4.20 -22に示す.対抗し

項に QUICKが使用された CI6およびC32の場合s 式(A，2.4)の筋 1J買および第 2lJiで去され

るQUICKの分散誤法項および散逸誤差mの影響は，全粘tU放逸の効果と 比較して無視でき

ない特に.角柱近傍およびf交流成において， QUICKの散i主総庄が大きく，これらの領域で

舌しれが実際よりも 強 く減衰されることが予惣される .これは， 1亘1A，4.IO - 11， !:i!l A.4， 14に

おいて， CI6およびC32における GS乱流応)J の Æ~底成分が，実験日行よりも早く減衰されて
いることことと対応している.これら定性的考察から， iHt):格子点数をかなり 1~1}Jllさせるか，

または人工的誤差墳の影響がより 小 さい高次の風上差分の使Jiiが，信頼性のある しES解析に

必要とされることがわかる .

しかし，図 A.4.22から， 十告子向午f象j支をL改善し対流項に 5次制度瓜上差分に変1Qした S320
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の場合でも， }凪ヒ化による散逸効果がSOSモデルによる散逸効呆と比較して無視できない程

度である 従って，高精度な LES解析において，風仁産分スキームの導入は避けるべきであ

る しかし ，LESを工学的応m問題へ応用する助合，少ない格子点数で安定な計算を行うと

いうことが求められるため，付流事i&分スキームのj瓜七化に i'~ う説法の影響を将減しつつ安
定な計算を行える差分スキームの開発が求められる .こうした試みとして.Kawashimaら

い996)は，流れぬの状態によ って人工的散逸項にかかる係数の調節する対流布[風上差分ス

キームを開発し静止fEJ位陪jりの流れのLESに適用して，検証を行っているまた..fトら(1996) 

は，ウイグlレの発生する領岐において風上差分スキームを使用 し，それ以外の領域では通常・

の中心差分をもtlfJする方法をチベンネ Jレ内立方体障害物周辺の流れのLESに適用し.全領域

に風上72分スキームを使用する場合よりも計fI:結果が改善されることを報告している .

こうした風よ化による感彩響にもかかわらず，全ケースにいて.時[1:11'均速度場および百L

流統計i茸が実験仰とかなりよく 致した結来が得られたのは，解析刈象である向付J羽りの流

れが大スケー Jレの t州連覇~J，すなわちカルマン渦により支配されているため ， Ni庇項の風上化
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の影響が出にくいということが考えられる .

A.5 付録Aのまとめ

異なる郎(主皮の百I-n裕子，対流m風上差分スキーム， SGSモデルをJT.Jいて， 2次克正則戸l

位腐りのiit，れのラージエデイシミュレーションを行い，以下のような知見を得た.

1. 1主流のスパン方向構造は，スパン方向の計算格子解像度に大きく依存し， 1対の流れ

)J向のサイズが笈化する後流の 3次元情造を正しく再現するためには，スパン方11iJに

少なくとも 32点/4H程度の格守解像度が必要である

2. ラージエデイシミコレーションにおいて。対流項に風上差分スキームを適用した53響
を調査するために 。 対流穿i~分スキームの}iJi\上化に伴う GS 運動エネルギーの分散散
i生誤差を評価した.その結果，風上差分スキームの分散 ・散逸誤差lま.分子粘性に乱首1t
粘性を力11えた令粘性散進と比較して無視できず，その傾向は，風上差分スキームの高次

精度化および計算絡子点数の嶋力11によっても，本質的には解決できなかった.

3. 2で述べられた風上差分スキームの怨影響にも関わらず，ストローハJレ鍛，角柱に作

用する各極流体力係数，時間平均 .，立J十n平均速度場および舌L流統計誌が比較的実験デー

タとよく一致したこれは，角柱周りの流れが，大きなスパン方向渦精進の影響が支配

的であるためであると考えられる
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