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３次元双曲空間 H3 のモデルを上半空間で与えると, その無限遠境界はリーマン球 Ĉ := C ∪ ∞ とみなせ

る. H3 の向きを保つ等長変換全体の群 Isom+(H3)と Ĉの等角 (conformal)同相写像全体の群 Aut(Ĉ)は共
に PSL2(C)と同一視される. PSL2(C)の離散部分群をクライン群と呼ぶ. Γがクライン群であるとき, H3

上の (任意の)１点の Γによる軌道の集積点全体を極限集合と呼び, Λ(Γ)と表す. Ĉにおける Λ(Γ)の補集合

Ω(Γ) := Ĉ \ Λ(Γ)は不連続領域と呼ばれ, Γが真性不連続に作用する Ĉ上最大の開集合となる. クライン群 Γ

が捩れ元 (torsion)を持たないとき, 商 H3/Γは完備双曲３次元多様体となり, 逆に任意の完備双曲３次元多様

体は捩れ元を持たないあるクライン群の商多様体であることが知られている.

M をコンパクト, 向き付け可能かつ双曲化可能な 3次元多様体とする. ここで双曲化可能 (hyperbolizable)

とは, M の内部 IntM がある完備双曲３次元多様体H3/Γと同相であることである. 種数 2以上の向き付け可

能閉曲面 S と閉区間 I の直積 S× I はこの様なM の一例となる. π1(M)から PSL2(C)への忠実かつ離散な
表現の共役類全体の集合 AH(M)を考える. Mumford商により AH(M)には位相が定まる. π1(M)が非可

換のとき AH(M)上の点列 {ρm}が ρに収束することは, 各 ρm 及び ρを代表する表現 ξm, ξ が存在して, 任

意の元 γ ∈ π1(M)に対し, ξm(γ)は ξ(γ)に PSL2(C)上収束することと同値である. 以下 AH(M)の元 ρに

対し, その元を代表する表現も ρで表し, その像 ρ(π1(M))を Γρ, 商双曲 3次元多様体 H3/Γρ を Nρ で表す.

クライン群の変形空間 AH(M)の位相について次のことが知られている:

• AH(M) の内部 IntAH(M) はいくつかのタイヒミュラー空間の商の非交和集合と同相である ([5] 7

章, ここでタイヒミュラー空間とは, 曲面上の指標付き等角構造全体のなす空間である),

• IntAH(M)の閉包は AH(M)自身に一致する（稠密性定理）([9] 4節)

一方で AH(M) 全体の位相空間としての描像は複雑であることも分かってきた. Anderson と Canary に

より IntAH(M) の異なる 2 成分が互いの境界で接触 (bump) する, すなわちそれらの成分の閉包が境界で

共通点を持つ様な AH(M) の最初の例が発見された ([1] 定理 3.1). Anderson, Canary と McCullough は,

M が圧縮不可能な境界のみを許す場合に, IntAH(M) の 2 つの成分が境界で接触するための必要十分条件

([3] 系 1) を与えた. また McMullen が最初に M = S × I の場合に, Bromberg と Holt がより一般の場合

に, IntAH(M)の 1成分が境界で自己接触 (self-bump)する, すなわちいくらでも小さな近傍が IntAH(M)

と非連結な交わりを持つ境界上の点が存在することを示した ([7] 定理 A.1 及び [4] 定理 4.5). ここで述べた
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bumpingあるいは self-bumpingと呼ばれる現象の背景には, 次に説明する wrapping 射影の存在がある.

ρを AH(M)上の点とする. ρに収束する AH(M)上の列 {ρm}を, 対応する双曲３次元多様体の列 {Nm}
が双曲３次元多様体 N̂ = H3/Γ̂に幾何学的に, すなわち Gromov-Hausdroffの意味で, 収束する様に取れる.

このとき Γρ は Γ̂の部分群であり, Nρ から付随する幾何学的極限 N̂ への自然な (被覆)射影 πρ が存在する.

次を仮定する:

• Nρ は accidental parabolic curve γ と対応する annulus cusp 近傍 Qを持つ,

• πρ により Qは N̂ の torus cusp 近傍 T̂ を被覆する,

• Γ̂の放物元 σ と部分群 Γ0 が存在して, ρ(γ)と σ は π1(T̂ ) < Γ̂を生成し, かつ Γ̂ = Γ0∗σ が成り立つ.

この仮定の下, n(≥ 0)が次の条件Wnを満たす最小の整数であるとき, πρ は γ ついて n回 wrapするという:

Wn: Nρ のコンパクト芯 (compact core)K と πρ の中間被覆となる双曲３次元多様体 N̄ = H3/Γ̄ が存在し

て, 被覆 π̄ : Nρ → N̄ のK への制限は埋め込みとなり, かつ Γ̄ = Γ0∗σ(n+1) を満たす.

特に n ≥ 1のとき πρ を wrapping射影と呼ぶ.

ここで Nρ の accidental parabolic curve とは, Nρ の等角境界 (conformal boundary)∂cNρ(:= Ω(Γρ)/Γρ)

の圧縮不可能な成分の上の本質的（すなわち homotopyによって１点や 1つの punctureにつぶれない）単純

閉曲線で, Nρ ∪ ∂cNρ 上の homotopyにより (双曲計量による)長さがいくらでも短くなる様に動かせるもの

のことである. γ をこの様な曲線とし, ρ(γ)の生成する Γρ の放物部分群を J とおく. Abikoff-Maskitの結果

([2] 補題 2, 3)と Klein-Maskitの組み合わせ定理により, Γρ は, γ が S を 2つに分割するとき Γρ = Γ1 ∗
J
Γ2,

分割しないとき Γρ = Γ′∗δ (ただし Γ1,Γ2 及び Γ′ は Γρ の部分群, δ は Γρ の元)と分解できることが分かって

いる. また N̂ の torus cusp 近傍 T̂ について, N̂ の等角境界 ∂cN̂ の異なる２成分と cusp torus 近傍 T̂ の境

界 ∂T̂ のそれぞれの上の本質的単純閉曲線が存在して, N̂ ∪ ∂cN̂ 内で互いに homotopicとなるとき, N̂ の T̂

が double troubleであるという.

そこで本論文の Theorem 3.1.1では, M = S × I の場合に, AH(S) := AH(S × I)上の点 ρが, accidental

parabolic curve γ を持ち, γ に対応する annulus cusp 近傍 Q の cusp が Nρ の幾何学的有限な, すなわち

∂cNρ の成分に対応する相対エンドに挟まれるいう仮定の下, Nρ から付随する幾何学的極限 N̂ = H3/Γ̂への

射影 πρ で, γ について n回 wrapし, かつ Qが被覆する N̂ の torus cusp 近傍 T̂ が double troubleであるも

のを持つための必要十分条件を Γρ の (wrappingを指定する)accidental parabolic curve γ に沿った分解で得

られる Klein群 Γ1, Γ2 あるいは Γ′ の Ĉへの作用により次の様に与えた. ρ(γ)の固定点を pとおく.

Theorem 3.1.1 (3.1.1). γ が S を分割する場合, 次が必要十分. p を固定する Γρ の放物元 σ と Ĉ 上の
(Γi, J)-不変な開円板 Ci, Di(i = 1, 2)が存在して次の条件 DSnを満たす.

DSn : σn+1(C1) = Ĉ \ C2, σ
n(D1) = Ĉ \D2, Ci ∩ Λ(Γi) = Di ∩ Λ(Γi) = p,Λ(Γi)は Ci と Di を分離する

(すなわち Ci と Di は Ω(Γi)の異なる成分に含まれる ).

ここで Ci が (Γi, J)-不変であるとは, Γi の任意の元 f に対し, f ∈ J のとき f(Ci) = Ci を, f /∈ J のとき

f(Ci) ∩ Ci = ∅を満たすことである.

2



γ が S を分割しない場合, 次が必要十分. Ĉ上の (Γ′, J)-不変な開円板 C, D, 及び (Γ′, Jδ−1

)-不変な開円板

C ′, D′ が存在して次の条件 DNnを満たす.

DNn : σn+1δ(C ′) = Ĉ\C, σnδ(D′) = Ĉ\D,C∩Λ(Γ′) = D∩Λ(Γ′) = p, C ′∩Λ(Γ′) = D′∩Λ(Γ′) = δ−1(p),

Λ(Γ′)は C と D, C ′ と D′ をそれぞれ分離し,任意の f ∈ Γ′ に対し,

f(C)∩C ′ = ∅, f(C)∩D′ = ∅, f(D)∩C ′ = ∅, f(D)∩D′ = ∅が成り立つ (この最後の条件を（ ∗）とおく ).

十分条件であることは次の様に示される. 条件 DSn 又は DNn を満たす Ĉ 上の円板に Klein-Maskit の

組み合わせ定理を適用すると, Γσn+1

1 ∗
J
Γ2, あるいは Γσn+1δ がクライン群であることが分かり, それを Γ0 と

おく.

Annulus cusp 近傍 Q の cusp が幾何学的有限な相対エンドに挟まれるという仮定から, 任意の f ∈ Γi

に対し f(Ci) ∩ Di = ∅ (Claim3.2.1), あるいは任意の f ∈ Γ′ に対し f(C) ∩ D = ∅ 及び f(C ′) ∩ D′ = ∅
(Claim3.2.5) が導かれる. この Claim と仮定 (円板の不変性及び DNn の場合は条件 (∗) も) を用いたピ

ンポン議論から, 再び Klein-Maskit の組み合わせ定理が適用でき, Γ0∗σ もクライン群であることが分かる.

Γ̂ = Γ0∗σ, Γ̄ = Γ0∗σn+1 , N̄ = H3/Γ̄, N̂ = H3/Γ̂とおき, 射影 πρ : Nρ → N̂ = (N̄ → N̂) ◦ (π̄ : Nρ → N̄)を

得る.

Klein-Maskitの組み合わせ定理は N̂ が H3/Γ1 と H3/Γ2, あるいは H3/Γ′ を (一部を除いてから)貼り合わ

せることで得られることも主張している. このことから π̄|K が埋め込みとなる Nρ のコンパクト芯 K も構成

でき, 条件Wnが成り立つことが示される. 更に nの最小性も Q周りの埋め込みをみることで確かめられる.

また, この貼り合わせの議論から N の位相構造, 特に Q が被覆する torus cusp 近傍 (T̂ とおく) が double

troubleであることも分かる.

Ohshikaと Soma([8])は π1(S)と同型なクライン群 (の商双曲３次元多様体)の列の幾何学的極限の分類を

与えていて, N̂ はその位相構造からある擬フックス多様体の列 {Nm}の幾何学的極限であることが分かる. 幾

何学的極限の定義を与える biLipschitz微分同相写像 fm による πρ(K)の像を観察することで, Nm のホロノ

ミー表現として, AH(S)上 ρに収束する ρm が得られ, N̂ が ρに付随する幾何学的極限であることも従う. 以

上で十分条件であることが分かる.

必要条件であることは次の様に示される. Double trouble の仮定から (無限遠) 境界を ∂cN̂ 上に持ち,

punctureを T̂ の cuspに持つ N̂ 内の once-punctured disk Â+, Â− が取れる. そのうちの 1つ (Â− とする)

の境界は γ の像であるとしてよい. 普遍被覆 H3 → N̂ による Â− の逆像となる円板の閉包のうち p を通る

もの全体を考えると, H3 := H3 ∪ Ĉもこれらの円板で領域に分割され, Ĉも帯領域に分割される. Â− による

N̂ の分解は, クライン群の分解 Γ̂ = Γ0∗δ で, Λ(Γ0)が, 上の分割で得られたある領域 ∆0 の (H3 での）閉包

∆0
H3

に含まれるものを与える.　

Anderson, Canary と McCullough が [3] pp. 721-723 で示したこと ([6] 補題 9) を用いてコンパクト芯

K を構成し, K \ Q の Γi に対応する成分を Ki(i = 1, 2) とおく (以下 γ が S を２つの成分に分割する場

合のみを説明する). πρ は γ について n 回 wrap し, 条件 Wn が成り立つことに注意すると, K の構成と

Anderson, CanaryとMcCulloughが [3] p. 724で示したことから πρ|Ki は埋め込みであることが分かる. 射

影 H3/Γi → Nρ が Ki を等長に持ち上げることと, 射影 H3/Γ0 → H3/Γ0∗σ = N̂ が πρ(Ki)を等長に持ち上

げることから, ある k ∈ Z≥−1 について, Γσk+1

1 < Γ0 かつ Γ2 < Γ0 として良く, Γρ < Γ0∗σk+1 が従う.
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Λ(Γ0) ⊂ ∆0
H3

より, Λ(Γσk+1

1 ) ⊂ ∆0
H3

, Λ(Γ2) ⊂ ∆0
H3

であるが, T̂ 周りで Â+ が πρ(K1) と πρ(K2) に

挟まれることから, ∆0 を Â+ の逆像の連結成分で閉包が p を通るものにより, ∆01 と ∆02 に分割すると,

Λ(Γσk+1

1 ) ⊂ ∆01
H3

, Λ(Γ2) ⊂ ∆02
H3

となる. ∆1 := σk+1(∆01), ∆2 := ∆02 とおき, ∆i の境界を用いて円板

Ci, Di(i = 1, 2)を定める. すると AbikoffとMaskitの結果 ([2] 定理 1)を用いて, C1, D1, C2, D2 が極限集

合に関する条件を満たすことが導ける. また Â− の取り方から, σ 方向に沿って ∆01 と ∆02 は, ∆1 と ∆2 の

順番と逆の順に並び, σk+1(∂C1) = ∂C2, σ
k+1(C1) = Ĉ \ C2, σ

k(∂D1) = ∂D2, σ
k(D1) = Ĉ \D2 (k ≥ 0) が

従う. よって C1, D1, C2, D2 が条件 DSk を満たすことが分かる.

k = nを示す. π̄ : Nρ → H3/Γ0∗σk+1 を射影とすると, π̄ によりK が埋め込まれることが分かり, 条件Wk

が成り立つ. 今 πρ が γ について n回 wrapすることから, nはWnが成り立つ最小の数であり, k ≥ nが従

う. 一方で条件Wnから Nρ のコンパクト芯 K ′ で, 射影 π̄′ : Nρ → H3/Γ0∗σn+1 により埋め込まれるものが

存在する. K と K ′ は互いに homotopic であり, π̄′|K′ が Q 周りで埋め込みであることから, k ≤ n が従い,

k = nである. よって γ が S を２つの成分に分割する場合に条件 DSnを満たす円板が得られた. 分割しない

場合もほぼ同様の議論で条件 DNnを満たす円板が得られる. 以上から必要条件であることも分かる.

最後に本論文では定理の系として次を得た.

Corollary 3.4.1. 連続な族 ρt ∈ AH(S), t ≥ 1で, 各 ρt が ⌊t⌋-wrapping射影を持つものが存在する.

実際には, AH(S)の自己接触点からなるこの様な族を構成した.
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