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近年，超局所層理論をシンプレクティック幾何に応用する研究が盛んに行われている．本論文では異

なる 2つの定量的問題 (i)余接束内のコンパクト完全ラグランジュ部分多様体の交叉の濃度・全ベッチ

数の評価，(ii)余接束内のコンパクト部分集合の displacement energyの評価，への応用を与える．

1 超局所層理論とシンプレクティック幾何への応用に関する先行研究

超局所層理論は柏原と Schapira [KS90]による層係数のモース理論ともいえる枠組みである．そこで

は「層に対する臨界点」を記述するためのマイクロ台という概念が導入され，多くの分野への応用をも

たらした．以下，kを体とする．実多様体 X に対してDb(X)で X 上の k線型空間の層がなす有界導

来圏をあらわす．F ∈ Db(X)のマイクロ台は F のコホモロジーが同型に拡張できない方向をあらわす

余接束 T ∗X の部分集合として定義される．通常のモース理論の拡張として，X 上の関数 φの微分が F

のマイクロ台と交わらない限り，F の φ−1((−∞, c))上のコホモロジーは cによらず同型であることが

示され，マイクロ台を越える際のコホモロジーの変化を記述する層係数のモース不等式も得られる．

余接束はシンプレクティック多様体であり，そこでは以下で説明する non-displaceability の問題

が考えられる．以下では M を連結実多様体として標準的な完全シンプレクティック構造が入った

余接束 T ∗M を考える．コンパクト台を持つ C∞ 級関数 H = (Hs)s∈[0,1] : T
∗M × [0, 1] → R は

T ∗M 上の時間依存するハミルトンベクトル場 XH = (XHs)s と対応するハミルトンアイソトピー

ϕH = (ϕH
s )s : T

∗M × [0, 1] → T ∗M を定める．A,B を T ∗M のコンパクト部分集合とする．任意のコ

ンパクト台関数H に対して A∩ ϕH
1 (B) ̸= ∅であるとき Aと B は non-displaceableであるという．与

えられたコンパクト部分集合が non-displaceable であるか否かを判定することはシンプレクティック

幾何での主要な問題の 1つである．さらに一般化された定量的な問題として，濃度 #(A ∩ ϕH
1 (B))を

評価することも重要である．現在では多くの研究者は概正則曲線や Floer理論を用いて，これらの問題

に取り組んでいる．

Tamarkin [Tam08]は超局所層理論を用いて，余接束のシンプレクティック幾何に対する新たなアプ

ローチを提唱した．コンパクト部分集合の non-displaceability の十分条件をマイクロ台がそれらの錐

に入る層の圏を使って以下のように与えたのである．(x, t; ξ, τ)を T ∗(M × R)の斉次局所座標系とす
る．D(M)をマイクロ台が {τ ≤ 0}に含まれる対象のなす部分三角圏による Db(M × R)の商圏とし
て定める．さらに T ∗M のコンパクト部分集合 Aに対して DA(M)をマイクロ台が Aの錐に含まれる

層からなる D(M)の充満部分圏とする．また c ∈ Rに対して Tc : M ×R → M ×R, (x, t) 7→ (x, t+ c)

を R方向への平行移動写像とする．すると F ∈ D(M)と c ∈ R≥0 に対して，自然な射 τ0,c(F ) : F →
Tc∗F が存在する．さらに D(M) には内部 Hom 函手 Hom⋆ が存在し，F,G ∈ D(M) に対して

HomD(M)(F,G) ≃ H0RΓM×[0,+∞)(M × R;Hom⋆(F,G)) を満たす．これらを用いて Tamarkin は

次の non-displaceability 定理を示した：qR : M × R → R を射影とする．A,B を T ∗M のコンパク

ト部分集合としたとき，もし F ∈ DA(M) と G ∈ DB(M) が存在して，任意の c ∈ R≥0 に対して

τ0,c(RqR∗ Hom⋆(F,G)) ̸= 0ならば，Aと B は non-displaceableである．

その後，Guillermou・柏原・Schapira [GKS12]，Guillermou [Gui12] はそれぞれハミルトンアイ

ソトピーのグラフとコンパクト完全ラグランジュ部分多様体（を錐状化したラグランジュ部分多様

体）をマイクロ台に持つ層量子化と呼ばれる対象の存在を示した．彼らはそれらを用いてゼロ切断の

1



non-displaceabilityやコンパクト完全ラグランジュ部分多様体の位相的性質を調べている．

本論文では上述の圏 D(M)と層量子化を用いて，異なる 2方向へ Tamarkinの定理を定量的主張に

拡張する．以下でそれぞれの結果について説明する．

2 層量子化を用いたコンパクト完全ラグランジュ交叉の研究

Guillermou [Gui12] はコンパクト完全ラグランジュ部分多様体 1 つの性質を調べていたが，この

パートでは 2つの交叉について考察する．このパートではM はコンパクトであると仮定する．論文で

は Guillermou-Schapira [GS14]により定義された D(M)の商圏 T (M)を用いるが要旨では主張を圏

D(M)のみで記述するため，論文と記述が一部異なることを注意しておく．

定理 2.1. i = 1, 2に対してLiを T ∗M のコンパクト完全ラグランジュ部分多様体としFi ∈ Db(M×R)
を Li と dfi = α|Li

を満たす関数 fi : Li → R に対応する単純層量子化とする . さらに L1 と L2 が

斉交叉する，すなわち，L1 ∩ L2 が T ∗M の部分多様体で任意の p ∈ L1 ∩ L2 に対し Tp(L1 ∩ L2) =

TpL1 ∩ TpL2 であると仮定する．L1 ∩ L2 =
⊔n

j=1 Cj を連結成分への分解とし，p ∈ Cj を取って

f21(Cj) := f2(p)− f1(p)と定める．さらに −∞ < a < b ≤ +∞とする．このとき，k = F2 = Z/2Z
に対して，不等式∑

a≤f21(Cj)<b

∑
k∈Z

dimF2
Hk(Cj ;F2) ≥

∑
k∈Z

dimF2
HkRΓM×[a,b)((−∞, b);Hom⋆(F2, F1))

が成り立つ．特に，任意の j に対して f21(Cj) ≥ 0ならば

n∑
j=1

∑
k∈Z

dimF2 H
k(Cj ;F2) ≥

∑
k∈Z

dimF2 HomD(M)(F2, F1[k]).

L1 と L2 が横断的に交わる場合は，F2 係数だけでなく任意の体 kに対して不等式が成立する．

さらに，任意の j に対して f21(Cj) ≥ 0ならば，Lを F1 と F2 に対応するM 上の階数 1の k係数

局所系として
HomD(M)(F2, F1[k]) ≃ Hk(M ;L)

が任意の k ∈ Z に対して成り立つことも示す．定理 2.1 と合わせると，Floer 理論を用いて示された

Nadler [Nad09]，深谷・Seidel・Smith [FSS08]の結果の純粋に層理論的な証明が系として得られる．

系 2.2 ([Nad09, Theorem 1.3.1] and [FSS08, Theorem 1]). 任意の横断的に交わる T ∗M のコンパク

ト完全ラグランジュ部分多様体 L1, L2 と任意のM 上の階数 1の k係数局所系に対して，

#(L1 ∩ L2) ≥
∑
k∈Z

dimHk(M ;L).

定理の証明の概略は以下の通りである．まず層係数のモース・ボット不等式を H := Hom⋆(F2, F1)

と関数M × R → R, (x, t) 7→ tに適用し，不等式∑
a≤c<b

∑
k∈Z

dimHkRΓ
(
M × {c};RΓM×[c,+∞)(H)|M×{c}

)
≥

∑
k∈Z

dimHkRΓM×[a,b)(M × (−∞, b);H)
(1)

を得る．次に µhom函手を用いて，同型

RΓ
(
M × {c};RΓM×[c,+∞)(H)|M×{c}

)
≃ RΓ (Ω+;µhom(Tc∗F2, F1)|Ω+) (2)
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を証明する．ここで，Ω+ := {τ > 0} ⊂ T ∗(M × R) である．最後に µhom(Tc∗F2, F1)|Ω+
は

{(x, t; τξ, τ) | τ > 0, (x; ξ) ∈ L1 ∩ L2, t = f2(x; ξ) − f1(x; ξ) = c} に台がある階数 1 の定数層

（のシフト）と同型であることを示し，証明が完了する．

体が F2 でない場合は µhomは定数層とは限らない局所系となる．L1, L2 がともに完全形式のグラフ

の場合，この局所系は f2 − f1 をM 上のモース・ボット関数とみなしたときの不安定束の相対向き付

け層になることも示す．交叉が退化している場合でも (1)と (2)は依然成立するが µhomはもはや局所

系とは限らない．この意味で層の族 {µhom(Tc∗F2, F1)|Ω+}c は L1 ∩ L2 の退化しているかもしれない

連結成分からの寄与をあらわすとみなせる．例を用いて退化した成分からの寄与についても考察する．

3 Tamarkin圏におけるパーシステント的距離と displacement energy

Tamarkin [Tam08]は定性的な non-displaceabilityの問題のみを考察したが，一般化として displace

するハミルトンアイソトピーたちの最小エネルギーを評価するという定量的な問題が考えられる．

Hoferに従ってハミルトン関数 H : T ∗M × [0, 1] → Rのノルムを

∥H∥ :=

∫ 1

0

(
max

p
Hs(p)−min

p
Hs(p)

)
ds

と定める．さらに T ∗M の 2つのコンパクト部分集合 A,B に対して

e(A,B) := inf{∥H∥ | H : T ∗M × [0, 1] → Rコンパクト台, A ∩ ϕH
1 (B) = ∅}

と定め，displacement energyと呼ぶ．このパートでは圏 D(M)にパーシステント加群間の擬距離の類

似を定め，それを用いて e(A,B)の下限を評価する新たな層理論的アプローチを提示する．これは最近

の柏原・Schapira [KS17]によるパーシステント加群の層理論的解釈に動機づけられており，彼らによ

る実線型空間上の層の導来圏上の擬距離を改良してM × R上の層の圏 D(M)に導入したものである．

また主結果は Tamarkinの non-displaceability定理をエネルギー評価付きに拡張したものとみなせる．

定義 3.1. (i) F,G ∈ D(M)，a, b ∈ R≥0 とする．このとき，F が Gに(a, b)-isomorphicであるとは，

射 α, δ : F → Ta∗Gと β, γ : G → Tb∗F が存在して次の条件を満たすことをいう：

(1) F
α−→ Ta∗G

Ta∗β−−−→ Ta+b∗F は τ0,a+b(F ) : F → Ta+b∗F と等しく，G
γ−→ Tb∗F

Tb∗δ−−−→ Ta+b∗Gは

τ0,a+b(G) : G → Ta+b∗Gと等しい．

(2) τa,2a(G) ◦ α = τa,2a(G) ◦ δ かつ τb,2b(F ) ◦ β = τb,2b(F ) ◦ γ.

(ii) F,G ∈ D(M)に対して，dD(M)(F,G) ∈ R≥0 ∪ {+∞}を

dD(M)(F,G) := inf{a+ b ∈ R≥0 | a, b ∈ R≥0, F is (a, b)-isomorphic to G}

により定め，dD(M) をtranslation distanceと呼ぶ．

さて D(M)の対象とそのハミルトン変形の間の距離を考えよう．H : T ∗M × [0, 1] → Rをコンパク
ト台ハミルトン関数とすると D(M) の対象をハミルトンアイソトピー ϕH で変形できる．すなわち，

Guillermou・柏原・Schapira [GKS12]の結果により，函手 ΨH
1 : D(M) → D(M)が存在して，この函

手は任意の T ∗M のコンパクト部分集合 Aに対して ΨH
1 : DA(M) → DϕH

1 (A)(M)に制限される．

定理 3.2. G ∈ D(M) とし，H : T ∗M × [0, 1] → R をコンパクトな台を持つハミルトン関数とする．
このとき，dD(M)(G,ΨH

1 (G)) ≤ ∥H∥である．

証明にはホモトピー層のマイクロ台の錐の角度が translation distance dD(M) を統制すること，およ

び Gと ΨH
1 (G)をつなぐホモトピー層の性質（[GKS12]の結果の系）を用いる．
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次に上の結果を displacement energyの評価に応用する．

定義 3.3. F,G ∈ D(M)に対して，eD(M)(F,G) ∈ R≥0 ∪ {+∞}を以下で定める：

eD(M)(F,G) := dD(M)(RqR∗ Hom⋆(F,G), 0) = inf{c ∈ R≥0 | τ0,c(RqR∗ Hom⋆(F,G)) = 0}.

このパートの主結果は次の定理である．

定理 3.4. A,Bを T ∗M のコンパクト部分集合とする．このとき，任意の F ∈ DA(M)とG ∈ DB(M)

に対して
e(A,B) ≥ eD(M)(F,G)

が成り立つ．特に，任意の F ∈ DA(M)と G ∈ DB(M)に対して以下が成り立つ：

e(A,B) ≥ inf{c ∈ R≥0 | HomD(M)(F,G) → HomD(M)(F, Tc∗G) is zero}.

この定理は定理 3.2 および Tamarkin の分離定理，すなわち，もし A ∩ B = ∅ であれば, 任意の

F ∈ DA(M)と G ∈ DB(M)に対して RqR∗ Hom⋆(F,G) ≃ 0であることから従う．また定理 3.4は，

ある Novikov環上の加群 H(F,G)の捩れの大きさで displacement energyが評価できることを意味し

ており，Floer理論的なアプローチとも関係しているように思われる．

定理 3.4の応用として次の Polterovichの定理の層理論的な証明を与えることができる．

命題 3.5 ([Pol93, Corollary 1.6]). 内部が空でない T ∗M のコンパクト部分集合 A に対して，その

displacement energyは正である：e(A,A) > 0.
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