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この論文では, 多重双曲的曲線の良還元判定条件を与えた. この研究は, 織田・
玉川による双曲的曲線の良還元判定条件に関する研究の高次元版にあたる.
まず, 代数多様体の良還元の定義を述べる. Sを離散付値環 OK のスペクトラ

ム, ηを S の生成点, σを S の閉点とする. K = κ(η)を OK の商体, k = κ(σ)を
OK の剰余体, pを kの標数とする.

定義 1. X をK 上の固有滑らかなスキームとする. X が良還元を持つとは, S 上
固有滑らかなスキーム Xであって, 生成ファイバー Xη が K 上 X と同型である
ものが存在することをいう. このような XをX の滑らかなモデルという.

数論幾何において, X が良還元を持つかの判定条件を与えることは重要な問題
である. 例えば Serreと Tateはアーベル多様体について, K の惰性群の (pと素
な素数 lについて)第一 l進エタールコホモロジーへの作用が自明であることと,
良還元を持つことが同値であることを証明した. このようなガロア表現を用いた
良還元判定条件の非可換版として, 織田と玉川による判定法がある. これは, 双曲
的曲線 [cf.定義 2]が良還元を持つことと, K の惰性群の副 l基本群への外ガロア
表現が自明であることが同値というものである [Oda1] [Oda2]. これについて説
明する.
外ガロア表現は次のように定義される. K の分離閉包をKsep とし, その絶対

ガロア群をGK := Gal(Ksep/K), 惰性群を IK とする. (ここで IK は共役を除い
て定まる GK の部分群である). X をK 上の滑らかかつ幾何的連結なスキームと
する. t̄を基点とする X の幾何的エタール基本群 π1(X ⊗ Ksep, t̄)の副 l完備化
π1(X ⊗Ksep, t̄)l は, 位相群の連続準同型

ρ : GK → Out(π1(X⊗Ksep, t̄)l) := Aut(π1(X⊗Ksep, t̄)l)/Inn(π1(X⊗Ksep, t̄)l),

を誘導する. これを外ガロア表現という. 織田は X が良還元を持つことと, ρの
IK への制限が自明になることの同値を証明した [Oda1][Oda2]. 固有でない双曲
的曲線については, 玉川が同様の良還元判定法をX の滑らかなコンパクト化に対
して示した [Tama].
織田と玉川の判定法は遠アーベル幾何の一部と捉えることができる. 実際,

Grothendieck予想と呼ばれる「双曲的曲線は (適当なK に関する条件のもとで)
外ガロア表現GK → Outπ1(X ⊗Ksep, t̄) から同型類が決定される」という主張
が, 玉川と望月により証明されており, 双曲的曲線は典型的な遠アーベル多様体で
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ある. ゆえに, X の還元の情報がX の外ガロア表現から得られると期待すること
は, 非常に自然である.
次に双曲的曲線の高次元版にあたる多重双曲的曲線を, 双曲的曲線の定義も含

めて説明する.

定義 2. S をスキームとし, X を S 上のスキームとする.

1. DをX の因子とする. 射X → S が固有滑らかかつ幾何的ファイバーが次
元 1の連結な種数 gの曲線であり, 射D → Sが次数 nの有限エタール射で
あり, さらに不等式 2g + n − 2 > 0を満たすとき, (X,D)は S 上の双曲的
曲線であるという. n = 0のとき 2gを, n > 0のとき 2g+ n− 1を第 1ベッ
チ数という. D = ∅のとき, X は固有双曲的曲線であるという.

2. ある正整数 nと射X → S の分解

X = Xn → Xn−1 → . . . → X1 → X0 = S (1)

が存在して, 各 i ∈ {1, . . . , n}に対し, ある双曲的曲線 (X̄i, Di) → Xi−1 か
ら定まるスキーム X̄i \Di がXi−1上Xiと同型のとき, X は S上の相対次
元 nの多重双曲的曲線であるという. また, 射 X → S が固有であるとき,
固有多重双曲的曲線であるという. このX → S の分解をパラメーター付け
射の列という.

3. X を S 上の相対次元 nの多重双曲的曲線 (resp.固有多重双曲的曲線)とす
る. X → S のパラメーター付け射の列

S : X = Xn → Xn−1 → . . . → X1 → X0 = S, (2)

に対し, Xi → Xi−1のファイバーの第一ベッチ数 (resp.種数)のうち最大の
ものを, S の極大第一ベッチ数 bS (resp.種数 gS)という. X の全てのパラ
メーター付け射の列の極大第一ベッチ数 (resp.種数)のうち最小のものを,
X の最大第一ベッチ数 bX (resp.種数 gX) という.

多重双曲的曲線は遠アーベル多様体であると考えられている. 実際, 4次元以
下で基礎体が劣 p進体上のときGrothendieck予想が成立する. さらに, X が強双
曲的Artin近傍で基礎体がQ上有限生成のとき, Grothendieck予想が任意の次元
で成立する. よって, 織田と玉川による良還元判定条件の類似が多重双曲的曲線
に対して成立することが期待される.

[Nag]では, 固有多重双曲的曲線の良還元判定法がある条件下で示された. こ
の論文では, [Nag]の結果を改良し, また固有でない場合についても議論する. こ
の論文の主結果は以下である:

定理 3. K を OK が付値環であるような離散付値体とし, K の剰余標数を p ≥ 0
とする. IK をK の絶対ガロア群GK の惰性群とする. X をK 上の固有双曲的多
重曲線とし, gX をX の最大種数とする. 以下の条件について考える.

(A) X は良還元を持つ.

(B) IK の外ガロア表現 IK → Out(π1(X ×SpecK SpecKsep, x̄)p
′
)は自明.
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このとき, 次が成立する.

1. (A) ならば (B).

2. p = 0とすると, (B)ならば (A).

3. p > 2gX + 1かつX の次元が 2なら, (B)ならば (A).

4. XがK有理点xを持ち, xから誘導されるガロア表現 IK(x) → Aut(π1(X×SpecK

SpecKsep, x̄)p
′
)が自明であり, かつ p > 2gX + 1なら, (A)が成立する.

定理 4. K, OK , IK を定理 3のものとする. パラメーター付け射の列

S : X = Xn → Xn−1 → . . . → X1 → X0 = SpecK (3)

を持つ K 上の双曲的多重曲線 X を考える. S の極大第一ベッチ数を bS とする.
次の条件を考える.

(A) OK 上の多重双曲的曲線 X →であって, 生成ファイバーが S と同型なパラ
メーター付け射の列

X = Xn → Xn−1 → . . . → X1 → X0 = SpecOK (4)

を持つものが存在する.

(B) IK の外ガロア表現 IK → Out(π1(X ×SpecK SpecKsep, x̄)p
′
)は自明.

このとき, 次が成立する.

1. p = 0または p > bS + 1とすると, (A)ならば (B).

2. p = 0とすると, (B)ならば (A).

3. p > bS + 1とし, X の次元が 2とすると, (B)ならば (A).

また, bS と pに非常に強い条件をつけることで, 外ガロア表現による良還元判
定法の高次元版を示すことができる.

定理 5. K, OK , IK , X, S, bS , nを定理 4のものとし, n ≥ 3とする. m ≥ 3に
対し, 関数 fbS (m)を次で定める.

• m = 3なら, fbS (3) = 2b
2
S .

• m ≥ 3なら,

fbS (m+ 1) = (fbS (m))× (2b
2
S×fbS (m)2)fbS (m).

定理 4の条件 (A), (B)を考える. p > 2bS×fbS (n) であれば, (B)ならば (A).

(A) ⇒ (B)は特殊化の議論により従う. 以下で, (主張中の p, gX , bS に関する
条件を課した上で) (B)⇒(A)の証明の主となる議論を説明する.
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1. 惰性群と中心化群の比較

p = 0のとき, 惰性群のガロア作用を, エタール基本群 Πにおける幾何的エ
タール基本群 ∆の中心化群 ZΠ(∆) の作用で記述し直すことができる. こ
の翻訳は, Π ∼= ∆ × ZΠ(∆)という分解を用いる. この分解は, (p = 0なの
で)幾何的エタール基本群のホモトピー完全列が存在するため, ∆の中心自
明性が成立することと, 外ガロア作用に関する仮定から得られる. これらの
技術を用いて, (B) ⇒ (A)を示すことができる.

2. 中間商群

p > 0のとき, ファイブレーション Xi → Xi−1(2 ≤ i ≤ n)に関する適切な
ホモトピー完全列が存在しないことに注意する. 実際, 副有限群を副 p′ 完
備化という関手は完全ではない. さらに, K の標数が正であるとき, (フル
の)エタール基本群のファイブレーションの完全列が存在しない. この論文
では, 幾何的エタール基本群の副 p′完備化と副 l完備化の中間商 (∆(l,p′)と
書く)を考えることで, ホモトピー完全列を得た. X の次元が 2であれば,
∆(l,p′)の中心自明性と, 1と同様の議論を用いることで, (B)⇒(A)を示すこ
とができる. また, X が閉点 xを持てば, xにおける惰性群 IK(x) の作用と
帰納法の各段階に出てくる惰性群の作用を比較することができ, 定理 3.4を
示すことができる.

3. 更なる中間商群

X の次元が 3以上のとき ∆(l,p′) の中心自明性は不明だが, pが十分大きけ
れば, その商∆で中心自明性を持ち, かつホモトピー完全列を持つものが構
成できる. これにより, 定理 5を示すことができる.

またこの論文の最後に, 多重双曲的曲線が (1次元の)双曲的曲線に比べて, あ
る意味で遠アーベル的性質が弱いことを示す興味深い例を３個与えた.
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