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I. は  じ  め  に

乱流は未解決の物理の
一つである

°
.比 較的単純な流れ

の場合です ら完全な理論的記述が得 られていないため,乱

流の研究では数値 シミュレーションが非常に重用されてい

る。典型的なシミュレーション技法 としては direct numer―

cal simulation(DNS), Reynolds¨ averagcd Navicr―Stokes

(RANS), そ して large eddy simulation(LES)を 挙げるこ

とができる。DNSで は乱流中の全てのスケールが十分な

格子数で解像される一方,RANSで は平均量の時間発展の

みが解かれる。LESは その両者の中間的アプローチであ

り,大 スケールは直接的に解くが,小 スケ
ールの渦が大ス

ケールに与える影響はsubg五d―scdc(SGS)モ デル (もし

くはsubil“r_scalcモデル)に よって近似的に評価する
の.

LESは DNSと 比べ少ない計算時間と計算機容量で非定常

大規模乱流の計算を可能にするため,学 術研究のみならず

実際的な工学的流れ計算でも用いられてきている。

LESの持つ大きな問題の一つが数値不安定である。すで

に良く知られているように,複 数の既存のSGSモ デル

(夕1えばtensor―diffusi宙ty°, scale―similarity°, d,nattiC

Sm電0五nsky9モデル)が 数値的に不安定な性質を持ち,

そのため数値安定性を保障するために何らかの人工的な数

値的操作 (SGS応力の smoothingあるいはclippingなど)

が併用される
250。
それらのモデルの不安定な振る舞いの

メカニズムに関しては幾つかの文献で議論されてきている

が,2,8‐
lD sGSモ

デルがそのような不安定性を持つ根源的

要因に関しては,著 者らの知るところではまだ十分な理解

は得られていない。この数値的問題はモデリング過程に潜

む何らかの失敗からくるのであろうか?あるいは他の要因

が関係しているのだろうか?この間に答えるには,類 似す

る, しかし理想化された問
“
完全に正確なSGSモ デル

(仮に存在するとして)は 数値的に安定か?"に ついて考

えてみることが有益であろう。

Leonard9)はSGS応 力項の正確な展開式を打ち切ること
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で得られたにnsOrd̈iffus市ityモデルが流体の伸張方向に不

安定的に振舞う可能性を示唆した。この不安定な振る舞い

は,支 配方程式をill_conditionedにし数値計算に不向きに

する負の拡散性からくるものである。Winckelmansら
のは

純粋な“nsO■diffusivityモデル (およびにnsord̈iffusivityモ

デルベースの混合モデル)を 用いた数値実験により,こ の

モデルが壁乱流条件下では不安定に振舞う一方,一 様減衰

乱流に関しては安定な解を供給することを指摘した。最近

の論文
1の
で我々は,LESの 最 も基本的な要素であるフィ

ルター操作が LESの 数値不安定の原因の
一つになってい

ることを示 した。特定の SGSモ デルの利用を仮定せず,

主流速度成分に関する簡単な仮定の下,我 々はGaussian

フィルター (LESに おいて最も良く用いられるフイルタ
ー

の一つB))の Navier一Stokes方程式への適用が数値的に不

安定なクロス微分項 (正と負の拡散項に分離することがで

きる)を 派生させることを示した。これらの仕事は,一 見

すると支配方程式の物理的性質を安定化させるように思え

るGaussianフイルター操作が数値不安定の原因になり得

ることを示 している。この結果は,SGS応 力項の性質を

完全に再現することのできる完璧なモデルであっても数値

的に安定であるとは限らないことを暗にほのめかしている

ように思える.

本論分
1のでは,よ り受け入れやすい結論を得るべく前

論文
lめの研究を拡張する。前の仕事では主流速度成分の

瞬時値が流れに平行に置かれた平板からの距離に線形比例

すると仮定した。対照的に,本 論分では主流速度の統計平

均値が壁からの距離に線形比例すると仮定する。これは平

板近傍に形成される粘性底層の場合に相当する,よ り現実

的な仮定である.以 下の章で示されるように,こ の仮定の

下でも数値的に無条件不安定になる項が導出される。

sec.Ⅱで支配方程式とフイルター関数について簡単に紹

介し,Sec.Ⅲで壁乱流の場合に関する再検討を行う。最後

にSec.Ⅳで結論を述べる。

I.支 配方程式とフィルター操作

非圧縮性粘性流はNavier―Stokes方程式で記述される :
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を得る。(これらは音5分積分によって導くことができる。
12,15,10

争
+℃ ′=畿 +ギ

缶
f∝j= 1 , 2 , 3 ,… … .0  ま た,こ れら剛 にLE Sに 関する幾つかけ 究鶴 用さ

れてきている。
17 ) ) E q。
( 8 )を用いると例えば

指=0,………………………………121

ここでは総和規約の適用が仮定されている。また,“j=“ j

(・1'χ2'与′)は速度成分,′は定数密度で割られた圧力,γ

は動粘度を示す。LESで は大スケールと小スケールを分離

するためにこの方程式系にフイルター操作を施す。フィル

ター操作は以下の畳み込み積分によって遂行される :

F(χ,。…,′)〓∫L(χ―X)F(χ,.…,′)″,……。0)
ここで (。)は フィルター値,χは任意の関数 Fの 独立変数

の一つ,L(X)は フイルター関数を示す。本研究ではL(x)

をGaussian関数とする。

LIXl=ν富∝pトギト………………くの
これは肛メX漱=1を満たす。ここで△はフイルタ
ー幅 (定数と仮定),7は 実定数である (LESで は

一般に

γ=6と される
1°
)。Eqs。(1)と (2)に フイルター操作を

施すと

鳥争+翼平ア
=―発、十ソ量寺発考

…………………………(5)

もしくは

鳥争+警「=-1暑+ソ量髯勇考―器≒,
τ″
~“ :“ノ
~′
j′ノ'

………………。(6)

および

設=0,……i………………………0
ここで

=手mdl畿)=託
げは従属変数)を用いた。lτヶはいわゅるsGS応カテンソ
ルで,一 般にモデリングを必要とする。

本題に入る前に,我 々の議論に有用な数学的道具をここ

で幾つか紹介する。Gaussianフイルターがχj方向に適用さ

れると仮定すると,

印=為∫+ダ壬……………Ю
(χJノ)=χブ√ fOr」i≠j, …・….……….…………………(9)

竺
問

χj〓χル・・…・…・…・…Ⅲ…。…・…・…・…・…・…・…・。(1 0 )

を得ることができる。

これらの結果に基づ き,以 下では平板乱流条件下で

GaussianフイルタリングされたNavier―Stokes方程式に関す

る理論解析を行う。

Ⅲ口平板乱流に関する理論解析

χl'χ2'お よびχ3をそれぞれ主流方向,壁 法線方向,ス パ

ン方向とし, また,平 らな剛体壁がぁ≦0に 置かれている

とする。速度成分を統計平均値び,と擾乱成分“1に分離す

ると,

“,(x,′)=υメx)十“1(x,′),…
………………………。(11)

を得る。ここでυjは時間に依存しないとしている。さら

に,以 下を仮定する :

U(x)=(び 1(x),1/2(X),び3(X))

= (βχ2, 0 , 0 )       …
Ⅲ…・…・…・…・…・・(1 2 )

ここでβは実定数である。これはつまり,主 流速度成分

が壁からの距離に線形比例することを意味する。(よリ
ー

般的な場合への拡張に関 しては Appendixで簡単に論 じ

る。)こ れらの仮定の下では

器〓器=0・……………………・(10

となる。Eqs。(11)と (12)を ■についての方程式の対

流項に代入し,Eq。 (13)を用いると

特=銑器+幾ノ2+:針
=βχ2器+βノ2+暑針 …………・はの

を得る。壁法線方向にGaussianフイルタリングを施すと

この式は

等卜σl器十β斜乱 +場ノ2+」写l…l151

となる。ここでEq。(8)と 銑 =σl(Eq。 (10)から容易

に導ける)を 用いた。び1がχ2のみに依存するため,3次

元のGaussianフイルターを用いた場合にも同じ結果が得

られる。言い換えると,他 の方向にフイルタリングを行っ

ても付加項は導出されない。ところで,フ ィルタリングさ

れた速度成分を用いて見積もった対流項∂(ら虎1)/∂χメま

以下のように書き換えられる :
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讐
=喘 +幾 け

讐
一 ― ― m 暉 り 瑚

絆
χ
l…

… … … … 初

Eqs。(15)と (16)よ り以下を得る :

諭
=β
弄轟 か    。

… … … ・l1 7 1

これと∂
2」
1/∂χノ∂χノ〓0を Eq。(6)に代入すると

等叫暑等一器+γ寺≒―βダ乱

ここで開τは壁摩擦速度である。Eq。(23)を用いて書き換

えるとEq。(22)は以下のように簡略化される:

早△=△+≦2√,……………………90

ここで上付きの十はwdl unitsで表された量を示す。γ=6

とすると,こ の結果はKobayashi&Shimomuraに よるtcn―

so卜diffus市ity項の安定条件
1⇒と完全に一致する。

|こ で,Eq。 (24)は 数値解の安定性を保障するための

最低条件にすぎないことを注記する。Eq。 (18)の 最終項

も数値不安定の原因になりうるのである。(たとえば,も

しある時間,あ る位置で“
'1∝χ2が成り立っているとすると,

レ勢)―″1器X乱………………。→
となる.121しかしながら,こ の不完全な条件ですら格子幅

(ん)の 選択に強い制限を与えるのである。△
十=2ん+の場合

(こ の 設 定 は実 際 に良 く用 い られ る ),格 子 幅

は が ≦1/6～2.4を満たす必要がある。また,△
+=4が の

場合 (これはSGS応 力の寄与が二次精度差分法の持つ打

ち切 り誤差やエリアジング誤差と比べて十分な大きさを持

つのに必要だとされている設定
19)に はが ≦h/6/2～ 1,2

が必要となる。(既に述べたように,ク ロス微分項は壁法

線方向のフイルタリングのみから導出されるため,こ こで

示 した制限はその方向の格子幅のみに適用されることを注

記する。)こ の結果は,数 値安定性を保証するためには少

なくとも数イ回の格子点が粘性底層内に必要であることを示

している。これは大規模高レイノルズ数乱流の実際的な応

用計算において非常に厳しい制限になるであろう。しかし,

もしこの条件が満たされなければ,た とえ完全に正確な

SGSモ デルであっても数値的に不安定になり,そ の結果,

数値解は発散へ向かうであろう.

Eq。 (18)中 のクロス微分項はある
一定の方向に常に負

の拡散性を示すものであるため,そ の数値不安定性は時間

に依存 しないが,同 方程式の最終項の数値安定性は時間に

依存する。Scc.Iで 述べたように,Winckclmansら はten…

sor diffus市ityモデルの安定性が問題に依存することを指摘

した。強い非等方性が現れる壁乱流の場合には,た とえ渦

粘性項を付加しても安定な解を得ることが難しかったが,

等方乱流の場合には純粋なtcnsO卜diffusivityモデルでも安

定な解を得ることが出来たのである。
的
彼 らはその結果を

以下のように直感的に説明した :等 方流の場合,tensor¨

diffus市ity項が負の拡散性を示す方向は時間や空間に依存

して逐次変化するため,時 間平均的にみればその項は散逸

的に振舞うだろう。しかし,非 等方流の場合には壁近傍で

∂(弔 ―嗚虎1)
∂χJ
,   … ・……(lm

を得る。これは,

麟
丁
仏
丁
であることから,湧1と況牲両方についての方程式だと考え

ることができる。幾度か証明されてきているように,12,10

最後から二番目の項 (従属変数虎
′
1のクロス微分)は 差分

法などで数値的に扱われる場合に不安定になる。以下では

Eq。(18)の数値安定条件について議論する。

Eq。(18)の最後の三項がLESの 数値安定性に支配的な

影響力を持つであろう。まずは最後から二番目と二番目の

項

γ哉 平ダ轟 … … … … …0

にづ〓|十,サ |… … ― 劾

(χ3軸を中心とした45°回転)を 適用するとEq。(19)は

以下のように書き換えられる :

{讐十弊+場)一β諷告讐一;弊卜…o)
これより, Eq。 (21)が正の粘性であることを保障するに

は以下の条件が必要であることが分かる:

ν―
静
川 ≧Q… … … … … … … ②

せん断の傾きβは扱う問題によつて異なる値をとるであ

ろう。条件 (22)が現実的な状況下でどのように働くかを

知るため,簡 単な例題について考えてみる。良く知られて

いるように,平 板乱流の粘性底層内では主流速度成分の統

計平均値は以下の方程式に従う
Ю):
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長 く停留する負の拡散現象が発生し,そ の結果として数値

不安定性 とそれに引き続 く解の発散が起こったのであろ

う。我 が々上で示した理論的結果は彼らの推測を支持して
いる。

Ⅳ.ま とめと結論

統計平均速度に関する簡単な仮定に基づきフィルター操

作からくるLESの 数値不安定について理論的に検討 し,

平板乱流の条件下ではGaussianフイルタリングによって

ある一定の方向に常に負の拡散性を示す項が派生されるこ

とを示した。この結論は我々の以前の結果を拡張し,支 持

するものである。

ここで示 した理論解析は,平 均場が swiJを持つ場合
141ゃ

高次の多項式で記述される場合
20に
も拡張できる。また,

ここで議論 した数値不安定性とせん断から誘発される物理

的な不安定性
2⇒
との関連性を調べることは何 らかの有意

義な結果をもたらすだろう。

さらに,我 々は幾つかの付加的な発見をした。sec.Ⅲ

では,壁 乱流について安定かつ正確な計算を行うには壁法

線方向の格子幅にかなり強い制限を与えなければならない

ことを示 した。LESを 用いた平板乱流の学術的計算では,

壁法線方向にはDNSで 用いるのと同じ位の格子数を割 り

当て,フ ィルタ
ーを適用しないというやり方がしばしば採

られる。
52220今
回の理論的結果はこの習慣に対する一つ

の裏づけを与える。

今回の研究 (および以前の論文)で は陰的に,速 度場に

含まれる全てのスペクトル成分が解像されていることが仮

定されている。(Gaussianフイルターは,高 周波成分を減

衰はさせるものの,切 り落としはしない。)し たがって,

ここで得られた結果はつまり,た とえそのような理想的な

条件下でもsGS応 力の性質を完璧に再現できる完全な

SGSモ デル (より適切には,特 徴長さが格子幅とは無関

係に決定された完全な subil“r s̈cJeモデル)で すら数値

的に扱われる場合には不安定になり得ることを示 してい

る。完全なモデルはクロス微分の持つ不安定な性質をも完

全に再現するのだから。この問題は,高 精度で安定なsGS

モデルを追い求めるLESの 研究者に一つの深刻なジレン

マを投げかける。モデルの精度を高めるには,こ の数値不

安定に真っ向から立ち向かわなければならない。しかし,安

定性の確保のために手荒で人工的な方法を用いてしまって

はLESの 精度は保証されないであろう。この困難さを克

服するための一つの考えうる手段は,以 前の論文でも述べ

たように,121数値不安定項のための安定かつ高精度な数値

解法を作ることである。(これは極めて難しい仕事になる

だろうが.)Lconard91およびMOeleker&Leonard2)は ten―

剛卜diffusivityモデルと不均一粒子法を基にしたLagrangian

スキームを提案して逆拡散問題に挑み,既 知の速度場上で

の 2次 元のスカラー移流拡散について優れた結果を得た。

しかし,そ の手法をNavier¨Stokes乱流に拡張するにはま

だ多くの残された課題が在る。
20こ
の数値不安定性を解決

するには,よ リ
ー層の慎重で活発な議論が必要である。
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APPENDIX:高 次平均場についての CLOSURE

フイルター不安定性に関する一般理論の構築へ向けた一

歩として,以 下の方程式のc10sureを考えてみる :

い論|
ここでび1は乃についての任意の関数であり,Gaussianフ

イルターはχ2方向に掛けられるとする.Taylor展開を用い

ると,任 意の関数び1(χ2)は無限次の多項式

υl(χ2)=鳳α″χ:,

によって記述される。ここでα″は実定数である。したが

って,す べき事は

( A l )

(んは任意の正の正数)の c10sureについて考えることであ

る。この目的は以下のように達成される:Eq。(8)を繰り

返し用いると,Eq。 (Al)は 湧
′
1についての閉じた形式に

書き換えることができる :

F{弓‐論‖=L「薬調

一問

=肌レゼ讐)

〓L″器,
ここで

L=χ2+ダ洗・

得られた定式は高次の微係数を含んでおり,そ のため安定

性解析はやや込み入ったものになるであろう。
20

(2003年11月10日受理)
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