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1. は じ  め  に

電磁場についてのマックスウェル方程式と流体力学の方

程式を組み合わせた方程式系である電磁流体方程式

(Magnctohydrodynamics:MHD)は 系の保存量として,電

磁流体エネルギー(total MHD energy)1(u2+b2)/2aV,
クロス・ヘリシテイ(cross hchdty)卜・LⅣ,磁気ヘリ
シテイ(magnedc hclicity)卜・bαVの三つをもつ(■:速
度,b:磁 場,a:ベ ク トル

・ポテンシャル,y:考 察す

る流体の体積,ま た磁場などはアルベ
ーン単位で表記)1)。

エネルギーについて,運 動エネルギ
ーや磁場エネルギー単

独ではなく,両 者を合わせた電磁流体エネルギ
ーが保存量

である。このことからもわかるように,運 動エネルギー

(密度)u2/2と 磁場エネルギー (密度)b2/2が 単独で扱わ

れることは稀である。これに対応して,乱 流のエネルギー

も乱流電磁流体エネルギー (turbulent MHD energy)κ:

κ=(u′2+b′2)/2・………………………………………・(1)

(u′:ゆ らぎ速度,b′ :ゆ らぎ磁場)と して取 り扱い,

MHD乱 流モデルが構築されてきた
2)。

乱れのエネルギーについては, しばしばエネルギ
ーの等

分配が成 り立ち,乱 流運動エネルギ
ー
(u′
2)/2と
乱流磁場

エネルギー(b′
2)/2が
等 しくなる

い
。しかし一方で,両 エネ

ルギーの間に大きな差が生じ,そ の差の時間 。空間発展が

問題とされる場合もある。第 4節で扱う太陽風乱流はその

典型例である
4)。このエネルギー間の差を

KR = ( u 2 - b 2 ) / 2…… …… …… …… …… …… …(2 )

で定義し,乱 流電磁流体残留エネルギ
ー (turbulent MHD

rcsidual energy)あるいは単に (乱流)残 留エネルギ
ーと

呼ぶ。文字通り,運 動エネルギ
ーから磁場エネルギーを差

し引き,残 ったものを指している。

乱れた媒質中で大規模な磁場構造が生成 ・維持される機

構は乱流ダイナモと呼ばれ,広 く研究されている。乱流ダ

イナモではしばしば,ア ルファ効果 (α effect)と呼ばれ
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る乱流場のヘリシテイ (ねじれ度)と 関連した効果が決定

的な役割を果たしている
9.ア ルファ効果を決めるのは運

動ヘリシテイ(u′・0′〉[0′(=▽×u′):ゆ らぎ渦度]そ のも

のではなく(u′・ω
′
)と電流ヘリシテイ〈b′・j′〉[j′(=▽×

げ):電流密度]の差,すなわち乱流残留ヘリシテイ〃:

″〓―(u′σ
―b′・j′)・

……………………………………(3)

であることがわかってきた
6)。
残留ヘリシテイが大きくな

るひとつの因子は,運 動エネルギ
ーと磁場エネルギーの間

に差がある場合である :

(u′
2)/2と
(b′
2)/2の差 → (u′・ω′)と(b′・j′)の差.…・…(4)

実際,残 留ヘリシテイ″の方程式は

等=‰:島〔ルfめ:fittrb等)―:子Ωb
―鴫景EM・B―偽:″
+▽・
[―:(X+島

p+肯 W]   … …… 6)

の形で書かれる
2)。
右辺第 1項は残留エネルギーの存在

(Kl≠0)で 残留ヘリシテイ〃が生成されうることを示し

ている。また,右 辺第5項で表される拡散項の最初の部分

は,回 転ΩFの強い系では

ら=―秘・▽Xκ十島)……………………………。(0

という形で書き表すことができる。これは系の回転による

〃の生成とみなすこともできる。(6)式は回転球殻など回

転系のダイナモで,ヘ リシテイ生成を担う主要項になるこ

とが予想される。(6)式で表される回転によるヘリシテイ

生成が,MHDエ ネルギ
ーκそのものではなく,残 留エネ

ルギーによる補正も含めたK+鳥 (=(u′
2))に
依存 している

点が注目される。このことは,回 転球殻ダイナモにおける

ヘリシテイ生成,お よびその結果としての磁場生成の評価

に残留エネルギーが重要な役割を果たすことを示唆してい

る.

以上のような残留ヘリシテイの重要性に鑑み,本研究で*東
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は残留エネルギーを支配する方程式を考察する。以下に見

るように,こ の方程式は乱れ場の二次の相関をその表現に

含む。統計理論的手法を用いてこれらの相関量を表現し,

その結果から残留エネルギー方程式について閉じたモデル

を構築することを目指す。

2.統 計理論による解析とその結果

2.1 基礎方程式

角速度ΩFで回転する系で,非 圧縮性の電磁流体を支配

する方程式は,uを 速度,bを 磁場として,

等+伸・▽トー0・ηb―VpM―鴫×u十″2u,……0

++←ηb-0・▽lu=Ⅳ
2b,…………■・………侶)

▽ u〓▽・b〓0・
……・…・…・……・……。…・……・…・。(9)

となる。ここで′Mは 電磁流体の圧力,ν は粘性率,λ は磁

気拡散率である。Elsasscr変数 :

0 = u  t t  b ,Ψ〓u―b。….….….…・…・…・…・…・…・。( 1 0 )

を用 いて( 7 )―( 9 )式を書 き換 え,さ らに,γ とλの差がそ

の和に比べて無視しうるとすると,

#+lv・7》=―‰―島Xい+→十∵プo……・llll

γ+げ口〓―‰―島×い+→十∵プΨ
……α幼

▽・|〓▽Ψ〓0 ,…・……・……・……・……・…・…・…(1 3 )

となる。(11)式と(12)式,お よび(13)式を見ると,Φ ―

Ψの置換で方程式系が不変であることがわかる。以下では

このことを利用して統計計算を行なう。

2.2 平均とゆらぎ

速度 uや磁場 bあ るいはφ,ψ といつた場の量を平均と

そこからのゆらぎ部分に分ける :

∫=F+ノ
′,F〓(⇒・……………………………………(14)

ただし

∫=(u,b,動 ,0,Ψ), … ………・……・……・……・……(15a)

F = ( U , B ,ち,Φ,Ψ) ,…………………………………。(1 5 b )

∫
′〓(u′,b′,端,φ

′
,Ψ
′
) … ………・……・……………・。(15c)

である。(14)式を(7)―(9)式あるいは(11)―(13)式に代入し,

平均場の式とゆらぎ場の式を導 く。

2.3 乱流残留エネルギーの方程式

(7),(8)式 と(14)式のレイノルズ分解から,乱 流残留

エネルギーκRの方程式が

争=暢+UJ島
〓―鍔b禁十Wb争―■B
―ν

(子 等 )十

九

(γ 子 )一石f与
し
れ
P 0

-子(“め:レ
2_bれ2》十都》(ソ:(“れ

2)_λ
:(bれ
2))

+(び(ノ
α
子―び
α
子))     ・ はo

となることがわかる。ここで,電 磁 自己相関RIβ,電 磁ク

ロス相関W『β,およびクロス捩れベクトル「は

R「=Oηttψttb″b″),…………………………………(1つ

マ =げがβ+ノβびα〉… … … ……… … …は鋤

「α=(びα子…ノ
α
y)…………………Q"

で定義されている。

2.4 統計理論による解析

非一様な乱流場に適用可能な統計理論であるニスケール

直接相互作用近似 (Two―Scalc Dircct‐Interac■on Approx―

imatio■TSDIA)の 方法を用いて,(17) (̈19)式の相関函

数の表現を求める.

ハ ニ スケールの導入

スケール ・パラメータδを用いて変数xと ′を

こ〓X,X〓 教;τ=ι,7=&.… …………………………(20)

のように,ゆ っくり変化する遅い変数(X,r)と細かな変動

を記述するのに適した速い変数(aτ)とに分ける。これら

の変数を用いると,空 間微分と時間微分は,そ れぞれ

▽〓▽ξ十Ⅳx,1〓1+δ弁・……………………・91)

と表現される。

B フ ーリエ表現

速い変数ξについてフーリエ変換を行い,波 数空間で方

程式を表現する。すると,例 えばヴ(k,X;τ,T)を支配する

方程式は

“
′α
(k;τ)+磁2φ′α

(Lτ)―滋
α
端(LTl

磁b∬Ik―P-Oαゴqyめlp;→φ′αに;→
〓j(k・B)φ′αに→―ε

ttb畔
(φ
′b(Lτ
)+y乃(L→)

Iプ峰 ―Ψ ttΨ―Ψ
・
(22)
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k・|`(Lτ)=0・…………………………………………。(23)  GA(れτ'τ
′
)=:(%(れτ,τ

′
)一%(れτ,τ
′
))。………………(31b)

となる。ただし,                     で 定義 しておく。

F相 関函数の計算

帷 …
Ⅲ 争T)…

… 初
』 糞:亀鳳 FA晰

式時 続謙 則っ■ m¨

また,波 数空間の積分中のδ(・)はデルタ函数である。

C ス ケール ・パラメータによる展開

場の量0=(0,Ψ)をスケール ・パラメータδで展開する.

0′=08+J‐01+δ20,+…. ………。………・………・…・。(25)

00は平均場を含まない場である.さ らに,外 場すなわち

平均磁場Bと 回転ΩFについての展開を行なう:

0′=0告+061+馬2+…+°1+t+… ,・………・…………(26)

ここで,OBは 基本場であり,一 様等方な乱流場に対応す

る。その結果,基 本場を支配する方程式は,例 えばφЪに

ついて

∂喘多(k;τ)十磁2仇∫

―JttαDめ(k)∬Ik―p-Od“qピ";τ)ぽに;→=0・
…(27)

となる。ただし,

演算子である。

を用いて計算する。

Dび(=δ
“―乃αλβル
2)は波数空間での射影   2.5 解 析結果

D グ リーン函数を用いた計算

例えば(27)式に対応 して,基 本場方程式のグリ
ーン函数

G″貿k;τ,τ
′
)を

繹
+配 竃L引

―JλαD泌(k)∬Ik―p―q)ご脚q
×yEα(p;τ)G`bβ(q;τ,τ

′
)=δ
“δ(τ―τ
′
)…
・……・°(28)

で定義する。これらのグリーン函数を用いて,0′01や0'1

を形式的に解く。

F基 本場への統計的性質の仮定

基本場一様等方であることから,0や χがoま たはΨを

表すとして,0と χについて

(電(k;τ)χf(klτ
′
))=Dψ (k)Q夕(ん;τ,τ

′
)

十:争ε中ち仁Ъ→
…………99

δ(k+k′ )

(G“(k;τ,τ
′
))〓δ
“
偽(れτ,τ
′
)… ………………………。(30)

という統計的性質を仮定する。

さらにグリーン函数 GφとGψについて:対 称部分と反対

称部分を

亀(れτ,τ
′
)=:(%(れτ,τ

′
)+%(れЪτ

′
))………………。(31a)

(φ
′αφ′β)〓(幅陶ぽ)+ψゞ死f)十(α御ぽ)+…

+(ぱぽ)+(Cαr)十一ち・…………(32a)

ケ
″yイ)=←ぽψf)十ケ∫嘱f)十仏Ir)+…

十(y∫だつ+伊『イ)十…、
…………020

←亀争り=ヤ∫ギ)十仕平)十←等)Ⅲ…

〈ぱ亀霧》+佃αギ)‐Ъ

(y″等)=(y『等)+(等ゞ)+(イ等)Ⅲ
…

+(ソ∫暑手)+(可
α瑠メ)Ⅲ
…

・02c)

・
(32d)

T S D I Aの解析から

鳥{A}=∫α賤2厖A(れτ,τ),……………………………。(33a)

亀{A,B}=∫α揺2■■ατlA(れτ,τl)3(れτ,■・…………(33b)

という略記法を用いて,Rfβ,W『β,「を

イ =げ影イ十b″bつ=:"″φ″十yηyつ

=:δψ為{Qレ十Qb}

―
岳
ム{Gs,(Qι

一
ablSψ

―
岳
為{6L,(Q“

―(Lb)}M“

+2鍔И島+2こイスI+6δ
“2%・A.,        _(34)

Ⅵ昭′=ぽνβ十びαノリ=:"″φ
″―y″ソう

=:δψ為{Qb+Q分
一
岳
為{亀,(Qι

―
Qb)}S叩

―
岳
為{Gs,(Q“

―
Qb)}M“

+2郵4+2珂 4+6δ″2鋳・Aキ,       ~05)

「α=←れ釜―ノα常)=:←れ子―/α子)
=:ム
{a,(Q″

―
Qb)}Bα 十

:為 {Gs,(働
ら2+五 Lb)}(▽×B)α

―
:鳥{Gs,(凡b+島″)}(Ω+2島)α

         。 (30

のように表すことができる。ただし,
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A R =士 にlIGs,L″}+L{q , Lろ D,… … … ・1371

………………・08)

=",tら などは基本

τ, τ) )

1乃;τ,τ)),  ・
・・・。(39a)

(u告・b色)〓∫αkQb(れτ,τ)
=:∫αk(%綺t→―%れ・う,……………090

(―u3・b3+b告・j3)=ルk(―五L″●;τ,→十Jfbb幹;τ,→)
一
:ルЦろソ降ち→十れれ■り,… 09の

に・j卦=∫α吼ろし→
=:ルk(比φ綺篤う一端しう

……………。9め

などの関係式を充たしている。

3.残 留エネルギー方程式のモデリング

3.1 乱流残留エネルギーのモデル方程式

前節で求めたず
β
,7『
β
,「 の表式を利用 して乱流残留

エネルギーの方程式を導 くことができる。(16)式は

三を,|=―鍔
b禁十ピ:li―・B
―Ctti島十▽。(音VKR)…

………・にの

イ 〓:昴
ψ―Q:亀 Sψ tt HoR.T"…… … … “1)

マ = :蘭
叩―
偽
I t t M ψ

t t H o R . T 。… … … … . o

および

「=■B+r2▽×B+r3(Ω+2oo,… ・…・…・……・…・……(43)
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残留エネルギー方程式についての考察の第一歩として,
ヘリシテイに関連する項 [(41),(42)式の第 3項 ,お よび

(43)式の第 2,3項 ]に ついては,当 面の議論では無視す

ることにする。

3.2 方程式の構造

ヘリシテイに関連した項を除いた(41)―(43)式を(40)式

に代入すると

二][|=Q:ス1ド
2_Mっ_Ql予XlB2

t i鳥 +▽・
(音
VXR )  … … … にの

となる。(46)式の右辺のうち,第 4項は拡散項であり,第

3項 は馬 の散逸項である。後者は,残 留エネルギーの大

きさを減らす方向にはたらく。また,第 2項でム を除い

た部分,す なわち一crl(ε/♂)B2は負号も含めて常に負で

ある。このことは,こ の項も残留エネルギーの大きさを減

らすようにはたらくことを示している。平均磁場Bが 存

在すると,乱 れ部分の運動エネルギーと磁場エネルギーが

より等分配に向かうということであり,ア ルベーン効果の

現れと考えられる。残留エネルギーの生成項にあたる第1

項は、為 が生成されるか否かは,平 均速度の歪みSと平

均磁場の歪みνのどちらが大きいかによって決まること

を示している。

ヘリシテイに関連する項を無視した(46)式の大きな特

徴は,左 辺で表される角 の生成率が,右 辺の形からわか

るようにJ%に比例する形で表現されることである。すな

わち,初 期に4FOの 状況では,以 降も穐 =0で あり続け

る。実際の現象では,多 少なりともエネルギー等分配から

のずれ,す なわち穐 ≠0の状態が生じうる。その場合,

角 の発展は平均速度と平均磁場との間の非
一様性の差に

よって定められることになる.

4.太 陽風への応用

4.1 太陽風

太陽風 (solar wind)は,太 陽半径の数倍程度までに存

在する高温 (約百万度)の コロナ ・ガスが自らの圧力によ

つて太陽の外側方向に加速され,秒 速数百kmの プラズマ

流として四方八方に吹き出していく現象である
7β).彗
星

が常に太陽と反対の側に尾を曳くのは太陽風のためであ

る。太陽は磁場をもち,磁 力線が (局所的には)オ ープン

になっている極近くの領域はコロナ・ホール (cOlmd hoL)

と呼ばれている。この付近から放出される太陽風は高速で

800km s~1にも達する。一方,低 緯度領域のコロナによっ

て放出される太陽風は低速であり,そ の速さは4001m」
l

程度である。このように太陽風の速度は一様ではなく空間

的に不均一な分布をもっている。

観測衛星を用いて太陽風の乱流状態が詳しく調べられて

きた。その結果,

為
Ｗ

一
ε
偽一為為

Ｋ
一
ε
α〓ち馬上

で
Ｑ〓■

(44)

である。ここでH.R.T.はヘリシテイに関連する項,ま た

ら は」鴫 =〈uLω
′〉+〈b′j′〉で定義される総ヘリシテイであ

る。僕,c沢,aKR'C(4〓 1-3)は正のモデル定数である。

モデル定数について,現 時点で

Q〓q104)鈷=q10)α⇒,喝≡1・・………1451

などの評価ができる。c初も含めて,詳 しい値については,

モデル方程式を現実の流れに適用することで今後定めてい

かね|ゴならない。
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(i)速度ゆらぎと磁場ゆらぎの間に強い相関が存在するこ

と (クロス ・ヘリシテイの存在);

(ii)運動エネルギ
ーよりも磁場エネルギーのほうが優勢

であること (エネルギ
ー等分配からのずれ);

(面)(i)お よび (ii)の程度は太陽からの距離 R(hclio―

ccntric distance)に依存 して発展していくこと ;

などがわかつてきた
4).

(i)は太陽風乱流がアルベ
ーン波と密接な関係にあるこ

とを示唆している.平 均磁場に対してアルベ
ーン波は磁場

と平行,反 平行の両方向に伝わることが可能である。太陽

風のアルベーン波は太陽からの外向き方向のみが観測され

ている。このことは,ア ルベ
ーン波が太陽の近くを源にし

ていることを示している。

(ii)については,速 度場と磁場の周波数∫についてのエ

ネルギー・スペクトル函数E″げ),Ebげ)を用いて定義され

るアルベーン比 (Alfv6n ratio)rA:

私〓器……………………0
を考える。等分配状態ではrA〓1である。太陽風では,大

陽半径 (7× 108m)の 3倍程度に存在する太陽風の起点面

(sourcc surface)付近でrA=1～ 1・2で ある.ア ルベ
ーン比

rAはRと ともに減少し,R=8 AU付 近で

な≡0.5.….….―・…・…・…・…・…・…・…・…・…・…(48)

となる [AU〓 1.5×101lm:天 文単位 (attOnomica llnit)].

それ以降,観 測されている最遠距離であるR〓 20 AUま で

rAはあまり変化 しないことが知られている。

4.2 太陽風の残留エネルギ
ー方程式

実際の太陽風現象では,ア ルベ
ーン波の効果,放 射状に

広がる効果,圧 縮性の効果,な どさまざまな要因を考慮す

る必要がある。しかし,rAの 発展が最も顕著な,高 速流の

小さいスケールの乱れにおいては圧縮性の効果は無視しう

ることが知られている。

太陽風現象に残留エネルギ
ー方程式 [(46)式]を あて

はめることを考える。典型的な太陽風のパラメ
ータは

IUI=400 km s4(低速流),800 bls・(高速流),…
……。(49a)

卜1〓5 nT=50 μG→ Bl=50 km s・,.…
………に9→

ん二5cm~3(=5xlぴm3)… …・…・…。…・…・…・…。(49c)

である.これらの値から,通常は

ず≫ ノ … …… … … … … … … …
… … … ・“①

が成 り立っているとみなして構わない。したがつて,穐

の方程式は

争≡《げ―叫島+・降▽島)……ω

となる。

鳥 が空間的に
一様で,定 常な場合には,生 成項と散逸

項のつりあい,す なわち

CRIttS2≡%i島 .…………………………"幼

が成 り立つ。これは,乱 れの時間スケ
ールκ/εと平均場

の時間スケールSlの 比が

(ギ)2≡≒=q⇒―αl哨………………6め
を充たすことを示唆している。

(51)の方程式あるいはその修正形を適当な幾何状況に

適用 してその是非を調べる点は,今 後の興味深い課題とし

て残っている。

5.お わ り に

本研究で求めた残留エネルギ
ーの方程式 [(46)式 ]は ,

乱れの運動エネルギ
ーと磁場エネルギーの間に等分配が成

り立つ場合 (穐 =0)に は,残 留エネルギ
ーが生成されな

いことを,そ の特徴としていた。すなわち,等 分配の系は

等分配のまま保たれる。このような制約を取 り払うための

方法として次の二つが考えられる。まず,こ れまでのとこ

ろ無視 していたヘリシテイに関連する項 [(41),(42)式

の第 3項 ,お よび(43)式 の第 2,3項 ]を 考慮に入れるこ

とである。別の方法として,速 度乱れと磁場乱れの特徴的

な時間スケール,τ′とτぅ,の 間に違いを導入することで

ある。このような取 り扱いをすると電磁自己相関RIβの表

式に

で一χ:Ъ(Sφ
―讐M“)………………1541

のような項が加わる。ここで,7T[=L+τb)/2]は時間スケ
ールの平均,χ は

χ=続 =守 … … … … ― "

で定義される時間スケ
ールの差の指標 (-1≦χ≦1)である。

第 4節 の太陽風のような状況では,こ のχを用いて残留エ

ネルギーの大きさを評価することができる :

Ｓ
Ｋ
一
ε

Ｑ
一亀
一

／

／

／

Ｓ
Ｘ
一
ε

偽
一亀
χニ鳥
７

……・………・…・G6)

しかし,速 度場と磁場の間の乱れの時間スケ
ールの差とい

う量は,そ れ自体として極めて微妙な評価を必要とするた
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め,今 後の検討を必要 とする。

(2003年12月5日受理)
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2003).

2) A.Yoshizawa, fち ″″Jッれα“jε ακご Mα gん̀ ゎぃ伽0功ノれα“jθ

■″わ“ルん′FJθ″∬ MoJ`JJJπg αれど S勉″お′j`αJ 2磁ιθり,(Kluwcr,

1998).

3) R.H.Kraichnan,``Incrtial―range spectrum of hydromagnetic tur―

bulence,''Phys.Fluids 8,1385(1965).

4) C. -Y. Tu and E. Marsch, MHD Structures,Waves andTurbulence

in the Solar Wind: Observations and Theories, (Kluwer, 1995).

5) H. K. Moffatt, Magnetic Field Generation in Electrically

Conducting Fluids, (Cambridge, 197 8).

6) A. Pouquet, U. Frisch, and J. Ldorat, "Strong MHD helical turbu-

lence and the nonlinear dvnamo effect." J. Fluid Mech. 77.321
(rej6\.

7) E. N. Parker, "Dynamics of interplanetary gas and magnetic

fields," Astrophys. J. 128, 664 (1958).

8) H. J. G. L. M. Larmers and J. P. Cassinelli ,Introduction to Stellar

Winds, (Cambridge, I 999).

||||||||||||||llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllIIIIIIIII!||||||||||||||||:|||||||||||||||||||||||||IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIlllllllllllllllllllllllllllllll!|


