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§1． は じ め に

モーメントテンソルの等方成分を震源の体積変化と結

びつける際に 2つの異なる体積変化が現れる［例えば，

Aki and Richards (1980, 2002, 2004)］．ΔVT (T: transfor-

mational）と ΔVC (C: confined)である．ΔVCは実際の体

積変化であり，ΔVTは震源のモーメントテンソル表現に

て非弾性的に導入される応力ゼロ歪み (stress-free strain)

による体積変化である．

両者は Eshelby (1957) の変形 (transformation) 埋め込

み操作で関係づけられる．そこでは，はじめに，震源の

物理的実体に必ずしも対応しない応力ゼロ歪みが非弾性

的に導入され，そしてそれが弾性体媒質において実際の

震源の変形と等価な体積力を与えることが自明のものと

して理論が展開される．この幾分天下り的な体積震源の

定式化には戸惑うことが多く理解が難しい．実際，地震

学の教科書の初版と第二版において異なる説明が試みら

れているように，これまで両者の区別には相当の注意が

払われてきたが [Aki and Richards (1980, 2002, 2004)]，21

世紀においてもなおモーメントテンソルに現れるこれら

2 つの体積変化の混同が見受けられる状況［例えば，

Kumagai et al. (2014)］は，この理論の分かり難さの証で

あろう．

本稿では，体積震源のモーメントテンソル表現につい

て，教科書で一般的である非弾性変形を含むEshelby の

埋め込みからではなく，震源における実際の変位と応力

の状態からはじめて，弾性変形のみの観点から解説を試

みる．すなわち，弾性体力学の基本定理である表現定理

において線形弾性論に基づく仮想的埋め込み操作［例え

ば，Altiero and Gavazza (1980); 小林 (2000)］を適用し，

そこで生じる新たな項を仮想的な変位 u
 (I: imaginary)

と解釈することで変位過剰 (displacement glut) 型の震源

[Ichihara et al. (2016)] としてモーメントテンソルに至る

ことを示す．この変位過剰表現では ΔVTと ΔVCが u


により結びつく．この u
 の物理的起源を考えればモー

メントテンソルに現れる実効的体積変化 ΔVTのイメー

ジが湧くようになる．最大の利点は，変位過剰表現によ

り ΔVTが体積震源の等価体積力を与える数学的構造が

明快に示されることである．これにより，体積震源の
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モーメントテンソル表現に現れる ΔVTと ΔVCの関係が

包括的に理解できるようになる．

変位過剰型の震源表現から，震源体積変化を推定する

際の正しい物の見方が示唆される．従来，データ解析か

ら決定されたモーメントテンソルの対角成分を震源での

体積変化と結びつける関係式が，単純な等方震源の場合

でさえ複数提案され，どの式を体積変化推定に用いるべ

きか混乱があった [Kumagai et al. (2014)]．表現定理に基

づく変位過剰表現により，ΔVTと ΔVCの関係は体積震

源容器の形状に依存し複数の対応関係があり得るのが当

然であること，従って体積変化の推定には震源モデルの

想定が必須であること，に得心がいく．

変位過剰表現はまた，火道・マグマだまり連結系のよ

うな現実的な複雑系に対して u
 を評価する具体的手順

を与え，これを用いて体積震源のモーメントテンソルを

常に表現できるようになる．Eshelby (1957) の理論を用

いても原理的には同様に可能であるが，応力過剰の震源

表現から始めて数学的発散をとり内部歪みに変換する手

順が必要となり（2.3.2 節），実際の適用は単純な震源形

状に限られてきた．これに鑑みれば，変位過剰表現の持

つこの実際的な有用性は火山地震学研究における大きな

前進であろう．火山震源の物理モデリングとモーメント

テンソル逆解析による火山震源過程研究との間の橋渡し

にこの変位過剰表現が広く活用できる．

§2． 表現定理と地震モーメントテンソル

2.1 体積震源への表現定理の適用

弾性体媒質中に置かれた表面 S (＝S
out) で囲まれた体

積 V (＝V
out) の体積震源容器 (Fig. 1) を考える．S 上の

境界条件（変位 ui，もしくはトラクション Ti＝τij nj）が

与えられ，V中で体積力が作用しない場合，弾性体領域

内側（＝体積震源容器の外側）の変位場 un (x, t) は表現定

理に全無限グリーン関数 G
 (x, t ; ξ, τ) を適用して Eq. (1)

により表される［日下部・亀 (2015)］．

u(, t)=

−



dτu(ξ , τ)n(ξ)c(ξ)

∂

∂ξ
G

(, t−τ; ξ , 0)dS(ξ)

+



dτT(ξ , τ)G

(, t−τ ; ξ , 0)dS(ξ). (1)

ここで，x, t, ξ, τは受信点の位置と時刻，震源の位置と時

刻，nj (＝n
 ) は弾性体領域外側を向く Sの法線ベクト

ル，cijklは弾性常数である．uiと Gnkは t＜0 で静的過去

を満たすものとし，下添え字は特に明記しない限り 3次

元 (i, j, …＝1, 2, 3) を考え，アインシュタインの和の規

約を用いる．媒質は不均質非等方であっても良く，G


はグリーン関数の空間の相反性がなりたつための無限遠

での条件を満たすものとする［日下部・亀 (2015)］．静的

過去を満たす場合，Eq. (1) の時間の畳込み積分に新たに

*記号を用いると，Eq. (2) により表される．

u(, t)=−u(ξ)n(ξ)c(ξ) *
∂

∂ξ
G

(; ξ)dS(ξ)

+ τ(ξ)n(ξ) * G
(; ξ)dS(ξ). (2)

ここで，関数 f (t) と g (t) が t＜0 で 0 となる場合，f * g＝


t

0
f (τ)g(t−τ)dτ＝

t

0
f (t−τ)g(τ)dτ ＝

∞

-∞
f (τ)g(t−τ)dτ であ

ることを用いた．

以下で，我々は，震源容器の表面において uiと Tiの

両方が弾性体の運動方程式に従い決定されたある状態を

考える（例えば，マグマの圧力増分 ΔP＞0 によりトラク

ション Ti (＝τij nj＝(−ΔPδij)nj)，変位 uiが生じている状

態．δijはクロネッカーのデルタ）．この時，変位場 (Eq.

(2)) は，震源容器表面上の変位とグリーン関数の空間微

分を畳込み積分した第 1項（変位積分項）とトラクショ

ンをグリーン関数と畳込み積分した第 2項（トラクショ

ン積分項）の積分値で評価される．我々の目的は，体積

震源によるこの変位場が，どのようにモーメントテンソ

ルを用いて表現されていくのか解説することである．な

お，震源容器の表面において uiと Tiの値を指定して始

める以下の議論において，マグマなど震源容器内側媒質

の弾性常数は全く関係しないことに注意する．

2.2 地震学における変位の食い違い型震源

一般的な体積震源のモーメントテンソル表現の導出に

先立ち，断層面上の食い違い型震源の場合のモーメント

テンソル表現を教科書「Quantitative Seismology」 [Aki

and Richards (1980, 2002, 2004)] に従い概観する．震源
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Fig. 1. A volume source cavity surrounded by an
external surface S

out (its normal vector n
out ) em-

bedded in an elastic medium with volume V out. u out

and T (nout ) represent the displacement and trac-
tion vectors on S

out, respectively.



容器の表面が，断層面の表と裏（互いに隣り合い法線ベ

クトルを共有する 2面）である場合 (S＝∑＋
＋∑−，n

 ＝

−n
 ) を考える (Fig. 2)．断層面を ∑，法線ベクトルを ni

(＝n
 ＝−n

 ) とすると，Eq. (2) は，

u(, t)=
[u(ξ)]n(ξ)c(ξ) *

∂

∂ξ
G

(; ξ)d∑(ξ)

−
[τ(ξ)]n(ξ) * G

(; ξ)d∑(ξ), (3)

となる．ここで [ui]＝u
 −u

 ，[τij]＝τ
−τ

 であり ∑ 上

での変位と応力の食い違いを表す．物理的に変位の食い

違いが生じる震源の場合に強調すべきは，∑では応力が

連続であり第 2項は常に 0になることである．第 1項の

み残る場合，モーメントテンソル表現は以下のように容

易に導くことができる．

変位の食い違い量の分布からモーメント密度テンソル

m（単位面積あたり）の成分を

m(ξ)=[u(ξ)]n(ξ)c(ξ), (4)

と定義し，さらに，断層面 ∑が実効的に点震源と見なせ

る場合に，変位の食い違い量の分布からモーメントテン

ソルMの成分を

M=
m d∑=

[u]n c d∑ , (5)

とすると，モーメントテンソルMを用いて変位場は，

u(, t)=M *
∂

∂ξ
G

, (6)

と表現される．

体積震源の文脈では，開口亀裂の場合が食い違い型震

源に該当する．この場合にモーメントテンソル成分と体

積変化の関係を見てみよう．均質等方媒質の場合，弾性

常数テンソルはラメ定数 λと μを用いて

c=λδ δ+μ(δ δ+δ δ), (7)

と表される．このとき，Eq. (4) は

m=λ[u]n δ+μ([u]n+[u]n), (8)

となる．

x1 x2平面上にある亀裂（面積 ∑，法線ベクトル n＝(0,

0, 1)) が食い違い量 [u3] で開口する場合を考える．これ

を点震源としてモーメントテンソルで表すと，

M=
λ 0 0

0 λ 0

0 0 λ+2μ[u]∑ , (9)

となり，モーメントテンソルの成分は真の体積変化 ΔVC

＝[u3]∑と関係づけられる．開口変位 [u] を持つ互いに

直交する三つの亀裂を考えると等方震源を構成すること

ができ，モーメントテンソルは，

M=
λ+

2

3 μ 0 0

0 λ+
2

3 μ 0

0 0 λ+
2

3 μ3[u]∑, (10)

となる．同様にモーメントテンソルの成分は真の体積変

化 ΔVC
＝3[u]∑と関係づけられる．

以上に示したように，食い違い型震源の場合にはモー

メントテンソルと ΔVCが直接結びつく．次節では，一

般的な体積震源の場合，トラクション積分項は常にはゼ

ロにならず，この項からの寄与がモーメントテンソル表

現の ΔVTの中に現れることを見ていく．

2.3 体積震源の統一的説明：線形弾性論に基づく仮想

的埋め込み

ここでは線形弾性論に基づく仮想的埋め込み操作［例

えば，Altiero and Gavazza (1980); 小林 (2000)］を Eq. (2)

に適用した際に新たに現れる項を，モーメントテンソル

表現の観点から解釈した Ichihara et al. (2016) の考え方

を紹介する．この埋め込みは，元々，弾性体境界値問題

の積分方程式解法において直接法と間接法を関係づける

数学的操作である．

鍵となる考え方は，震源容器外側の変位場を全く変化

させないように，震源容器内側に以下に示す弾性体を仮

想的に埋め込むことにより，体積震源を Eq. (3) のよう

に震源容器表面 S上の変位食い違い型震源もしくは応

力食い違い型震源として表現することである．埋め込む

弾性体は，全無限グリーン関数を考えた全無限媒質の媒

質から震源容器内側の占める体積領域 V
in（表面 S

in）を

取り出したものを選ぶ．上添え字 inは埋め込んだ内側

媒質を表し，法線ベクトル nj＝n
 は V

inの外側を向い
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Fig. 2. Dislocation source on a fault consisting of
two adjacent surfaces ∑＋ and ∑− for which the
normal vectors satisfy n

＋(ξ)＝−n
−(ξ).



ている (Fig. 3a)．全無限グリーン関数を用いた表現定理

は，グリーン関数 G
が定義される領域 V

out
＋V

in内で

あれば任意の領域で成り立つ［日下部・亀 (2015)］ので，

この V
inの領域にも表現定理を適用できる．観測点位置

xが V
inの外側にある場合，

0=− u(ξ)n(ξ)c(ξ) *
∂

∂ξ
G

(; ξ)dS(ξ)

+ T(ξ) * G
(; ξ)dS(ξ), (11)

となる［日下部・亀 (2015)］．

全無限グリーン関数 G
は領域 V

outと領域 V
inで共通

であることを用いて，領域 V
outに対する表現定理 (Eq.

(2)) に，領域 V
inに対する表現定理 (Eq. (11)) を加える

（埋め込む）と x∈V
outに対して，

u(, t)=

−
u(ξ)n(ξ)c(ξ) *

∂

∂ξ
G

(; ξ)dS(ξ)

+
T(ξ) * G

(; ξ)dS(ξ), (12)

を得る．

ここで，Eq. (12) を再解釈する．全無限グリーン関数

G
は領域 V

out
＋V

inで有効であるので，表面 S
out
＋S

inを

内部表面と見なすことができる．震源容器表面 S (＝S
out)

上の法線ベクトルを V
inから V

outを向く向きに取りなお

し改めてこれを n
 (＝−n

 ＝n
 ) とすると，食い違い型

震源（2.2 節）と同じ議論により，震源容器表面 S上にお

ける変位と応力の食い違いの観点から変位場を表現する

ことができる．

u(, t)=

[u(ξ)]n
 (ξ)c(ξ) *

∂

∂ξ
G

(; ξ)dS(ξ)

−[τ(ξ)]n
 (ξ) * G

(; ξ)dS(ξ). (13)

ここで，[ui]＝u
 −u

 , [τij]＝τ−τ であり，u
 とτ は S

in

上の仮想的な変位と応力である (I: imaginary)．仮想的

な変位と応力は V 内の変位場に影響を与えない (Eq.

(11)) ので，今後の数学変形がうまく行くように値を代入

すれば良い．Ichihara et al. (2016) では，体積震源のモー

メントテンソル表現に至る以下に示す変位過剰型と応力

過剰型の 2つの仮想的変形を考えた．

2.3.1 埋め込み領域の応力載荷：体積震源の変位食い

違い（変位過剰型）表現

断層面の場合と同様に [τij]＝0 となる変形を考える．

これは仮想応力を実際の応力と等しく取り τ 
 ＝τとす

ることで実現できる．この S
in上の載荷により生じる内

部媒質の仮想変位は，弾性体の運動方程式を解くことに

より得られる量であり，ここでは u
 と記す．載荷をト

ラクションで表せば，[τij]n

＝[Ti]＝T

 (ξ, n
I )−T 

 (ξ, n I )

＝−T
 (ξ, n

out )−T 
 (ξ, n

in )＝0 より，内部表面上で互い

に逆向きのトラクションT
 (ξ, n

out )＝−T 
 (ξ, n

in ) が働

き，内力ゼロとなるように載荷することを意味する

(Fig. 3b)．この場合，Eq. (13) の第 2項は 0になり，

日下部哲也・亀 伸樹・市原美恵・熊谷博之172

Fig. 3. (a) A finite elastic body with volume V in and a surface Sin for which normal vector n in is
taken to be outwards. Sin is chosen the same as Sout, so that V in can be embedded in the volume
source cavity in Fig. 1. u in and T (n in ) represent the displacement and traction vectors on S

in,
respectively. (b) Surface variables on the volume source cavity considered for volume source
representation of a‘displacement glut’type. uC and TC (nout ) are actual displacement and trac-
tion vectors on S

out, respectively. On S
in, imaginary displacement u I1 is determined by a stress

boundary condition given by T
I1(n I )＝−T

C (n out ), where n
I
＝n

in. (c) Surface variables on the
volume source cavity considered for volume source representation of‘stress glut’type. On Sin,
imaginary stress (traction)T I2 (n I ) is determined by a displacement boundary condition given by
u

I2
＝u

C.



u(, t)=

[u(ξ)]n
 (ξ)c(ξ) *

∂

∂ξ
G

(; ξ)dS(ξ), (14)

となる．体積震源のモーメントテンソルは，2.2 節と同

様の手順により

M=[u]n

 c dS=u

 −u
 n

 c dS, (15)

と変位の食い違い [ui] により直接的に表現される．[ui]

は実際の震源容器表面の変位 u
 と埋め込み弾性体の仮

想的な変位 u
 との差であり，これを表面変位と考えた

時に生じる体積変化がモーメントテンソルに現れる

ΔVTの正体である．Ichihara et al. (2016) は，従来の体積

震源の応力過剰型の表現（2.3.2 節）と対比させ [ui] によ

る表現を変位過剰 (displacement glut) 型と呼んでいる．

膨張震源で震源容器表面の応力が τ ＜0（圧縮）で

ある場合を考えてみよう．埋め込み媒質を τで載荷す

ると V
inは収縮することに注意する (Fig. 3b)．変位の法

線成分で較べるとu
 n


＞0 に対して，仮想変位はu

 n


＜0 となる．すなわち，体積震源のモーメントテンソル

に現れる見かけの体積は真の体積変化より大きくなって

いる（断層の開口食い違いの場合は仮想変位が ∑＋面と

∑−面に現れ，互いに打ち消し合うことに注意する）．

2.3.2 埋め込み領域の変位載荷：体積震源の応力食い

違い（応力過剰型）表現

地震学において馴染み深い変位食い違い型の震源表現

を経由してモーメントテンソル表現を得た 2.3.1 節に対

して，Eq. (13) において変位の食い違い項を消去するこ

とにより，応力過剰 (stress glut) 型の震源表現 [Backus

andMulcahy (1976)] を経て，その数学的発散をとること

によりモーメントテンソル表現を得ることもできる．

応力過剰型震源表現に持ち込むために，V
inの仮想変

位 u
 を震源容器表面の変位 u

 と同じになるように載

荷する (Fig. 3c)．この時，[ui]＝0 となり変位積分項は 0

になり目的は達成される．この変位境界条件を満たす弾

性体の運動方程式の解として S
inに生じる仮想応力 τ 



が得られ，これを用いて変位場は

u(, t)=−[τ(ξ)]n
 (ξ) * G

(; ξ)dS(ξ), (16)

と表される．これは，応力過剰−[τij (ξ)] による震源表現

である [Backus and Mulcahy (1976)]．膨張震源により法

線方向の変位 u
 n


 (＞0) が生じて応力が τ ＜0（圧

縮）である場合，埋め込み媒質を u
 ＝u

 で変位載荷す

ると V
inは膨張し仮想的応力は τ 

 ＞0（引張）となる

ことに注意する．このことはトラクションで書くとわか

りやすい．

u(, t)=

T
 (ξ , n)+T 

 (ξ , n ) * G
(; ξ)dS(ξ), (17)

のように，内側変形が引張応力となることで T
 (ξ, n

out )

と T 
 (ξ, n

in ) は同符号となりトラクションが過剰になっ

ている．

等価な震源の表現としてはこれで十分であるが，デー

タ解析の観点からは地震波形解析のモーメントテンソル

応答関数（グリーン関数の微分）が利用できる表現に変

換しておくと便利である．発散定理を適用すれば，Eq.

(16) は，

u(, t)=− [τ(ξ)]n
 (ξ) * G

(; ξ)dS(ξ)

=−

∂

∂ξ
[τ(ξ)] * G

(; ξ)dV (ξ)

=−
[τ(ξ)] *

∂

∂ξ
G

(; ξ)dV (ξ)

−
[τ(ξ)],  * G


(; ξ)dV (ξ), (18)

となる．ここで，静的過程を仮定して（[τij], j＝0，運動方

程式 ρüi＝τij, jにおいて üi＝0 を考えた），Eq. (18) の右辺

の第 2項を 0にすれば，応力過剰はモーメント密度テン

ソル（単位体積あたり）と

m(ξ)=−[τ(ξ)], (19)

のように関係づけられ，モーメントテンソルは，

M=
m dV , (20)

となる．これらの等価な震源表現を見てみると，Eq.

(16) と Eq. (17) ではシングルフォース−[τij (ξ)]n

 (ξ)dS(ξ)

＝[T
 (ξ, n

out )＋T 
 (ξ, n

in )]dS(ξ) の面的総和として，一方，

Eq. (18) では i方向の力が j方向の腕に作用するモーメ

ント−[τij (ξ)]dV(ξ) の体積的総和として震源を構成して

いる．

途中，静的変形過程を仮定したが，変形の時間スケー

ルが断層容器の固有周期より遙かに大きければ慣性の効

果は無視できる．例えば，半径 Rの球形震源容器の場

合，表面に作用する単位面積当たりの慣性力 Ti∼ρRur

ω
2（ωは変形の角振動数）であり，断層容器の弾性変形

に起因する応力 Te∼μur/Rである．球形容器の固有角

振動数 ω0∼(1/R) μ/ρ [Ichihara (2008)] を用いると，Ti

/Te∼ω
2/ω

 ≪1 となる場合であれば良い．

運動する弾性体の表面変位 (Eq. (14)) と表面応力 (Eq.

(16)) の面積分により等価な震源を表現する限り，動的効

果が完全に含まれていることに注意が必要である．静的

過程の要請は，面密度である応力過剰をモーメントテン
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ソル表現に持ち込むために（時間の概念を含まない）発

散定理を適用して体積密度に変換する際に，慣性項が分

離したことにより生じていることが分かる．

2.3.3 球状震源での例証

単純な球状震源の場合には，弾性体の運動方程式の境

界値問題に対する解析解が存在する．この解析解が与え

る震源容器表面の実際の変位とトラクションを，我々の

表現定理による説明に当てはめてみよう (Fig. 4)．

極座標において原点を中心とする半径 R，体積 V＝

4

3 πR
3の球状震源容器を考える．圧力増加 ΔPCに対し

て，震源容器は動径方向外側に u
 ＝RΔPC/(4μ) だけ変

位して体積変化は ΔVC
＝VΔPC/( 4

3 μ) となる [Kumagai et

al. (2014)]．仮想的埋め込み媒質表面 S
inが同じ圧力増加

を受けると，今度は，動径方向内側に収縮する．内側媒

質に対して体積弾性率から期待される応力を圧力増加と

バランスさせると，4πR2u
 ＝−VΔPC/(λ＋ 2

3 μ) となり，

これより埋め込み媒質の仮想的変位は u
 ＝−4μu

 /(3λ

＋2μ) となる．モーメントテンソルに現れる変位過剰は

[u]=u
 −u

 =
λ+2μ

λ+
2

3 μ
u
 , (21)

と実際の変位と結びつけられる．ここで [ur] に対応す

る体積変化は

4πR[u]=
λ+2μ

λ+
2

3 μ
ΔV =ΔV , (22)

の関係式で実際の体積変化と結びつけられる．これが

モーメントテンソルに現れる ΔVTである．実際，モー

メントテンソルは，変位食い違いのモーメント密度テン

ソル Eq. (4) を経由して

M=
λ+

2

3 μ 0 0

0 λ+
2

3 μ 0

0 0 λ+
2

3 μ
ΔV 

=
λ+2μ 0 0

0 λ+2μ 0

0 0 λ+2μΔV , (23)

となる．これは，同じく等方震源であった三つの直交す

る亀裂で構成される震源容器の膨張によるモーメントテ

ンソルEq. (10) に現れる体積変化 (ΔVT
＝ΔVC ) と異なっ

ていることがわかる．

応力過剰の観点から解釈することもできる．仮想的埋

め込み媒質表面 S
inに外向き変位 u

 を作用させると表

面応力は負の圧力

ΔP=−λ+
2
3
μ

ΔV 

V
, (24)

を生じる（これは引張のトラクションT 
 ＝−ΔPI 2）．

従って，応力過剰は

[τ]=(ΔP−ΔP)=

(λ+2μ)
ΔV 

V
=λ+

2
3
μ

ΔV 

V
, (25)

となり，Eq. (23) に至る．

上記の震源の表現はいずれも，変位場を Eq. (2) を用

いて震源容器表面での変位とトラクションの表面積分で

評価した場合 [Ichihara et al. (2016), Appendix] と同じ結

果を与える．

§3． 議 論

3.1 変位過剰が生じる物理的背景：震源容器の幾何形

状

ここまでマグマだまりの実際の変位 u
 やトラクショ

ン T
 から始めて，線形弾性論に基づく仮想的埋め込み

を経て，変位過剰型と応力過剰型のそれぞれの震源表現

に至った．変位過剰表現の観点から，体積震源のモーメ

ントテンソルに現れる ΔVTを直感的にとらえてみよう．

変位過剰における実際の変位からのずれは，Eq. (2) に

おけるトラクション積分項の寄与を変位積分項に含める

操作から生じたことを思いだそう．すなわち，トラク

ション積分項の大小が ΔVTの ΔVCからのずれの大小に

直結する．それでは，体積 Vの震源容器が体積変化 ΔVC

(＝S uin

 dS) を受ける場合，容器表面のトラクション

Ti (ξ, n) の大小は容器の形状にどのように依存するので

あろうか？球状容器と亀裂状容器で想像してみる．

球状容器の場合，体積変化に対する圧力変化は大きい

（解析解 ΔVC
＝VΔPC/( 4

3 μ) [Kumagai et al. (2014)] に比例

定数が示される）．結果として，トラクション項は大き
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Fig. 4. Two different spherical surface-displace-
ment fields leading to the same spherical volume
source representation. Dotted lines represent the
reference surface position of a cavity without de-
formation. (Left) Displacement glut uC  ＋ u I1 

consisting of the actual outward displacement uC 

of a cavity and an additional imaginary inward
displacement u I1 . (Right) Stress-free volume
change in the Eshelby’s transformational opera-
tion consisting of uC  and uI1  both outward.



くなり，仮想変位の値は大きく計算され ΔVTの ΔVCか

らのずれは大きくなる．これに対して亀裂状容器の場合

には，薄いシート状の亀裂の隙間にマグマを貫入させ体

積変化しても震源の圧力はほとんど増加しない（これは

Eshelby の解析解を用いた計算結果 [Mizuno et al. (2015)]

からも示される）．亀裂状容器の場合，体積変化に起因

するトラクション項はほぼ 0であり，従って仮想変位の

値もほぼ 0となる．結果として ΔVTの ΔVCからのずれ

は小さくなる．このように同じ体積変化に対して，極端

に平べったい容器の圧力変化は小さく，球状に近づくと

圧力変化は大きくなる．容器形状による圧力変化のこの

定性的傾向を頭に入れておけば，容器形状により ΔVT

の ΔVCからのずれが大きいか小さいか間違えることは

なくなると思う．

一般的な楕円形状に対する体積震源のモーメントテン

ソルや ΔVC/ΔVTは，Web 計算ツール［水野・他 (2016)］

で評価することができる．これはモーメントテンソルか

ら逆に楕円形状を決めることもできる．興味のある方は

使ってみて欲しい．URL は http://www.eri.u-tokyo.ac.

jp/ichihara/mizuno/index.html である．

3.2 変位過剰表現によるモーメントテンソル評価

変位過剰表現 Eq. (15) では，震源容器の応力を境界条

件として内側媒質を載荷して生じた仮想変位を求め容器

表面上で積分すれば常にモーメントテンソルを（数値的

に）評価できる．一方，応力過剰表現 Eq. (20) では，数

学的発散を評価した後に容器内部の対応する歪みの体積

積分となりモーメントテンソル評価の手順は若干煩雑と

なる．なお，楕円体において内部歪み一定となる場合に

はEshelby (1957) の結果を用いて解析的に表すことがで

きる．

変位過剰表現は，現実的な複雑形状の火道とマグマだ

まりが結合したような火山性地震発生の物理モデルを常

にモーメントテンソルとして表現可能にする．火山物理

モデリングの研究結果に対するモーメントテンソル表現

が蓄積し，モーメントテンソル逆解析と比較できるよう

になれば，火山震源過程の推定に有用であろう．

3.3 Eshelby理論との対応

Eshelby (1957) の埋め込みにおいては，震源容器内部

の弾性体 V
inを取り除き，V

inを応力ゼロ歪みにより応

力ゼロのまま ΔVTまで非弾性的に膨張させる．次に

V
inを応力載荷し弾性的に元の大きさに圧縮して S

inに

応力が生じた状態で S
outに戻す．埋め込みの後 V

outに作

用する応力過剰に発散定理を適用することによりモーメ

ントテンソルが導かれる [Aki and Richards (1980, 2002,

2004)]．さて，既にお気づきである読者の方も多いであ

ろう．変位過剰 [ui] から生じる体積変化をEshelby の応

力ゼロ歪みの体積変化 ΔVTに対応させれば，応力過剰

− [τij] は ΔVTをもとの体積まで圧縮する載荷応力に

なっている．すなわち Eshelby (1957) と Ichihara et al.

(2016) の埋め込みは等価な操作となっている．

このことを球状の震源容器で変位の ur成分，応力の

τrr成分だけある場合に見てみよう (Fig. 4)．線形弾性体

の微小変形を考える場合，ある状態からの変位と応力ず

れは別の変形状態に対して常に線形重ね合わせが可能で

あることを利用する．以下の議論は，一般の震源容器形

状と応力成分の場合にも成り立つ．

まず，V
inを切り出し，変形なしの状態を State 0（S

in

で u
＝0, τ 

＝0）とする．次に，いわゆる応力ゼロ歪み

を導入し，埋め込み物体を応力ゼロのままu
＝[ur] まで

非弾性的に膨張変形させる．この状態を State 1（S
inで

u
＝u

−u
 ，τrr＝0）とする．応力ゼロ歪みは弾性体の

運動方程式を満たさず（すなわち，Betti の定理を満たさ

ず），表現定理の適用外となることに注意する［日下部・

亀 (2015)］．

State 1 から弾性的に−u
＜0 だけ変位させるのに必

要な載荷応力は τ


 ＝ΔPI2
＜0（圧縮）であり（2.3.2 節，

2.3.3 節），そこからさらに＋u
 ＜0 だけ弾性的に変位さ

せるのに必要な載荷応力は，τ


 ＝τ＝−ΔPC
＜0（圧

縮）である（2.3.1 節，2.3.3 節）．合計 (τ


 ＋τ


 )＝(ΔP
I2

− ΔPC) の圧縮載荷を受け，応力ゼロ歪みはもとの形に

もどる．この時の V
inの変形状態を State 2（S

inで u
＝

0，τ 
＝(τ


 ＋τ


 )）とする．

State 2 の Eshelby の埋め込み物体を震源容器に埋め

込み接合して内側のトラクションがゼロになるように逆

向きのトラクションを加える．ここで震源容器表面 S

(＝S
out) と体積領域 V (＝V

out) に視点を移す．V 中の観

測点に対しては震源容器表面の観点から Eq. (2) の表現

定理が適用できる．S上で n＝n
out
＝−n

I, u
 ＝0, τ ＝

τ 
（圧縮）でありこれらを代入すると，Eq. (17) の線形弾

性論に基づく仮想的埋め込みの応力過剰−[τ−τ 
 ] と

一致する．これの数学的発散をとれば Eq. (19) の単位体

積あたりのモーメント密度テンソルになる．

線形弾性論に基づく埋め込みで解釈すれば，体積震源

の実際の変位と応力の状態からはじめてモーメントテン

ソル表現に至り，等温膨張や相転移などと対応づけて導

入される応力ゼロ歪みを考える必要がない．また，

Eshelby (1957) における応力ゼロ歪みの導入と初期状態

の選び方は，Eq. (2) において変位積分項を 0とするため

の数学的要請となる．Eshelby (1957) の理論の背景に

は，表現定理によって ΔVTと ΔVCが結びつくことの考

察が背景にあったことが想像される．これが陽に述べら

なかったことは，当時の卓越した研究者には「自明」で
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あったのであろう．

教科書 [Aki and Richards (1980, 2002, 2004)] の体積震

源の説明のもう一つの分かり難さは，ΔVTで表現される

等価体積力が天下りに導入されることに加えて，ΔVTで

モーメントテンソルが表現されてしまい実際の釣り合い

状態の変位と応力（実際の体積変化 ΔVC）が陽に現れな

いまま終わってしまう点にあると思う（練習問題におい

て球形状の場合に実際の釣り合い状態を求める問題があ

るが）．これは，火山現象のモデリングから求めた体積

や応力の変化量を，モーメントテンソルを通して地震観

測データと結びつけたいと思って教科書を紐解いた者に

は大変不便である．変位過剰表現は，震源容器の力学的

状態（実際の変位と実際の応力）から始めて，どのよう

なモーメントテンソル表現になるかという方向性で進め

てきた．実際の体積変化とモーメントテンソルを陽に関

係づけたことの有用性を繰り返し強調しておきたい．

§4． ま と め

体積震源のモーメントテンソル表現を弾性体力学の基

本定理である表現定理に基づき導出した．線形弾性論に

基づく仮想的埋め込みの操作から仮想的変位を考慮する

ことにより変位過剰型の震源表現が可能になり，これよ

りモーメントテンソルが非弾性的な変形を考えることな

しに導かれることを示した．この変位過剰表現により体

積震源のモーメントテンソルに現れる 2 つの体積変化

ΔVTと ΔVCの数学的，および物理的意義が包括的に理

解できる．これにより，2つの体積変化の関係は体積震

源容器の形状に依存し複数の対応関係があり得るのが当

然であること，従って体積変化の推定には震源モデルの

想定が必須であることに得心がいく．また，変位過剰表

現により，現実的な形状を持つ火山物理モデルの結果を

常にモーメントテンソルに変換できるようになる．蓄積

された火山物理モデル研究を変位過剰表現によりモーメ

ントテンソルで再評価し，観測データ逆解析の解釈と組

み合わせることにより火山現象の理解が進むことを期待

する．
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