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§1． は じ め に

地震に伴う海底地殻変動は，海面変動を引き起こし，

そこを源として津波が発生する．非圧縮非粘性流体を仮

定し，一様の水深 hのモデルを考える．直交座標系 (x1,

x2, x3) を考え，x3方向を鉛直上向きにとる．海底面 x3＝0

において上下変動 D (x′  , x′ )が発生した時，瞬時に応答

する海面 x3＝hにおける上下変動 η (x1, x2) は，

ηx, x=
1

h







Dx′ , x′ 

G
 x−x′ 


+x−x′ 



h dx′ dx′  (1)

と表される．ここに現れる Gは，海底面変位の時空間に

関するデルタ関数入力に対する海面変動を表すグリーン

関数（ここでは無次元量）であり，Kajiura filter [Kajiura

(1963)] として広く津波研究において利用されており［例

えば，Saito and Furumura (2009)，齊藤 (2016)］，その起

源は高橋 (1942) の波数領域表現にある．また，η (x1, x2)

は式 (1) のような空間領域の畳み込みの形式に加えて，

波数領域での積の形をフーリエ逆変換して簡単に計算す

ることも可能である［例えば，齊藤 (2016)］．

Kajiura filter の関数形をFig. 1 に示す．グリーン関数

の引数は全て水深 hで規格化される．例えば，空間座標

x̂ =x/h，震源-観測点距離 r̂= x
+x

 /h，波数 k̂=hk

=h k
+k

 （k, kは x, x軸方向の波数成分）とする．

ただし，震源を原点とした．

Kajiura (1963) においてKajiura filter Gr̂ の積分表現

Gr̂ =
1
2π 



dk̂
k̂Jk̂r̂ 

cosh k̂
(2)

と級数表現

Gr̂ =
1
π






−1
 2n+1

2n+1

+r̂ 

 (3)

が示されている．ここで，J0は 0 次の第 1種 Bessel 関数

である．実際の津波研究においては数値計算に便利な級

数表現がもっぱら利用されている．

Kajiura (1963) では，積分表現から出発し， を指

数関数で級数展開し項別積分を行うことにより，という

注意のみで式 (3) の級数表現を直ちに示している．通常

の学術論文では計算過程を全て記述しないのが普通であ

るが，必ずしも多くの人が式の導出をできるわけではな

い．ここに計算過程を解説することは有益と思い，本稿

においてその式展開を詳細に示すことにする．以下の式

展開においては無次元量の記号「̂」を省略する．

§2． 級数表現の導出

積分表現から出発し，級数表現を導出する．k>0の

場合 e<1であるから，

1
cosh k

=
2

e+e =
2

e

1

1+e

=
2

e 




−1

e=2





−1

e (4)
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1

cosh k̂



と展開できる［例えば，Gradshteyn and Ryzhik (1980, eq.

1.232.2)］．これを積分表現に代入して積分と無限和の順

番が入れ替え可能であることを仮定すると，

G(r)=
1
2π 



dk
kJkr 
cosh k

=
1
π 



dkkJkr  ∑




−1

e

=
1
π










dkkJkr −1

e (5)

となる．これに，0次の第一種Bessel 関数の積分表示

Jy=
1
2π 



dθe   (6)

を代入し，積分順序が可換だと仮定すると，

G(r)=
1
π










dkk
1
2π 



dθe   −1

e

=
1

2π  




−1




dθ



dkke   

=
1

2π  




−1




dθk e   

−2n+1+ir cos θ 




−



dk
e   

−2n+1+ir cos θ 
=

1

2π  




−1




dθ −
e   

−2n+1+ir cos θ
 





=
1

2π  




−1




dθ
1

−2n+1+ir cos θ
 (7)

となる．式変形の途中で部分積分を用いた．さらに，z

=eと変数変換すると，

Gr =
1

2π  




−1


dz
−i

z

1

−2n+1+ir
z+z

2 


=
2

π  




−1


dz
−iz

−22n+1z+ir z+1
 (8)

となる．被積分関数の極を求めると，

z=
2n+1± 2n+1


+r 

ir
≡z (9)

が 2 位の極であり，任意の n≥0に対して，z=zは単

位円の内部に含まれ，z=zは単位円の外部に存在す

る．よって留数定理によって，


dz

−iz

−22n+1z+ir z+1


=
dz

iz

r z−zz−z


=2πi lim


d

dz z−z
 iz

r z−zz−z
 

=
−2π

r  lim


d

dz 
z

z−z
 

=
−2π

r  lim
 1

z−z
 −2

z

z−z
 

=
2π

r 

z+z

z−z


=
2π

r 

22n+1
ir


−2 2n+1


+r 

ir 


=
π 2n+1

2 2n+1

+r  


(10)

となる．これより

Gr =
1
π






−1
 2n+1

2n+1

+r 

 (11)

となり，積分表現から級数表現が導かれた．

上では，数学的に丁寧に導出過程を示したが，公式を

利用すれば Kajiura (1963) で述べられているように確か

に直ちに導くこともできる．一般に





dxxeJbx=
a

a+b
 (12)

が成り立つことが知られている［例えば，寺沢 (1954, p.

449), Gradshteyn and Ryzhik (1980, eq. 2.623.2)］．これを

用いれば





dkkJkr e
=

2n+1

2n+1

+r 

 (13)

となり，積分表現から直ちに級数表現が得られる．

§3． 議 論

実際の研究において級数表現を利用する際には，有限

の部分和

G
 r̂ =

1
π





−1

 2 j+1

2 j+1

+r̂ 

 (14)

を用いることになり，Nをいくつにとれば積分表現の十

分よい近似が得られるかが問題となる．ここで Nまで
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Fig. 1. Plot of Kajiura filter G(r/h), the initial sur-
face displacement due to a spatiotemporal impul-
sive point displacement at the bottom.



の部分和と積分表現との誤差 (G
 −G) がどの程度にな

るかを見てみよう．ここでは，式 (1) の畳み込みに現れ

る海底変動には立ち入らず，級数表現の誤差のみを考え

る．

N＝10, 20, 40 の場合に G
 をそれぞれ計算し，積分表

現 Gとともにそれらの結果を縦軸を対数にとりプロッ

トした (Fig. 2)．Fig. 2 上図はその誤差 (G
 −G) を表

す．積分表現の数値評価にはMathematica を利用した．

Nが大きくなるにつれ，誤差は小さくなりグリーン関数

の値が正しく評価できるようになっている．Fig. 2 を見

ると N＝40 に対して誤差 (G
 −G)∼2×10−5程度に減

少することがわかる．
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Fig. 2. Lower panel: Plot of Kajiura filter G and its partial sum of the series expansion G
 for N

＝10, 20, 40. Upper panel: Plot of errors (G
 −G) for N＝10, 20, 40.


