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1 はじめに

代数多様体などはすべて複素数体上で考える. Seshadri定数とは Demailly [Dem]により定義された以下のよ

うな不変量である.

定義 1.1. 対 (X,L)を偏極代数多様体, p ∈ X を閉点とする. この時, Lの pにおける Seshadri定数 ε(X,L; p)

を

ε(X,L; p) = inf
C

C.L

multp(C)

と定義する. ここで C は pを通る X 上のすべての曲線を動く.

定義 1.2. 対 (X,L)を偏極代数多様体とする. Seshadri定数はある種の下半連続性をもつので, 非常に一般な

点で Lの Seshadri定数は一定になる. 従って, 非常に一般な点における Lの Seshadri定数 ε(X,L; 1)を

ε(X,L; 1) := ε(X,L; p)

と定義できる. ここで p ∈ X は非常に一般な点とする.

同様にして多重点の場合も以下のように定義できる. 重み m = (m1, . . . ,mr) ∈ {x ∈ R |x > 0}r に対し,

ε(X,L;m)を

ε(X,L;m) = inf
C

C.L∑r
i=1 mi multpi(C)

と定義する. ここで p1, . . . , pr ∈ X は非常に一般な点であり, C は少なくとも１つの pi を通るX 上のすべての

曲線を動く.

Seshadri 定数は様々な興味深い性質を持ち, また他の概念とも関わっていることが分かっている (cf. [La,

Chapter 5]). しかしながら与えられた偏極代数多様体に対し, 具体的に Seshadri定数を計算することは非常に

難しい. 特に高次元の場合には知られている計算例が極めて少ない状況である.
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定義からわかるように Seshadri定数の上からの評価は比較的得られやすい. つまり C.Lが小さく multp(C)

が大きい曲線 C を見つけてやれば良い. 一方下からの評価については有効な方法は余り知られていない. 本論文

では任意次元における Seshadri定数の（特に下からの）評価方法を調べた.

2 Cayley多面体の代数幾何的特徴付け

まず Cayley多面体と r-平面を以下のように定義する.

定義 2.1. 自然数 r に対し, 整多面体 P ⊂ Rn が長さ r + 1 の Cayley 多面体であるとは, ある全射群準同型

Zn → Zr から誘導される線形写像 Rn → Rr による P の像が r 次元ユニモジュラー単体になることとする.

定義 2.2. 自然数 r に対し, (Pr,O(1))と同型な偏極代数多様体を r-平面と呼ぶ. 偏極代数多様体 (X,L)が r-

平面で覆われるとは一般の点 p ∈ X に対し, pを含む部分多様体 Z ⊂ X で (Z,L|Z)が r-平面であるものが存

在することとする. r = 1の時は,直線で覆われると呼ぶこととする.

第 2章では, 次を証明した.

定理 2.3 (=Theorem 2.1.1). P ⊂ Rn を次元 nの整多面体とする. この時 P が長さ r + 1の Cayley多面体で

あることと P に対応する偏極トーリック多様体 (XP , LP )が r-平面で覆われることは同値である.

この定理を用いて, ε(XP , LP ; 1P ) = 1となる整多面体 P の具体的な記述を得た;

定理 2.4 (=Theorem 2.1.2). P ⊂ Rn を次元 nの整多面体とする. この時以下は同値である;

i) P は長さ 2の Cayley多面体である,

ii) (XP , LP )は直線で覆われる,

iii) ε(XP , LP ; p) = 1が任意の p ∈ XP で成り立つ,

iv) ε(XP , LP ; 1P ) = 1がトーラスの単位元 1P ∈ (C×)n ⊂ XP で成り立つ.

3 トーリック退化を用いた Seshadri定数の評価

第 3章ではまず n次元整多面体 P ⊂ Rn とその面 σ に対し, 不変量 s1(P ;σ), s2(P ;σ)を定義した. この不変

量を用いて以下の定理を示した;

定理 3.1 (=Theorem 3.1.1). P ⊂ Rn を次元 nの整多面体, σ を P の面とする. この時,

s1(P ;σ) ≤ ε(XP , LP ; p) ≤ s2(P ;σ)

が任意の p ∈ Oσ について成り立つ. ここで Oσ ⊂ XP は σ に対応する軌道である.

ここで注意すべきことは, s1(P ;σ), s2(P ;σ)が ε(XP , LP ; p)に比べ計算しやすいということである. さらに

しばしば s1(P ;σ) = s2(P ;σ)が成立するので, その場合は ε(XP , LP ; p)が計算できる.

定義 1.2で述べたように Seshadri定数は下半連続性を持つ. 従って, トーリック退化を考えることで様々な場

合の Seshadri定数の下界を求める事ができる.

定理 3.2 (=Theorem 3.1.3). Xn
d ⊂ Pn+1 を次数 dの非常に一般な超曲面とする. この時

⌊ n

√
d/(mn

1 + · · ·+mn
r )⌋ ≤ ε(Xn

d ,O(1);m) ≤ n

√
d/(mn

1 + · · ·+mn
r )

が任意のm = (m1, . . . ,mr) ∈ (N \ 0)r に対して成り立つ.
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特に
⌊ n
√
d⌋ ≤ ε(Xn

d ,O(1); 1) ≤ n
√
d

が成り立つ.

定理 3.3 (=Theorem 3.1.5). Picard数が 1の滑らかな Fano 3次元代数多様体の各族に対し, (そのような族は

17個ある), ε(X,−KX ; 1)は論文中の表 3.1の様になる. ここで X は族の中の非常に一般の元とする.

4 Seshadri定数と Okounkov体

　第 4章ではまず, 代数多様体X 上の双有理（ある種の正値性を保証する条件）な次数付き線形系W• と重み

mに対し非常に一般の点における重みmの Seshadri定数 ε(W•;m)を定義した. 非常に一般の点での Seshadri

定数は巨大な因子については Nakamaye [Na]により定義されており, ε(W•;m)はその自然な一般化である.

∆ ⊂ Rn を n次元凸集合とすると, (C×)n 上の双有理な次数付き線形系W∆,• := {Vk∆}k が定まる. ここで

Vk∆ =
⊕

u∈k∆∩Zn Cxu ⊂ C[Zn]である. 従って∆の不変量 s(∆;m) := ε(W∆,•;m)を重みmに対して定義す

ることができる.

一方, n 次元代数多様体 X 上の双有理な次数付き線形系 W•, X のある滑らかな点での局所座標系 z =

(z1, . . . , zn), 及び Nn 上の単項式順序 > を決めると, Okounkov 体 ∆z,>(W•) と呼ばれる Rn 内の n 次元閉

凸集合が定義できる. これは Lazarsfeld-Mustaţă [LM] と Kaveh-Khovanskii [KK] により独立に導入された.

Okounkov体はトーリック多様体におけるモーメント多面体のある種の一般化であり, W• の様々な漸近的性質

を含んでいる.

第 4章では Seshadri定数と Okounkov体の以下のような関係性を証明した;

定理 4.1 (=Theorem 4.1.1). W• を n次元代数多様体 X 上の双有理な次数付き線形系とする. X のある滑ら

かな点での局所座標系 z = (z1, . . . , zn)と Nn 上の単項式順序 >を固定する.

この時 ε(W•;m) ≥ s(∆z,>(W•);m) が任意の r ∈ N \ 0とm ∈ {x ∈ R |x > 0}r について成り立つ.

この定理により Okounkov体が Seshadri定数の情報を持っていることがわかる.
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