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複素 K3曲面 X とその上の周期に非自明に作用する対合 ιの組 (X, ι)を
2-elementary K3曲面と呼ぶ。Nikulinの分類によってそのような組は位相
的には７５種類あることが知られており、各位相型は適当な自然数の三つ組

(r, a, δ)によってラベルづけられる。位相型 (r, a, δ)を一つ固定すればそれに
属する 2-elementary K3曲面たちの同型類はある代数多様体Mr,a,δ（モジュ

ライ空間）によって自然にパラメトライズされる。周期写像の理論により、

Mr,a,δ は適当な IV型対称領域の算術商から因子を除いた補集合として構成
することができる。本論文の主題はこのモジュライ多様体Mr,a,δ の双有理型

を調べることである。具体的には次の結果を証明する。

定理 0.1. 以下の８つの (r, a, δ)を除きモジュライ空間Mr,a,δ は有理的、す

なわち射影空間と双有理同値である:
(1, 1, 1), (2, 2, 0), (10, 10, 1), (r, 22 − r, 1), 11 ≤ r ≤ 15。

こうしてほとんどのMr,a,δは双有理変換を除けば最も単純な代数多様体で

あることがわかった。別の言葉で言い換えれば、それらの算術商Mr,a,δ に対

する保型函数体は C上純超越的である。
いくつかのMr,a,δは従来有理的であると知られていた。M10,10,0とM10,2,0

は金銅によって有理性が証明され、M5,5,1は Shepherd-Barronの研究によっ
て実質的に有理性が示されていた。M10,10,0は特に Enriques曲面のモジュラ
イであり、M5,5,1 は種数６の曲線のモジュライと自然に双有理同値である。

本研究はそれらの研究をモデルとしており、それらの先行結果が実はより一

般的な現象の中に位置づけられることを示している。残りの８つのMr,a,δが

有理的か否かはまだ明らかではない。有理性より少し弱い性質だが、それら

が単有理的であることはわかっている。
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さて、何かあるモジュライ空間Mが有理的であることを証明しようとす

る時には、代数群の作用の問題（広い意味での不変式論）に持ち込むことが

一つの標準的手法である。具体的には、(1) Mのメンバーの構成方法を考案

することでパラメータ空間 U を定義する。U には自然な変換群 Gが作用し

ている。(2) 商多様体 U/GからMへの自然な写像を調べる。もしも (1)で
考案した構成法が標準的なものであったならばこれは双有理同型になる。(3)
その時 U への G作用を解析して U/Gの有理性を示す、という手順を踏む。

同型類をパラメトライズするMよりも G作用の無駄を許して具体的な記述

方法を与える U の方から解析を始めるのである。もちろん U の構成はMの

メンバーの個性に完全に依存しており、また (3)の解析はデリケートさを伴
うことが多い。その結果、一般にモジュライの有理性問題というのは個別解

析の傾向が強く、本研究も例外にもれない。１つ１つMr,a,δ の有理性を証明

していくのである。とはいえほとんどのMr,a,δ に対して共通した構成のス

キームを採るのでそれを以下説明しよう。

与えられた (r, a, δ)に対して、適当なHirzebruch曲面もしくは射影平面 Y

の上のある種の決められたタイプの特異性と既約分解を持つ−2KY 曲線の族

を考え、そのパラメータ空間を U とする。Y の自己同型群を Gとする。各

B ∈ U に対してBで分岐する Y の２重被覆をとってその特異点を解消すれば

Mr,a,δのメンバーが得られる。（より正確には、(r, a, δ)にヒットするように予
め特異性等を規定しておいた。）この構成によって周期写像P : U/G → Mr,a,δ

が定まるのだが、この写像は必ずしも双有理同型になるとは限らない。こう

した構成法 U は幾つも考えられるので、そこで、いろいろな U を試してみ

てその中から P が次数１になるものがあるか探し当てることをする。本論文
の 4.3節ではこの種の周期写像の次数を系統的に計算するレシピを提示した。
実際の証明は長くなるもののこのレシピに従えば次数計算は容易である。そ

うして実験の末 P が次数１になるような (U,G)が見つかれば上で説明した
ように G作用の解析に帰着する。

この構成を少し角度を変えて説明しよう。(Y,B)というのはそれから作ら
れる 2-elementary K3曲面の商曲面と分岐曲線をブローダウンしたものであ
る。この時 P の次数というのは与えられたタイプの (Y,B)たちにブローダ
ウンするやり方が何通りあるかを数えており、それが１通りしかないような

タイプを探してMr,a,δ の研究に利用するのである。それが見つかれば、商と

分岐そのものよりもそれを（１通りしかない）ブローダウンによって単純な

曲面上の特異な曲線に転換した方が解析がしやすい。というのは、２つあっ

たモジュライ要素が１つに統合されるし、よくわかっている群Gの作用の問

題に帰着するからである。

これが基本的な議論のスキームだが、次数１の周期写像が見つからずこ

の枠組みからはみ出す場合も幾つかある。その主要なものは r = a ≥ 3と
r + a = 20, r ≤ 14の２系列である。前者は del Pezzo曲面の標準的な幾何
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を用いて解析される。後者の系列の研究が実の所本論文の到達点である。次

数計算のレシピを応用して、del Pezzo曲面の幾何がより意外な形で見出さ
れた。
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