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第1章 序論

1.1 背景

複雑な現象の中から本質を抽出する数理的アプローチが様々な分野で盛んに研究されて
いる。数理的アプローチの利点は多いが、環境学的立場からは、諸分野で扱われている諸
現象を俯瞰し融合的に捉える上で、数理を通じて得られるアナロジーが特に有用であると
考えられる。たとえば本研究の着眼点の一つである「遅延」効果は、生態系における個体
数（人口）の変化の数理的研究が端緒として発展した [5]。個体数が周期的に変動する現
象が観測されその原因が不明であったが、誕生してから繁殖に寄与できる成体になるまで
の「遅延」を考慮することによって、この周期性を説明できることが分かった。この現象
は「遅延起因振動」と呼ばれ、類似の現象は気象学におけるエルニーニョ現象 [6, 7]、経済
学における景気循環 [8]、地球規模での感染症の広がり [9, 10]、工学的なコントロールシ
ステム [11]など、多くの分野で見られるものである。振動を生む物理的媒体は異なるが、
数理的には遅延微分方程式 [77, 78]として同じ枠組みで捉えられる。従ってその数理的研
究は自ずから分野横断的な側面を持つ。一つの分野で開発された解法が別な分野でも役に
立つことはもちろん、アナロジーを使うことで直観的な理解が容易になる。

本研究はこのような数理的アプローチを方法論の基軸に置き、特に生命系に対して現象
を理解することを目指すものである。生命系に的をあてるのは、人間と環境を考えるとき、
人間の持っている生物学的側面が重要であるという認識に基づいている。「人間」とそれ
を取り巻く「環境」を二分的に扱う立場もあるが、そうではなく両者を一体と捉えること
は持続可能な環境を保持していく一つの切り口だと言える。その立場においては、人間と
環境の境を超えるだけでなく、非生物・人工物と生物との境界をも超えた視野が望まれる。
数理的アプローチの原形をニュートン力学 [93]に求めるならば、それは機械的、非生物的
な世界で発展してきた。この手法を生命系にまで拡張できれば、世界を統一的に理解する
道が開ける。これは環境学に求められている方向性と軌を一にするものと言える。まだま
だ遠い距離があるのが現状であるが、統一的な理解へ向けて研究を進めることは大きな意
義を持つ。本研究では生命系で普遍的に見られる「遅延」「結合」「確率」の３つの側面に
着目し、この視点を推し進める。

遅延

「遅延」については既に記したように、生態学などが発端になっているが、近年では遺
伝子発現における遅延効果の重要性が指摘されている。転写と翻訳からなる発現サイクル
において、翻訳されたタンパク質が転写に対して負のフィードバック制御を行う際に、こ

4



の過程の遅延時間が原因して発現に周期的なリズムが生じる場合があり、ゼブラフィッシュ
の体節形成ではこの振動が積極的に利用されていることが判明している [13, 14, 16]。遺伝
情報を持たないとされるイントロンは「遅延」を作ることで振動生成においては本質的で
あることが確かめられている [17, 18]。一方、ヒトの脳においては皮質と視床との間に神
経ループがあり、ある種のフィードバック回路と見なされている。このフィードバック回
路が病的に発振してしまうことがてんかん発作のメカニズムの一部であると考えられてい
る [39]。この発振に神経ループ間の信号伝達遅延が深く関係している。この場合には遅延
が病的な振動の誘因となっている。類似の病理に Cheyne-Stokes呼吸がある。これは呼吸
深度が 1分程度の周期で振動するものであるが、そのメカニズムは血中の二酸化炭素濃度
を感知して呼吸量を調節する負のフィードバックにおいて、血流が肺から二酸化炭素濃度
を感知する受容器に達するまでの遅延に起因すると理解されている [26]。
このように遅延（正確に言うと「フィードバック遅延」だが以後単に「遅延」と呼ぶ）
は生物系の至る所で現れる重要な側面であるが、その数学的解析は遅延の無い場合に比べ
ると格段に難しくなる。これは自由度の無限次元性に起因すると言え、一般解・厳密解を
解析的に求められるのは非常に限られた場合のみである。しかしながら、その状況下で妥
当と考えられる近似を適用することで、見通しの良い解析が行える場合がある。中心多様
体理論と呼ばれるものがその一つであるが、本論ではその基礎となっている中心部分空間
の随伴固有関数に着目し、従来の中心多様体理論よりも広い適用を提案する。
従来の中心多様体理論では系がその多様体上に事実上拘束されている描像を描くが、本
論においては系がアトラクタに引き込まれる過程（たとえば外乱を受けた直後）の解析に
おいても随伴固有関数が有用であることを示す。この観点は遅延起因振動に対する位相応
答関数を考える際にも基礎となる。
また、振動しない系への随伴固有関数の適用も本論の特徴である。ここで「振動しない
系」が指している内容は二つある。一つは分岐点における線形化方程式の最大固有値（実
部が最大のもの）が実数 0であるような分岐、具体的には pitchfork分岐を指す。遅延微分
方程式に対する中心多様体理論の研究は、多くが Hopf分岐近傍、すなわち遅延起因振動
を解析している。遅延起因振動は確かに振動論として興味が持たれるが、そのモデル（遅
延微分方程式）の持っている局所的な性質の一つである。モデルを全体として理解するた
めには pitchfork分岐を典型とする非振動型の分岐の解析が必要である。本論では特に皮
質-視床モデルの解析においてその観点を強調した。「振動しない系」のもう一つの内容は、
Hopf分岐の近傍であっても分岐が起きる手前を意味する。この場合、線形化方程式の最
大固有値は実部が負の複素共役対となる。中心多様体理論は本来分岐点直上でのみ正当化
されるが、いくつかの処方によってその近傍に拡張される。その際に分岐を超えて生じる
小さな振動を解析するのが通常である。この場合もモデル全体を統一的に解析するには、
分岐手前に目をやる必要がある。この視点は第 4章で示す焦点性てんかんの新しい解析方
法の基礎になっている。
時間領域でなく周波数領域で考えることも遅延微分方程式に対する有用な方法の一つで
ある。特に線形安定な固定点については、周波数応答を解析的に求めることが可能である。
本論で考える皮質-視床モデルでは安静時脳波は視床へのホワイトノイズ入力に対する（ほ
ぼ線形な）応答として理解される。そこで周波数領域の解析については確率的挙動として
第 5章で述べる。
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結合

「結合」については、システム論的、あるいはスケーリング論的に考える必要がある。
つまり、ある系を考えるとき、その構成要素が何であるかは、見方に依存する。生物系で
言うと、生態学においては個体を構成要素とするが、医学や生理学では心臓や肺などの器
官をひとつのまとまりと見なすことが多い。さらに子細に分析する際には細胞や遺伝子に
まで遡る。従って構成要素とその結合（相互作用）については多様な捉え方が存在するが、
本研究においては、「おおよそ同等な複数の構成要素が、比較的弱く相互作用している」状
況を考える。それはそのような状況が生物において頻繁に見られるからである。
「結合振動子論」と呼ばれている枠組みはこの視点に立っている。ホタルの群れが同期
して発光する現象などが、この枠組みで解析されている。生命系で重要な役割を果たして
いると考えられる同期現象を解析的に扱えることから、この枠組みは大きな成功を収めて
きた。本論においても「結合」に対するストラテジーの基本として、結合振動子論を踏ま
える。しかし、従来の枠組みの拡張として大きく２つの内容を示す。一つは、結合振動子
論の枠組みを「遅延起因振動」に拡張することである。従来の結合振動子論においても、
結合（相互作用）に遅延がある場合は多く研究されている。しかしその際の遅延は本論で
の遅延とは異なる。本研究では振動自体が遅延に起因しており、そのような振動子間に結
合がある場合を問題にしている。このような遅延起因振動が結合振動子論で扱われなかっ
た理由は前述の無限次元性に起因していると考えられるが、本論では随伴固有関数を用い
た次元低減により、遅延起因振動の場合であっても結合振動子論の標準形へと変換（縮約）
できることを示す。著者の知る限り本研究が初めての提示となる。
また、「振動していない系」を振動している系とともに統一的な方法で解析する立場に
ついて前項「遅延」で述べたが、その観点は特に「結合」を考えたときに有用となる。具
体的には、pitchfork分岐後の双安定素子の結合効果の解析と、Hopf分岐前後の活性振動
子と不活性振動子の結合効果の解析を行った。前者については Isingモデルなどで見られ
るスピンの整列 [91]が解析の動機になっている。結合の強さが中間的な場合、正負反対
向きの場合と向きがそろう場合のいずれもが安定になるという Isingモデルにない特徴が
あることを示した。後者は皮質-視床モデルを用いた焦点性てんかんの解析に対応してい
るが、結合振動子論としては大同らによる Aging transition [73]の議論を二次元格子に拡
張したものと言える。Aging transitionとは振動子の結合系において一部の振動子が不活性
で振動していないとき、それと結合している本来は活性の振動子までもが停止してしまう
現象である。本論では、皮質-視床モデルにおける焦点性てんかんの発作解析 [39]がこの
問題設定の枠組みでうまく再定式化できることを示し、その解析を行った。ただし従来の
Aging transition解析は大域的結合が仮定されており、二次元格子（離散ラプラシアン）に
ついては解析的結果が得られていない。二次元格子の場合には厳密解を得ることは望めな
いが、問題設定の単純化と近似的な解法を考えることで半定量的に transitionを予測でき
ることを示した。方程式自体ではなく方程式を導く「自由エネルギー」を近似するところ
に手法の特徴がある。この解析も著者の知る限り本研究が初めての提示となる。
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確率

「確率」はさまざまな現象においてそれぞれの様相で出現する。原子や分子などのミク
ロな粒子を単独で考える際には量子力学的揺らぎ（確率）が問題となるが、多くの場合は
多体系を考えるのでそれが顕在化することは少なく、統計力学的な確率が熱揺らぎとして
観測される。熱揺らぎは分子数が多くなる程減少するので、多くの場合は無限大極限（熱
力学極限）で置き換える。その場合、確率的な側面（揺らぎ）は温度やエントロピーなどの
マクロなパラメータの中に繰り込まれてしまうので、事実上決定論的な扱いとなるが、希
薄な分子集団の化学反応では揺らぎを直接考慮する必要があることが指摘されている [19]。
一方実験データを処理する現場においては、平均をとる、分散をとる、最小二乗法で
フィッティングするなどの処理が日常的に行われている。そこでも確率概念が使われるが、
その場合は制御や測定における偶然誤差が確率的に扱われていることになる。この意味
での揺らぎは「データばらつき」などと呼ばれることが多く、小さい方が好ましいが不可
避的に混入するものと見なされる。信号伝達系における「ノイズ」もそれに近いものと言
える。
生命系においてはたとえば遺伝子発現においては分子の希薄性に起因する揺らぎが無視
できないという指摘がある [20, 21]。また、実験における偶然誤差や不定性が非生物系よ
りも大きいことも当然考えられる。しかし生命科学においては、これらのいずれの揺らぎ
ともやや異なる揺らぎ（ノイズ）をシステム論的・現象論的に考えることがしばしばある。
すなわち、ある系を入出力系と見なしたとき、入力が常に完全に（決定論的に）把握され
ることは実際にはなく、不規則で不確定な部分がある。その不確定な部分を確率論的に扱
うことで、単純にそれを無視してしまうと説明できないような現象を理解しようとする。
不規則性の起源が分子の熱運動ではない点が物理・化学的揺らぎとは異なるが、測定とは
別に現象そのものの揺らぎを問題にしている点では共通しており、測定論的な誤差と異な
る点である。本論で扱う皮質-視床モデルにおける視床への末梢からの入力がそれに相当し
ている。このモデルにおいては脳波は「ノイズ駆動」されるものであるので本質的に noisy

なもので、それは測定誤差とは関係がない。他に心拍揺らぎなども生命系に特有な揺らぎ
として知られる。このような生命系に特有な揺らぎは、信号伝達系における誤差のように
小さいほど良いとはされていない。むしろ揺らぎが小さいことが病的であるとか [28]、生
命系はノイズを積極的に利用しているなどの理解がされている [22]。本論ではそのような
生物学的側面に深入りはしないが、ノイズの描像としてはそのようなものを考える。
以上、「確率」描像について異なる側面を強調したが、数学的な扱いの共通性やアナロ
ジーに着目することはここでも有用である。Langevin方程式に代表される確率微分方程式
や、それを確率分布の時間発展として記述するFokker-Planck方程式は、統計力学を通じて
研究されて来たものであり、その成果に学ぶことが多くある。本論でしばしば考える「自
由エネルギー」はその一つで、物理的な実体の違いには注意が必要であるが、概念的には
共通するものであり、見通しの良い解析の助けになる。尚、本論では議論しないが自由エ
ネルギーという用語は機械学習の分野などでも使われる。当然物理的な自由エネルギーと
別なものではあるが、確率論的な類似性を強調する意図があるものと思われる。

以上説明したように、「遅延」「結合」「確率」は生命系で広く共通して見られる側面で
あるが、各側面が同時に現れ相乗効果を生む状況も考えられる。数学的には「結合した遅
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延確率微分方程式」で記述される場合がそうである。しかし、３つの側面を同時に厳密に
扱うことは数学的に困難であり、一般論は完成していない。３つの側面をすべて盛り込ん
でモデル化を行うことはできても、解析的に解を求めることができる場合は非常に限定さ
れている。その対応策としては、解析的に解くことを断念し数値計算を行う方向と、状況
に応じて許容される範囲で近似を行い、近似的に解析解を求める方向が考えられる。本研
究では、後者の解析性を重視する立場をとる。数値計算は定量的に正確で、また忠実な境
界条件を反映できることなどが利点であるが、一方で結果が限定的であり一般的洞察には
弱い。できる限り解析的な立場に立つことにより、一般性のある結果と洞察を得ることを
目指した。

1.2 目的

生命現象を理解するための数理的解析方法の構築とその応用による新しい洞察の獲得を
目的とする。特に、生命系で普遍的に見られかつ厳密な取り扱いが困難である「遅延」「確
率」「結合」の３つの側面に焦点を当て、これらに対する有効な近似解法を提示し、その
応用を示す。ヒトの皮質-視床系モデル、および遺伝子発現モデル（ゼブラフィッシュの体
節形成）に対して手法を適用することで、手法の有効性を具体的に検証すると同時に、そ
れぞれについて新しい知見を得る。

1.3 概要

本論文では、ヒトの皮質-視床系、およびゼブラフィッシュの体節形成を具体例として、
「遅延」「確率」「結合」の３つの側面に対する有効な近似的解析法を提示する。これらの３
側面を同時に厳密に扱うことは困難であるが、状況に応じて適切に近似することで、様々
な問題に対する洞察が解析的に得られることを示す。「遅延」「確率」「結合」の３つの側
面は生命科学で普遍的に見られるものであり、従ってここで提示した手法は広く生命科学
に応用展開が図れるものである。以下本論の構成を示す。

第 2章では本論で扱う「皮質-視床モデル」と「遺伝子発現モデル」について概要を説明
し、各モデルの解析上の課題を抽出する。

第 3章ではダイナミクスの低減について述べる。力学系の自由度が多次元、あるいは無
限次元である場合、各自由度の時間スケールの違いに着目した次元低減が有効である。最
初の節ではモデルパラメータの中に微小な時定数がある場合の系統的な低減法を示し、遺
伝子発現モデルと皮質-視床モデルに適用する。次の節では皮質-視床モデルに対して固定
点の線形安定性解析を行い、その結果を踏まえた低減を行う。pitchfork分岐点近傍の縮約
方程式と Hopf分岐近傍の縮約方程式がそれぞれ導出される。最後の節では遺伝子発現モ
デルのダイナミクス低減を行う。遺伝子発現モデルにおいては時間スケールの違いが物理・
化学的に明確であるので、その知見を踏まえた低減を行う。
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第 4章では結合効果について述べる。皮質-視床モデルにおいて、第 3章で議論した随
伴固有関数による次元低減を相互作用項に拡張的に適用する。双安定素子の合体安定性、
振動子の振動停止、同期について２体問題を解析し、臨界結合強度の解析表示を得る。本
論で考える拡散結合においては多体問題を厳密に解析的に解くことは不可能であるが、適
切な問題設定と近似解法によって２体問題に還元できる場合があることを示す。これは焦
点性てんかんの発作性の解析に有用な知見となる。

第 5章ではノイズに対する応答について述べる。ノイズの効果が顕著に現れる線形化皮
質-視床モデルの周波数領域での解析を行い、安静時脳波の実測データへフィッティングを
行う。また統計力学・熱力学であらわれる「自由エネルギー」に相当する量を理論・実験
両面から解析する。

最後に結論と課題について第 6章で述べる。
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第2章 モデル

本章では「視床-皮質モデル」と「遺伝子発現モデル」について生理学・生物学的な背景
とともに概要を説明し、解析上の課題を抽出する。

2.1 視床-皮質モデル

本節では本論でとり上げる視床-皮質モデルについて説明する。皮質の電気的活動に起
因する脳波 (EEG)は Brain-Computer Interfaceなどの工学的応用の他、てんかんなどの診
療にも用いられており既に欠かせないものとなっているが、その機序については未解明な
部分も多い [64, 29]。本モデルはその中にあって、脳波で見られるさまざまな特徴的な現
象を統一的に説明する点で、有力視されているモデルである。本節では、このモデルにつ
いて、その基礎となっている背景的な知見とともに説明する。

2.1.1 脳の電気的活動と脳波

本副節では、モデルを理解する上で重要となる背景知識として、脳波の物理的ソース、
リズムを担う神経回路、平均場アプローチについて述べる。

脳波の物理的ソース

脳波の物理的ソースについてはシナプス後電位説が有力になっている [30]。すなわち、
皮質の錐体細胞の尖端樹状突起におけるシナプス後電位に伴い電流双極子 (湧き出しと吸
い込みの対)が形成され、導体としての脳 (脳脊髄液、硬膜、頭蓋骨、頭皮)に電流が流れ
ることで頭皮上の電位が変動し、それが脳波として観測されるというものである。錐体細
胞樹状突起には皮質興奮性神経細胞、皮質抑制性神経細胞、視床中継核からのシナプス接
合があり、それぞれが EEGに寄与すると考えられるが、その中で皮質興奮性神経細胞か
らのシナプス接合が支配的であると考えられている。これは皮質錐体細胞の尖端樹状突起
が細胞体から皮質と垂直に頭皮方向に伸びており、その頭皮に近い側に皮質興奮性細胞か
らのシナプス接合があり、皮質抑制性神経細胞および視床中継核からのシナプス接合は頭
皮から遠い側にあることから妥当であると考えられる。

リズムを担う神経回路

物理的ソースが上記の電流双極子であるとしても、どのようにして特徴的なリズムが生
まれるかについては、より広く神経回路に基づいて考える必要がある。その際に脳のどの
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部位まで含めて回路を考えるかが問題となる。これは脳波リズムの起源がどこにあるのか
という問題と呼応している。例えばα波について言えば、皮質がそのリズムを基本的に担っ
ているという考え方があり [31, 32]、その場合には皮質だけを考えればよいことになる。ま
た視床がペースメーカーになっているという考え方 [34, 35]もあり、その場合は視床を皮
質に対する入力のように記述する必要がある。このようにいくつかの可能性がある中、本
論で扱うモデルでは皮質と視床の作るループがリズムを生成するという立場に立つ。視床
へはランダムなホワイトノイズ的な信号が入力されるが、皮質-視床ループが共振回路の
ように働き、特定の周波数帯域が増強あるいは減衰されるとするものである。一回りの信
号伝達時間は約 100msecとされるので、このループによるフィードバックが正のフィード
バックであれば 10Hz(=1/100msec)とその整数倍が増強され、負のフィードバックであれ
ばその周波数が減衰し 5Hz,15Hzなどが相対的に大きくなる。これらがそれぞれα波、θ
波の基本的な生成メカニズムであると考える。

平均場アプローチ

神経細胞の数理モデルとしては Hodgkin-Huxley方程式が良く知られているが、本論で
考えるモデルはこのような神経細胞単独レベルの活動をモデル化したものではなく、平均
場アプローチあるいはニューラルマスモデリングと呼ばれる手法によって、神経集団につ
いて平均化されたマクロな記述を行うものである [36]。平均場アプローチと一概に呼ばれ
ているものであっても子細な部分で若干の差異があるが、ここでは Robinsonらに従って
説明する [41]。
皮質の神経細胞はカラム構造と呼ばれる直径 0.5mm程の円柱状の単位を形成し、それが
横に並ぶことで皮質を形成していると考えられている。一つのカラム構造には数万個の神
経細胞が存在するとされているが、平均場アプローチではこれを粗視化して数個の平均化
された神経細胞で代表して考え、その特性は平均細胞体電位だけで記述されるとする。平
均細胞体電位は集団外からの信号を受け取って値を変化させ (樹状突起部)、またその値に
対応して集団外に信号を与える (軸索部)。平均場アプローチではこのような信号をパルス
密度 [パルス数/時間]で表現する。図 2.1に Robinsonらのモデルの神経回路を示すが、図
中の各神経細胞はその集団を平均化したものである。以下神経細胞集団と言ったとき、常
にこのように平均化されたものを指すことにする。図中の円、四角、三角はすべて細胞体
を示している。三角は錐体細胞の形をシンボリックに示しているが、神経回路の機能とし
てはこれらの形は関係ない。

Robinsonらのモデルでは各神経細胞集団の中で皮質興奮性神経細胞集団だけが他のカラ
ムへも信号を与えるとしている。その際、元の神経細胞集団から発せられた信号は周辺の
カラムへ拡散していくので、各カラムが受け取る信号 ψeは送出する信号Qeとは一般に異
なる。ψeと Qeの関係は回路ブロックとは別に定める必要があり、平均場アプローチでは
減衰波動方程式で記述するのが一般的である。
尚、カラムという用語は皮質に対して用いられるが、本論文では視床も含めて図 2.1で
表された一つの回路ブロックを指すものとする。Robinsonらのモデルではそのような回路
ブロックが横に並んでいるとする。ただし、カラム直径などの構造的な側面は捨象され、
連続的な描像をとる。
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図 2.1:皮質興奮性 (e)、皮質抑制性 (i)、視床中継核 (s)、視床網様体 (r)の各神経集団の回
路.例えば rsは sからの rへの投射を意味している. [3]

2.1.2 Pre-Compact Model

本論では以上の考え方に基づいた皮質-視床モデルを3種扱う。3種のモデルは一つのモデ
ルから順に簡略化されたものとなっている。詳細さの順に、Pre-Compact Model、Compact

Model、階数低減Compact Modelと呼ぶことにする。最後の階数低減Compact Modelは本
研究によって独自に導出されたものであり、第 3章で記述する。本副節では Pre-Compact

Modelについて記述し、続いて次副節で Compact Modelについて記述する。

皮質興奮性、皮質抑制性、視床中継核、視床網様核の各神経細胞集団に対してそれぞれ
e, i, s, rの識別子を用いる。それぞれの平均細胞体電位をVa, a = e, i, s, rとしたとき、各神
経細胞集団が他の集団に対して与えるパルス密度は次のシグモイド関数で表されるとする。

S(Va) =
Qmax

1+ exp(−Va−θ
σ′ )

(2.1)
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ここで Qmaxは出力の最大値 (250Hz程度)である。θは出力がちょうど最大値の半分にな
る平均細胞体電位、σ′は平均細胞体電位 Vaの増大に対する出力パルス密度の増大の緩や
かさに対応するもの (3.3mV程度)で、これを 0に近付けた極限でシグモイド関数はヘビサ
イド関数 (階段関数)になる。つまり閾値を θとして Vaが閾値以下では出力ゼロ、閾値よ
り大きければ最大出力となる。神経細胞を単体として扱う場合にはそのような階段的な特
性を考えるが、平均場アプローチでは集団を考えているので閾値それ自体のバラツキに加
え、細胞体電位を一つの平均細胞体電位で置き換えている代償としても、実効的により緩
やかな関係を考える必要がある。
シグモイド関数Sは平均細胞体電位に応じて他の神経細胞集団へ送出するパルス密度を
与えるが、一方で平均細胞体電位は他の神経細胞集団からパルスを受けることでその値を
増減させる。それを記述するために、先ずポテンシャル変化の立下り逆時定数 α (50Hz程
度)と立ち上がり逆時定数 β (200Hz程度)を持つ微分演算子 Dαβを

Dαβ ≡
(
1
α

∂

∂t
+ 1

) (
1
β

∂

∂t
+ 1

)
(2.2)

と定義し、これを使って各神経細胞集団の平均細胞体電位変化を次の各微分方程式で記述
する。

DαβVe(r , t) = νeeψe(r , t) + νeiS[Ve(r , t)] + νesS[Vs(r , t − t0/2)] (2.3)

DαβVr (r , t) = νreψe(r , t − t0/2)+ νrsS[Vs(r , t)] (2.4)

DαβVs(r , t) = νseψe(r , t − t0/2)+ νsrS[Vr (r , t)] + νsnψn(r , t) (2.5)

ここで r は皮質上の位置を表す。t0は皮質-視床間を信号が往復するのに要する時間 (80～
100msec程度)である。また ψnは視床中継核への入力を表す。安静時 EEGを考える場合
にはホワイトノイズを与える。νabは神経細胞集団 aをシナプス後細胞、神経細胞集団 b

をシナプス前細胞としたときのシナプス結合強度である。各式の右辺は他の細胞集団から
の信号の受け取りを表しており、図 2.1の神経回路図から導くことができる。ただし簡単
のために皮質抑制性神経細胞集団のセル電位は興奮性神経細胞集団の電位に等しいとして
いる (図中では点線で表現している)。
各神経細胞集団が受け取る信号は皮質興奮性神経細胞集団からの信号を除いてそのカラ
ム内の神経細胞集団から受け取るので νabS(Vb)の形になっている。皮質興奮性神経細胞集
団については他のカラムへと軸索を伸ばし信号を送る。従って各神経細胞集団が皮質興奮
性神経細胞集団から受け取る信号 ψeは図 2.1とは別に皮質興奮性神経細胞集団の軸索の広
がり方から定める必要がある。Pre-Compact Modelではそれを次の方程式で記述する。

(te ∂∂t
+ 1

)2

− r2
e∇2

ψe(r , t) = Qe(r , t) (2.6)
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ここで Qe(r , t)はカラムが送出する信号であり、図 2.1と (2.1)より、

Qe(r , t) = S[Ve(r , t)] (2.7)

で与えられる。また、∇ = ∂/∂r であり、teは皮質興奮性神経細胞集団が送出する信号が減
衰波動として皮質内を拡散して行くときの減衰時定数である。reは実効軸索長である。式
(2.6)に従う基本解 (Green関数)は速度 re/teで伝わり、時定数 teで減衰していくので [43]、
reは一つのカラムから送出された信号がどこまで届くかを実効的に表すものと言える。第
4章で焦点性てんかんの解析を行うが、その際に reは重要なパラメータとなる。
式 (2.6)から分かるように、ψeと Qeは一般には異なるが時間的定常と空間的均一が成
り立っている場合には一致する。つまり、一つのカラムから外に向かって拡散して行く信
号と、逆にそのカラムが周りから受け取る信号が釣り合っていることになる。
減衰波動方程式による神経網の数学的記述は 1963年にGriffithが提案したのが最初と思
われるが [37]、彼は電磁気学などの場の理論とのアナロジーを明確に述べている。ψeを
「場」と呼ぶ背景にはこのアナロジーがあると思われる。神経場という用語は甘利も用い
ているが、甘利もGriffithの論文を引用している [38]。このアナロジーに従うと、Qeは場
を生み出す「ソース（電荷）」と見なされる。それに対して ψeは電荷に作用する場（電場）
と見なされる。神経科学の観点では、Qeは細胞体側から見た送出パルス密度であり発火
率 (firing rate)と呼ばれることが多い。ψeは受け取る側からの見方になる。同じパルス密
度として表すが、電荷と電場のような描像の違いがあるので注意されたい。

2.1.3 Compact Model

Pre-Compact Modelは変数やパラメータが多く解析が難しい。Kim と Robinsonは一部
の時定数を 0とするなどの近似によって Pre-Compact Modelを簡略化した一変数モデル
(Compact Model)を提案した [40]。本副節ではその記述を行う。

Compact Model(線形版)は、(2.2)で表される微分演算子 Dαβを 1に置き換える近似と平
衡点まわりの線形化近似を使って Pre-Compact Modelより導かれる。先ず各変数を

ψe(r , t) = ψ∗e(r ) + χe(r , t) (2.8)

ψe(r , t − t0) = ψ∗e(r ) + χe(r , t − t0) (2.9)

Va(r , t) = V∗a(r ) + ∆Va(r , t), a = e, s, r (2.10)

ψn(r , t) = ψ∗n(r ) + χn(r , t) (2.11)

のように平衡点 (∗をつけたもの)とそこからの微小なずれとして表現する。シグモイド関
数 (2.1)は次のように線形化する。

S[Va(r , t)] = S[V∗a(r )] + ∆Sa(r , t) (2.12)
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ここで次の略記を用いた。

∆Sa(r , t) ≡ dS
dV

[V∗a(r )]∆Va(r , t), a, b = e, r, s (2.13)

(2.8)から (2.13)を (2.3), (2.4), (2.5)に代入し Dαβ = 1の近似を用い、さらに ∗をつけた変
数が平衡値であることを用いると、次の連立一次方程式が得られる。

1− µei 0 −µes

0 1 −µrs

0 −µsr 1



∆Se(r , t)
∆Sr (r , t − t0

2 )

∆Ss(r , t − t0
2 )


=


µeeχe(r , t)
µreχe(r , t − t0)

µseχe(r , t − t0) + µsnχn(t − t0
2 )

 (2.14)

ここで次の略記を用いた。

µab ≡ νab
dS
dV

[V∗a], a, b = e, r, s (2.15)

∆Sに関して閉じた連立方程式を得るために ∆Sr と ∆Ssに関しては時間を t0/2だけずら
している点に注意されたい。その結果 χeに関しては t0だけ遅れた項、すなわち皮質視床
ループによるフィードバック項が現れる。
一方、(2.6)を線形化した式は

(te ∂∂t
+ 1

)2

− r2
e∇2

χe(r , t) = ∆Se(r , t) (2.16)

となるので、この式に式 (2.14)を解いて得られる ∆Se(r , t)を代入することにより線形微分
方程式が得られるが、３次の非線形項を付加することで Compact Modelを次式のように
得る。

[
(te

∂

∂t
+ 1)2 − r2

e∇2
]
χe(r , t) = (1+ c1)χe(r , t)

+c2χe(r , t − t0) + ϵχe(r , t)3 + κnχn(r , t − t0/2) (2.17)

ここで c1, c2, κnは次式で与えられる。

c1 = −1+
µee

1+ (−µei)
(2.18)
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c2 =
µes{µse− (−µsr)µre}

{1+ (−µei)}{1+ (−µsr)µrs}
(2.19)

κn =
µesµsn

{1+ (−µei)}{1+ (−µsr)µrs}
(2.20)

Kimと Robinsonの導出では 2次の非線形項も与えているが、ここでは簡単のため 2次の
項は省いた。非線形効果の詳細を議論する目的にはCompact Modelは適さない。その際に
はPre-Compact Modelを用いる必要がる。そこでCompact Modelにおいては必要最低限の
非線形項を与えることがより適切と考えた。線形不安定性が破れても振幅が発散しないた
めには 3次項を考える必要がある。2次項の省略により発散が生じるようなことはなく、
また省略することで解析が著しく容易になる。これは鏡映変換 χe→ −χeでの対称性を仮
定して簡単化することと同等である。

2.1.4 解析上の課題と本研究における解決手法

Compact Modelは Pre-Compactモデルと比べると解析の容易さが向上したものの、尚困
難な点がある。
その最大のものは遅延項の存在である。遅延項が存在する微分方程式は遅延微分方程式
と呼ばれ、解析学上の一分野を形成している。見かけ上は通常の微分方程式からのわずか
な差異ではあるが、数学的には無限次元系となり厳密な解析は著しく制約される。数学者
による基礎理論の構築も進んでいるが、応用に適した解析手法は未開発な状態と言える。
本研究ではこの状況を打開するために、Haleらによって整備された遅延微分方程式の理論
の中核的概念である随伴固有関数を活用する解析手法を第 3章で提示する。
また一変数化されたとは言え二階微分の式であるので、二変数一階微分の式と等価であ
る。一変数一階微分の式にまで低減できればより解析が簡易になる。この低減を第 3章で
示す。
以上は時間的なダイナミクスと関係しているが、空間的な相互作用項（ラプラシアン ∆
の項）の扱いも課題となる。ラプラシアンによる空間的連続描像がこのモデルの特徴の一
つになっているが、減衰波動解などの単純な解は求めることができてもそれ以上に実際的
な解析は難しい。本研究では連続描像を離れ離散描像に立つことで、結合振動子の枠組み
にモデルを変換（縮約）する手法を提示する。結合振動子の枠組みにおいては多くの事が
研究され豊富な知見が得られているので、この変換の意義は大きい。ただしここで二つの
事に注意する。一つは単なる離散化によって結合振動子の標準形に変換される訳ではない
ことである。つまり随伴固有関数の活用がここでも重要な意味を持つ。言い換えると遅延
微分方程式の基礎理論と結合振動子の基礎理論を融合させることが必要で、そこに本研究
の新規性の一つがあるということである。もう一つの注意は、結合振動子論の考え方に基
づいているが、「振動しない素子」の結合をも含む形に拡張していることである。第 4章
で双安定素子の結合と不活性振動子と活性振動子の結合について例示する。
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2.2 遺伝子発現モデル

2.2.1 ゼブラフィッシュ体節形成時の遺伝子発現

遺伝子全体を解読するゲノム解析はいわゆるゲノムビッグバンとして近年生命科学にパ
ラダイム変換をもたらしたが、現在では遺伝子配列の読み取りだけでなく遺伝子発現に重
点が移行しつつある。中でも発生過程における遺伝子発現は生物学の基礎として興味深い。
ゼブラフィッシュは人間を含む脊椎動物の一種であり、体節の周期的形成が観察しやすく、
かつ世代交代期間が早いため発生のモデル生物として良く利用されている。中でもその後
の構造の基本を作る過程である体節形成は、遺伝子発現の仕組みとしても一般的な興味が
持たれている。
さまざまな実験・観察、および数理モデルの研究があるが、体節の空間的周期構造の形
成に「遅延起因振動」が重要な役割を果たしていると考えられている。遺伝子発現、すな
わち特定のタンパク質の合成は、その発現を指示する遺伝子によって生じるが、遺伝子が
mRNAに転写されそれがさらにタンパク質に翻訳されるまでに時間がかかること（遅延）、
そして合成されたタンパク質自身がmRNAへの転写に対して抑制因子となることから振
動が起こると考えられている。このような「遅延を伴う負のフィードバック」は振動の仕
組みとしてはもっともシンプルなものであり、生命で見られる多くの振動現象がこのメカ
ニズムで理解されている [17]。

2.2.2 Lewis Model

この振動を再現する簡単なモデルは以下に示すものである [13]。

dp(t)
dt

= am(t − Tp) − bp(t)

dm(t)
dt

= f (p(t − Tm)) − cm(t)

f (p) =
k

1+ p2/p2
0

(2.21)

ここで pは該当するタンパク質の量（濃度）、mはそのタンパク質に対応するmRNAの量
である。mRNAからタンパク質が翻訳されるが、その速度は Tpだけ以前のmRNAの量に
比例するとしてその係数を aとしている。またmRNAの生成（遺伝子からの転写）は合成
されたタンパク質の量で抑制されるとし、その様子を関数 f で記述している。kはmRNA

の最大生成速度、p0は抑制におけるタンパク質基準濃度である。ここで抑制は Tmだけ以
前のタンパク質量で決まるとしている。これらの遅延時間が生じる理由は、タンパク質や
mRNAが高分子であり合成に時間がかかるため、抑制などの調整を合成開始時に受けて
も、その効果が現れるのは合成が完了した時点であるためである。bはタンパク質の劣化
速度、cはmRNAの劣化速度である。このモデルは極めて単純化されたものではあるが、
生命系における遅延効果の意義を示唆した点で重要である。
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2.2.3 Schr̈oterらのモデル

Lewisのモデルは遺伝子発現において遅延のある負のフィードバック機構の重要性を示
唆したが、その後の実験から発現過程の記述としては簡略化され過ぎであることが分かっ
ている。実際には複数の遺伝子が相互に関わっており、タンパク質については各タンパク
質が単量体、ホモ二量体、ヘテロ二量体などの形態をとっている。現段階においても完全
な特定には至っていないが、ここでは有力な候補として次式で表される Schr̈oterらのモデ
ル [14]を取り上げる。

dH1(t)
dt

=
k1

1+ ( H11(t−τ1)
x11

+
H76(t−τ1)

x76
)n1
− c1H1(t)

− 2a11H1(t)2 + 2b11H11(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

(2.22)

dH6(t)
dt

=k6 − c6H6(t)

− 2a66H6(t)2 + 2b66H66(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a76H6(t)H7(t) + b76H76(t)
(2.23)

dH7(t)
dt

=
k7

1+ ( H11(t−τ7)
x11

+
H76(t−τ7)

x76
)n7
− c7H7(t)

− 2a77H7(t)2 + 2b77H77(t) − a76H7(t)H6(t) + b76H76(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

(2.24)

dH11(t)
dt

= a11H1(t)2 − b11H11(t) − c11H11(t) (2.25)

dH17(t)
dt

= a17H1(t)H7(t) − b17H17(t) − c17H17(t) (2.26)

dH66(t)
dt

= a66H6(t)2 − b66H66(t) − c66H66(t) (2.27)

dH76(t)
dt

= a76H7(t)H6(t) − b76H76(t) − c76H76(t) (2.28)

dH77(t)
dt

= a77H7(t)2 − b77H77(t) − c77H77(t) (2.29)

ここでH1やH16などHで表現される量はすべてタンパク質発現量（濃度）を示している。
mRNAは変数として扱わず、転写プロセスの遅延（τ1, τ7）を通じて数式中に取り込まれ
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ている。考えられている遺伝子は her1,hes6,her7であり、対応するタンパク質単量体をそ
れぞれ H1,H6,H7としている。さらにそれらの二量体を考え、Hµν (µ,ν=1,6,7)と表している。
これは Hµと Hνの二量体という意味である。aµνはそれぞれの単量体が結合し二量体を形
成するときの化学反応速度係数である。bµνはその逆過程の係数である。cµ,cµνはタンパク
質の劣化過程の係数である。x11, x76およびは n1, n7はタンパク質がmRNAを抑制する際
の、それぞれ基準タンパク質濃度、抑制の急峻さに相当するパラメータである。本論では
このモデルを Schr̈oterらに従って Full Model (FM)と呼ぶ [14]。

2.2.4 解析上の課題と本研究における解決手法

FMは Lewisモデルに比べると、複数の遺伝子種、タンパク質種の相互作用を記述して
いる点はずっと複雑なモデルになっているが、一方でmRNAは式中に無い。この点は第 3

章で提示する Lewisモデルの一変数化と階数低減の方法が論拠を与え、またこれらの方法
を「逆近似」的に用いることで、より精緻なモデルである FFM (Fully-extended Full Model)

を導出する。
変数の多さについては 3種のタンパク質を考えているだけでなくその単量体と二量体を
別々に独立変数としていることが原因している。しかし単量体-二量体間が平衡へ向かう速
度が考えているダイナミクスに比べてずっと早ければ、単量体と二量体が常に平衡にある
とする近似が良く成り立つ。第 3章でその近似を適用し変数の半減を行う。この近似はモ
デル提唱者のグループが論文で試みているが誤った適用をしているため、誤ったパラメー
タの絞り込みをしている。本論では正しい適用を示し、正しいパラメータの絞り込みを行
う。
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第3章 ダイナミクスの低減

本章においては、時間的な意味でのダイナミクス低減について有効な方法を提示する。
第 4章で提示する空間的な意味での低減と相まって本論で提示する近似手法の基礎を構成
するものである。時間的な意味での低減においては、早いモードを消去することが基本で
あるが、早いモードの選び方の違いに対応して 3種類の低減法を提示する。
第一の低減法はモデルパラメータの中に微小と見なせる時定数が含まれるとき、その高
次項を省略する方法である。この観点は既にあるモデルを解析する場合だけでなく新しく
モデリングを行うときにも重要な視点と考えられる。
第二の低減法は、早く平衡に達する過程がダイナミクスの中に含まれている場合の低減
である。第一の低減法に比べると複数の早い時定数が関係しているのでその関係を数式か
ら見出すことは自明ではないが、物理的な描像に着目することで抽出することができる。
第三の低減法は分岐点において特定モードに対する固有値実部（時定数の逆数に相当す
る）が 0になり残りが負になる、言い換えると特定モードを除くすべてのモードが早い減
衰と見なせることに着目するもので、随伴固有関数を使った低減法である。第一、第二の
低減法に比べると分岐点近傍に限ることに注意が必要ではあるが、モデル中に微小時定数
があからさまに含まれていなくてもよいので、適用可能なモデルの範囲は格段に広く、数
学的に洗練された一般性のある手法である。特に遅延微分方程式を遅延を含まない通常の
有限次元微分方程式に変換（縮約）できるので、遅延微分方程式において非常に有力な解
析手法になる。

3.1 微小時定数の次数展開による方法

微小時定数の次数展開によるダイナミクスの低減をCompact Modelと Lewis Modelを用
いて具体的に提示する。粗い近似に属するが、モデルの骨格を理解する上で有効な方法と
なる。

3.1.1 Compact Modelの階数低減

皮質-視床系の神経活動を記述する簡明なモデルであるCompact Modelの式を再記する。

[
(te

∂

∂t
+ 1)2 − r2

e∇2
]
χe(r , t) = (1+ c1)χe(r , t)

+c2χe(r , t − t0) + ϵχe(r , t)3 + κnχn(r , t − t0/2) (3.1)

このモデルは一変数モデルであるが、時間について二階微分であるので、これを一階微分
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の標準的な形に直すと２変数モデルと見なせる（dχe/dtを新たな力学変数とする）。もし一
変数でかつ一階微分に階数低減できればより簡明になる。これを行うため、パラメータ te
に着目する。このパラメータは 10msec程度の大きさであるとされるのでそれに比べて遅
いダイナミクスだけを問題にするときは高次を省略することが一定の妥当性を得る。(3.1)

でこれを実施すると結果は

[
(2te

∂

∂t
+ 1)− r2

e∇2
]
χe(r , t) = (1+ c1)χe(r , t)

+c2χe(r , t − t0) + ϵχe(r , t)3 + κnχn(r , t − t0/2) (3.2)

となる。このモデルを階数低減Compact Modelと呼ぶことにする。この低減の妥当性につ
いては数学的観点よりも観測事実（脳波の測定データ）との照合を通じて行うのが適切と
思われる。第 5章でこれを行う。

さらに teの一次項も省略すると、式を理解する上で有用な洞察を得ることができる。(3.1)

で te→ 0とする。もっとも単純な場合を考えるので非線形項、ラプラシアン項、ノイズ項
を落とすと次の式が得られる。

c1χe(t) + c2χe(t − t0) = 0 (3.3)

この式はもはや微分方程式ではない。しかし、遅延項の存在によってダイナミクスを記述す
る最低限の役割は保持している（非自明なダイナミクスとなるためには c2 , 0かつ t0 , 0、
つまり (3.3)が真の遅延方程式になっていることが必要で、以下ではそれを仮定する）。特
に (3.3)は、その特性方程式を解析的に解くことができるという非常に有用な特徴を持っ
ている。(3.3)に χe(t) = eλtという Ansatzを代入すると、次の特性方程式が得られる。

c1 + c2e−λt0 = 0 (3.4)

(3.4)は解析的に解くことができ、固有値 λ = λr + iωは

λr = − 1
t0

ln

[
(−1)(n+1)(

c1

c2
)

]
(3.5)

ω =
nπ
t0

(3.6)

となる。ここで nは整数であるが、(−1)(n+1)c1/c2が負のときはそれに相当する解はないと
する。遅延（微分）方程式の特徴として、その線形化方程式の固有値が無数現れることを
あげることができるが、その特徴を (3.3)は保持しており、それが (3.5)で解析的に明白に
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示されている。この解は簡単化の極限ではあるが、大きな意義を三点指摘できる。

一つ目は、固有値実部が負になる条件（線形安定条件）を近似的に与えることである。
(3.5)より負になるのは

∣∣∣∣∣c1

c2

∣∣∣∣∣ > 1 (3.7)

となる場合である。teが有限の場合には補正が必要であるが、大きな傾向として把握して
おくことは有用である。実際の脳波を再現するパラメータとしては c1 < 0と考えられてい
る [40]。付録 A に te =10msecとしたときの線形安定領域を示すが、c1 < 0かつ |c1/c2| > 1

の領域にほぼ等しくなっている。大まかな理解においては te = 0の結果でも十分なことが
分かる。

二つ目は、Compact Modelの解析から得られる脳波パワースペクトルの解釈に役立つこ
とである。この解析は第 5章でおこなうが、Compact Modelから得られるパワースペクト
ルの大きな特徴として、0Hz, 10Hz, 20Hz,. . . 付近にピークを持つようなパラメータ領域と
5Hz, 15Hz,25Hz,. . . 付近にピークを持つようなパラメータ領域がパラメータ空間をおよそ
二分し、そのどちらに属するかは c2の符号が決める。10Hz付近にピークを持つ状態を α

波状態、5Hz付近にピークを持つ状態を θ波状態と呼ぶことにすると、Compact Modelで
は α波状態と θ波状態とは c2を媒介として交替的に起こるものであり、同時には起きない
ものと解釈される。これは大雑把な描像ではあるが、有限の teを用いて数値計算をより厳
密に行っても、実用パラメータの範囲でこの性質が保持されていることが確認できる（第
5章および付録 A　CMの線形安定領域」参照）。Compact Modelのこの特性を (3.5)は抽
出したものと言える。

三つ目の意義は、te > 0の場合の固有値をより正確に求める場合にも、(3.5)を出発点に
解法を考えることができる点である。teを 0としない場合の特性方程式

(teλ + 1)2 = 1+ c1 + c2e−λt0 (3.8)

を λを teの関数とみて teで微分すると次の式が得られる。

dλ
dte
= − 2(teλ + 1)λ

2(teλ + 1)te+ c2t0e−λt0
(3.9)

この式を te = 0, λ = λo(3.5)から所望の teまで積分することで有限 teに対する固有値が求
められる。この積分は数値的に行う必要があるが、被積分関数があらわに表示されている
ので、Newton法などの繰り返し計算に比べると収束判定などの煩わしさがなく、また無
数にあらわれる固有値に対してラベル付けが可能なので（te = 0のときの値をラベルにす
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れば良い）、見通しに優れる。特に有用なのは te = 0, λ = λoでの微分係数で、(3.9)にこれ
らを代入すると、

dλ
dte
|te=0,λ=λo = −

2λo

c2t0e−λot0
=

2λo

c1t0
(3.10)

となる。ここで第 2の等号は λ = λoが (3.4)の解であることを使った。この式から、teが
微小なときの固有値は

λ ≈
(
1+

2te
c1t0

)
λo (3.11)

となることが分かる。固有値虚部は角振動数におよそ対応しているので、(3.5)と合わせる
と teが小さいときの振動数（周期の逆数）を

f ≈ n
2t0

(
1+

2te
c1t0

)
(3.12)

のように見積もることができる。(3.11)はまた、近似妥当性の目安も与えている。つまり、
(3.11)が微小量の一次のべき展開のとみなせるためには補正因子 2te/(c1t0)が 1に比べて小
さいこと、すなわち

te
t0
≪ |c1

2
| (3.13)

が必要である。一般に何かを微小量とみなすときにはその比較対象が存在する。teの比較
対象が t0と関係していることは直観的に想像できるが、より正確には c1も関係しているこ
とが分かった。特に c1 = 0のときには近似が破綻するという自明でない結果が得られた。
典型的な値とされる c1 = −0.5, te =10msec,t0=80msecを代入すると補正因子が 0.5程度
になり、実用域での近似はあまり良くないことが分かる。それでも、teの増大により振動
数が遅くなるなどの定性的な理解の助けになる。

3.1.2 Lewis Modelの一変数化と階数低減

遺伝子発現を記述する簡明なモデルである Lewis Modelを再記する。

dp(t)
dt

= am(t − Tp) − bp(t) (3.14)

dm(t)
dt

= f (p(t − Tm)) − cm(t) (3.15)

このモデルのCompact Modelとの類似、特に線形化方程式の範囲での一致を指摘し、Com-

pact Modelで行った階数低減を適用する。先ず二変数モデルの一変数化を示す。
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一変数化

(3.15)は力学変数 pとmからなる二変数モデルであるが、変数mを消去することで一変
数モデルにできる。先ず (3.14)をもう一度時間微分すると

d2p(t)
dt2

= a
dm(t − Tp)

dt
− b

dp(t)
dt

(3.16)

となるが、ここに (3.15)を用いると

d2p(t)
dt2

= a[ f (p(t − Tm− Tp)) − cm(t − Tp)] − b
dp(t)

dt
(3.17)

が得られる。ここで今度は (3.14)を使ってm(t − Tp)を消去し、

T ≡ Tm+ Tp (3.18)

とすると、最終的に

d2p(t)
dt2

= −bcp(t) − (b+ c)
dp(t)

dt
+ a f(p(t − T)) (3.19)

が得られる。類似の一変数化は Pre-Compact ModelからCompact Modelを導く際にも行っ
ているが、その際には線形化を経由しており、さらに随所で近似が行われた。Lewis Model

では非線形のまま近似なしに一変数化できた。そのような経緯の違いはあるが、結果とし
て (3.19)を Compact Model (2.17)と類似した形に書き換えることができた。

階数低減

Compact Modelと同様な階数低減を Lewis Modelについても考える。そのために先ず、
パラメータを時定数の形に書き換える。b > 0, c > 0, a > 0であるのでこれらの替わりに時
定数 tb ≡ 1/b, tc ≡ 1/c, τa ≡ a/(bc)を使うと (3.19)は

(tb
d
dt
+ 1)(tc

d
dt
+ 1)p = τa f (p(t − T)) (3.20)

となりCompact Modelとの類似、差異がより明確になる。ここで τa ≡ a/(bc)のようにした
意図は、この因子を tb, tcとは独立に扱うことを明確にしたものである。つまり、tb = 1/b,

tc = 1/cを小さくしていったときに aを固定したままであると a/(bc)は二次の微小量のよ
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うになるが、そうではなく一次以下の量と考える。言い換えるとそのような極限を考える
ときには 1/aもまた小さくなり、結果的に a/(bc)が一次以下の微小量になるとする。この
注意のもとで tbと tcの二次微小量を省略する近似を行いもとのパラメータに戻すと次の
ようになる。

dp
dt
= − bc

b+ c
p+

a
b+ c

f (p(t − T)) (3.21)

第 2章で示した Schr̈oterらのモデルは、タンパク質濃度のみを変数としmRNA濃度は
使っていない。また、一階微分の式になっている。論文 [14]には説明がなく、現象論的に
導いたものと思われるが、本項で示した一変数化と階数低減の方法はその論拠を与える。

さらに階数を 0にまで低減した極限を Compact Modelと同様に考えることができ、

p =
a
bc

f (p(t − T)) (3.22)

となる。

固有値近似への応用も同様に行える。Lewis Modelでは平衡点が p ≡ 0ではないので、
平衡点を p∗とし、d f/dp|p=p∗ ≡ f ′とする。階数低減をする前の線形化方程式に対する特
性方程式は時定数形式のパラメータを使って

(tbλ + 1)(tcλ + 1) = τa f ′e−λT (3.23)

なり、階数 0に対しては

1 = τa f ′e−λT (3.24)

となる。(3.24)を (3.4)と比較すると (3.5)において c1を 1に、c2を (−τa f ′)に置き換えれ
ば良いことが分かる。Lewis Modelにおいては生物学的に f ′ < 0となる（合成されたタン
パク質が自身の抑制の方向に働く）ので lnの中身が正である条件から nは奇数のみが許さ
れることがわかる。これより ω = 0(n = 0)とはならないので、線形不安定化は振動の発生
を意味する。基本角周波数 (n=1のときのもの）は

ω1 =
π

T
(3.25)
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となる。振動が生じる条件は

−a f ′ > bc (3.26)

となる。次に (3.23)を tb, tcで微分して固有値の近似式を導く。微分は

∂λ

∂tb
= − λ(tcλ + 1)

tb(tcλ + 1)+ tc(tbλ + 1)+ τa f ′Te−λT

∂λ

∂tc
= − λ(tbλ + 1)

tb(tcλ + 1)+ tc(tbλ + 1)+ τa f ′Te−λT

(3.27)

となり、特に tb = 0, tc = 0, λ = λoの点では

∂λ

∂tb

∣∣∣∣∣
tb=0,tc=0,λ=λo

=
∂λ

∂tc

∣∣∣∣∣
tb=0,tc=0,λ=λo

= − λo

τa f ′Te−λoT
= −λo

T
(3.28)

となる。最後の等式で (3.24)を使った。これより固有値の近似式は

λ　 ≈ λo

(
1− tb

T
− tc

T

)
(3.29)

となる。固有値虚部は角振動数の近似を与えること、また (3.25)の結果を使うと、周期Tper

の近似として

Tper ≈ 2T(1+
tb
T
+

tc
T

) (3.30)

が得られる。また近似妥当性の目安として tb ≪ T, tc ≪ T が得られる。実際には Tb/T,

Tc/Tはおよそ 0.5程度とされるので [13]、非常に良い近似ではないが、Compact Modelの
ときに生じる近似の破綻 (3.13参照)がなく、定性的な理解を得る上で非常に有効な手段と
なる。

3.1.3 Fully-extended Full Modelの導出

Schr̈oterらのモデル (FM)はタンパク質種の濃度だけを変数として定式化されている。前
副節の議論から捉え直すと、実際にはmRNAをも含む上位モデルがあり、その近似（一
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変数一階微分）とみるのが自然である（論文には詳しい記述がないが）。そこで、本節で
はそのような上位モデルを定式化し、ある特定の極限操作によりそれが FMに移行するこ
とを確認する。この上位モデルを以下では FFM (Fully-extended Full Model)と呼ぶことに
する。

FM から FFM への「逆近似」

今、係数 α1, α6, α7と β1, beta6, beta7およびmRNA劣化率 d1, d6, d7を導入し、遅延
時間を τ1 = τ1h+ τ1m, τ7 = τ7h+ τ7mのように分解することで Schr̈oterらのモデルを次の
ように拡張（逆近似）する。

dH1(t)
dt

= α1m1(t − τ1h) − c1H1 + D1(H)

dH6(t)
dt

= α6m6(t − τ6h) − c6H6 + D6(H)

dH7(t)
dt

= α7m7(t − τ7h) − c7H7 + D7(H)

dm1(t)
dt

= β1 f1(H(t − τ1m)) − d1m1

dm6(t)
dt

= β6 f6(H(t − τ6m)) − d6m6

dm7(t)
dt

= β7 f7(H(t − τ7m)) − d7m7

dH11(t)
dt

= a11H1(t)2 − b11H11(t) − c11H11(t)

dH17(t)
dt

= a17H1(t)H7(t) − b17H17(t) − c17H17(t)　

dH66(t)
dt

= a66H6(t)2 − b66H66(t) − c66H66(t)

dH76(t)
dt

= a76H7(t)H6(t) − b76H76(t) − c76H76(t)

dH77(t)
dt

= a77H7(t)2 − b77H77(t) − c77H77(t)

(3.31)

ここで

D1(H) = −2a11H1(t)2 + 2b11H11(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

D6(H) = −2a66H6(t)2 + 2b66H66(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a76H6(t)H7(t) + b76H76(t)

D7(H) = −2a77H7(t)2 + 2b77H77(t) − a76H7(t)H6(t) + b76H76(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

f1(H(t − τ1m)) =
k1

1+ ( H11(t−τ1m)
x11

+
H76(t−τ1m)

x76
)n1

f6(H(t − τ6m)) = k6

f7(H(t − τ7m)) =
k7

1+ ( H11(t−τ7m)
x11

+
H76(t−τ7m)

x76
)n7

(3.32)
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とおいた。hes6の遅延時間 τ6h,τ6mを導入しているが、式を同じ形に書くためのものであ
り、実際には使っていない。

FFM から FM への極限移行

本項では前項で導出した FFMについて前副節で議論した変数および階数低減を適用す
る。係数 α, βについて適当な条件を課し、さらに時定数 d1, d6, d7の大きい極限を考える
と、FFMは FMに移行することを示す。

二量体の時間微分を与える式は FMと FFMで共通であるので、一量体の時間微分の式
とmRNAの時間微分の式だけを考えればよい。先ず、(3.32)は her1, hes6, her7のいずれに
ついても次の形をしていることに注意する。

dHµ(t)

dt
= αµmµ(t − τµh) − cµHµ + Dµ(H)

dmµ(t)

dt
= βµ fµ(H(t − τµm)) − dµmµ

(3.33)

これは、二量体に関係した項 Dµ(H)を除いて Lewis Modelと同じ形である。そこで Lewis

Modelと同様に一変数化すると次のようになる。

1
cµ + dµ

d2H

dt2
+

dHµ

dt
+

cµdµ
cµ + dµ

Hµ −
1

cµ + dµ

∂Dµ

∂H
dH
dt

(3.34)

=
αβ

cµ + dµ
f (H(t − τµ)) +

dµ
cµ + dµ

Dµ(H) (3.35)

今、

lim
dµ→∞

αµβµ

cµ + dµ
→ 1 (3.36)

となるように係数 αµ, βµに条件を課すと、この極限で (3.35)は

dHµ

dt
= fµ(H(t − τµ)) − cµHµ + Dµ(H(t)) (3.37)

となり、FMに一致する。図 3.1はこの一致を数値計算で確認したものである。見やすくす
るために H1についてのみ示す。FMのパラメータは aµν = 101,bµν = 100,cµν = 1, x11 = 1,

x76 = 1, k1 = 10,k6 = 90,k7 = 10,τ1 = 1.02,τ7 = 1.00,n1 = 4, n7 = 4としている。FFMで
追加されたパラメータにおいては dµ をコントロールパラメータとし、αµ = (cµ + dµ)/dµ,

βµ = dµとしている。遅延時間の分解は τµ = τµm、すなわち τµh = 0とした。これはタンパ
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ク質濃度について同じ初期条件を与えたとき、定常化したときの位相のずれが生じないよ
うにするものである。分解のしかたを変えても位相のずれを除いて結果が変わらないこと
を確認している。

dµ = 1000としたとき、FFMと FMはほとんど一致している。dµが 100, 10, 1と低下す
るにつれて差が目立ってくる。

3.1.4 本節のまとめ

本節においては、モデルに含まれるパラメータの中で時間微分演算子に乗じられる時定
数に着目し、それが微小だとするダイナミクス低減を議論した。遅延微分方程式において
は、本質的なダイナミクスが遅延項で大きく規定されていることに起因して、通常の微分
方程式に比べこの近似が許される範囲が広くまた有効性も大きいことが分かった。特に微
分項を完全に消去した「遅延方程式」は、その固有値を解析的に解くことができ、固有値
の近似計算に応用できるだけでなく振動数など系の大まかな性質を推定する有力な手段と
なることが分かった。

3.2 準平衡近似

本節では物理・化学的に早い減衰の存在が予測される場合の低減法、準平衡近似につい
て Schr̈oterらの遺伝子発現モデルを例に具体的に提示する。Schr̈oterら自身もこの低減法
を試みているのであるが、不適切な適用のために誤った近似モデル (Minimal Model)を導
出しており、しかもそのMinimal Modelを用いてパラメータ探索を行っているために、適
切なパラメータの設定についても再検討が必要である。本節では先ず最初の副節で正しい
準平衡近似モデル (Corrected Minimal Model)を導出し、次の副節で近似の妥当性を数値計
算で確認する。最後の第三の副節で適切なパラメータの再設定を行う。

3.2.1 Corrected Minimal Modelの導出

Schr̈oterらの遺伝子発現モデルを再記する。

dH1(t)
dt

=
k1

1+ ( H11(t−τ1)
x11

+
H76(t−τ1)

x76
)n1
− c1H1(t)

− 2a11H1(t)2 + 2b11H11(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

(3.38)

dH6(t)
dt

=k6 − c6H6(t)

− 2a66H6(t)2 + 2b66H66(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a76H6(t)H7(t) + b76H76(t)
(3.39)

dH7(t)
dt

=
k7

1+ ( H11(t−τ7)
x11

+
H76(t−τ7)

x76
)n7
− c7H7(t)

− 2a77H7(t)2 + 2b77H77(t) − a76H7(t)H6(t) + b76H76(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

(3.40)
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図 3.1: FFMの FMへの移行
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dH11(t)
dt

= a11H1(t)2 − b11H11(t) − c11H11(t) (3.41)

dH17(t)
dt

= a17H1(t)H7(t) − b17H17(t) − c17H17(t) (3.42)

dH66(t)
dt

= a66H6(t)2 − b66H66(t) − c66H66(t) (3.43)

dH76(t)
dt

= a76H7(t)H6(t) − b76H76(t) − c76H76(t) (3.44)

dH77(t)
dt

= a77H7(t)2 − b77H77(t) − c77H77(t) (3.45)

これらの式の右辺を見ると、aµνHµHν−bµνHµνで記述される項が共通して現れている。これ
はタンパク質単量体が二量体を形成する過程とその逆方向の過程の正味の変化に対応して
いる。もし系が完全な平衡状態にあれば正味の変化は 0であるが、実際には刻々と変わる非
平衡状態を考えるので 0ではない。ただし非平衡からのずれは小さく、かつ平衡へと向か
う変化が十分に速やかに行われるとすれば、変化の過程において平衡条件が満たされてい
るという近似（平衡近似とも呼ばれるが本論では完全な平衡ではないことを強調して準平
衡近似と呼ぶ）が良い精度でなりたつ。その事に注意して、先ず式中から aµνHµHν−bµνHµν

を消去すると次式が得られる。

dH1

dt
=

k1

1+
(

H11(t−τ1)
x11

+
H76(t−τ1)

x76

)n1
− c1H1

− 2

(
dH11

dt
+ c11H11

)
−

(
dH16

dt
+ c16H16

)
−

(
dH17

dt
+ c17H17

) (3.46)

dH6

dt
= k6 − c6H6

− 2

(
dH66

dt
+ c66H66

)
−

(
dH16

dt
+ c16H16

)
−

(
dH76

dt
+ c76H76

) (3.47)

dH7

dt
=

k7

1+
(

H11(t−τ7)
x11

+
H76(t−τ7)

x76

)n7
− c7H7

− 2

(
dH77

dt
+ c77H77

)
−

(
dH76

dt
+ c76H76

)
−

(
dH17

dt
+ c17H17

) (3.48)
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次に平衡条件を用いて単量体だけの式にする。二量体 Hµνに関する (3.41)から (3.45)は
どれも次の形に変形できる。

dHµν

dt
= −

(
bµν + cµν

) (
Hµν − δµνHµHν

)
δµν ≡

aµν
bµν + cµν

(3.49)

この (3.49)の解釈が準平衡近似において非常に重要である。(3.49)の左辺は二量体の変化
を表す。この変化自体はゼロでなく有限である。一方右辺に現れた (bµν+cµν)は非常に大き
な反応速度に対応し（cµνは大きくないが bµνが大きい）、従って右辺の (Hµν − δµνHµHν)が
ほとんど 0であると考える。これは平衡条件を表し、これを用いるのが準平衡近似である
が、(bµν +cµν)が非常に大きいことからの帰結であり、従って (bµν +cµν)と (Hµν − δµνHµHν)

の掛け算を 0としてしまうことは論理的に誤りである。この掛け算は単量体の式 (3.38)か
ら (3.40)にもあるがこれらを 0としてしまっている。本論においてはこの掛け算を先ず消
去した（(3.46)から (3.48)）。そのため掛け算の扱いの難点が避けられている。ただしその
かわり二量体 Hµνがまだ消去できていないが、ここで平衡条件を用いる。平衡条件

Hµν = δµνHµHν (3.50)

を時間微分すると

dHµν

dt
= δµν

(
dHµ

dt
Hν + Hµ

dHν

dt

)
(3.51)

となる。これを (3.50)と (3.51)を (3.46), (3.47), (3.48)に代入する。すると次式が得られる。


1+ (4δ11H1 + δ16H6 + δ17H7) δ16H1 δ17H1

δ16H6 1+ (δ16H1 + 4δ66H6 + δ67H7) δ67H6

δ17H7 δ67H7 1+ (δ17H1 + δ67H6 + 4δ77H7)



×


dH1
dt

dH6
dt

dH7
dt

 =


k1

1+

(
δ11H2

1(t−τ1)

x11
+
δ76H7(t−τ1)H6(t−τ1)

x76

)n1 − c1H1 − H1 (2c11δ11H1 + c16δ16H6 + c17δ17H7)

k6 − c6H6 − H6 (c16δ16H1 + 2c66δ66H6 + c67δ67H7)
k7

1+

(
δ11H2

11(t−τ7)

x11
+
δ76H7(t−τ7)H6(t−τ7)

x76

)n7 − c7H7 − H7 (c17δ17H1 + c67δ67H6 + 2c77δ77H7)


(3.52)

すなわち
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dH1
dt

dH6
dt

dH7
dt

 =
1+ (4δ11H1 + δ16H6 + δ17H7) δ16H1 δ17H1

δ16H6 1+ (δ16H1 + 4δ66H6 + δ67H7) δ67H6

δ17H7 δ67H7 1+ (δ17H1 + δ67H6 + 4δ77H7)


−1

×



k1

1+

(
δ11H2

1(t−τ1)

x11
+
δ76H7(t−τ1)H6(t−τ1)

x76

)n1 − c1H1 − H1 (2c11δ11H1 + c16δ16H6 + c17δ17H7)

k6 − c6H6 − H6 (c16δ16H1 + 2c66δ66H6 + c67δ67H7)
k7

1+

(
δ11H2

11(t−τ7)

x11
+
δ76H7(t−τ7)H6(t−τ7)

x76

)n7 − c7H7 − H7 (c17δ17H1 + c67δ67H6 + 2c77δ77H7)



(3.53)

(3.53)をCorrected Minimal Model (CMM)と名付ける。これは Schr̈oterらが導出したMin-

imal Modelを正したということを明示するためである。Minimalという中にはパラメータ
を最低限にまで簡単化したという意味も含まれているが、その点に関しては後の副節で議
論する。

3.2.2 近似妥当性の数値計算による確認

近似の妥当性を明確にするために、Schr̈oterらが議論している突然変異体を考える。こ
の変異体はHes6遺伝子および her7遺伝子に同時に異常がありこれらのタンパク質が発現
しない。モデル的には H1あるいは H11のみ考えればよいので式が簡明になり、近似の妥
当性を確認するには適している。それを記すと次のようになる。

FM

dH1(t)
dt

=
k1

1+ ( H11(t−τ1)
x11

)n1
− c1H1(t) − 2a11H1(t)2 + 2b11H11(t)

dH11

dt
= −c11H11(t) + a11H1(t)2 − b11H11(t)

(3.54)

CMM

dH1(t)
dt

=
1

1+ 4δ11H1

 k1

1+
(
δ11H2

1(t−τ1)
x11

)n1
− c1H1 − 2c11δ11H

2
1

 (3.55)
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比較結果

図 3.2はパラメータを a11 = 101,b11 = 100,c11 = 1, (従って δ11 = a11/(b11 + c11) = 1）,

x11 = 1,k1 = 10,τ1 = 1.02,n1 = 2,として両者を比較したものである。Schr̈oterらのMinimal

Modelについての結果も示している。FMと CMMの結果に着目すると両者はほとんど重
なっている。図 3.3は a11 = 11,b11 = 10とし他は同じにしたものである。FMと CMMで
わずかな差異が認められる。これは平衡に達する速さが遅くなったことで準平衡近似の近
似精度が幾分落ちたことによる。差異が立ち上がりの波形変化の激しいところで比較的大
きくなっていることも分かる。図 3.4はさらに a11 = 2, b11 = 1とした場合であり、はっき
りとした差異が分かる。平衡に達する速度 (aµνおよび bµν)がタンパク質の劣化率 (cµ,cµν)

に比べて大きい極限で準平衡近似は厳密となるが、実用上は両者に２桁程度の違いがあれ
ば十分に良い近似となることが数値計算から理解できる。一方この結果から分かるように
Schr̈oterらのMinimal Model(MM)は Full Model(FM)と定性的に異なった結果を与えてし
まっていることが分かる。

3.2.3 パラメータの再設定

Schr̈oterらは論文でパラメータの絞り込みを行い、適当な設定のもとで実験事実と良く
整合することを主張している [14]。しかし、その際に用いているモデルは FMではなく
MM である。前副節で述べたようにこのモデルには見落としがあり、FMの良い近似には
なっていない。そのため、彼らが設定したパラメータを用いると、MM では実験と整合す
るが、それよりもより正しいはずの FMでは整合しないという論理矛盾に陥る。本副節で
はこの点を正し、パラメータの再検討を行う。

数式からの推定

パラメータの再設定を行うにあたり、闇雲に行うのではなく見通しを持って行うために、
MM とCMMの数式上の違いに着目する。両者の違いは次に示す行列 A−1が右辺に掛って
いるかいないかの違いである。

A−1 ≡


1+ (4δ11H1 + δ16H6 + δ17H7) δ16H1 δ17H1

δ16H6 1+ (δ16H1 + 4δ66H6 + δ67H7) δ67H6

δ17H7 δ67H7 1+ (δ17H1 + δ67H6 + 4δ77H7)


−1

(3.56)

Aは単位行列に近いが単位行列ではなく、その差がまさに Correctedの内容に対応してい
る。そこで A−1の中身を考えると、変数 Hµがすべて 0のときには単位行列になる。H6と
H7が 0のときは (3.55)に示したように単純な逆数になる。Hµは濃度を表すので、意味の
ある領域において Hµ ≥ 0であることを考えると、A−1は基本的に振幅を抑える方向に働
くことが推測される。図 3.2、3.2、3.2において FMとCMMにおいては振動が減衰してい
るのに対し、MM では振動が持続しているのはそのためと理解できる。従って、適切なパ
ラメータは、Schr̈oterらの設定したものを振動性を高める方向に修正すれば得られると予
測できる。
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図 3.2:準平衡近似の妥当性 1
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図 3.3:準平衡近似の妥当性 2
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図 3.4:準平衡近似の妥当性 3
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CMM の固有値計算法

次にパラメータ探索の有効な手段として固定点まわりで線形化した方程式の固有値を調
べる方法を CMMに適用することを考える。固有値からは振動波形の詳細（非線形効果）
は分からないが、振動するしないについての判断としては単純に時間発展式を数値的に解
くことよりも確実である。実部が最大の固有値（最右固有値あるいは最大固有値とも呼ば
れる）に着目し、その実部が負であれば振動は生じない。正である場合には虚部に着目し、
それが 0である場合には振動が生じない（その固定点が線形安定である）が、0でない場
合（つまり固有値が純虚数の場合）には振動が生じる。固有値計算はたとえ数値的に解く
場合であっても Newton法などの繰り返し計算により所望の精度まで行える。これに対し
て時間発展の数値計算には差分化に伴う誤差が不可避的に存在することや、振動/非振動
の判定誤差（例えばわずかながら減衰していることを見落とすなど）があり、固有値計算
に比べると精度が落ちやすく、また計算労力もかかりやすい。

さて、CMM の固有値計算を行うにあたり、前項で述べた行列 A−1(3.56)にについて一
考を要する。A−1を Hµの関数として具体的に書き下すことも可能であるが、それは煩雑
なものになる。しかし固有値計算においてはその必要がないことが以下のようにして分か
る。それを示すため、CMMをシンボリックに次のように記述する。

dH
dt
= A(H)−1b(H,Hτ1,Hτ7) (3.57)

ここで H は H1, H6, H7をまとめてベクトルとして表記したもので、Hτ1, Hτ7 はそれぞれ
τ1, τ7だけ遅延した時点での値を意味する。A,bはそれぞれ行列値、ベクトル値の関数で
ある。bは遅延変数Hτ1, Hτ7を含むが Aは含まない。モデルが成立する前提から Aを正則
行列とする。すると、

dH
dt
= 0 ⇐⇒ b(H,Hτ1,Hτ7) = 0 (3.58)

である（⇔は必要十分条件を示す）。この条件を満たす平衡点を H∗とし、H = H∗ + ∆H,

Hτ1 = H∗ + ∆Hτ1, Hτ7 = H∗ + ∆Hτ7 とする。これを bに代入して展開すると

b(H,Hτ1,Hτ7) =
∂b
∂H
∆H +

∂b
∂Hτ1

∆Hτ1 +
∂b
∂Hτ7

∆Hτ7 (3.59)

ここで ∂b/∂H などは Jacobianで値は H = H∗, Hτ1 = H∗, Hτ7 = H∗のところで評価する。
これから線形化方程式が次のようになることが分かる。

d∆H
dt
= A(H∗)−1

[
∂b
∂H
∆H +

∂b
∂Hτ1

∆Hτ1 +
∂b
∂Hτ7

∆Hτ7

]
(3.60)
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ここで Aの値はH = H∗で評価する。これは bの Jacobianから既に ∆Hの一次が現れてい
るので 0次を見ればよいからである。これより線形化方程式の特性方程式は

det

[
λI − A(H∗)−1(

∂b
∂H
+

∂b
∂Hτ1

e−λτ1 +
∂b
∂Hτ7

e−λτ7)

]
= 0 (3.61)

となる。これは

det

[
λA(H∗) − ∂b

∂H
− ∂b
∂Hτ1

e−λτ1 − ∂b
∂Hτ7

e−λτ7

]
= 0 (3.62)

とも書くことができる。いずれを用いるにしても行列値関数 A−1(H)はH∗での値を代入し
て定行列として扱えば良い。通常の遅延微分方程式の固有値計算のアルゴリズムをわずか
に修正すればよいことが明らかになった。

パラメータの再設定と遺伝子変異体実験との整合性

本項では前項で説明した固有値計算を使って、パラメータの再設定を行う。Schr̈oterら
に習い実験事実を説明できる範囲で出来得る限り簡単化されたパラメータを考える。具体
的には cµν = cµ, δµν = δのようにように劣化率と平衡定数に関するタンパク質種依存性を
無視する。さらに c = 1とする。これは時間の単位をそのように取った（劣化率でスケー
リングした）ことを意味している。さらに発現抑制が生じる閾値濃度に相当する x11,x76に
ついても x11 = x76 = 1とする。これもタンパク質種依存性の無視と濃度のスケーリングを
同時に行うことを意味する。

既に hes6と her7の同時変異体についてはMM では振動するが CMM では her1の振動
を再現しないことが判明しているが (3.2)、より基本的な対象であるwild type (遺伝子変異
を起こしていない野生種）について同様な比較を行う。図 3.5は Schr̈oterらが示したwild

typeに対するパラメータ（表 3.1)による固有値と時間発展の計算結果である。

表 3.1:パラメータ

パラメータ k1 k6 k7 δ τ1 τ7 n

　　値 10 90 10 1 1.02 1.00 2

固有値は複素平面上にプロットされている。遅延微分方程式においては無数の固有値が
現れるが実部が大きい一部の固有値だけがプロットされている。最右固有値は複素共役の
対であることが分かるが、虚軸の左側にある。つまりこのパラメータでは振動が生じない
ことが固有値計算から読み取れる。右側の図は時間発展の結果としてそれを表している。
時間発展のグラフでH1 totalとはタンパク質種 her1の総量を表す。H6 total, H7 totalも同
様で、次のように計算される。
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図 3.5: wild type (n=2)

H 1total = H1 + 2H11+ H16+ H17 = H1 + δH1(2H1 + H6 + H7)

H 6total = H6 + 2H66+ H16+ H67 = H6 + δH6(2H6 + H1 + H7)

H 7total = H7 + 2H77+ H17+ H67 = H7 + δH7(2H7 + H1 + H6)

(3.63)

n = 2において振動が生じないことは、前項で述べた抑制的な補正効果として理解できる
が、このままではwile typeが周期的な発現をしない、すなわち体節を正しく形成しないこ
とになりパラメータとして不適切である。より振動的な方向に変えるときに変化させるパ
ラメータはいくつか考えられるが、本論においては抑制曲線の急峻さに対応する nを変え
ることとする。これは遅延時間 τ,生成率 k平衡定数 δなど物理化学的描像がはっきりして
いるものに比べると不確定要素が大きくフィッティングパラメータ（現象に合うように設
定する）に近い性質を持つものと思われるからである。図 3.6はその結果を横軸を nにプ
ロットした結果である。縦軸は最大（最右）固有値である。図 3.7と 3.8はそれぞれ n = 3,

n = 4における固有値の詳細と時間発展のグラフである。
図 3.6においてReλが n = 3付近でほぼ 0になっている。また図 3.7の固有値プロットを
見ると最大固有値がほぼ虚軸上にある。つまり n=3がほとんど臨界点になっている。臨界
点では固有値実部が 0になることに起因して臨界緩和などの特異的な現象が生じる（本章
次節および第 4章,第 5章参照）。このような特異性を生物が利用しているという議論もあ
るが [23]、体節形成においては安定した振動が必要になることからむしろ臨界点からある
程度離れた状態であると考えられる。そこで臨界点に非常に近い n=3ではなくある程度離
れている n=4を適切なパラメータの暫定的な候補とすし、次にこの値が他の実験結果（変
異体実験）と整合するかどうかを調べる。
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図 3.6: nを変化

図 3.7: wild type (n=3)
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図 3.8: wild type (n=4)

図 3.9は hes6の変異体に関する結果である。
Schr̈oterらの実験によれば hes6を阻害した変異体は体節に多少の異常はあっても遺伝子
発現の周期振動は生じる。図 3.9はそれと整合した結果になっている。
図 3.10は her7の変異体に関する結果である。同じく彼らの実験によると her7を阻害し
た変異体においては遺伝子発現の振動が生じない。図 3.10はそれと整合した結果になって
いる。
図 3.11は hes6と her7の同時変異体に関する結果である。この場合には her1の振動が
復活するという興味深い現象が起きるが [14]、図 3.11はそれと整合し、振動が復活して
いる。

各パラメータの変化による挙動の確認

前項の計算により Schr̈oterらのパラメータ設定で n = 2を n = 4に改めれば変異体実験
と整合することが明らかになった。そこでこの新設定パラメータを基準として n以外のパ
ラメータ、すなわち τ1, τ7, k1, k6, k7, δが変化したときの最大固有値および平衡値の挙動を
調べた。これは nについて既に行ったように新設定パラメータが臨界値ぎりぎりではなく
比較的安定したところにあることを確認する意図があるが、モデルのダイナミクスを大ま
かに調べる上で有効である。

図 3.12は遅延時間 τ1と τ7を比を保ちながら変化させた場合の結果である。基準の 0.4

倍くらいのところで最大固有値虚部に不連続な飛びがある（実際には２つの固有モードの
交差であるが、最大固有値のモードだけをプロットしているので不連続になる）。また 0.6

倍くらいのところで最大固有値実部が 0から正に変わる。これの挙動は遅延起因振動の典
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図 3.9: hes6変異体

図 3.10: her7変異体
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図 3.11: hes6と her7の同時変異体

型的な挙動である。遅延が小さい領域 (横軸 0.6付近より左)では、固定点（平衡点）は線
形安定（最大固有値の実部が負）であるが、横軸 0.4の辺りでその特徴が非振動的（最大
固有値の実部が負）から振動的（最大固有値の実部が正）に変わる。周波数応答の描像で
いうと、非振動的な場合には最大ピークがDC(周波数ゼロ）のところに現れるが、振動的
な場合には所定の周波数（最大固有値の虚部に対応）のところにピークが現れる。時間発
展の描像でいうと平衡値と異なる初期値からの緩和が、非振動的な場合には単調な減衰に
なるが、振動的な場合には減衰振動を示す。さらに遅延が増大し 0.6付近より右になると
振動が顕在化し、非線形振動（リミットサイクル）が出現することになる。実際には二番
目以降に大きい固有値が影響する場合もあるが、大まかな描像は以上の通りである。
図 3.13はタンパク質生成速度 k1, k6, k7を比を保ちながら変化させた場合の結果である。
この場合も遅延時間を変化させたときと同様に、生成速度が 0から増大するに伴い非振動
的減衰、振動的減衰、振動の顕在化という転移を示すことが分かる。kが増大は生成時定
数 (1/k)の減少を意味し、それによって遅延時間が相対的に大きくなるためと直観的に理
解できる。図 3.14はタンパク質生成速度のうち k1を基準値に固定したままで k6と k7を
比を保ちながら変化させた場合の結果である。これは hes6と her7の同時変異体が振動を
保つという実験事実に動機づけられた解析で、k6 = k7 = 0のところは既に示した (3.11)。
本結果から比を保って変化させたとき、最大固有値は広い領域でほぼ平坦な挙動を示すこ
とが分かる。her1, hes6, her7のそれぞれのタンパク種が振動に及ぼす影響を理解する手掛
かりにとなる。図 3.15は平衡定数 δを変化させたときの結果である。δの変化に対しては
最大固有値は鈍感であることが分かる。以上調べた結果から、暫定的に設定したパラメー
タ基準（横軸で 1のところ）における振動は、パラメータの変動に関して安定であり、基
準として適切なことが確認された。これでパラメータ設定の目的は達したが、結果を総括
して得られる生物学的に重要な知見について指摘しておきたい。
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図 3.12:τを変化

図 3.13:kを変化
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図 3.14:k6と k7の比を保って変化

図 3.15:δを変化
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最大固有値の虚部に着目して以上の結果を見渡してみる。すると遅延時間 τ1, τ7を比率
一定で変えた場合を除いてほぼ平らになっていることが分かる。特に δを変えた場合が顕
著であるが、他の場合も基準（横軸 1）のところでの勾配が小さい。最大固有値の虚部は
振動周波数の良い近似と見なせるので、このことは振動の周期に対しては遅延時間を除く
パラメータの依存性が小さいことを意味している。一方、図 3.16は図 3.12の横軸を逆数に
したものであるが（最大固有値が複素数になる領域だけをプロットしている）、ほぼ比例し
た関係が確認できる。これは振動周波数が遅延時間にほぼ反比例することを表している。

図 3.16:τ1と τ7を比率を一定に変化させたと
きの固有値虚部の挙動

図 3.17:ゼブラフィッシュの体節形成周期の
温度依存性

この知見は振動周期（最大固有値の虚部に対応）の温度依存性のメカニズム解明の手掛
かりとなる。実験事実から、振動周期が顕著な温度依存性を持つことが知られている [15]。
図 3.17は文献 [15]のデータをあらためてプロットしたものである。振動周期が Arrhenius

プロットにほぼ乗っていること点が興味深いが、顕著な温度依存性を示すことが分かる。
そのメカニズムとして直ぐに想起されるのは、化学反応に起因する温度依存性である。

k1, k6, k7などのタンパク質生成速度や平衡定数 δは化学反応論的な温度依存性が予測され
る。δについて言えば、高温になる程小さくなり一量体への分解が優勢になると予想され
る。このような化学反応は活性化エネルギー型を示す場合が多いので、図 3.17とも整合す
るように思える。
しかし、これらのパラメータが温度変化しても、その振動周期への影響は小さいことが
解析から分かった。従って、周期の温度依存性の支配要因はこれらの化学的パラメータで
はなく遅延時間の温度変化であると推測される。本モデルは遅延時間の中身を捨象した遅
延微分方程式として定式化されているので、この問題は本モデルの範疇には属さず、その
解明には遅延メカニズムをあらためてブレイクダウンしたモデル化が必要になる。しかし
その手掛かりが本モデルの解析から得られた点を強調しておきたい。
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3.3 随伴固有関数を用いた縮約

本節では分岐点における随伴固有関数を用いた縮約を行う。この方法はさまざまなモデ
ルに適用できるが、本論ではCompact Modelに対して行う。このモデルは結合項（ラプラ
シアン項）を含むので結合振動子系への縮約の方法を提示する良い例になる。随伴固有関
数自体は Haleらによって整備された遅延微分方程式の基礎理論 [77]に依拠しているが、
これを用いた結合振動子標準形への縮約は本研究で初めて示された。

3.3.1 縮約方程式の導出

出発点となる式

Compact Modelの結合項およびノイズ項を落とし次の式を出発点とする。

ẍ(t) = γẋ(t) + αx(t) + βx(t − t0) + ϵx(t)3 (3.64)

ここで後の都合を考え時間を無次元化し、さらに変数およびパラメータの記号を変えてい
る。本章の記号を前章のものに読み替えるためには、x = χe, t(本章) = t(前章)/te, γ = −2,

α = c1, β = c2とすれば良い。

ノイズ項だけでなく結合項も落とすことは摂動論の考え方に基づくものである。すなわ
ちこの式を「振動子本体」の式と考え、その基本解（固有関数）を求め、それを用いて摂
動項（ここでは結合項とノイズ項）を表現するという道筋を取る。その実施はそれぞれ第
4章、第 5章で行う。

分岐パラメータの導入

パラメータを変化させたときの挙動の変化を調べる際に特定のパラメータ（制御パラ
メータ）だけを変化させ残りを固定するということが良く行われる。制御パラメータの選
択においては数学的観点の他にパラメータの持つもともとの意味に留意する必要がある。
遅延微分方程式の解析においては遅延時間を制御パラメータとすることが多い。この選択
は数学的な観点では自然な選択であるが、ここで考えるCompact Modelの生理学的な内容
を考えるとむしろ不自然と思われる。つまり、皮質-視床ループでの信号伝達時間について
の個人差や経時的な変化は大きくはなく、むしろ一定と見なす方が自然である。そのよう
な観点から、本研究においては αを制御パラメータとする。これは皮質の興奮性に対応す
るので個人差や経時的な変化が大きく、その変化が重要な意味を持つものと考えられる。

αはまた分岐点を表すパラメータとしても適当である。αが十分小さい (負で絶対値が大
きい)とき固定点 x ≡ 0は安定であることが分かる。α → −∞の極限を考えると方程式中
の他の係数 (β, γ, ϵ)の絶対値が相対的に小さくなり、結果として単純な減衰振動の方程式
に近づくことから直ぐに分かる。逆に α → ∞の極限では解が発散する方程式に近づいて
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行くことから、どこか途中の αを臨界値として固定点が不安定化し分岐が生じる（付録 A

参照）。その臨界値を Aとし、分岐パラメータ µを µ ≡ α − Aと定義する。µが 0を超えて
正になると線形安定性が破れる。その際リミットサイクルが出現するものを Hopf分岐と
呼ぶが、Compact Modelにおいてはこのとき生じる 4Hz程度の発振をてんかん発作と理解
する。本論もこの理解に従い、第 4章で焦点性てんかんの解析を行う。Compact modelの
場合Hopf分岐の他に pitchfork分岐も起こるが、当面はそれらを区別せず分岐点における
一般形を考え、後に pitchfork分岐と Hopf分岐の具体形を与える。

(3.64)を固定点 x ≡ 0の周りで線形化するとそれは (3.64)から 3次項を除いたものに等
しい。その線形化方程式に x = eλt と α = A + µを代入することで次の特性方程式が得ら
れる。

λ2 − γλ − A− µ − βe−λt0 = 0 (3.65)

行列形式への書き換え

分岐パラメータ µを含め、次のように力学変数 x1, x2, x3を定義する。

x(t) = x1(t), ẋ(t) = x2(t), µ j = −ϵ(x3(t))2 (3.66)

ここで上付き添え字は行列の行を示しベキ乗ではない。また後に出てくるが、行列の列に
対しては下付き添え字を用いる。このような記法は「双対性」を明示する意図があり微分
幾何学や情報幾何学、テンソル解析で慣用されるが、解析学ではほとんど用いられていな
い。これは解析学で扱う対象の多くが自己随伴、あるいは自己共役な形で定式化されてい
ることと関係していると思われる。解析学は量子力学を契機に発展を遂げたと言われてい
るが量子力学で現れる作用素は Hermite内積を持つ Hilbert空間に作用する自己共役作用
素である。Compact Modelに限らず非線形現象の分野の多くの対象は自己随伴な理論構成
にはなっていない。その場合、元の空間とその双対空間、あるいは元の作用素とその随伴
作用素の本質的な違いに留意しなければならない。それを明示的に行う意図で上下添え字
を導入している。

分岐パラメータ µを力学変数に含めるのは、パラメータが分岐点にある場合に適用され
る中心多様体理論を分岐点からやや離れた場合へも適用できるように拡張する意味を持っ
ている。分岐パラメータ µをこのように力学変数に加えると、力学変数の作る空間が拡
張され、その代わりにパラメータ空間が制約される形になるが、その枠組みで考えると、
x1 = 0, x2 = 0, x3 = 0は「パラメータ的には分岐点上にあり、力学変数的には平衡点」とな
る。つまり中心多様体の前提条件が整う。拡張された中心多様体は拡張された平衡点の近
傍で定義されるので、x3 > 0、すなわち µ > 0の場合を合理的に理論の中に組み込めたこ
とになる。方程式 (3.64)は次のように書き換えられる。
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d
dt


x1(t)

x2(t)

x3(t)

 = A0


x1(t)

x2(t)

x3(t)

 + A1


x1(t − t0)

x2(t − t0)

x3(t − t0)


+F(x(t)) (3.67)

A0 =


0 1 0

A γ 0

0 0 0

 (3.68)

A1 =


0 0 0

β 0 0

0 0 0

 (3.69)

F(x) =


0

ϵx1(t)[−(x3(t))2 + (x1(t))2]

0

 (3.70)

ここで Fは ()内のベクトルを引数とするベクトル値関数である。

固有空間とその双対空間

Haleによって整備された遅れ微分方程式のスペクトル理論 [77]に基づき、中心多様体
を構成する基礎となる中心部分空間を求める。非線形項を除き線形部分のみを考える。す
ると線形遅延微分方程式が得られるが、力学変数を x(t)(η) ≡ col(x1(t+ η), x2(t+ η), x3(t+ η))

のように関数空間C ≡ C([−t0,0] → R3)の元とみなすことにより、この線形微分方程式は
次のような関数微分方程式として書き換えられる。

d
dt

x(t)(η) =

 d
dηx(t)(η) (−t0 < η < 0)

A0x(t)(0)+ A1x(t)(−t0) (η = 0)
(3.71)

この関数微分方程式の解を求めるために

x(t)(η) = eλtϕ(η) (3.72)

とおく。ここで ϕ(η)は固有関数を表し、[−t0,0]を定義域とし R3を値域とするベクトル値
関数であるが、慣例にしたがって太字ではなく細字で記す。通常の線形微分方程式におけ
る固有ベクトルを遅れ微分方程式の場合に拡張したものになっており、固有ベクトル値関
数と呼ぶべきものであるが、慣例に従って単に固有関数と呼ぶ。固有ベクトルとしての側
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面と固有関数としての側面を併せ持っていることを理解されたい。これを (3.71)に代入す
ると二つの方程式が得られる。

[λI − A0 − e−λt0A1]ϕ(0) = 0　 (3.73)
dϕ
dη
= λϕ(η) (3.74)

ここで I は単位行列である。(3.73)で ϕ(η)が非自明な (0でない)解を持つためには

det[λI − A0 − e−λt0A1] = 0 (3.75)

が必要十分である。
以上の各式より求められる固有関数に対して双対基底の関係にある関数を随伴固有関数
と呼ぶ。随伴固有関数はCに対する双対空間C∗ = C([0, t0] → R3)の元であって、次式よ
り求められる。

ψ(0)[λI − A0 − e−λt0A1] = 0 (3.76)
dψ
dξ
= −λψ(ξ) (3.77)

式 (3.76)より得られる ψが非自明な解を持つ条件は (3.75)と同じになる。
固有関数と随伴固有関数は双対基底の関係にあるが、その双対性を表す内積 (双対積)は
次の式で与えられる [77]。

⟨ψ, ϕ⟩ = ψ(0)ϕ(0)+
∫ 0

−t0
ψ(σ + t0)A1ϕ(σ)dσ (3.78)

ここでは固有関数と随伴固有関数の双対積として示したが、相空間Cの任意の元と双対空
間C∗の任意の元の対に対して定義される。
固有関数と随伴固有関数およびそれらの属する固有値は無数にある。これは遅れ微分方
程式の無限次元性の一端であり、非常にシンプルな形であっても遅延微分方程式を扱うこ
とが難しい要因の一つになっているが、分岐条件と直交性を考慮することで対応が可能で
ある。つまり、分岐点では有限個の固有関数だけが非減衰的 (固有値の実部ゼロを意味し
以下これをゼロ固有関数と呼ぶ)で、残りの固有関数についてはすべて減衰的である。従っ
てゼロ固有関数の成分だけを拾い、それ以外の成分は捨てることになるが、これを可能に
するのが直交性 (厳密には双対直交性)である。すなわち、固有関数と随伴固有関数は次の
関係を満たすように規格化できる。

⟨ψa, ϕb⟩ = δa
b; a, b = 1,2, · · · (3.79)
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ここで δa
bクロネッカーのデルタである。

ゼロ固有関数の張る空間を中心部分空間という。中心部分空間の次元、すなわちゼロ固
有関数の個数は考えている分岐条件によって異なる。Hopf分岐においては固有値が純虚
数となる共役ペアと固有値が実数ゼロである１つで計 3個となる。pitchfork分岐において
は実数ゼロ 2個になる。記述の煩雑性をさけるため以下では中心部分空間の次元を当面 2

とするが、n次元の場合も同様である。
先ず 2個の基底をまとめて表記する際に便利な行列表記とその演算について説明する。
２つの独立なゼロ固有関数 (中心部分空間の基底)を ϕ1と ϕ2とし、

Φ ≡ [ϕ1, ϕ2] (3.80)

のように基底行列を定義する。対応するゼロ随伴固有関数についても同様に

Ψ ≡
 ψ1

ψ2

 (3.81)

と双対基底行列を定義する。これは厳密には行列値関数になっており、従って行列として
の側面と関数としての側面を併せ持つ。(3.78)で定義した双対積を次のように行列値関数
どうしの双対積に拡張する。

⟨Ψ,Φ⟩ ≡
 ⟨ψ1, ϕ1⟩ ⟨ψ1, ϕ2⟩
⟨ψ2, ϕ1⟩ ⟨ψ2, ϕ2⟩

 (3.82)

(3.79)の規格化がされているとするとこの右辺は単位行列となる。同様に双対基底行列Ψ
とベクトル値関数 ϕの双対積を

⟨Ψ, ϕ⟩ ≡
 ⟨ψ1, ϕ⟩
⟨ψ2, ϕ⟩

 (3.83)

のように定義する。中心部分空間空間の任意の元は u1,u2を任意係数として、

ϕ = u1ϕ1 + u2ϕ2 =
[
ϕ1 ϕ2

]  u1

u2

 = Φu (3.84)

のように基底行列とベクトルの積で記述できるが、この場合には通常の積である。同様に
中心部分空間の双対空間の任意の元は
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ψ = v1ψ
1 + v2ψ

2 =
[
v1 v2

]  ψ1

ψ2

 (3.85)

のように記述できる。それらの双対積をこれらの係数で表すと、双対積の双線形性から

⟨ψ, ϕ⟩ = u1v
1 + u2v

2 (3.86)

となる。列ベクトル表記と行ベクトル表記の使い分け、および上付き添え字と下付き添え
字の使い分けが双対性と対応しているに点に注意されたい。もう一つ重要な行列として固
有値が作る行列 Bを定義しておく。個々の基底に対して成り立つ (3.74)を基底行列Φに適
用すると、

dΦ
dη
= ΦB (3.87)

となることが分かる。ここで

B ≡
 λ1 0

0 λ2

 (3.88)

は中心部分空間の基底 (ゼロ固有関数)の固有値である。これを用いると可解条件式 (3.73)

は行列 Bの指数関数を使って

A0Φ(0)+ A1Φ(0)e−Bt0 = Φ(0)B (3.89)

となるが、式 (3.87)の積分から

Φ(η) = Φ(0)eBη (3.90)

が得られるのでこの式で η = −t0としたものを (3.89)に使うと

A0Φ(0)+ A1Φ(−t0) = Φ(0)B (3.91)

となる。同様に双対基底行列Ψと Bに関して

Ψ(0)A0 + Ψ(t0)A1 = BΨ(0) (3.92)
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が成り立つことが分かる。この関係式は縮約方程式を得る際に使われる。
次節に進む前に通常の微分方程式の場合への移行 (t0 → 0、あるいは A1 → 0)を議論し
ておくことは有用であろう。この場合 (3.75)は行列 A0の固有値を求める式に還元される。
固有関数 ϕは行ベクトル値関数から単なる行ベクトル ϕ(0)に移行し、これは行列 A0の右
固有ベクトルになる ((3.73)参照)。同じく随伴固有関数ψも単なる列ベクトルψ(0)になり、
行列 A0の左固有ベクトルになる ((3.76))。双対積は単なる行ベクトルと列ベクトルの積 (内
積)になる。基底行列と双対基底行列の積の定義 (3.82)は通常の行列の積となり、従って
一方が求められれば他方はその逆行列として容易に求めることができる。中心部分空間だ
けでなく相空間 (解空間)全体で考えたとしても、有限次元問題であるので相空間の基底
(すべての右固有ベクトル)を求め、その逆行列として双対基底 (すべての左固有ベクトル）
を求めることに困難はない。そのため、通常の微分方程式においては問題の双対性が意識
されることは少ないが、遅れ微分方程式の場合には明確に意識することが必要であって、
その際の鍵が双対積 (3.78)である。

非線形効果

本節では省略していた非線形項の効果について考える。もし非線形項がなければ、系は
定常状態においては中心部分空間内に閉じ込められる。中心部分空間を除いた直交補空間
の成分は固有値実部が負の成分であるので減衰してしまうからである。しかし非線形項が
あると原点からある程度離れたところに系がある場合、非線形項が 0とはならずその影響
を受ける。この影響を考えて中心部分空間 (平面の抽象概念)を補正した多様体 (曲面の抽
象概念)を中心多様体と呼ぶ。本節では中心部分空間と中心多様体の関係を議論する。
先ず原理的に中心多様体と中心部分空間は相空間の原点 (平衡点が原点となるように力
学変数がとられているとする)で接する。このことは原点に近づく極限で非線形効果が消
失し中心多様体と中心部分空間が一致することを考えると理解できる。そこで中心多様体
と中心部分空間の差異を h(u)のように中心部分空間の座標 uを使って表すと h(u)は uに
関して 2次の微小量となる。この微小量 hはΦu(t) + h(u(t))が運動方程式を満たすように
べき展開を使って求められる。しかし縮約前の方程式に 2次の非線形項がなく、かつ縮約
方程式の非線形項を 3次までの展開とすると、h(u(t))を無視できることが分かる。これを
示すため、3次の展開をシンボリックに示すと次のようになる。

(Φu + h)3 = (Φu)3 + 3(Φu)2h + 3(Φu)h2 + h3 (3.93)

hが uに関して 2次の微小量であることから、右辺の第 2項は 4次、第 3項は 5次、第 4

項は 6次の微小項となる。従って 3次までの展開とする限りにおいて hを考慮する必要が
ない。そこで本論文においては中心多様体と中心部分空間の差異を無視する。

縮約方程式の一般形

相互作用がない場合の個体の運動を中心部分空間上の座標を使って表す。
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まず関数微分方程式の形で書かれた方程式を非線形項も含めて書き直す。

d
dt

x(t)(η) =

 d
dηx(t)(η) (−t0 < η < 0)

A0x(t)(0)+ A1x(t)(−t0) + F (η = 0)
(3.94)

ここで Fは (3.70)に対応するものでベクトル値関数であるが、当面の計算では単に Fと
記す。
中心部分空間上の点は基底行列Φと座標ベクトル uの積として記述されるが、時間パラ
メータ tを明示すると x(t) = Φu(t)のようになる。これに左から Ψをかけて先に定義した
双対積をとると

u(t) = ⟨Ψ, x(t)⟩ (3.95)

が得られる。これを時間微分し、双対積の定義式、基本方程式 (3.94)、関係式 (3.92)を用
いることで uの従う方程式を求めることができる。

du
dt
=

d
dt
⟨Ψ, x(t)⟩

= ⟨Ψ, dx(t)

dt
⟩

= Ψ(0)
dx(t)

dt
(0)+

∫ 0

−t0
Ψ(σ + t0)A1dx(t)

dt
(σ)dσ

= Ψ(0)[A0x(t)(0)+ A1x(t)(−t0) + F] +
∫ 0

−t0
Ψ(σ + t0)A1dx(t)

dσ
(σ)dσ

= Ψ(0)[A0x(t)(0)+ A1x(t)(−t0) + F] +
[
Ψ(σ + t0)A1x(t)(σ))

]0
−t0
−

∫ 0

−t0

dΨ(σ + t0)
dσ

A1x(t)(σ)dσ

= Ψ(0)[A0x(t)(0)+ A1x(t)(−t0) + F] + Ψ(t0)A1x(t)(0)− Ψ(0)A1x(t)(−t0) +
∫ 0

−t0
BΨ(σ + t0)A1x(t)(σ)dσ

= Ψ(0)F + [Ψ(0)A0 + Ψ(t0)A1]x(t)(0)+ B
∫ 0

−t0
Ψ(σ + t0)A1x(t)(σ)dσ

= Ψ(0)F + BΨ(0)x(t)(0)+ B
∫ 0

−t0
Ψ(σ + t0)A1x(t)(σ)dσ

= Ψ(0)F + B[Ψ(0)x(t)(0)+
∫ 0

−t0
Ψ(σ + t0)A1x(t)(σ)dσ]

= Ψ(0)F + B⟨Ψ, x(t)⟩
= Ψ(0)F + Bu

(3.96)

Fは (3.70)で定義されるものであるが、同式で xの関数であったものを uの関数に読み替
える必要がある。すなわち F = F(Φ(0)u)である (非線形項に遅れがないため Φ(0)だけが
使われるが遅れ非線形項があるとたとえば Φ(−t0)も現れる)。以上より縮約方程式が次の
ように得られた。
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d
dt

u = Bu + Ψ(0)F (Φ(0)u) (3.97)

縮約方程式の具体形 (pitchfork 分岐近傍)

(3.97)をゼロ固有値が 0である (すなわち虚部も含めてゼロである)ときを考える。先ず
λ = 0と µ = 0を (3.65)に代入すると A = −β、従って µ = α − A = α + βとなることが分か
る。次に λ = 0を (3.73), (3.74), (3.76), (3.77)に代入すると固有関数および随伴固有関数は
定関数であり、行列 A0 + A1のそれぞれ右固有ベクトルと左固有ベクトルに他ならないこ
とが分かる。それらは容易に求めることができ、式 (3.79)の規格化を行うと

Φ j(ξ) =


1 0

0 0

0 1

 , (3.98)

Ψ j(η) =

 −γ/(−γ + βt0) 1/(−γ + βt0) 0

0 0 1

 (3.99)

となる。また行列 Bはゼロとなる。基本形 (3.97)にこれらを代入し、u2を再び µへ戻す。
結果的に uは一変数となるのでそれを単に uと書くと、最終的に次の縮約方程式が得ら
れる。

x(t) = u(t) (3.100)

u̇(t) =
ϵ

−γ + βt0

{
(u(t))2 − (

µ

−ϵ )
}

u(t) (3.101)

(3.100)は縮約前の力学変数と縮約後の力学変数との変換を表すものであるが、今の場合に
は両者を区別する必要がないことを示している。ただし系が中心多様体上あることを前提
にしているので、たとえば外乱を受けた直後などは別途考察が必要であり、その点は 3.3.2

で述べる。
(3.101)は遅れ項を含んでおらず、通常の微分方程式として扱える。すなわち縮約を行う
ことで、見通しの悪い遅れ項の効果を見かけ上消すことができた。特に (3.101)はまさに
pitchfork分岐の標準的な形になっている。

(3.101)は uについて奇関数であるので、uの符号については不定性がある。つまり、系
が µ < 0の状態から µ > 0の状態に変化したとすると、もともとの平衡点 x(t) ≡ 0は不安定
化し

√
µ j/(−ϵ)だけシフトするが、+方向にシフトするか、-方向にシフトするかはこの式

だけでは決まらない。これはまさに座屈現象 [75]と同じである。この事と関連して (3.101)

は中心多様体縮約とは少し異なった近似的アプローチからも導出することができることを
示しておく。
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先ず、遅れのない場合を考える。この場合もとの運動方程式は摩擦抵抗のあるときの質
点の運動方程式と同形である。そこで、慣性項 ẍ(t)が摩擦抵抗の項 −γx(t)に比べ小さく、
無視できるとすると、運動方程式は

ẋ(t) = −1
γ

(αx(t) + ϵx(t)3) (3.102)

となり、 (3.101)で β = 0とした式、あるいははじめから遅れ項がないとして中心多様体縮
約を実行した式 [75]と同形になる。次に遅れ項の効果を考える。遅れ時間 t0が小さけれ
ば一次のテーラー展開

x(t − t0) ≃ = x(t) − ẋ(t)t0 (3.103)

が妥当するはずである。すると一次項の係数が α + β(= µ)に、一階微分項の係数が γ − βt0
になるので、 (3.102)で αを µに、 γ を γ − βt0に置き換えれば良いことになり、 (3.101)

と同形になる。すなわち縮約方程式、 (3.101)は、慣性項を無視するという近似（言いか
えると摩擦効果が支配的であるという近似）と、遅れ時間は短く taylor展開の一次で十分
であるという近似の２つを組み合わせた結果と一致する。一見異なるアプローチから同じ
結果がでてくることは興味深い。
ただし、結果が一致すると言っても、慣性項無視や遅れ時間の一次展開近似については、
妥当性が不透明である。特に、これらの近似が分岐現象の解析に影響しないという保証が
ない。中心多様体縮約の方法に沿った議論を展開し、その結果の確認（極限での一致）や
直感的な解釈にこららの近似法を用いるのが有効であると考える。特に系が何らかの外乱
を受けた直後の状態について、これらの直観的な近似は役に立たない。これは先にも注意
したように xと uの同一視可能性と関係しており、3.3.2で詳述する。

縮約方程式の具体形 (Hopf分岐近傍)

先ず固有関数を求める。(3.73), (3.74), (3.75)に (3.68), (3.69)を代入して解き、実ジョル
ダン標準形にすると次のようになる。

Φ(η) =


cosΩη sinΩη 0

−Ω sinΩη Ω cosΩη 0

0 0 1

 , (3.104)

随伴固有関数は２段階に分けて計算される。先ず固有関数と同様に (3.76), (3.77), (3.75)

から規格化前の随伴固有関数を求め、それを (3.79)が成り立つように規格化する。規格化
においては双線形形式 (3.78)を使う。この計算は難解なものではないが、積分を含むかな
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り長い計算となるため、ここでは結果だけ示すと次のようになる。

Ψ(ξ) =


(aΩ j + bγ) sinΩξ + (−aγ + bΩ) cosΩξ −bsinΩξ + acosΩξ 0

(bΩ − aγ) sinΩξ − (bγ + aΩ) cosΩξ asinΩξ + bcosΩξ 0

0 0 1

 (3.105)

ここで aと bは次に定義する lとm、

l = (−γ + βt0 cosΩt0)/2 (3.106)

m= (2Ω − βt0 sinΩt0)/2 (3.107)

を使って次のように表されるものである。

a =
l

l2 +m2
(3.108)

b =
m

l2 +m2
(3.109)

最後に基本形 (3.97)の行列 Bを求める。これは (3.87)より得られ次のようになる。

B =


0 Ω 0

−Ω 0 0

0 0 0

 . (3.110)

となる。ここでΩは分岐点における固有値の虚部である。hは高次の微小量として無視す
る。u3から再び分岐パラメータ µへ戻すと最終的に次の縮約方程式が得られる。 u̇1(t)

u̇2(t)

 =  µa Ω

−Ω + µb 0

  u1

u2

 + ϵ(u1)3

 a

b

 (3.111)

さらに平均化の方法 [74]を使うと次の標準形が得られる。

u̇(t) = −iΩu+ (a+ ib)

(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u (3.112)

ここで複素表示

u = u1 + iu2 (3.113)

を導入している。以下もこの表示を採用する。
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pitchfork 分岐を示すパラメータ領域

導出された縮約方程式を実際に用いるときに pitchfork分岐とHopf分岐のどちらの縮約
方程式を用いるべきか決める必要がある。数学的には、モデルパラメータが与えられたと
き、線形化したモデル方程式の固有値虚部が 0であるか否かが判定基準となる。これに対
して次の命題が成り立つ。

[命題]

γ

t0
< β <

γ

t1
(3.114)

が成り立てばHopf分岐 (てんかん発作に対応)は生じず、分岐は pitchfork分岐となる。こ
こで t1 ≃ −0.217t0である：
これを示すために再び (3.64)の相互作用を除く線形部分に注目する。x ∝ exp(λt)を代入し
て得られる特性方程式は次のようになる。

λ2 − γλ − α − βe−λt0 = 0 (3.115)

式 (3.75)からも類似した式

λ(λ2 − γλ − A− βe−λt0) = 0 (3.116)

が得られるが、この式では分岐パラメータが力学変数化され、残りのパラメータについて
分岐点上にあるという前提が置かれている。そのため自明解 λ = 0が余分にあることと、
αが臨界値 Aになっている点が異なる。(3.116)はその実部が 0であるゼロ固有値を求め
る式になっているのに対し、(3.115)は固有値一般を求める式になっている点に注意された
い。そこで解の実部と虚部をそれぞれ χ、ωとして、λ = χ + iωを (3.115)に代入し、実部
と虚部に分け若干整理すると次の二つの式が得られる。

(χ2 − ω2) − γχ − α = βe−χt0 cos (ωt0) (3.117)

(γ − 2χ)ω = βe−χt0 sin (ωt0) (3.118)

この式の ωがゼロでない解を振動解と呼ぶことにする。もしHopf分岐が生じるとすると
χ > 0となる振動解があることになる。従って、式 (3.114)が成り立っているとき χ > 0と
なる振動解がないことが示せれば命題の前半 (Hopf分岐にならないこと)が証明できる。そ
こで (3.118)に着目し少し変形すると次の式が得られる (β , 0、t0 , 0とする)。

γ − 2χ
βt0

eχt0 = sinc(ωt0) (3.119)
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ここで右辺の sincは次式で定義される sinc関数である。

sinc(θ) ≡ sinθ
θ

(3.120)

sinc関数の値域は、[s, 1)のように表される。上限の 1は θ → 0の極限に対応する。最小値
sは d

dθsinc(θ) = 0より得られる極小条件 θ = tanθの解の中で正で最小のものを数値計算で
求めそれを定義式 (3.120)に代入して得られる。結果は小数点以下３桁で −0.217となる。
今度は (3.119)の左辺に着目する。今 χ > 0となる解を問題にしているので、定義域を

(0,∞)とすると左辺の値域は β < 0のときは (γ/(βt0),∞), β > 0のときは (−∞, γ/(βt0))とな
る。従ってもし β < 0かつ γ/(βt0) > 1または β > 0かつ γ/(βt0) < sだと右辺と左辺の値域
の共通集合が空となり、χ > 0の振動解が現れないことになる。これらの不等式を書き換
えるとそれぞれ、γ/t0 < β < 0、0 < β < γ/(st0)となる。変形の際に β , 0, t0 , 0としたが
どちらかが 0のときは ω , 0に対して χ = γ/2 < 0となることが (3.118)より分かる。す
なわち β = 0の場合でも χ > 0の振動解はない。以上をまとめると、(3.114)が成り立つと
き、χ > 0となる振動解が現れないこと、すなわち命題が示された。

3.3.2 アトラクタへの引き込み過程への適用

固定点への引き込み

(3.101)は解析的に積分することができ、次のようになる。

u(t) = u(0)
[
e−

t
τ {1− (

u(0)
u(∞)

)2} + (
u(0)
u(∞)

)2
]− 1

2 (3.121)

τ =
1
2
−γ + βt0

µ
(3.122)

ここで u(0)は初期条件であるが、注意すべき重要な事項がある。先に uを xと同一視して
良いと記したが、それが妥当するのは状態が中心部分空間に乗っている場合である。一般
の状態を初期条件として考えると中心部分空間から離ている場合もある。
しかし、その場合であっても良い近似で縮約方程式が使えることが期待できる。なぜな
ら、中心部分空間から離れていたとしても、それは速く減衰する成分であるので、その減
衰時定数に比べてゆっくりした時間スケールで考える限りやはり無視して良いと考えられ
るからである。
ただしその際に重要なのは u(0)の決定である。系が中心部分空間上に乗っていないとき
を想定すると (3.100)は使えず、(3.95)に遡って u(0)を求める必要がある。通常の微分方
程式の場合は射影概念を持ち出すまでもなく u(0)が求められる場合が多いが、遅れ微分方
程式の場合には関数空間という抽象的でしかも無限次元の空間を相空間とするので、この
手続きは重要である。ダイナミクスの観点からこの事を言いかえると次のようになる:
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「遅れ微分方程式場合、時刻 t = 0での値 x(0)が同じであっても過去の履歴 x(η), η < 0

に依存してその後の時間発展が多様なものとなるが、(3.95)を使って求めた u(0)が同じで
あるような初期状態であれば、それらは大局的には (ゆっくりしたダイナミクスで見れば)、
その後の時間発展を同一視できる」
この様子を確認するため、初期状態 (初期関数)を cos関数、ヘビサイド関数、定関数と
して u(0)を求めてみる。初期関数 x(0)を (3.95)に代入し t = 0とすることで u(0)が次のよ
うに求められる。

(a) cos関数

x(0)(η) = cos(ωη) のとき (3.123)

u(0) =
−γ + β

ω sin(ωt0)

−γ + βt0
(3.124)

(b)ヘビサイド関数

x(0)(η) =

 0 (−t0 ≤ η < 0)

1 (η = 0)
のとき (3.125)

u(0) =
γ

γ − βt0
(3.126)

(c)定関数

x(0)(η) = 1 のとき (3.127)

u(0) = 1 (3.128)

(a)の場合で ω→ ∞とすると (b)に、ω→ 0とすると (c)に移行する。また |βt0/γ| → 0と
するとどれも 1に近づくことが分かる。これは通常の微分方程式への移行である。
以上の結果を数値計算で確認した。平衡点への緩和過程を (3.64)の数値計算 (Euler法)と
縮約方程式の積分 (3.121)のそれぞれで求め、比較した。β = 0.5,µ = 0.01,γ = −2, ϵ = −10

とし、初期状態は Amp ≡
√
µ/(−ϵ)を使って u(0) = 0.1Ampとなるようにした。

図 3.18の上のグラフは初期状態関数として定関数を選んだ場合である。左は全体図で
右は t = 0付近の拡大となっている。数値計算を青点線で、解析式 (3.121)を赤線で示して
いる。式 (3.121)の結果と数値計算は非常に良く一致している。pithcfork分岐における固
有関数Φが定関数であることを考えると当然期待されることである。
一方、図 3.18の下のグラフは初期状態関数をヘビサイド関数にした場合である。この
場合 t = 0付近での短時間の逸脱があるが、これが速やかに消失し、時間発展全体を見れ
ばこの場合も式 (3.121)は数値計算と良く一致している。t = 0での逸脱はヘビサイド型の
初期状態関数が中心部分空間に対して直交成分を多く含んでいるためであるが、それでも
式 (3.121)が良い近似を与えているのは、初期振幅 u(0)を (3.95)で求めているからに他な
らない。
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図 3.18:オリジナル方程式 (青点線)と縮約方程式 (赤実線)を用いて計算した緩和過程. 定
数初期関数 (上段)およびヘビサイド型初期関数 (下段).右側は左側の出発点付近を拡大し
たもの.[2]

リミットサイクルへの引き込み

(3.111)において振幅 |u|の緩和過程について解析解を求めると、結果は次のようになる。

|u(t)| = |u(0)|
[
e−

t
τ {1− (

|u(0)|
|u(∞)| )

2} + (
|u(0)|
|u(∞)| )

2
]− 1

2 (3.129)

ここで

|u(∞)| =
√

4µ/(−3ϵ) (3.130)

はリミットサイクルの振幅、

τ =
1
aµ

(3.131)
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はリミットサイクルへの緩和時定数である。u(0)は初期値を表す。初期状態として cos関
数 (中心部分空間の基底関数)、ヘビサイド関数、定関数の３種類を具体的に設定し、 (3.95)

から u(0)を求めると次のようになる。

(a)cos関数（中心部分空間の基底関数）

x(0)(η) = cos(Ωη) のとき (3.132)

u = 1 (3.133)

(b)ヘビサイド関数

x(0)(η) =

 0 (−t0 ≤ η < 0)

1 (η = 0)
のとき (3.134)

u = −(a+ ib)(γ + iΩ) (3.135)

(c)定関数

x(0)(η) = 1 のとき (3.136)

u = i
A+ β
Ω

(a+ ib) (3.137)

x(0)(0)は同じであってもそれぞれ異なる uを与える点に注意されたい。この点に注意した
上でオリジナル方程式 (3.64)の数値計算と縮約方程式の積分 (3.129)を比較した。β = −1.8,

µ = 0.012,γ = −2, ϵ = −10とし、初期状態は |u(0)| = 0.00492となるようにした。

図 3.19は初期状態関数として (a)cos関数を選んだ場合である。左は全体、右は t = 0付
近を拡大したものである。青線がオリジナル方程式 (3.64)の数値計算で赤線が (3.129)が
与える振幅の時間発展である。 (3.129)は数値計算の波形の振幅を非常に良く再現してい
る。Hopf分岐における固有関数Φを用いているので当然期待されることである。

一方、図 3.20は初期状態関数を (b)ヘビサイド型にした場合である。この場合 t = 0付
近での短時間の逸脱があるが、これが速やかに消失し、 (3.129)はその後の時間発展を良
く再現している。これは上述した理論的予測が妥当することを示すものである。

臨界緩和

統計物理学における相転移論の主要な概念として臨界緩和 (critical slowing down)と呼ば
れる現象が知られている [91]。この概念は生体を含む一般の複雑系に対して使われること
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図 3.19:リミットサイクルへの引き込み過程　 cos型初期関数 [2]

図 3.20:リミットサイクルへの引き込み過程　ヘビサイド型初期関数 [2]

もあるが、漠然としたアナロジーであることが多いように思える [56]。縮約方程式 (3.112)

や (3.101を使うとこのアナロジーを明確な形で提示できる。ここでは (3.101)を用いて提
示する。

τ =
−γ + βt0

µ
(µ < 0) (3.138)

τ =
−γ + βt0

2µ
(µ > 0) (3.139)

式 (3.138)および式 (3.139)は分岐点直上 µ = 0では発散する。これは分岐点直上では指数
関数的な緩和ではなく、特定の時定数を持たないべき乗則的な緩和となることを示す。今
の場合、(3.121)の 3次の項から、−1/2乗に漸近する緩和となることが分かる。
べき乗則の出現は培養神経系でも知られており、その場合は発火規模と出現頻度の間に
べき乗則が成り立つ [53]。Benayounらによるとこのべき乗則は興奮性ニューロンの活動
と抑制性ニューロンの活動とが拮抗した条件において現れる [52]。面白い事に分岐条件式
µ = α+ β = 0はその条件と対応したものになっている。培養系を皮質のカラムのように考
えると視床の影響はないので β = 0であるが、さらに α = 0はこのカラムの興奮性と抑制
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性の拮抗を意味している。すなわちもし興奮性優位であれば α ≪ 0、抑制性優位であれば
α ≫ 0でありちょうど 0付近が拮抗条件を与える [40]。培養系と in vivoの皮質-視床系と
を同列に扱うことには慎重でなくてはならないが、培養系の示すべき乗則と皮質-視床系
の示すべき乗則とに関連が予想される。

3.3.3 位相応答関数の導出

本副節ではHopf分岐した状態、すなわち振動子として振る舞っているときを考える。こ
のとき、振幅の自由度も落として振動の位相だけに着目する方法を位相縮約と呼ぶ。現象
によっては、例えば生体の概日リズムなどは振幅があまり重要でないか、あるいは振幅の
概念がそもそも不明な現象も多い。そのようなリズムの解析においては、理論的にも実験
的にも位相に着目した解析が有用になる。本副節では外力が位相に与える影響を記述する
位相応答関数を縮約方程式から先ず第 1項で導出する。ただしこの位相応答関数は中心部
分空間の座標で表現されているので、パルス摂動を与えて求めたものとは直ちには一致し
ない。そこで第 2項では両者の対応関係を求め、数値計算でそれを確認する。

標準形からの導出

次の縮約方程式を出発点にする。

u̇(t) = −iΩu+ (a+ ib)

{(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u

}
(3.140)

この方程式は振動子論で盛んに研究されている標準形であるので、適当なスケール変換を
行うだけでこの方程式の位相応答関数を求めることができ、スケールを元に戻して結果を
示すと次のようになる。

Zu = −i(1+ ic)e−iθ

√
−3ϵ
4µ

(3.141)

ここで

c =
b
a

(3.142)

とおいた。(3.141)につけた添え字 uは座標 uに対応していることを表している。この点は
理論的に重要な意味を持っているので次にこれを考える。

63



随伴固有関数による定式化

位相応答関数の捉え方 (定義)には等価ないくつかのものが知られているが、ここではア
イソクロン (等位相面)の考え方 [66]に基づいて議論する。すなわち、相空間に等位相面
アイソクロンが存在することを仮定する。このとき、相空間C内の任意の２点の微小な差
を δx、その差に対応する位相差を δθとすると、ある Z ∈ C∗があって、

< Z, δx >= δθ (3.143)

となる。ここでC∗はCの双対空間、< ·, · >は双対性を表す双線形形式であって、遅れ微
分方程式においては (3.78)で与えられる。遅れのない場合に < ·, · >は通常の内積の形に
なるので、この関係から

Z = ∇θ (3.144)

が導かれる。遅れ微分方程式においては δxを δx(η), η ∈ [−t0, 0]のような関数と見なさな
くてはならず、従って (3.144)は直ちには従わない。つまり、 (3.143)は (3.144)よりも一
般的な定義になっている。

そこで、摂動を加えると言うことをこの定義に沿って具体的に考えてみる。摂動 pが関
数微分方程式で

d
dt

x(t)(η) = f (x(t)(η)) + p(t)(η) (3.145)

のように与えられているとする。時刻 taにパルス状の摂動を与えるとすれば

p(t) = δx(η) · δ(t − ta) (3.146)

のように書ける。ここで右辺最終項の δはディラックのデルタ関数 [92]を意味している。
このとき taの前後で xに不連続な飛びが現れる。すなわち

x(ta+0)(η) − x(ta−0)(η) = δx(η) (3.147)

それにともなう位相 θの不連続な飛びが (3.143)で与えられる。ここで重要なことは、この
ような位相の不連続な飛びは摂動を与えたその瞬間だけで生じると言うことである。それ
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はアイソクロンの定義から言って、摂動がない状態では系は相空間内を等角速度 (≡ dθ/dt)

で運動するからに他ならない。遅れ系を従来の有限次元の枠組みで捉えると一回のパルス
摂動の影響が遅れ時間 t0ごとに繰り返し現れるような描像になるが、無限次元の相空間の
捉え方をするとそうならない。言うなれば最初に摂動を受けた段階でその後繰り返し現れ
る影響をすべて受け取ることになる。

さて、パルス的な摂動を第二成分に与えるとして具体的に位相差を求めてみる。 (3.146)

に従ってデルタ関数を除いた因子で示すと、

δx = p


0

H(η)

0

 (3.148)

のようになる。ここで H(η)はヘビサイド関数であり、η < 0のとき H(η) = 0,η ≥ 0のとき
H(η) = 1となるものである [92]。pはパルスの大きさを表す。

相空間Cの基底に固有関数 ϕi をC∗の基底にそれと双対な随伴固有関数 ψ j をそれぞれ
選んだとき、双対関係をもう一度書くと

Z(t)(ξ) = Z1(t)ψ1(ξ) + Z2(t)ψ2(ξ) + . . . (3.149)

δx(η) = δu1ϕ1(η) + δu2ϕ2(η) + . . . (3.150)

< Z, δx >= Z1δu
1 + Z2δu

2 + . . . (3.151)

Zi =
∂θ

∂ui
(3.152)

のようになる。 (3.151)と (3.152)の右辺は慣例的な記法を使えばそれぞれ Z · δu,∇(θ)とな
るが、双対基底を選んでいるからこの形になるという理解が重要である。この基底におけ
る位相応答関数 (の第 i成分)Zi が分かっているとき、摂動 pによって生じる位相差は

∆θ =< Z, δx >= Z1 < ψ
1, δx > +Z2 < ψ

2, δx > + . . . (3.153)

となる。
(3.148)の摂動においては η < 0に対して p(η) = 0なので

< ψi , δx >= ψi(0)δx(0)+
∫ 0

−t0
ψi(σ + t0)A1δx(σ)dσ = ψi(0)δx(0) (3.154)
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となり、さらに

ψ1(0)δx(0) =
[
ψ1

1(0) ψ1
2(0) ψ1

3(0)
] 

0

1

0

 = ψ1
2(0) = a (3.155)

ψ1(0)δx(0) =
[
ψ2

1(0) ψ2
2(0) ψ2

3(0)
] 

0

1

0

 = ψ2
2(0) = b (3.156)

となるので

∆θ ≃ p(Z1a+ Z2b) (3.157)

となる。ここで中心固有空間の補空間に相当する成分を無視する近似を使っている。この
近似は前節の結果からも分かるように通常は妥当する。

パルス的摂動から得られる位相応答関数を

Z ≡ ∂(∆θ)
∂p

(3.158)

と定義すると、パルス的摂動による位相応答関数と縮約した標準形から得られた位相応答
関数 Zu = Z1 + iZ2とは

Z ≃ Z1a+ Z2b (3.159)

という関係で結ばれることが分かる。さらに (3.141)の結果と (3.142), (3.106), (3.107),

(3.108), (3.109)を使うと最終的に Zの解析表示が次のように得られる。

Z ≃ Z1a+ Z2b =

√
−3ϵ
4µ

2
(−γ)[1 −Ωt0 cot(Ωt0)]

cosϕ (3.160)

図 3.21aは数値計算で (3.148)の摂動を与えて定義 (3.158)に従って求めた位相応答関数
と (3.160)の右辺を分岐点近傍において比べたものである。両者は良い一致を示している
ことが分かる。図 3.21bはこの位相応答関数を用いて計算した位相結合関数の同様な比較
である。本論文では位相結合関数について議論しないが参考のため示した。
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図 3.21:位相応答関数および位相結合関数解析式と数値計算 (摂動法) [1]
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動標構を用いた導出

位相縮約は系の自由度を位相成分だけで記述しようとするものであるが、近年、状況に
よっては動径方向の応答も考慮する必要があることが指摘されている [71, 72]。本論では
本項と次項でこれに関係した議論を行う。本項ではリミットサイクルとともに運動する動
標構 (moving frame)を考えることで位相方向だけでなく動径方向の応答が自然に導出でき
ることを示す。

本項でも次の縮約方程式を考える。

u̇(t) = −iΩu+ (a+ ib)

(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u (3.161)

ここで uは複素数であるが、適宜実 2次元の表示に読み替えることができる。たとえば

a+ ib ⇐⇒
 a −b

b a

 (3.162)

これから分かるように、複素表示に読み替えることのできる 2× 2実行列は特定の形に限
られている。本稿の途中でこの形でない行列Λが出てくる。この行列は Floquet理論にお
けるmonodromy行列の対数に対応するものであって、その固有値が Floquet指数と呼ばれ
るものになっている [79, 80]。

(3.161)で µ + 3ϵ |u|2/4 = 0とすると u̇ = −iΩuとなることから (3.161)は円軌道 |u|2 =
4µ/(−3ϵ) ≡ A2の解をもち、その角速度がΩ（複素平面上を右回り）となっている。

この軌道の安定性を動標構を使って考える。動標構は、図 3.22のように軌道（不変多様
体、今の場合は円 |u|2 = A2）の各点ごとに動く標構（枠、frameとも言う。基底と原点を
合わせたもの。）を考えるものである。
同じベクトルであっても固定標構 (e1, e2; O)（Oは原点）で表すときと、動標構 (ẽ1, ẽ2; p)

（pは動点）で表すときで、その成分が異なる。位置ベクトルでなければ原点の違いは効
かない。式で書くと

(e1, e2)

 V1

V2

 = (ẽ1, ẽ2)

 Ṽ1

Ṽ2

 (3.163)

と表される。しかし、本項では複素平面での話に限るので、座標変換は単に

V = ṼeiΩt (3.164)

とすればよい。Vは固定標構での成分の複素表示、Ṽは動標構での複素表示である。これ
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図 3.22:固定標構 (e1,e2; O)と動標構 (ẽ1, ẽ2; p)

を使うと、円軌道からのズレ（線形化）に対する運動方程式の、動標構による表示が直ち
に得られる。今、

u = −iΩAeiΩt + ṽe−iΩt (3.165)

とおく。第一項は円軌道、第二項はそこからのズレの動標構表示である。これを (3.161)に
代入し、ṽに関する一次の項から

d
dt
ṽ = −µ(a+ ib)Re (ṽ) (3.166)

が得られる。最初に注意したように、複素表示になじまない線形変換 Re (ṽ)が出てきた。
そこでこれを実 2× 2行列に読み替える。ṽ = ṽreal + iṽimag とおくと、−µ(a + ib)Re (ṽ) =

−µ(a+ ib)ṽreal = −µaṽreal + i(−µbṽreal)なので

d
dt

 ṽreal

ṽimag

 = −µ  a 0

b 0

  ṽreal

ṽimag

 (3.167)

となる。この方程式は動標構の導入によって回転成分（位相発展）を消去した方程式になっ
ており、従って
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Λ ≡ −µ
 a 0

b 0

 (3.168)

の指数関数 eΛt（3.167の積分）は Floquet理論のmonodromy行列 [79, 80]となっている。
次に Floquet指数を計算する。先ずΛの固有値および固有ベクトルを求めると次のように
なる。

λ = 0 :

 0

1

 (3.169)

λ = −µa :

 a

b

 (3.170)

ここで固有ベクトルと言っているものは正確にはその動標構に関する成分であることに注
意する。つまり、

 0

1

 (3.171)

は円軌道の接線方向を示している。一方、

 a

b

 (3.172)

は動径方向を定義するものである。ここで２つの事に注意する。第一にこれらは通常の
ドット積の意味では直交していないが、後に導入する双対直交基底の意味において直交し
た２つのベクトルである。第二にここで導出された動径方向の固有値 −µaは既に導出した
時定数 (3.131)の逆数に一致している。

次に位相応答関数 Zと動径応答関数を導出する。Λの固有ベクトルに対する随伴固有ベ
クトルを求め、接線方向の随伴固有ベクトルを位相応答関数に、また動径方向の随伴固有
ベクトルを動径応答関数とみなす。

v0,v1をそれぞれ接線方向、動径方向の固有ベクトルとすると、動標構での結果を固定
標構に戻すことによって

[
v0 v1

]
=

 cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

  0 a

1 b

 (3.173)
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これらに対する双対基底（随伴固有ベクトル）は

 v∗0
v∗1

 = [
v0 v1

]−1
=

 0 a

1 b

−1  cosϕ sinϕ

− sinϕ cosϕ

−1

= −1
a

 b −a

−1 0

  cosϕ − sinϕ

sinϕ cosϕ


= −1

a

 bcosϕ − asinϕ −bsinϕ − acosϕ

− cosϕ sinϕ


(3.174)

位相応答関数 Z∗0は規格化定数を Cとして Z∗0 = Cv0となる。規格化定数 Cは円軌道上
の動点の速度ベクトルとの双対積が角速度 Ωとなるように定める。円軌道は複素表示で
u0 = Ae−iΩtであるので速度ベクトルは複素表示で u̇0 = −ΩAe−iΩt、ベクトル表示では

u̇0 = −ΩA

 sinϕ

cosϕ

 (−ΩA) (3.175)

となる。従って

Z∗0u̇0 = −
1
a

[
bcosϕ − asinϕ −bsinϕ − acosϕ

]  sinϕ

cosϕ

 (−ΩA)

= −ΩA

(3.176)

よりC = −1/ΩAが得られ、最終的に位相応答関数 Z∗0を

[
Z1(ϕ) Z2(ϕ)

]
= − 1

aA

[
bcosϕ − asinϕ −bsinϕ − acosϕ

]
(3.177)

と求められる。(3.159)によりパルス的摂動から得られる位相応答関数を求めると

Z ≃ Z1a+ Z2b = −a2 + b2

aA
sinϕ (3.178)

となる。ここまでは前項で導出した位相応答関数の再導出であるが、動標構を用いた利点
は動径方向の応答関数が同時に得られる点にある。v∗1をそのまま動径応答関数と見なすと

[
B1(ϕ) B2(ϕ)

]
= − 1

aA

[
cosϕ sinϕ

]
(3.179)
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位相応答関数と同様にパルス的摂動から得られる応答を求めると

B = B1a+ B2b = cosϕ +
b
a

sinϕ (3.180)

となる。

曲線座標による拡張位相応答関数と拡張動径応答関数の導出

前項で位相および動径応答関数を導出した。ただしそれらはリミットサイクル上でのも
のであった。本項では、リミットサイクルから少し離れた場所におけるそれら（拡張位相
応答関数、拡張動径応答関数と呼ぶことにする）を導出する。これはノイズに対する応答
を考えたときに必要になる場合がある [71, 72]。
先ずどのような場合に拡張応答関数が必要になるのか、整理してみる。一般に相空間 (力
学変数の作る空間)内にアイソクロン（等位相面）を考えることができる（実際に求める
ことは容易ではなくても、理論的にその存在を示すことができる [66]）。つまり位相 ϕは

ϕ = ϕ(u1,u2, . . . , un) (3.181)

のように書くことができる。このアイソクロンを使うと位相応答関数は

dϕ = Z1du1 + Z2du2 + · · · + Zndxn (3.182)

あるいはこれと等価であるが

Zi =
∂ϕ

∂ui
(3.183)

で定義される。通常この定義 (3.182)または (3.183)において uとしてリミットサイクル
上での値のみを考え、それを位相応答関数と呼ぶ。しかしこの定義は ϕが (3.181)で与え
られている各点で意味を持つ。つまり、リミットサイクルから離れていてよい。ただし、
(3.182)が微分形式（多様体論ではこれを 1-形式と呼ぶ）で書かれている事から分かるよ
うに、外力の扱いは一次の摂動であって、従って外力が大きくなると破綻する。この破綻
は応答関数がリミットサイクル上に制約されていることとは別種のことであり、本論では
これを議論しない。一般の強さでの応答に対して応答関数と呼び、限りなく小さい極限で
のそれを感受性と呼ぶ立場もあるが、本論では限りなく小さい外力のみ考え、応答関数と
感受性を同じ意味に用いる。
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これと反対に、外力は限りなく小さいにも関わらず応答関数をリミットサイクル上のも
ので常に置き換える事に起因する誤差が問題となる場合がある。状況としては、連続的に
（たて続けに）外力を受けている事を考えると、その外力を受ける時点（その直前）で既に
リミットサイクル上にはない（多少外れている）ので、その直後に印加された外力が限り
なく小さくても、応答の予言に誤差が乗る。本項では拡張位相応答関数と拡張動径応答関
数を具体的に求めることで、このタイプの誤差を議論する。拡張応答関数は当然、リミッ
トサイクル上で通常の応答関数に一致する。

本項でも次の縮約方程式を考える。

u̇(t) = −iΩu+ (a+ ib)

(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u (3.184)

ここで uは複素数であるが、以下適宜 u = u1 + iu2のように実二変数に読み替える。これ
は Stuart-Landau方程式（以下 SLモデル）と呼ばれ、アイソクロンは

ϕ = −θ + b
a

ln
(R
A

)
(3.185)

となることが分かっている [70]。ここで R= |u|, A =
√

4µ/(−3ϵ)である。これを用いると
拡張位相応答関数は

Z1 =
∂ϕ

∂u1
, Z2 =

∂ϕ

∂u2
(3.186)

より求められる。ただし、通常の位相応答関数が Z(ϕ)のように ϕの関数として表される
のに対して、今の場合、もう一つの座標 r を使って点を特定する必要があり、この r をど
のように導入するかが主要な問題となる。
しかし、SLモデルの相空間が二次元であることから、(3.185)が既に r 軸を決めている

（通常の x− y座標で y軸とは x = 0である点の集合であることを想起されたい）。つまり、
等位相線

ϕ = −θ + b
a

ln
(R
A

)
≡ const (3.187)

が r 軸である。ただし座標軸（曲線）が定められていても目盛づけが残っている。これに
ついては、当面通常の動径R= |u|をそのまま使ってよい。これは等R線と等 r線が等しく
なるからである。等 r 線は ϕ座標曲線を定義するが、今の場合円となり、等R線と同じに
なる。これは系が回転対称性を持っているからである。そこで目的にかなうように目盛づ
けされた動径座標 r と当面採用した動径座標Rとの関係を r = r(R)と表す。そして、外力
の無いときの引き込み過程が
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ṙ = −1
τ

(3.188)

となるようにする。つまり r で見ると単純な緩和過程となるようにする。

今考えている SLモデルではRに関する時間発展の解析解が求められている。その途中
の式を書くと

ln

[
(R− A)(R+ A)

R2

]
= − t

τ
+ const (3.189)

となる。従って

r =
(R− A)(R+ A)

R2
(3.190)

とすれば

r ∝ e−
t
τ i.e. ṙ = −1

τ
(3.191)

となる。(3.185)と (3.190)で (ϕ, r)を相空間内の各点（原点R= 0を除く）で定義すること
ができた。あとは (3.185)と (3.190)を微分して

dϕ = hϕ1(ϕ, r)du1 + hϕ2(ϕ, r)du2 (3.192)

dr = hr
1(ϕ, r)du1 + hr

2(ϕ, r)du2 (3.193)

の形にできれば、拡張位相応答関数、拡張動径応答関数 f ,gを

f (ϕ, r) = ahϕ1(ϕ, r) + bhϕ2(ϕ, r) (3.194)

g(ϕ, r) = ahr
1(ϕ, r) + bhr

2(ϕ, r) (3.195)

と求めることができる。(3.185)の微分から

 dϕ

dr

 =  −1 b
a

1
R

0 2A2

R3

  dθ

dR

 (3.196)
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次に u1 = Rcosθ,u2 = Rsinθより

 du1

du2

 =  −Rsinθ cosθ

Rcosθ sinθ

  dθ

dR

 (3.197)

よって

 dθ

dR

 =  − 1
R sinθ 1

R cosθ

cosθ sinθ

  du1

du2

 (3.198)

ゆえに

 dϕ

dr

 =  −1 b
a

1
R

0 2A2

R3

  − 1
R sinθ 1

R cosθ

cosθ sinθ


=

 1
R sinθ + b

a
cosθ

R − 1
R cosθ + b

a
sinθ

R
2A2

R3 cosθ 2A2

R3 sinθ

  du1

du2

 (3.199)

さらに

R =
A
√

1− r
(3.200)

θ = −ϕ + b
a

ln(
1

√
1− r

) = −ϕ − b
2a

ln(1− r) (3.201)

を用いて

hϕ1(ϕ, r) =

√
1− r
A

[− sin(ϕ +
b
2a

ln(1− r)) +
b
a

cos(ϕ +
b
2a

ln(1− r))]

hϕ2(ϕ, r) =

√
1− r
A

[− cos(ϕ +
b
2a

ln(1− r)) − b
a

sin(ϕ +
b
2a

ln(1− r))]

hr
1(ϕ, r) =

2(1− r)
3
2

A
cos(ϕ +

b
2a

) ln(1− r)

hr
2(ϕ, r) = −2(1− r)

3
2

A
sin(ϕ +

b
2a

) ln(1− r)

(3.202)

これらにより拡張位相応答関数 f ,gは

f (ϕ, r) = −
√

1− r
A

a2 + b2

a
sin(ϕ +

b
2a

ln(1− r))

g(ϕ, r) =
2(1− r)

3
2

A
[cos(ϕ +

b
2a

ln(1− r)) − sin(ϕ +
b
2a

ln(1− r))]

(3.203)
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となる。r で展開し 0次の項が前項で求めた位相応答関数および動径応答関数を与えるこ
とを見る。

sin(ϕ + δ) = sinϕ cosδ + cosϕ sinδ = sinϕ + δ cosϕ +O(2)

cos(ϕ + δ) = cosϕ cosδ − sinϕ sinδ = cosϕ − δ cosϕ +O(2)

(1− r)c = 1− cr +O(2)

ln(1− r) = 1− r +O(2)

(3.204)

などを用いて

f (ϕ,0) = −a2 + b2

Aa
sin(ϕ)

g(ϕ,0) =
2
A

[acosϕ − bsinϕ]
(3.205)

となる。 f (ϕ,0)は位相応答関数 Zに一致する。また g(ϕ, 0)は前項で求めたものと 2a/A倍
の因子を除いて一致する。
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第4章 結合効果

縮約における相互作用項の考え方は大きく２つある。一つは、相互作用をそのまま本体
部分と区別することなく扱うものであり、もう一つは摂動的につまり本体に対して付加的
に扱うものである。前者の非摂動論的な扱いは厳密ではあっても系全体の自由度 (次元)が
増え扱いは非常に複雑になる。固有関数が多次元ベクトル値関数となることから、その複
雑さは容易に想像できる。多数の類似した固体が互いに弱く結合しているような系を扱う
には適さない。これに対して摂動論的な考え方では相互作用のない時の基本解 (固有関数)

を相互作用を含む場合にもそのまま使う。従って極めて扱いが容易である。相互作用が比
較的弱いことが要請されるが、振動子に対しては多くの複雑な現象がこの理論的枠組みで
説明され、大きな成功を収めている。その考え方に則して第 3章ではCompact Modelにお
いて相互作用項とノイズ項を落とした本体部分について先ず縮約を行い、その挙動を調べ
た。本章では落としていた結合項を摂動論的に縮約方程式に取り込むことを行う。その結
果得られる方程式はGinzburg-Landau方程式と呼ばれる標準的な方程式になる。

4.1 Ginzburg-Landau方程式への縮約

ラプラシアン項の離散化

先ず出発点の方程式を次のように置き直す。

ẍ j(t) = γẋ j(t) + α j x j(t) + β j x j(t − t0) (4.1)

+ϵx j(t)
3 +

N∑
k=1

[K jk(xk − x j) + L jk(ẋk − ẋ j)]

つまり、今まで考えていた xという個体が複数個線形に結合しているとしている。 j,kは個
体の識別子である。K jkと L jkは結合強度 (の係数)である。もし相互作用がなければ各個体
は同じ形の方程式に従う。その意味で全個体が似ていることを仮定しているが、まったく
同じではなくパラメータ α, βを通じて個々で異なるものとしている。この描像はCompact

Modelのもともとのラプラシアンを差分によって離散化して得られるが、ここではもう少
し一般的なものとして考える。たとえば通常のラプラシアンの他に結合の強さに異方性の
ある場合なども扱えるようになる。

(4.1)を縮約するために相互作用項に対して随伴固有関数Ψを適用する。非線形項と同
様に相互作用項に遅れは入っていないので Ψ(0)を左から乗じれば良いことになる。相互
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作用項は

H =


0 0 0

K jk L jk 0

0 0 0

 (4.2)

という行列を使って書けるので、これを使うと相互作用項の縮約形は

Ψ j(0)H(x j − xk) = Ψ j(0)H[Φ j(0)u j − Φ j(0)uk] (4.3)

となる。ただし hの差は小さいとして無視している。ここまでは pitchfork分岐とHopf分
岐に共通した一般形である。

実Ginzburg-Landau方程式への縮約

第 3章で求めた pitchfork分岐の場合の本体部分の縮約方程式とΨ(0)を用いた (4.3)を結
合することで pitchfork分岐点近傍における縮約方程式が次のように求められる。

u̇ j(t) =
ϵ

−γ + βt0

{
(u j)

2 − (
µ

−ϵ )
}

u j + I j (4.4)

I j =
1

−γ + βt0

N∑
k=1

(
K jk − γL jk

) (
uk − u j

)
(4.5)

これは離散版あるいはネットワーク版の実 Ginzburg-Landau方程式（RGL）と呼ばれる。
L jk = 0で K jkが離散ラプラシアンだとし、さらに格子定数を 0に近付け、結合定数がオリ
ジナルなものに対応するようにすると次の式が導出される。

∂u
∂t
=

ϵ

−γ + βt0

{
(u)2 − (

µ

−ϵ )
}

u+
1

−γ + βt0
r2
e∆u (4.6)

これは（連続版）実Ginzburg-Landau方程式と呼ばれる非線形科学における標準的な方程
式である。

複素Ginzburg-Landau方程式への縮約

第 3章で求めた Hopf分岐の場合の本体部分の縮約方程式と Ψ(0)を用いた (4.3)を結合
することで Hopf分岐点近傍における縮約方程式が次のように求められる。
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 u̇1
j (t)

u̇2
j (t)

 =  µ ja j Ω j

−Ω j + µ jb j 0

  u1
j

u2
j


+

ϵ(u1
j )

3 +

N∑
k=1

{
K jk(u1

k − u1
j ) + L jk(Ωku

2
k −Ω ju

2
j )
}

 a j

b j

 (4.7)

となり、さらに平均化の方法を使うと最終的に複素表示の標準形

u̇ j(t) = −iΩ ju j +
(
a j + ib j

) {(1
2
µ j +

3
8
ϵ |u j |2

)
u j + I j

}
(4.8)

I j =
1
2

N∑
k=1

(
K jk − iL jkΩ̄

) (
uk − u j

)
(4.9)

が得られる。ただし各振動子の固有周波数Ω j は平均値 Ω̄の周りに分布し、その分布幅は
(
√
µ)以下のオーダーだとしている。

pitchfork分岐の場合と同様に連続ラプラシアンに戻すと次のようになる。

u̇(t) = −iΩ + (a+ ib)

{(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u+

1
2

r2
e∆u

}
(4.10)

これは (連続版)複素Ginzburg-Landau方程式 (CGL)と呼ばれる非線形科学において標準的
な方程式である。

4.1.1 自由エネルギーの存在

RGLは自由エネルギーを持つ。CGLは制限付きで自由エネルギーを持つ。自由エネル
ギーは結合効果を考える上で有用である。第 5章で確率的な扱いをするときにも有効であ
る。本副節ではその存在を示す。結合項は離散または連続のラプラシアン Deltaとする。
離散ラプラシアンは 2次元正方格子の場合

∆u ≡ 1
d2

[u(ix + 1, iy) + u(ix, iy + 1)+ u(ix − 1, iy) + u(ix, iy − 1)

− 4u(ix, iy)]
(4.11)

のようになる。ここで dは正方格子の間隔である。これに対応する離散ナブラを

∇A(ix, iy) ≡
(
A(ix + 1, iy) − A(ix, iy)

d
,
A(ix, iy + 1)− A(ix, iy)

d

)
(4.12)

のように定義する。
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RGL での存在

先ず連続版で示す。前副節で導出された RGLはパラメータをまとめると

∂u
∂t
= −1

τ
u+ n(u) + Du∆u (4.13)

と書ける。ここで τは時定数で n(u)は非線形関数、Du は拡散係数（拡散結合の結合定
数）。今、

dU(u)
du

= −1
τ

u+ n(u) (4.14)

となるポテンシャル関数 Uを用いて

f = U(u) +
1
2

Du |∇|2 , F =
∫

D
f d2x (4.15)

とする。ここで積分は考えている領域Dでとる。Compact Modelの場合は皮質表面領域全
面である。これを用いると (4.13)は次のように表せる。

∂u
∂t
= −δ f

δu
≡ −

[
∂ f
∂u
− ∇

(
∂ f

∂(∇u)

)]
(4.16)

これより

dF
dt
=

∫
D

δ f
δu

du
dt

d2dx= −
∫

D

(
δ f
δu

)2

d2x ≤ 0 (4.17)

となる。このように時間的に常に減少していくような量を本論では自由エネルギーと呼ぶ。
離散版の場合はラプラシアンとナブラを離散ラプラシアンと離散ナブラに置き換え、積
分を和にすれば良い。つまり、

f = U(u) +
1
2

Du |∇|2 , F =
∑

D

f d2 (4.18)

とする。連続の場合 uと ∇uは別の変数のように考えて変分をとるが、離散の場合は同じ
変数 (∇の中身が uで書かれている)とした方が自然である。また偏微分も常微分で置き換
える。そうすると (4.16)は
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du(ix, iy; t)

dt
= − ∂F

∂u(ix, iy; t)
(4.19)

となり、 (4.17)は

dF
dt
=

∑
D

∂ f
∂u(ix, iy; t)

du(ix, iy; t)

dt
d2 = −

∑
D

(
∂ f

∂u(ix, iy; t)

)2

d2 ≤ 0 (4.20)

となる。

CGL での自由エネルギーの存在

先ず連続版で示す。前節で導出された CGL

u̇(t) = −iΩ + (a+ ib)

{(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u+

1
2

r2
e∆u

}
(4.21)

を考える。CGLの場合には自由エネルギーを持つための条件が存在するが、(4.21)はそれ
を満たしている [12]。今

u(x, t) = A(x, t)e−iΩ (4.22)

とおいて (4.21)に代入すると

∂A
∂t
= (a+ ib)

[(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u|2

)
u+

1
2

r2
e∆u

]
(4.23)

が得られる。そこで

f ≡ −1
2
µ − 3

16
ϵ |A|4 + 1

2
r2
e|∇A|2, F =

∫
D

f d2x (4.24)

とすれば、(4.21)を

∂A
∂t
= −(a+ ib)

δF
δA∗

,
∂A∗

∂t
= −(a− ib)

δF
δA

(4.25)
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の形に書くことができ、次のように単調減少を示せる。

dF
dt
=

∫
D

(
δF
δA

∂A
∂t
+
δF
δA∗

∂A∗

∂t

)
d2x

= −
∫

D

(
δF
δA

(a+ ib)
δF
δA∗
+
δF
δA∗

(a− ib)
δF
δA

)
d2x

= −2a
∫

D

∣∣∣∣∣δFδA
∣∣∣∣∣ d2x ≤ 0

(4.26)

離散版の場合は

f (A) ≡ 1
2

[−1
2
µ |A|2 − 3

16
ϵ |A|4 + 1

2
r2
e |∇A|2]

F ≡ d2
∑
ix,iy

f (A(ix, iy)) (4.27)

とする。ここで ∇は離散ナブラである。(4.25)は

dA
dt
= −(a+ ib)

∂F
∂A∗

,
dA∗

dt
= −(a− ib)

∂F
∂A

(4.28)

のようになり、次のように Fの単調減少を示せる。

dF
dt
= d2

∑
ix,iy

(
∂ f
∂A

dA
dt
+
∂ f
∂A∗

dA∗

dt

)

= −d2
∑
ix,iy

(
∂ f
∂A

(a+ ib)
∂ f
∂A∗
+
∂ f
∂A∗

(a− ib)
∂ f
∂A

)

= −2ad2
∑
ix,iy

∣∣∣∣∣∂F
∂A

∣∣∣∣∣2 ≤ 0 (a > 0)

(4.29)

4.2 2体問題

解析的に解ける 2体問題はより複雑な場合を理解する足がかりになる。本節では RGL

およびCGLの 2体問題を考える。RGLの 2体問題は第 5章で考察する安静時脳波の頻度
分布とも関連がある。また CGLの 2体問題は本章 4.3で拡張されるがこれは焦点性てん
かんの解析に対応している。
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4.2.1 RGLの 2体問題

同じパラメータを持つ弱く対称的に結合した 2体問題を考える。2体の識別子を j = 1,2

として µ1 = µ2 ≡ µ, β1 = β2 ≡ β, K12 = K21 ≡ Kと記す。縮約方程式は次のようになる。

u̇1(t) =
ϵ

−γ + βt0

[{
(u1)2 −

(
µ

−ϵ

)}
u1 + K(u2 − u1)

]
(4.30)

u̇2(t) =
ϵ

−γ + βt0

[{
(u2)2 −

(
µ

−ϵ

)}
u2 + K(u1 − u1)

]
(4.31)

結合の存在による線形安定性の変化を調べるため、２体問題としての原点 (u1,u2) = (0, 0)

の周りで式 (4.30)、(4.31)を線形化すると次の行列が得られる。

Mo =


µ − K
−γ + βt0

K
−γ + βt0

K
−γ + βt0

µ − K
−γ + βt0

 (4.32)

この固有方程式を解いて固有値は

λs =
µ

−γ + βt0
(4.33)

λa =
µ − 2K
−γ + βt0

(4.34)

となる。それぞれの固有ベクトルは

λs :

 u1

u2

 =  1

1

 (4.35)

λa :

 u1

u2

 =  1

−1

 (4.36)

となる。基底の変換（自然基底から固有ベクトル）に対応する成分の変換則は

 1

0

 u1 +

 0

1

 u2 =

 1

1

 vs+

 1

−1

 va (4.37)

を解いて、
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 vs

va

 = 1
2

 u1 + u2

u1 − u2

 (4.38)

となる。つまり λsに属する固有ベクトルは２体の対称成分に対応し、λaに属する固有ベ
クトルは２体の反対称成分に対応している。µ > 0のとき λs > 0であり、２つの固有値が
共に負となることはないので、原点 (u1, u2) = (0, 0)は不安定平衡点である。従って別な平
衡点にずれていくわけであるが、反対称成分の符号によって、２体が近づきながらずれる
か、互いに離れながらずれるかが決まる。
ただしそれは原点を外れるときの話で、最終的に分離した状態で安定化するか否かは別
途考えなくてはならない。それを次に考える。分離した平衡点は、対称性から (u1,u2) =

(u1,−u1)とおける。これを縮約方程式 (4.30),(4.31)に代入すると

u1 = −u2 = ±

√
µ − 2K
(−ϵ) (4.39)

が得られる。そこで今度はこの点における線形化を行うと、次の行列が得られる。

Mo =


−2µ + 5K
−γ + βt0

K
−γ + βt0

K
−γ + βt0

−2µ + 5K
−γ + βt0

 (4.40)

固有値は

λ =
−2µ + 4K
−γ + βt0

,
−2µ + 6K
−γ + βt0

(4.41)

となる。両者が負となるためには次の条件が必要である。

K < µ/3 (4.42)

以上をまとめると次の事が予想される。初期に２体が原点付近であり、かつ「ほぼ」反対称
に位置しているとする。結合定数Kの大きさによって次のように時間発展する。[1] K < µ/3

のとき、２体は離れながらお互いに反対称な位置へとずれて行く。[2] µ/3 ≤ K < µ/2のと
き、２体は最初は離れて行くが、やがて近づき最後は同じ位置に落ち着く。[3] µ/2 ≤ Kの
とき、２体は最初から近づきそのまま同じ位置に落ち着く。
図 4.1はそれを数値計算 (Euler法)で確認したものである。K/µ=0, 0.3, 0.35, 0.45, 0.55

で計算した。初期関数は定数関数とし x1(0) = ±0.1Amp(1± p), p = 0.0001となるようにし
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た。pは完全な反対称性を僅かに破る為のものである (完全に反対称にしてしまうと不安
定さが反映されることがなく計算上は完全対称の解しか現れない)。それ以外は図 3.18と
同じパラメータ値を用いた。Kが増大するに従って上述の振る舞いをしていることが確認
できる。K/µ = 0,0.3が上記 [1]であり、K/µ = 0.35, 0.45が [2]であり、K/µ = 0.55が [3]

である。

自由エネルギーを使った議論

実Ginzburg-Landau方程式はポテンシャル関数 Fを持つ。このポテンシャル関数は時間
発展において常に減少していくという特徴を持っており、系の時間発展、特に安定性に対
して良い見通しを与える。超伝導などの物理学的な系においてはヘルムホルツ自由エネル
ギーという熱力学ポテンシャルと対応する。つまり系はこのポテンシャルエネルギーを小
さくする方向に変化し平衡状態においてはその最小 (あるいは極小)が実現しているという
描像である。本論で考えている神経系で定義されるポテンシャル関数は熱力学的な自由エ
ネルギーとは異なるが、系がそれを小さくする方向に変化し平衡状態で極小となるという
点では共通するものである。これを活用することで理論の見通しを良くすることが期待で
きる。
そこで、前章で考えた２体問題をポテンシャル関数 Fを使って捉え直してみる。２体問
題については Fを次のように定義すれば良い。

F =
−ϵ
4

[(u1)4 + (u2)4] − µ
2

[(u1)2 + (u2)2]

+
K
2

(u1 − u2)2 (4.43)

このポテンシャル関数は次の変換で不変である。

G1 : (u1,u2)→ (u2, u1) (4.44)

G2 : (u1, u2)→ (−u1,−u2) (4.45)

K = 0のときには

G3 : (u1, u2)→ (−u1, u2) (4.46)

でも不変であるが、結合がこの不変性を破っている。

時間発展により F は常に減少し、平衡点において極小となる。ここでいう平衡点は、
単体問題の平衡点とは異なり２体問題としての平衡を意味している。そのような平衡点

85



(u1,u2)は極小条件 ∂F/∂u1 = 0かつ ∂F/∂u2 = 0より求めることができる。実際に求め
ると最大で 9個の平衡点が存在することが分かるが、G1,G2の対称性を使うとそれを４
つの類 (Class)に分類できる。図 4.2は µ/ϵ = −1,K/µ = 0,1/4, 1/3,1/2の場合に平衡点
の分類と (u1, u2) 平面での位置を図示したものである。各 Classに属する平衡点は変換
G1,G2あるいはその積によって互いに移ることができる。各 Classの代表元を数式で示す
と A(0, 0), B(b,b), C(c,−c), D((d1 + d2)/2, (d1 − d2)/2)のようになる。ここで b =

√
µ/(−ϵ),

c =
√

(µ − 2K)/(−ϵ), d1 =
√

(µ − 3K)/(−ϵ), d2 =
√

(µ + K)/(−ϵ)である。根号の中が負にな
るときは、その平衡点が存在しないことを示す。
平衡点が線形安定であるためには二階微分係数行列 ∂2F/∂ui∂u j , i = 1, 2の trace(Tr)およ
び determinant(Det)がいずれも正であることが必要十分条件である。各 Classについて求
めてみると次のようになる。

Tr(A) = −2(µ − K) (4.47)

Det(A) = µ(µ − 2K) (4.48)

Tr(B) = 2(2µ + K) (4.49)

Det(B) = 4µ(µ + K) (4.50)

Tr(C) = 2(2µ − 5K) (4.51)

Det(C) = 4(µ − 3K)(µ − 2K) (4.52)

Tr(D) = −(2µ + K) (4.53)

Det(D) = −2(µ − 3K)(µ + 2K) (4.54)

これらの式から µ > 0, K > 0においては Class Aと Class Dは常に不安定, Class Bは常に
安定であることが分かる。Class Cは K < µ/3で安定となり前章の結果と一致する。この
ように、ポテンシャル関数を使うと平衡点とその安定性をより系統的に解析できる。

4.2.2 CGLの 2体問題 (振動数差)

固有周波数の大きく異なる２つの結合振動子においては、互いの結合が強くなっていく
とあるところで振動が停止することがある。通常系では良く知られているが、遅れ系でも
生じることが予測できる。このときの臨界結合係数を求めるには数値計算が必要になるが、
縮約された形を用い、さらに摂動展開の方法を適用することで、近似値を簡単に求めるこ
とができる。

この問題を考えるには (4.8)よりも (4.7)の方が適している。２体の固有振動数に差があ
るので平均化の近似があまり良くない可能性があるからである。そこで (4.7)を考える。振
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動停止の条件は (4.7)の平衡点 col(u1
j ,u

2
j ) = col(0,0) for ( j = 1,2).の周りでの線形安定性か

ら得られる。今、振動子 1と 2はいずれも分岐点近傍にあり同じ分岐パラメータ値 µをも
つが固有周波数Ω j が異なるとする。このとき、 (4.7)を線形化して得られる行列は次のよ
うに分解できる。

M = M0 + ∆M (4.55)

M0 =


0 Ω j 0 0

−Ω j 0 0 0

0 0 0 Ωk

0 0 −Ωk 0

 (4.56)

∆M =


a j(µ − K) 0 a jK 0

b j(µ − K) 0 b jK 0

akK 0 ak(µ − K) 0

bkK 0 bk(µ − K) 0

 (4.57)

M0の左右固有ベクトルを行列に並べると次のようになることが分かる。

U∗ =
1
√

2


1 −i 0 0

1 i 0 0

0 0 1 −i

0 0 1 i

 ,U =
1
√

2


1 1 0 0

i −i 0 0

0 0 1 1

0 0 i −i

 . (4.58)

これを使って U∗MU を計算し、その対角成分より相互作用の摂動を考慮した固有値が次
のように求められる。

λ j ≃
a j

2
(µ − K) ± i

(
Ω j −

b jµ

2

)
( j = 1, 2). (4.59)

と求められる。この式から、Kc=μであると予見できる。図 4.3はこれを数値計算で確認
したものである。確かに予見されたところ (図中切断面)で振動が停止している様子が分か
る。２つの振動子は共通パラメータとして γ = −2,ϵ = −10とし、個別パラメータとして
α1 = −0.039、β1 = −0.4、α2 = −1.77、β2 = −1.8とした。振動子 1と 2はいずれも分岐点
近傍にあり同じ分岐パラメータ値をもつが固有周波数が異なる。図の青線が振動子 1、赤
線が振動子 2に対応している。
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4.2.3 CGL二体問題 (負の平均活性度)

通常単に振動停止といったときには固有振動数差による停止を指す。本副節では固有活
性度 (分岐パラメータ µ)の平均が負であることによる振動停止を考える。ここでの議論は
後に示す拡張二体近似を使った焦点性てんかんの解析の基礎となる。(4.8), (4.9)を n = 2

の二体で考え、µを除くパラメータは二体で同じとする。さらに結合項の L jk は 0とし、
a+ ib = cとおくと次式が得られる。

u̇1(t) = −iΩu1 + c

[(
1
2
µ1 +

3
8
ϵ |u1|2

)
u1 +

1
2

K (u2 − u1)

]
u̇2(t) = −iΩu2 + c

[(
1
2
µ2 +

3
8
ϵ |u2|2

)
u2 +

1
2

K (u1 − u2)

] (4.60)

この式を (u1, u2) = 0の周りで線形したときの線形部分は次の行列で表される。

M =

 −iΩ + 1
2c(µ1 − K) 1

2cK
1
2cK −iΩ + 1

2c(µ2 − K)

 (4.61)

Mの二つの固有値実部がともに負であるためには次の条件が必要十分である。

µ1 + µ2 < 0, K >
µ1µ2

µ1 + µ2
. (4.62)

第一の条件は結合によって振動が停止するためには平均の µが負でなければならないこと
を意味している。第二の条件は第一の条件が成り立つときに振動が停止する臨界値結合強
度を与える。
図 4.4はオリジナル方程式 (3.64)についてこの解析式の予言を確認したものである。
Ω = 0.25としている。左側は µ1=0.01,µ2=-0.02,右側は µ1=0.01,µ2=-0.005としている。
左側では µの平均が負であるために結合を強めていくと振動が止まる。 (4.62)より予測さ
れる臨界値は 0.02で数値計算と良く一致していることが確認できる。一方右側では µの
平均が正であるため振動停止が起こらずにほぼ結合を強めてもほぼ飽和した結果となって
いる。これも (4.62)の予測と一致している。

4.3 拡張2体問題

二体問題は結合効果の洞察を得る上で有用であるが、より現実的な問題を考える基礎に
もなる。ここでは、多体問題を近似的に２体問題に還元することを考える。その手法を焦
点性てんかんの発症性の解析に応用する。

88



4.3.1 問題設定と理論

出発点となる式

次の離散版 CGLを考える。

du
dt
= −iΩu) + (a+ ib)

[(
1
2
µ +

3
8
ϵ |u)|2

)
u+

1
2

r2
e∆u

]
(4.63)

ここで u(ix, iy)は格子点上の複素振幅振動子として扱う。Ωは振動の角周波数、a, bは実数
パラメータ, reは拡散係数に対応するパラメータ、パラメータ µは分岐パラメータであり、
µ > 0が Hopf分岐後 (活性)、µ < 0が Hopf分岐前（不活性）を表す。

問題設定

(4.63)を正方領域の二次元正方格子上に並ぶ N×N = N2個の振動子集団に対する方程式
と考える。その内のαSN2個については µ = µS > 0であり、αHN2個については µ = µH < 0

であるとする。これらは焦点性てんかんにおいてそれぞれてんかん領域Sと健常域Hに対
応させている。µ以外のパラメータはすべて両領域で同じとする。

仮定

今 µS,µH,AS,AH を実数として次式を仮定する。

µ(ix, iy) = µS, A(ix, iy) = ASeiθ(t), (ix, iy) ∈ S領域

µ(ix, iy) = µH , A(ix, iy) = AHeiθ(t), (ix, iy) ∈ H領域 (4.64)

ここで θは位相をあらわす実関数である。つまり分岐パラメータμだけでなく力学変数 A

も二値化されており、かつ位相がそろっているとする。この仮定は空間的相互作用をあら
わす reが 0のとき、あるいは S振動子と H振動子が交互に並ぶ最細分布のときには矛盾
なく成立するが、一般に厳密には成立しない。つまり、空間的相互作用の拡散効果により、
完全に二値化されることはなく、中間的な部分が現れぼやけたパターンになる。正弦波を
矩形波で近似することに相当し、やや粗い近似である。しかし、この仮定を置くことで自
由エネルギーが ASと AH の二変数関数に簡単化され、その極値条件から安定性に関する
条件を解析的に導くことが可能になる。（4.27）においてこの近似を適用すると

4F
D
= −(αSµSA2

S + αHµHA2
H) + αSαHr2

ek2
m(AS − AH)2 +O(|A|4) (4.65)

が得られる。ここでDは皮質領域の面積、αS,αHはそれぞれS領域、H領域の割合 (αH+αS =
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1)、kmは µの二次元分布を特徴づける実効波数である。この導出を次項にまわし、先に線
形性安定条件を示す。条件は二値化された自由エネルギー (4.65)の Jacobi行列

M ≡
 ∂2F

∂AS∂AS

∂2F
∂AS∂AH

∂2F
∂AH∂AS

∂2F
∂AH∂AH


(AS,AH)=(0,0)

= D2

 αS(αHr2
ek2

m− µS) −αSαHr2
ek2

m

−αSαHr2
ek2

m αH(αSr2
ek2

m− µH)


(4.66)

について tr（跡）と det（行列式）が共に正であることである。結果は次の連立不等式に
なる。

αSµS + αHµH < 0,
µSµH

αSµS + αHµH
< r2

ek2
m (4.67)

自由エネルギーの二値変数化

後回しにしていた自由エネルギーの二値化を示す。自由エネルギーの式 (4.27)に仮定
(4.64)を使うと、先ず振幅二乗項について次式が得られる。

d2
∑
ix,iy

µ(ix, iy)|A(ix, iy)|2 = D
(
αSµSA2

S + αHµHA2
H

)
(4.68)

勾配二乗項については、次のフーリエ変換を行うと

A(ix, iy) =
∑

k

A(k)eikx

µ(ix, iy) =
∑

k

µ(k)eikx

kx ≡ kxixd + kyiyd

(4.69)

先ず
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d2
∑
ix,iy

|∇A|2 = d2

∣∣∣∣∣∣∣∇∑
k

A(k)eikx

∣∣∣∣∣∣∣
2

= d2
∑
ix,iy

∇∑
k

A(k)eikx

 ∇∑
k′

A∗(k′)e−ik′x


= d2

∑
ix,iy

∑
k

ikdA(k)eikx

 ∑
k′

(ik′d)∗A∗(k′)e−ik′x


=

∑
k,k′

kd(k′d)∗A(k)A∗(k′)d2
∑
ix,iy

ei(k−k′)x

=
∑
k,k′

kd(k′d)∗A(k)A∗(k′)Dδk , k′

=
∑

k

|kd|2|A(k)|2D

(4.70)

ここで

kd ≡

2 sin
(

kxd
2

)
d

ei kxd
2 ,

2 sin
( kyd

2

)
d

ei
kyd
2

 (4.71)

である。Disctete nablaであるために単なる kではない点に注意する。ここでさらに次の３
つの式を用いる。

∑
k |kd|2|A(k)|2∑

k,0 |A(k)|2 =
∑

k |kd|2|µ(k)|2∑
k,0 |µ(k)|2 ≡ k2

m (4.72)

∑
k,0

|A(k)|2 = 1
N2

∑
ix,iy

|A(ix, iy) − A(DC)|2 (4.73)

1
N2

∑
ix,iy

|A(ix, iy) − A(DC)|2

=
{
αS[AS − (αSAS + αHAH)]2 + αH[AH − (αSAS + αHAH)]2

}
=

{
αS[αHAS − αHAH]2 + αH[αSAH − αSAS]2

}
= αSαH(αS + αH)(AS − AH)2

= αSαH(AS − AH)2

(4.74)

(4.72)、(4.73)、(4.74)を (4.70)に代入すると

d2
∑
ix,iy

|∇A|2 = Dk2
mαSαH(AS − AH)2 (4.75)
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振幅二乗項 (4.68)と勾配二乗項 (4.75)を自由エネルギーの表式 (4.27)に代入することで最
終的に (4.65)が得られる。

有効波数と有効結合手数

以上で実際に近似計算を行う理論が整ったが、この近似理論の意味を理解するのに有用
な数学的命題を示しておく。前項で導出した近似は µと Aの空間的な波形が同型（DC成
分と振幅の違いはあるが）としている。従って µの分布が矩形波（二値分布）の場合には
∇は領域 Sと領域 Hの境界でのみゼロでない。このことから前項で定義した kmは各格子
点の持つ４つの結合手（上下左右）のうちS領域とH領域を結ぶ結合だけを数え上げた個
数（以下これを有効結合手数と呼ぶ）と関連していることに気がつく。実際、次の命題が
成り立つ。

命題

実際領域 Sと領域 Hの間の結合手の数を nbとすると

nb = DαSαHk2
m (4.76)

の関係がある。

証明

これを示すには、空間的に矩形波の µ分布においては |∇µ|2は分布の境界でだけ値を持
ち、総和が nb|(AS − AH)/d|2に等しくなることに注意する。これと前項の結果 (4.75)を合
わせて整理すると (4.76)が得られる。

(4.76)を使うと線形安定条件 (4.67)は次のように書き換えられる。

αSµS + αHµH < 0,
αSµSαHµH

αSµS + αHµH
< nb

( re

L

)2
(4.77)

4.3.2 数値計算による検証

本副節では前副節で展開した近似について数値計算と比較を行い妥当性を検証する。

各パターン一覧

6× 6の正方格子上に 2種の振動子が並ぶパターンを考える。図 4.5はその一例であ
り、36個の振動子中 4個の振動子が活性（µ = µS > 0）であり、残りの 32個が不活性
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（µ = µH < 0）である。活性を黄色、不活性を白で示す。定義から αs = 4/36である。また
(4.72)、(4.76)を用いて計算した kmと nbを図中に示した。kmは領域の一辺の長さ L(= 6d)

でかけて無次元化している。nbの値は図の目視から数え上げた異種結合手の数に等しく
なっていることを確認できる（周期的境界条件に注意する）。各パターンの左に記された
K0などの記号は便宜上のものである。このパターン群を K群と名付ける。

図 4.6は αSの異なるパターン群である。(4.67)から分かるように αSが大きくなるとど
んなに reを大きくしても安定化しなくなることが予測される。この予測の正しさを例示
するためのパターン群である。このパターン群を V群と名付ける。

Kim 論文の再現

先ず Kimらの論文 [39]で示されている内容を本論の枠組みで捉え直す。これは皮質を
一辺 60cmの正方領域とし、その中央に一辺 20cmの焦点性てんかん領域があるとするも
のである。皮質領域の境界条件は周期的条件を用いている。モデルパラメータの値を表 4.1

に示す。

表 4.1:モデルパラメータ

パラメータ c1 c2 te t0 ϵ Ω µ

てんかん領域 (S) -0.1 -0.5 10 80 -0.1 24 0.116

健常領域 (H) -0.4 -0.5 10 80 -0.1 24 -0.184

Kimらは reを変化させた計算を行い reがおよそ 2.5cm以上で振動（てんかん）が消失
することを示した。これはてんかん焦点のようなもの（過興奮性領域）が存在しても必ず
しも発作が起きるのではなく、周囲の安定領域がそれを抑えるという可能性を理論的に示
したものである。

図 4.7はその結果である。100sec分の計算を行い最後の一秒を表示したものである。
100secで十分定常に達していることを確認している。グレイスケールと波形を示してい
る。グレイスケールは振幅が最大で白に、振幅 0で黒になるように線形にスケーリングし
ている（Bitmapフォーマット使用）。波形はすべての振動子のものを重ね書きしている。
reの値は振動が止まる（線形安定）臨界値の予測値 r∗eで規格化した値が 0,0.8,0.9,1.0,1.1

となる値を用いている（図中上段に示す）。

reの値が大きくなるにつれて振幅が小さくなり、あるところから消失することが分かる。
臨界予測値ちょうどのところでは振幅が残存しているが、1.1倍では消えている。このこ
とから、本論で与えた拡張２体近似が予測誤差 10%未満で打倒していることが分かる。
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パターン群 K の結果

図 4.8はパターン群 Kについての結果をグレイスケールで示したものである。最上段の
数字は re/r∗eを表す。K6と K9のパターンは 1.2倍までの結合で消失するが、その他は 1.1

倍までに消失していることが分かる。図 4.9と図 4.10は同じデータに関して縦軸をにした
プロットである。パワーは各振動子の振幅の二乗平均である。図 4.9は横軸を reとしたも
のであり、パターンによる reの効き方の違いが分かる。図 4.10は横軸を re/r∗eとしたもの
でありどのパターンもおよそ予測値のところで振動が消失することがあらためて分かる。

パターン群 Vの結果

図 4.11はパターンV群の結果についての同様にグレイスケールで示したものである。た
だし V3, V4, V8, V9は振動が止まらないことが予想され r∗eが求められないのでこの図か
らは省いている。K 群のときと同様に re/r∗e = 1では若干振動が残存するが、ほぼ予測値
を少し超えたところで消失している。図 4.12は同じデータをパワーで示したものである。
パワーは各振動子の振幅の二乗平均である。振動が止まることが予想される r∗eに対応す
る点を赤の×で示している。r∗eが大きくなる領域で r∗eの予測ズレが幾分大きくなってい
る。ただし 30%程度のズレであり、また r∗eの大小関係が近似と数値計算で反転したりは
していないことから、半定量的な予測としては許容範囲と言える。一方、V3, V4, V8, V9

は (4.67)の第一式を満たさないために結合を強くしても振動を抑えることはできないと予
測されるが、数値計算はその予測の正しさを示している。この予測に対しては近似法の誤
差は入り込まない。それは re→ ∞で振動子全体が一体化し、一体化された振動子の実効
的な µが (4.67)の第一式左辺と等しくなることから明らかである。
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図 4.1:結合定数 Kを変化させた二体問題の緩和過程. K = 0のときに分離するように初期
値に微小差を与えている.結合定数が臨界値を超えると引力が斥力を上回る. [2]
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図 4.2: (u1,u2)平面で 4つのクラスに分類された 2体問題の平衡点.同じクラス内の平衡点
はG1 : (u1, u2)→ (u2, u1)またはG2 : (u1,u2)→ (−u1,−u2)で同じクラスに変換される.
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図 4.3:振動停止臨界結合定数数値計算による検証 [1]

図 4.4:負の平均活性度による振動停止 [4]
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図 4.5:パターン群K 36個の振動子のうち 4個の振動子が活性（黄色）、残りが不活性（白）
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図 4.6:パターン群 V 活性振動子数が 4から 28個まで

図 4.7: Kim論文の再現
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図 4.8:パターン群 Kの結果 (グレイスケール)
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図 4.9:パターン群 Kの結果 (パワー)

図 4.10:パターン群 Kの結果 (パワー)横軸規格化結合強度
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図 4.11:パターン群 Vの結果 (グレイスケール)

図 4.12:パターン群 Vの結果 (パワー)
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第5章 確率的挙動

本章では皮質-視床モデルにおいて省略していたノイズ項の効果を考える。生理学的に
は中枢のゲートの役割を持つ視床に、体性感覚器からのランダムな信号が入力されること
に対応する。従って、てんかん発作のような自励振動（非線形振動）と見なされる場合は
その効果は顕著ではなく付加的なものと考えれるが、安静時脳波のような線形安定状態に
おいて顕在化し、波形の本質を与える。そこで本章ではモデルパラメータは線形安定領域
にあるものとして解析を行う。
第 1節では周波数領域での解析方法を示す。この方法においては非線形効果が無視され
るが、遅延項の効果は正確に扱える。実測脳波データへの実用的な Fitting法を示し、モデ
ルと実測とがおおよそ整合することを確認する。
第 2節ではFokker-Planck方程式を用いて確率分布の平衡解を求める方法を示す。これは
第 3章で導いた縮約方程式（pitchfork分岐近傍）を基礎にするもので、遅延効果は「縮約」
されるが、非線形効果を容易に取り込める利点を持つ。この方法を用いた実測脳波データ
の解析法を示し、モデルと実測とがおおよそ整合することを確認する。
第 3節では第 2節で示した方法を拡張し、結合と確率の相乗効果について理論的考察を
行う。

5.1 線形化 Compact Modelによる周波数解析

5.1.1 理論

線形安定な固定点がノイズ駆動されている状況においては、線形化した方程式が良い近
似と考えられる。また、周波数領域で考えると遅延項の取り扱いが時間領域よりも容易に
なる。従って線形化と周波数解析は確率遅延微分方程式の特徴を抽出する有効な手法と言
える。皮質-視床モデルにおいては安静時脳波の解析として生理学的に重要である。ここ
では Pre-Compact、Compact、階数低減 Compactの各モデルに対して線形化と周波数領域
の解析を行う。

Compact Modelを導く過程で無視された平均細胞体電位応答時間の無視がどの程度妥
当するか、安静時の nominal値とされるパラメータ値 [44]に対してパワースペクトルを
Pre-Compact Modelと Compact Modelの両方で計算し比較した。
パワースペクトルは線形化された基本式を周波数領域にフーリエ変換し、ホワイトノイ
ズを入力としたときのゲインを見ることで求められる。
先ず Pre-Compact Modelでのパワースペクトル導出を説明する。Compact Modelを導い
たときと同様な線形化を行うが、微分演算子 Dαβを 1にせずそのまま残すと次の形の線形
微分方程式が得られる。
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d
dt

V(t) = AV(t) + BV(t − t0/2)+ N (5.1)

ここで V = (χe, χ̇e,∆Ve,∆V̇e,∆Vr ,∆V̇r ,∆Vs,∆V̇s)T、Aと Bは 8行 8列の定行列、
N = (0,0,0,0,0,0,0, αβνsnχn(t))Tである。これを角周波数領域で解くと

V(ω) = (iωI − A− Be−iωt0/2)−1N(ω) (5.2)

となる。この式の第一成分からχe(ω)が得られ、P(ω) = |χe(ω)|2よりパワースペクトルP(ω)

が求められる。
Compact Modelにおいては既に平衡点の周りで線形化されており、かつ一変数化されて
いるので逆行列の部分がちょうど特性方程式 (3.115)の左辺に s= iωを代入して逆数をとっ
たものになる。結果を示すと次のようになる。

P(ω) =
κ2

n

(−ω2t2e − c1 − c2 cosωt0)2 + (2ωte+ c2 sinωt0)2

(5.3)

図 5.1は以上述べた方法で求めた Pre-Compact ModelとCompact Modelのパワースペクト
ルを重ねて示したものである。細胞体電位の応答速さに相当する α, βに対して β/α = 4と
固定した上で αを 50Hzから 200Hzまで変化させている。その他のパラメータはすべて
前述の nominal値 [44]である。α=400Hzとすると 30Hz程度までの帯域でほぼ一致する。
nominalとされる α=50Hzにおいては 5Hz程度から両者の乖離が認められる。このことか
ら、Compact Modelを生理学的モデルとして適用するには数 Hz以下の帯域に限るべきで
あると言える。てんかん発作は数Hzの振動であるとされているので [64]、これにCompact

Modelを適用することは妥当と言える。一方、本論文で対象としている安静時EEGにおい
ては、アルファー波帯域と呼ばれる 10Hz付近が重要であると考えると、Compact Model

の完全な妥当域とは言えないことがわかる。しかしながら、Compact Modelの簡明さは
Pre-Compact Modelに遥かに勝るものである。そこで、以下ではこのような制約を念頭に
置いた上で Compact Modelを半現象論的あるいは半生理学的モデルと位置づけて解析を
行う。

νabと (c1, c2)の関係

パワースペクトルの比較をする際にCompact Modelの係数 (c1, c2)は式 (2.15),(2.18),(2.19)

を使って Pre-Compact Modelから求めている。この手続きをパラメータを変えて繰り返す
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図 5.1: Pre-Compact Modelと Compact Modelより計算されたパワースペクトル. [3]

ことによって、図 2.1に現れる各シナプス強度が変化したときに (c1, c2)がどのように変化
するかを調べた。
図 5.2はその一例で、各曲線は nominal値から νee, νei, νes, νse, νsr, νre, νrsがそれぞれ単
独に変化 (0.6倍～1.4倍)したときの (c1, c2)平面上の軌跡である。νee, νes, νseにおいては
シナプス強度の増大で c1が増大する方向に、残りでは逆向きとなった。
式 (2.18),(2.19)から予想されるように、皮質だけに関連したシナプス強度 νee, νeiの強度
変化は c1を大きく変え、視床に関連したシナプス強度 νes, νse, νsr, νre, νrsの変化は c2を大
きく変えている。従って、おおよそは c1を皮質関連、c2を視床関連と解釈できることが
分かる。ただし、νabと (c1, c2)との対応は直線的にはなっていない。それは、一つのシナ
プス強度が変わると神経回路において細胞体電位バランスが再編成され、その効果が非線
形に現れるためである。式 (2.18),(2.19)は係数に対して直観的な理解を与えるが、実効的
なものであり、詳細にシナプス強度との対応を評価するためには数値計算が必要なことが
分かった。
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図 5.2:シナプス結合強度を通じた (c1, c2)の変化.“ ee”, ”ei”, ”es”, ”se”, ”sr”, ”
re”, and“ rs”については図 2.1参照 .皮質におけるシナプス結合は主に c1を変え、視床
におけるものは c2を変える. [3]

5.1.2 実測脳波解析への適用

既に述べたように安静時 EEGに対しては Compact Modelを純粋に生理学的なモデルと
して適用するには無理があると考えられる。しかしながら、パワースペクトルの表式 (5.3)

は簡明さの上で Pre-Compact Modelに遥かに勝るものであり、半現象論的あるいは半生理
学的モデルと位置づけて活用することによって、新しい洞察を得ることが期待できる。
特に Compact Modelのパワースペクトル式 (5.3)が特性方程式の逆数の形をしているこ
とに着目した。パワースペクトル解析においてはそのピークに着目するのが通常である。
確かにそれはスペクトル解析の基本と言えるが、そのピークを生むメカニズムが特定され
ていない状況では意味が曖昧である。それに対してCompact Modelは (正しさが証明され
ている訳ではないが)パワースペクトルの「逆」に対して特性方程式という理論的な意味
を与える。
以上の動機から、また実際上の解析の簡便さから、パワースペクトルそのものではなく、
その逆数で実測値とフィッティングする手法を考え、実験を行った。被験者の状態は休息状
態 (開眼/閉眼)とした。閉眼状態においては開眼状態に比べα波と言われる 8～10Hz帯域
のピークが増強されることが良く知られているが、そのメカニズムは特定されていない。
Compact Modelの立場でどのように理解されるか確認することに重点をおいた。
実験は東京大学新領域創成科学研究科研究倫理委員会の承認に基づいて行った。健常な
男性 5人 (20歳代 4人、50歳代 1人)の被験者に閉眼/開眼それぞれ 3分間安静を保っても
らいその間の脳波を測定した。リファレンスを両側耳たぶの平均とし、国際 10-20法にお
ける全電極のデータを 500Hzのサンプリング周波数で AD変換し 0.1Hz～120Hzのバンド
パスでフィルタリングした後、全電極の平均を算出した。
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これはすでに注意したように理論的な計算において空間的DC成分を仮定しているので、
実験データもそれに対応するようにしたものである。厳密には空間的な積分と全電極平均
は同じではなく、電極ごとに何らかのウエイトをつけた平均となると考えられるが、最適
なウエイトに対する確かな情報は無いため、近似として単純平均をとった。
次に離散フーリエ変換しGauss関数 (σ=0.5Hz)で平滑化してパワースペクトル P(ω)を
求め、その逆数 1/P(ω)に対して式 (5.3)を適用して最小二乗法によってフィッティングし
た。c1, c2, te, t0および κnが未知パラメータであるが、次の関係式を使ってフィッティング
の自由度を１つ減らした。

c1 + c2 = −
κn√

Pmeasure(0)
(5.4)

この関係式は式 (5.3)において ω = 0とし P(0)を実測の値で置き換えることで得られる。
特性方程式 (3.115)より線形安定であるためには c1 + c2 < 0が必要条件であることが分か
るが、式 (5.4)を使って κn > 0の範囲で最適化すればこの条件が満たされる。ただし EEG

の時間的DC成分そのものは基準電位の取り方に依存し意味を持たない。モデルにおける
P(0)は ω→ 0としたときの P(ω)と解釈できるので、Pmeasure(0)もそれと整合するように
求めた。すなわち、DC成分それ自体のパワーではなく上述の平滑化により低周波領域か
ら補間される値を Pmeasure(0)としている。
二乗誤差を評価するウエイトは 0Hzで 1、23Hz以上では 0、その間は直線的に変化する
ように与えた。パワースペクトルの特徴を捉えるためには 20Hz程度までのデータが必要
であるが、一方で Pre-Compact Modelとの比較から高周波領域での生理学的妥当性が減少
するので、このようなウエイトの分配とした。
図 5.3にフィッティング結果を、また表 5.1にその結果抽出されたパラメータ値を示す。

表 5.1:図 5.3に示した実験データへのカーブフィッティングにより評価されたパラメータ値
　

先ずフィッティング結果をみると被験者５人すべてにおいて概ね良好なフィッティング
が確認できる。これは Compact Modelを安静時 EEGに適用することにおいて、少なくと
もフィッティングモデルとしては有効だということを示している。
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次にフィッティングから抽出されたパラメータ値を見ると、先ず閉眼では Robinsonら
が nominalとしている値 [44]に近く生理学的に妥当な結果と考えられる。一方開眼時の値
においては、被験者 2,3,4のパラメータ抽出値で teが異常に小さくなっている。これは実
際を反映している訳ではなく、おそらくモデルと実際の差異がパラメータ抽出誤差に逆伝
播したものと考えられる。この点に関しては次項で「階数低減Compact Model」を用いた
Fitting改善を行う。
従って閉眼/開眼のいずれでも妥当な結果となったのは被験者 1と 5の 2名であるが、こ
の 2名のいずれにおいても閉眼では開眼に比べ c1が減少し c2が増大している (形式的に
は他のすべての被験者でもそうなっている)。モデルパラメータの意味から閉眼によって
皮質の興奮性は減少し、視床-皮質間のフィードバックが強くなった結果と解釈できる。
図 5.4は同じ EEGデータから算出した電極間相互相関係数 RECzをプロットしたもので
ある。ここで Eは各電極、Czは正中中心に対応する電極を表す。RECzは電極Czと各電極
Eとの同時刻での電極間相互相関係数で、各電極の EEG時系列データ vEを用いて次式で
定義される。

RECz=
⟨(vE − ⟨vE⟩)(vCz− ⟨vCz⟩)⟩√⟨

(vE − ⟨vE⟩)2⟩√⟨
(vCz− ⟨vCz⟩)2⟩ (5.5)

ここで、< v >は EEG時系列データ vの時間平均を表す。横軸 θは図 5.5に示すように各
電極の方位を表す。頭部を真上から見たとき、θ > 0が右半球、θ < 0が左半球に、また
θ = 0が鼻の向き、±π/2が耳の向きに対応する。
国際 10-20法の電極記号 (図 5.5)を使うとC3,C4,Fz,PzがCzを中心とした内側の同心円
上に並ぶ。これらの電極に対応する値を図 5.4では▲の記号で示している。また Fp1, Fp2,

F7, F8, T3, T4, T5, T6, O1, O2が外側の同心円上に並ぶ。これらの電極に対応する値を図
5.4では□の記号で示している。閉眼時の値を赤で、開眼時の値を青で示している。
パラメータが空間的に一様でかつノイズ入力が空間的にも「ホワイト」であるとすれば
電極間相互相関係数は θによらず電極間距離だけに依存し、Czに近い方 (▲)に比べて遠
い方 (□)が小さいと考えられる。被験者 1のデータはその描像にかなり近くなっている
(右前頭極、右前側頭部で相関が著しく低くなっているがその原因は不明である)。一方他
の被験者では θ依存性が強かったり、また距離依存性も関係が反転したりしている。従っ
て前述の仮定はこれらの被験者にとってはあまり妥当しないと考えられる。このような空
間依存性をどのように解析するかは今後の課題となる。

階数低減 Compact Modelによる Fitting の安定化

前項に記述した Compact Modelによる実測脳波への Fittingでは、Fitting自体は良好で
あってもその結果抽出されたパラメータ値がモデルのもともとの意味から解釈すると異常
値になる場合があった。異常値を示す場合、teの抽出値がほとんど 0になっている。teは
およそ 10msecくらいの微小な時定数であり、その効果が顕在化するのは周波数が高い領
域である。そのようなパラメータを低周波領域から決定することに無理があると考えられ
る。一方 Compact Modelは Pre-Compact Modelを低周波領域で近似するものなので、高
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周波領域へ Fitting範囲を広げることにも無理がある。むしろ、第 3章第 1節で導出した、
「階数低減 Compact Model」が Fittingの安定化には向いていると予想される。先ず階数低
減 Compact Modelを再記する。

[
(2te

∂

∂t
+ 1)− r2

e∇2
]
χe(r , t) = (1+ c1)χe(r , t)

+c2χe(r , t − t0) + ϵχe(r , t)3 + κnχn(r , t − t0/2) (5.6)

この式から非線形項を落として線形化すると次のようになる。

[
(
∂

∂t
) − r2

e

2te
∇2

]
χe(r , t) =

c1

2te
χe(r , t)

+
c2

2te
χe(r , t − t0) +

κn

2te
χn(r , t − t0/2) (5.7)

この式から分かるように線形化された階数低減 Compact Modelによる Fittingではオリジ
ナルモデルのパラメータはもはや決定できず、c1/(2te)などの比が求められるだけである。
そのかわりパラメータ数が減るので Fittingが安定する（異常な飛びがない）ことが期待で
きる。この点はパワースペクトルを表す式からも理解できる。Compact Modelのパワース
ペクトル (5.3)の右辺を変形すると次のようになる。

P(ω) =

κ2
n

t2e

(−ω2te− c1
te
− c2

te
cosωt0)2 + (2ω + c2

te
sinωt0)2

これはパラメータの組を (te, c1, c2, κn)から (te, c1/te, c2/te, κn/te)へ変換したものである。
この式の中で ωの最高次の係数が teになっている。これを微小項とみなし落とすと階数
低減 Compact Modelのパワースペクトルの式が得られ、それは c1/teなどの比だけで記述
される。teが実際に微小なことから、この省略によって c1/teなどのパラメータについて
は、その抽出結果が大きく変わらないと予想できる。一方 te自体は高次の微小項から抽出
するので非常に不安定な抽出となり、その結果をもとのパラメータの組に戻して考えると
c1などの抽出も不安定となる。

図 5.6は以上の考察のもとに階数低減 Compact Modelを用いて Fittingをやり直した結
果である。Fitting領域は 15Hzまで下げた。最上段にパラメータの抽出値を示す。ここで
f1 ≡ c1/te, f2 ≡ c2/te, f3 ≡ κn/teとしている。異常な飛びがなく安定した抽出となっている。
スペクトルの Fittingは階数低減前に比べると若干劣るが、それでも 15Hzくらいまではか
なり良く Fitしていることが分かる。このことから、階数低減Compact Modelは安定した
Fittingを行うためのモデルとして利用できることが確認された。
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平均と標準偏差の一致

ここでは以上述べた実験から得られた知見について述べる。図 5.7はパワースペクトル
を 10sec区間で計算し、それを 16回行った結果（160secの連続時間）の平均と標準偏差
を示したものである。どの被験者においても平均と標準偏差がほとんど同じであることが
分かる。

この事実は次のように自然に理解できる。脳波はノイズ駆動された確率過程であり、従っ
てそのパワースペクトルも確率変数と見なされる。今ノイズがGaussノイズであり、かつ
系が線形であるとすれば、フーリエ係数の実部と虚部がそれぞれ独立な（同じ標準偏差
を持つ）Gauss分布になる（これはモデルの線形性とフーリエ変換の線形性からの帰結で
ありモデルの詳細にはよらない）。するとパワースペクトルは母数 k=2の場合のχ二乗分
布、すなわち指数分布になる。平均と標準偏差の一致は指数分布の特性として自然に理解
できる。
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図 5.3: 5人の被験者のパワースペクトル逆数.実線は理論、点線が実測.青および赤はそれ
ぞれ開眼、閉眼に対応. [3]
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図 5.4:図 5.3と同じデータから計算した相関係数.□と▲については図 5.5を参照. [3]

図 5.5:図 5.4におけるθの定義 [3]
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図 5.6:階数低減 Compact Modelによる Fitting
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図 5.7: 10sec間のパワースペクトル.平均と標準偏差
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5.2 縮約 Compact Modelによる自由エネルギー解析

周波数領域ではなく時間領域で遅延確率微分方程式を扱うことは難しい。そこで遅延効
果を消去した縮約方程式を用いることが考えられる。ここでは縮約方程式をノイズ駆動に
適用し、Fokker-Planck方程式の形に変換し、確率分布の定常解を求める手法を示す。確
率分布の定常解は自由エネルギーに対応する。本節においても安静時脳波の解析を前提と
する。

5.2.1 理論

第 3章で省いていたノイズ項に対して縮約を行う。結合項に対しておこなったように
Ψ(0)を左から乗じれば良い。その後の複素数表示も全く同様に行える。ここでは簡単のた
め非線形項と結合項を落とした形を示すと次のようになる。

d
dt

u(t) = (S + cµ)u(t) + cχn(t − t0/2) (5.8)

Sは実部最大の固有値を sとしたときその分岐点における値であり、Hopf分岐のときはあ
る純虚数になり、pitchfork分岐のときはゼロになる。cは分岐点 (µ = 0)から c1が (すなわ
ち µが)わずかに変化したときの固有値の変化率 (∂s/∂µ)で Hopf分岐では複素数に (第 3

章では a+ ibと表記していた)、pitchfork分岐では実数になる。右辺第一項に現れるS+ cµ

は µが小さいときには sの近似値になっている。
このように縮約方程式を線形化することは形式的に行えるが、その妥当性については注
意が必要である。特定の固有値成分を抽出するというのが中心多様体縮約の原理であるが、
その妥当性がもっとも保証されるのは分岐点直上かあるいは少し不安定化した後であると
考えられるからである。不安定化した後で妥当なのは、無数にある固有成分の中で特定の
成分だけが正実部固有値をもち活性的になるが、それを除いた成分は負実部固有値を持つ
ため減衰的だからである。線形安定領域ではすべての固有成分が減衰的であるので、この
成分分離機構は威力を半減させる。
そこで線形安定領域において縮約方程式がどの程度妥当するのか、数値計算で確認を
行った。図 5.8に計算例を示す。上段が pitchfork分岐近傍、下段が Hopf分岐近傍の場合
であり、また左列が時間領域、右列がパワースペクトルでの比較である。パラメータは上
段では c2 =+0.1, te=10msec,t0 =80msec,c1=-0.5,下段では c2=-0.4, te=10msec,t0=80msec,

c1=-0.5としている。図 5.8右 (周波数領域での比較)を見ると、Compact Modelと縮約方
程式の差が大きいのは周波数の高い低振幅領域であることが分かる。実際、左の時間領域
での比較を見ると差は目立たない。そこで、この程度の差異があることを念頭に置いた上
で、線形安定化領域に縮約方程式を適用する。

その際にHopf分岐、pitchfork分岐のどちらの縮約方程式を用いるか決める必要がある。
これについては、前節で行った実測への Fitting結果と判定条件 (3.114)より pitchfork分岐
近傍と判断できる。そこで pitchfork分岐の縮約方程式を適用することにする。確率微分方
程式として改めて表記し直すと、次のようになる。
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図 5.8: Compact Modelと縮約方程式の比較.時間領域 (左)と周波数パワースペクトル (右).

[3]

du= f (u)dt+ σdW (5.9)

f(u)は (5.8)では一次式で考えたが、以降では一般に非線形関数とする。WはWiener過程
を表す。 f (u)dtは決定論的項、σdWは確率論的項と呼ばれる。

f (u) = −dF
dt

(5.10)

となるポテンシャル関数（自由エネルギー）F を考えると、(5.9)はポテンシャル F 中を
ランダムな外力を受けながら運動する粒子の運動方程式と同型である。(5.9)に対応する
Fokker-Planck方程式は次のようになる。
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∂P
∂t
= − ∂

∂u

[
P f − 1

2
σ2∂P

∂u

]
(5.11)

この式は確率分布 Pの時間変化を表すものであるが、安静時脳波を念頭にその定常解を求
めると次のようになる。

P ∝ exp(−2F

σ2
) (5.12)

これは統計力学で頻繁に現れる Boltzmann分布の形をしている。前述の粒子のアナロジー
で考えれば自然に理解できる。

5.2.2 実測脳波解析への適用

データ処理の方法

(5.9)を実測脳波解析に適用することを考える。(5.9)の実測脳波への適用としては、焦
点性てんかん患者（焦点切除後）の脳波に適用したもの [54]や麻酔をかけたラットの脳波
（δ帯域、θ帯域）解析 [55]などがある。本研究ではヒトの安静時（開眼・閉眼）の脳波
に帯域を制限することなく適用する点でこれらと異なるが、出発点となる (5.9)を「導出」
している点がもっとも異なる点である。つまり、本研究における (5.9)は Compact Model

を縮約 (5.8)して得られたもので、単なる Ansatzではない。その意味で本研究はこの解析
方法に対して理論的な根拠を与えるものと言える。

実測データを (5.8)で扱うために、先ず時間を時間幅 ∆tで離散化する。

u(ti+1) − u(ti)
∆t

= f (ui) +
σ∆W
∆t

(5.13)

本研究では ∆tを実測脳波のサンプリング周期 (2msec)と同じとした。次に uについても適
当な binで区切る。本研究ではこれを 5µVとした。図 5.9はこの離散化を説明するもので
ある。bin内の平均から決定論的項の f (u)が、分散から確率論的項のσ2/∆tが求められる。

シミュレーション疑似脳波による手法の検証

本項では、実測脳波に上記の理論を適用する前に疑似脳波による手法の検証を行う。疑
似脳波は Compact Modelと縮約方程式 (RGL方程式)を用いて発生させる。縮約方程式が
Compact Modelの良い近似になっていれば両疑似脳波の解析結果は良く一致するはずで
ある。
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図 5.9:データ処理の説明図　

図 5.10, 5.11, 5.12, 5.13にその結果を示す。図 5.10は安静時脳波の Nominal条件 (c1 =

−0.543, c2 = 0.254,te = 10msec,t0 = 80msec、κn = 2, ϵ = −0.0001)である。残りの図
では Nominal条件から c1だけを変化させている。図 5.11はちょうど pitchfork分岐点上
(µ =≡ c1 + c2 = 0)、図 5.12は分岐点をやや超えた状態 (µ = 0.1)、図 5.13は分岐点をより
超えた状態 (µ = 0.3)である。青が original(Compact Model)、赤が縮約方程式を表す。自
由エネルギー Fのグラフにおいて赤点線は縮約方程式から直接得られる理論曲線である。
1800sec分の疑似脳波を発生させて前項の解析法により自由エネルギー Fおよび標準偏差
σを求めた。発生させた疑似脳波に対しては 1sec分の拡大図と 180sec分（全体の 10分
の 1）の図を示す。両疑似脳波による結果は完全には一致していないが、定性的な傾向を
捉える上では十分に一致していることが確認できる。
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図 5.10:疑似脳波による解析手法の検証 (Nominal)

図 5.11:疑似脳波による解析手法の検証 (Critical)
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図 5.12:疑似脳波による解析手法の検証 (µ = 0.1)

図 5.13:疑似脳波による解析手法の検証 (µ = 0.3)
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実験

実験は東京大学新領域創成科学研究科研究倫理委員会の承認に基づいて行った。健常な
男性 5人 (20歳代 4人、50歳代 1人)の被験者に閉眼/開眼それぞれ 3分間安静を保っても
らいその間の脳波を測定した。リファレンスを両側耳たぶの平均とし、国際 10-20法にお
ける全電極のデータを 500Hzのサンプリング周波数で AD変換し 0.1Hz～120Hzのバンド
パスでフィルタリングした後、全電極の平均を算出した。

図 5.14から図 5.18に結果を示す。中段は決定論的項の f を、上段はそれを積分して得
られる自由エネルギー Fを、下段は確率論的項のσを示している。すべて横軸は脳波測定
値 uである。左側に開眼での結果を、右側に閉眼での結果を示している。図中細線は二次
曲線での Fitting（上段）と直線での Fitting（中段）で、出現頻度で重みづけされている。

被験者 1では Fがほとんど放物線となっており、またσが uに依らずほぼ平らになって
いる。これは (5.9)で f を一次関数にしたもので非常にうまく説明できることを表してい
る。被験者 2でも同様であるが、Fの形にやや歪みがみられる。被験者 3では開眼と閉眼
の Fの幅に大きな差があり、開眼では F、σともに歪みがみられる。被験者 4では、Fが
開眼時にW-Well型に近い形になっている。W-Well型は被験者 5の閉眼時にもみられる。

以上の結果から、(5.9)は安静時脳波においてかなり良く妥当していることが分かる。f (u)

は線形性が良い (Fが放物線で近似される)場合が多いが、そうでない場合もあることも明
らかになった。これは縮約方程式から pitchfork分岐を起こしている、すなわち双安定状態
になっているものと解釈される。縮約方程式からそれは µ = c1 + c2 > 0を意味し、皮質の
興奮性 (c1)と視床から皮質への正のフィードバック (c2)の和が大きくなっていると推定さ
れる。この内容の生理学的な検証が課題となるが、縮約方程式が実測脳波データをかなり
良く再現できることが確認された。尚、ここで観測されたW-Well型の自由エネルギーに
ついては、体動の影響による見かけ上のものである可能性も否定できない。今後被験者数
を増やすとともに再現性を確認していく必要がある。

図 5.14:被験者 1閉眼（左）と開眼（右）
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図 5.15:被験者 2閉眼（左）と開眼（右）

図 5.16:被験者 3閉眼（左）と開眼（右）
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図 5.17:被験者 4閉眼（左）と開眼（右）

図 5.18:被験者 5閉眼（左）と開眼（右）
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5.3 ノイズと結合の相乗効果

本節ではノイズと結合の相乗効果を理解するために独立なノイズで駆動される二体の問
題を理論的に考える。

5.3.1 同型放物線型ポテンシャルの結合

出発点となる式

du+
dt
= f+ + K(u− − u+) + σξ+

du−
dt
= f− + K(u+ − u−) + σξ−

(5.14)

f+ =
dV+(u+)

du+

f− =
dV−(u−)

du−

(5.15)

V+ =
(u+ + a)2

2τ

V− =
(u− − a)2

2τ

(5.16)

ここで ξ+,ξ−は独立なWhite Gaussian Noiseとする。つまり

⟨ξ+(t)ξ+(t′)⟩ = δ(t − t′)

⟨ξ−(t)ξ−(t′)⟩ = δ(t − t′)

⟨ξ+(t)ξ−(t′)⟩ = 0

(5.17)

対称成分と反対称成分への分解

結合があるとき (K , 0)、u+と u−は確率的に独立成分ではない。しかし次のように変
数変換を行うと独立な２成分に分解できる。

us =
u+ + u−

2

ua =
u+ − u−

2

(5.18)

新しい変数に対する微分方程式は
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dus

dt
= −us

τ
+
σ

2
(ξ+ + ξ−)

dua

dt
= −ua − a

τ
− 2Kua +

σ

2
(ξ+ − ξ−) = −

ua − a
1+2τK
τ

1+2τK

+
σ

2
(ξ+ − ξ−)

(5.19)

新しいノイズについて、

⟨ξ+(t) + ξ−(t)
2

ξ+(t′) + ξ−(t′)
2

⟩

=
1
4

(⟨ξ+(t)ξ+(t′)⟩ + ⟨ξ+(t)ξ−(t′)⟩ + ⟨ξ−(t)ξ+(t′)⟩ + ⟨ξ−(t)ξ−(t′)⟩) = 1
2
δ(t − t′)

⟨ξ+(t) − ξ−(t)
2

ξ+(t′) − ξ−(t′)
2

⟩

=
1
4

(⟨ξ+(t)ξ+(t′)⟩ − ⟨ξ+(t)ξ−(t′)⟩ − ⟨ξ−(t)ξ+(t′)⟩ + ⟨ξ−(t)ξ−(t′)⟩) = 1
2
δ(t − t′)

⟨ξ+(t) + ξ−(t)
2

ξ+(t′) − ξ−(t′)
2

⟩

=
1
4

(⟨ξ+(t)ξ+(t′)⟩ − ⟨ξ+(t)ξ−(t′)⟩ + ⟨ξ−(t)ξ+(t′)⟩ − ⟨ξ−(t)ξ−(t′)⟩) = 0

(5.20)

となる。(5.19)より新しい変数における固定点（ノイズ駆動の中心）は

uo
s = 0

uo
a =

a
1+ 2τK

(5.21)

となり、これより元の変数における固定点が、

uo
+ = uo

s + uo
a =

a
1+ 2τK

uo
− = uo

s − uo
a =

−a
1+ 2τK

(5.22)

のように求められる。結合が強くなると固定点間の隔たりが小さくなり、結合が強い極限
で u = 0に重なることが分かる。また分散について

⟨usus⟩ =
1
4
τσ2

⟨uaua⟩ =
1
4
τσ2 1

1+ 2τK
⟨usua⟩ = 0

(5.23)
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となり、これより元の変数における相関係数を

⟨u+u−⟩√
⟨u+u+⟩⟨u−u−⟩

=
⟨(us+ ua)(us− ua)⟩√
⟨(us+ ua)2⟩⟨(us− ua)2⟩

=
τK

1+ τK
(5.24)

と求めることができる。結合がなく K = 0のとき相関係数は 0であり、Kの増大とともに
増加し、K → ∞で 1となる。さらに、K , 0のとき τ → ∞でも 1になることに注意す
ることは重要である。相転移現象における臨界点では、ダイナミクスが遅くなる臨界緩和
(τ→ ∞)とともに相関長が発散する現象が良く知られているが [91]、それと数理的に同一
の現象と言える。

周辺分布の導出

u+,u−に対する Fokker-Planck方程式は自由エネルギーを

F = V+(u+) + V−(u−) +
K
2

(u+ − u−)
2 (5.25)

として

∂P
∂t
= − ∂

∂u+

[
P(− ∂F

∂u+
) − 1

2
σ2 ∂P
∂u+

]
− ∂

∂u−

[
P(− ∂F

∂u−
) − 1

2
σ2 ∂P
∂u−

]
(5.26)

で与えられる。平衡解が Aを規格定数として

P(u+,u−) = Ae−
2F
σ2 (5.27)

の形になることは容易に確かめられる。Aは積分

∫ −∞

−∞
P(u+, u−)du+du− = 1 (5.28)

を実行することで次のように求められる。

A =

√
1+ 2τK
τσ2π

e
4a2K

σ2(1+2τK) (5.29)

K =のとき
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A =

√ 1
τσ2π

2

(5.30)

となり、ちょうど一体問題のときの規格化定数の二乗になる。

(5.27)は二変数 u+と u−に関する同時分布を与える。今 u+だけ、あるいは u−だけが観
測されている状況を考えると、次で与えられる周辺分布に興味が持たれる。

P+(u+) ≡
∫ ∞

−∞
P(u+, u−)du−

P−(u−) ≡
∫ ∞

−∞
P(u+, u−)du+

(5.31)

この積分は解析的に実行でき、結果は

P+(u+) =
1

√
2πσ̃2

e−
(u+−uo

+)

2σ̃2

P−(u−) =
1

√
2πσ̃2

e−
(u−−uo

−)

2σ̃2

(5.32)

となる。ここで u+,u−は (5.22)で与えられる。分散 σ̃2は

σ̃2 =
1
2
τσ2(1+ τK)

1+ 2τK
(5.33)

となる。この分散は次のような計算からも求められる。

σ̃2 = ⟨u+u+⟩ = ⟨(us+ ua)(us− ua)⟩

= ⟨u2
s⟩ + ⟨u2

a⟩ =
1
4
τσ2 +

1
4
τσ2 1

1+ 2τK

(5.34)

これらの結果から、今考えている結合系は、平衡分布を考える限り、見かけ上は放物線型
ポテンシャルの一体問題と同型となることが分かる。ただし固定点（見かけ上のポテンシャ
ルの底）の位置の差は小さくなり、また、見かけ上の分散は (1+ τK)/(1+ 2τK)倍となる。
この因子には aが現れず τKだけの関数となっている。τK = 0のときにこの因子が 1とな
るのは当然であるが、τK → ∞のときに 1/2に近づくことに注意されたい。これはこの極
限においては二体が実質的に一体となり、その一体が２つの独立ノイズを加算的に受ける
ので、ノイズの平均化が起こるものとして直観的に理解できる。相転移論とのアナロジー
はここでも有用である。つまり、K → ∞のときだけでなく、K , 0であれば τ → ∞のと
きにもこのような一体化（相関長の発散）が生じる。
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5.3.2 異型放物線型ポテンシャルの結合

ここではポテンシャルの底はともに原点にあるが、形の異なる２つの放物線型ポテン
シャルの結合を考える。一方が他方に比べてポテンシャルが緩い場合や、上に凸と下に凸
のポテンシャルの結合に対して解析する。上に凸のポテンシャルは単独には不安定である
が、結合によって安定化することが予測される。このような安定化は第 4で議論したが、
本章ではノイズの側面から解析する。

この問題に対する自由エネルギーは次のようになる。

F =
u2

1

2τ1
+

u2
2

2τ2
+

1
2

K(u1 − u2)2 (5.35)

同時確率分布の平衡解はこの Fを用いて

P(u1,u2) = Ae−
2F
σ2 (5.36)

となる。u1,u2に対する周辺分布は解析的に求められ、次のようになる。

P1(u1) ≡
∫

P(u1,u2)du2 =
1√

2πσ̃2
1

e
−

u2
1

2σ̃2
1

σ̃2
1 =

1
2
τ1σ

2(1+ τ2K)
1+ (τ1 + τ2)K

(5.37)

P2(u2) ≡
∫

P(u1,u2)du1 =
1√

2πσ̃2
2

e
−

u2
2

2σ̃2
2

σ̃2
2 =

1
2
τ2σ

2(1+ τ1K)
1+ (τ1 + τ2)K

(5.38)

この式で結合がないとき (K = 0)を考えると、σ̃2
1 = τ1σ

2/2,σ̃2
2 = τ2σ

2/2となり、それぞれ
が単独な場合に帰着する。

逆に結合が強い極限を考えると

lim
K→∞

σ̃2
1 = lim

K→∞
σ̃2

2 =
1
2

τ1τ2

τ1 + τ2
σ2 (5.39)

となり、実効時定数が τ1τ2/(τ1 + τ2)であるような一体問題の形になる。この極限におい
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ても確率分布が意味を持つ（すなわち定義域全体で積分して 1となる）ためには σ̃1(= σ̃2)

が正、すなわち実効時定数が正であることが必要十分となる。今、µ1 ≡ − 1
τ1

,µ2 ≡ − 1
τ2
と書

き換えると µ1,µ2は pitchfork分岐の分岐パラメータと見なせる。これらを用いると、条件
は µ1+ µ2 < 0となり、分岐パラメータ平均が負という条件であることが分かる。この条件
が成り立っていれば、結合がないときには不安定な固定点であっても十分強い結合により
安定化し、定常状態が実現することが分かる。またこの条件がちょうど成り立つ臨界点で
は実効時定数が無限大、すなわち σ̃1(= σ̃2)が無限大となり、臨界現象で特徴的な揺らぎ
の発散がここでも生じることが分かる。
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第6章 結論と展望

6.1 結論

本論文では結合した遅延確率微分方程式の近似解法を提示し、皮質-視床モデルと遺伝
子発現モデルにおいてその有用性を実証した。以下の３点を本研究で最も新規性・独自性
のある結果として主張したい。

第一点として、随伴固有関数を用いた遅延微分方程式の縮約理論と、弱い結合の振動子
理論（摂動論）を融合させ、新しい理論的枠組みを提示したことである。従来より、遅延微
分方程式の縮約理論（中心多様体縮約）と弱い結合の振動子理論はそれぞれに存在してい
たが、両者を融合させた枠組みについては本研究が最初と思われる。遅延微分方程式論に
おける中心多様体縮約は、線形化した方程式の基本解（固有関数および随伴固有関数）を
非線形項の摂動展開に適用するものであるが、本研究においてはこの方法をさらに結合項、
確率項（ノイズ入力項）にまで適用する近似手法を提示している点が新しい。また振動子理
論は、非線形振動一般を扱う枠組みではあるが、「遅延起因振動」は除外されていた。より
基礎的な問題として、遅延起因振動を一般の振動と同等に扱うことが妥当なのか、妥当だ
とすれば具体的にどうすれば良いのか不明であった。本研究においては、随伴固有関数を
用いた縮約形を介することによって、この問題を部分的に解消した。つまり分岐点近傍と
いう制約・近似はあるが、結合した遅延微分方程式を振動子論の基本形（Ginzburg-Landau

方程式）に等価的に変形することに成功した。これは従来の振動子論で除外されていた
「遅延起因振動」を振動子論の枠組みへと引き込む最初の糸口として重要な結果と考える。

第二点として、格子結合振動子系の安定性について、新しい手法として「拡張二体近似」
を提示した。振動子集団において、一部が活性的であり残りが不活性であるとき、全体が
活性になる（活性が勝つ）か、あるいは不活性となる（不活性が勝つ）かという問題につ
いては、振動子間の結合が大域的（All to All) な場合に関しては解析的な結果が得られて
いるが、格子結合（離散 Laplacian)の場合には得られていない。本研究においては、活性
と不活性が分布する二値化空間パターンと振動振幅の空間分布を同型とする近似を置くこ
とで、解析的な結果を得ることに成功した。この結果は、第一点としてあげた縮約に関す
る成果の応用としての側面を持っているが（より具体的には焦点性てんかんの発作性解析
の結果でもあるが）、それとは独立に振動子理論としての一般性を持っている。すなわち、
自由エネルギーを持つ振動子系に対して広く適用できる。

第三点として、近似解法を活用した実験データ解析を行い、近似手法の実用性を確認し、
新しいデータ解析法を提示した（皮質-視床モデル）。理論モデルを現象の理解に活用する
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場合二つの方向が考えられる。すなわち、モデルから現象を予測する方向（順方向）と、
現象の側からモデル、あるいはモデルパラメータを推定する方向（逆方向）である。近似
解法は基本的には順方向の改善に寄与するものであるが、これを逆方向の改善に活用して
いる点に独自性がある。

以下、各章ごとにより詳細に結論を述べる。

第 2章では本論で主に解析を行う皮質-視床モデルと遺伝子発現モデルについて生理学
的・生物学的背景とともにモデル式を記述し解析上の課題と本研究における解決手法の概
要を記述した。

第 3章ではモデルのダイナミクスを低減できる 3種類の手法を示した。第 1節ではモデ
ルパラメータ中の微小時定数に着目し低減化することで、モデル化段階での近似に対する
示唆をあたえた。
第 2節では遺伝子発現モデルにおいて単量体・二量体間の平衡に達する速さが遺伝子発
現のスケールと比べて速いことに着目したダイナミクス低減法を提示した。低減されたモ
デルをさらに線形化することで系統的なパラメータ探索手法を開発し、解析を実施した。
振動周期が単量体・二量体間の平衡定数にあまり依存しないなどの重要な結果を得た。
第 3節では分岐点における遅いモードの出現に着目したダイナミクス低減を Compact

Modelに対して行った。この手法は中心多様体縮約と呼ばれる方法に基づいているが、外
力によって系が中心多様体から離れた場合への拡張的適用を示した。この観点を基礎にさ
らにダイナミクスを低減することで、Compact Modelの位相応答関数の解析的表示を得た。
遅延微分方程式の位相応答関数の解析的表示として初めての成果である。

第 4章では第 3章での縮約法をさらに結合項を含む形に拡張した。これは遅延微分方程
式の中心多様体理論の枠組みと弱い結合の振動子論の枠組みを融合させたものと言えるが、
本論文では振動していない素子の結合をも扱えるようにし、安静時脳波や焦点性てんかん
など、線形安定状態を含む解析を統一的に行う枠組みを提示した。

第 5章ではノイズ駆動された線形安定系と考えられる安静時脳波の解析を念頭に、Com-

pact Modelの確率微分方程式としての側面に着目した解析法を提示した。
第 1節では線形化方程式の周波数応答（脳波のパワースペクトルに対応）の解析式を導
出し、遅延効果と確率的効果の相乗効果を抽出し、実測とおおよそ整合することを示した。
第 2節では第 3章で得られた縮約方程式を用いることで、非線形効果も考慮できる方法
を示し、実測とおおよそ整合することを示した。
第 3節では第 2節でおこなった解析を第 4章の結果をつかって結合を含む場合に拡張し、
２体問題に対する基礎的な解析を行った。その結果、同じ下に凸のポテンシャルを持つ２
体が結合した場合の揺らぎの減少と、逆に上に凸と下に凸のポテンシャルが結合した場合
の揺らぎの増大に対して、有効ポテンシャルの形で解析的表示を得ることができた。
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6.2 展望

本研究では生命科学に関するモデルとして皮質-視床モデルと遺伝子発現モデルの解析
を行った。それぞれのモデルごとに展望を述べる。

6.2.1 皮質-視床モデル

Robinsonらの皮質-視床モデルについてこれを否定する観測事実は見当たらない。むし
ろ近年スタンダードなモデルとして地位を確立しつつあるように思える。そのような中で
本研究は、他の研究とは異なる角度からこのモデルを捉え、解析手法に関して大きく２つ
の提案を行っている。一つは遅延微分方程式を通常の微分方程式へと縮約してから解析を
おこなうという提案であり、もう一つは空間的相互作用を表すラプラシアン項に対して結
合振動子として扱うという提案である。それぞれの提案に即して展望を述べる。

遅延微分方程式の通常の微分方程式への縮約

通常の微分方程式への縮約は、解析が困難な遅延微分方程式を解析がしやすくかつ非線
形科学の標準形でもある実Ginzburg-Landau方程式 (RGL)あるいは複素Ginzburg-Landau

方程式 (CGL)へ変換するもので、これにより解析的な見通しが格段に向上した。今後の課
題としては、分岐点を離れると理論的な妥当性が低下するため、適用範囲を見極めること
と、それと関連して、一般的な状況が与えられたときにそれをどのような分岐点近傍と見
なすのがより適切か、判定法を開発することがあげられる。つまり、解析の容易さの代償
として「場合分け」の必要性が生じたが、合理的でかつ実用的な場合分けを検討する余地
が残されている。本研究では安静時脳波についてはRGLを、またてんかん解析ではCGL

を用いた。それらはおよそ実験事実と整合するものであるが、てんかん発作の前駆症状を
考えたとき、それは安静状態でもなく発作状態でもない。従ってRGLとCGLが交錯する
状態と考えられる。このような遷移的状態にあるとき、脳波実測値を解析して RGL状態
に近いか、あるいは CGL状態に近いかの判定することは本研究の拡張として意義がある
だけでなく、臨床的な意義も大きいものと考える。場合分けの必要性が生じたということ
は一面ではデメリットのように思えるが、状態判定の観点ではむしろメリットにできる。
この点をいわゆるCritical Slowing Down（臨界緩和）との関連で議論することは有意義
と思われる。臨界緩和は臨界点（分岐点）においてダイナミクスが非常に遅くなる現象で、
臨界現象一般で観測されるものである [91]。ヒトが病気になることも一種の相転移とみ
なせ、病的な状態に陥る臨界点において類似の緩和がみられるという描像が提案されてい
る [56]。ただし観測データに関する概念的解釈に留まっている場合が多いと思われるが、
本研究ではそれとは逆に具体的な数理モデル (Compact Model)から出発し、解析の結果と
して臨界緩和を示した。これは線形化方程式の固有値で言うと、固有値の「実部」が負か
ら正に変わる遷移に対応している。これに対してRGLかCGLかの場合分けは、固有値の
「虚部」に関するものである。固有値の実部変化の重要性は臨界緩和として認識が広まりつ
つあるように思えるが、虚部の遷移に対して重要性を指摘するものは見当たらない。本研
究で導出されたRGLとCGLは近似理論として解析に資するものであるが、それと同時に
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固有値「虚部」の重要性を指摘するものである。この観点を深めていくことは、数理的な
観点だけでなく臨床的に大きな意義を持つものと考える。第 5章で行った確率微分方程式
としての解析は、今回 RGLの形でのみ行ったが CGLへ拡張することが一つの鍵となる。

結合振動子

次に結合振動子としての扱いに関して述べる。最初に述べたようにRobinsonらの皮質-

視床モデルをベースにした研究は近年多く報告されている。しかしその場合、ラプラシア
ン型の結合項をそのまま扱うことは、Robinsonらのグループと本研究を除くと見当たらな
い。多くは、皮質領域のある範囲を均質と見なしラプラシアン項を落とした「一体」とし
て扱い、その上で領域どうしがなんらかの結合（ラプラシアン型とは異なる）をしている
とする新たなモデル化を試みている [47]。このような流れは、Robinsonモデルの持ってい
る妥当性を基礎に、より現実的な脳内結合をモデル化しようとする意図があるものと思え
るが、ラプラシアン項を落とす「近似」については慎重に検討すべきであると考えている。
もともとこの項は脳内の電気的活動が減衰波動的に伝播するという観測事実を論拠にし
ており、また解剖学的知見すなわちシナプス結合の実際とも整合するようにモデル化され
ている [41]。新たな結合形態を考える必要があるにしても、ラプラシアン項を完全に落と
してしまうことはモデルの思想にはそぐわないと思われる。特にてんかんの解析において
は、全般てんかん、部分てんかん、焦点性てんかんのいずれにしても発作波の波動的・拡
散的性質が重要な役割を果たすと思われるので、ラプラシアン項がむしろ主役となる。そ
れでも多くの研究者がこの項を落とす背景には、この項を取り入れると解析が格段に困難
になり、解析的な方法がさらに使えなくなるだけでなく数値計算を行うにしても変数が爆
発的に増大し相当な労力・ハードウェア・ソフトウェアが必要になるからと考えられる。
本研究で示した離散版RGL、離散版CGLはこの難点を解消するひとつの提案である。こ
れらは結合振動子論の枠組みをベースにしているが、RGLのように振動しない素子も取
り入れている。これは上述した固有値「虚部」の重視と呼応するものである。また結合振
動子的な扱いが特に成功するものとして、拡張二体近似の手法を提案した。本論文では問
題設定の段階ですでに二値化された状況を考えたが、適用性のある手法にしていくために
は一般的な状況（パラメータが空間的に連続的に分布している状況）において、その状況
をあるアルゴリズムに従って二値に低減する手法が必要になる。そのアルゴリズムの開発
は興味深い課題である。これとは逆に、大型コンピュータを使った有限要素法的な大規模
解析も方向性としてあり得るが、その場合でも解の概略を事前に調べておくことや、数値
計算の初期値の設定など、近似的方法の果たす役割は益々増えるものと考える。

6.2.2 遺伝子発現モデル

次に遺伝子発現モデルに関して展望を述べる。ゼブラフィッシュの体節形成時の遺伝子
発現について Lewisが遅延微分方程式として定式化して以来、数理面からもさかんに研究
されて来たが、全容の解明には至っておらず、関連するタンパク質種の特定についても不
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確定の状態である。従って、モデル解析やその手法の整備とならんで、モデルそのものを
改良していくことや、そのための実験の提案、あるいはより広く視点の提案を数理の立場
から行っていく必要があるものと思える。ここでは温度依存性の視点と適応論的視点につ
いて述べる。

温度依存性の視点

モデルの物理化学的な側面を強化するものとして温度依存性に着目することを提案した
い。これは広い意味で第 5章で扱ったノイズに対する応答解析の一環とも言える。温度依
存性は通常ノイズと別枠で議論されるが、確率過程の理論の発端となったブラウン運動が
そうであるように、分子レベルでの揺らぎ現象は温度と密接に関連している。実際ブラウ
ン運動をランジュバン方程式で記述する際のノイズの大きさが温度であると理解できる。
このような温度持つ物理的特質から、多くの現象は厳密にあるいは近似的に次のアレニウ
スプロットに乗ることが知られている。

x = Aexp
(
− F

kT

)
(6.1)

ここで xは何らかの観測量であり、kは Boltzmann定数、Tは絶対温度、Aは係数である。
Fはこのプロットにおいては活性化エネルギーと呼ばれることが多いが、物理学的にその
理論的根拠がはっきりしている場合もあれば、実験式として現象論的に扱われる場合もあ
る。たとえば化学反応速度の場合には反応前後でのGibbsの自由エネルギーの差として理
解される。他に半導体中の電子が結晶粒界を超える際に感じる電子ポテンシャル障壁など
がある。皮質-視床モデルの解析で活用した自由エネルギーの概念は「遅延」「結合」「確
率」に次ぐ第 4のキーワードとなっているが、その概念はもともと熱・統計力学で確立さ
れたものであり [89]、遺伝子発現の温度依存性解析においても当然キーとなると思われる。

適応論的視点

生物学的理解は物理化学的理解とは異なる側面があるように思える。それが適応論的視
点である。この点に関して長谷川らは示唆に富む研究を報告している [100]。慨日リズム
をつかさどる分子振動の位相応答関数の形は一種の最適化問題から求めたものと良く一致
するというものである。最適化は振動周期の揺らぎ（分散）が一定のもとで、外光への同
期性が最大になるように行う。これとよく似た説明に、魚の形の研究がある [101]。この
場合は一定の頑強さ（体の太さなど）のもとで泳ぎやすさを最大にするように最適化する
と実際の魚の形と良く似た形が得られるというものである。
このような説明は構成要素から基本法則を使って全体を説明するという物理学の典型的
な方向とは逆方向のように思える。しかし、数理面だけをみればそれは工学における最適
設計として古くから研究されて来たものと類似しており [102]、また物理学の中にも似た
概念がある。「自由エネルギー」がそうである [89]。上述したようにその起源は熱・統計力
学にあり、その場合は「温度一定」などが拘束条件（環境）になる。「自由エネルギーの
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最小化」が最適化に相当する。工学的な最適化問題においては、「自由エネルギー」だけ
でなく「温度」など、熱・統計力学に起源を持つ用語が使われることがあるが [103]、こ
の数理的類似性に基づくものと思われる。
つまり、適応論的視点は生物学独特の発想に基づいてはいるが、それを数理的に扱う手
法については工学や物理学の中に原形を見出すことができる。その原形を積極的に見出し、
整備していくことは、手段として生物学に資するだけでなく、現象を広く俯瞰的にみると
いう環境学的な立場と呼応する。そのような立場から本研究をより深めて行きたいと考え
ている。
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Maerkl SJ, Deplancke B, Oates AC (2012) Topology and dynamics of the Zebrafish seg-

mentation clock core circuit.PLoS biology10(7):e1001364.

[15] Schr̈oter C, Herrgen L, Cardona A, Brouhard GJ, Feldman B, Oates AC (2008), Dynamics

of zebrafish somitogenesis,Developmental Dynamics, 237(3), pp.545

[16] Harima Y, Kageyama R (2013), Oscillatory links of Fgf signaling and Hes7 in the segmen-

tation clock,Current opinion in genetics& development, 23(4), pp.484.
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付録A CMの線形安定領域

ここでは皮質-視床モデルである CM(Compact Model)の線形安定領域について述べる。
モデル方程式中のパラメータは空間的に一様だと仮定する。また入力となるノイズは空間
的ランダム、言いかえると空間的ホワイトノイズであると仮定する。従って、解自体は一
般に空間的一様にはならない。その意味で空間的弱一様性の仮定と呼ぶことにする。特定
の刺激を強く受けない安静時 EEGにおいてはこの仮定が妥当すると考える。

Compact Modelでは、安静時 EEGをノイズで駆動された線形安定な力学系として捉え
る。従ってパラメータがどの領域にあるときに線形安定であり、どこからその安定性が破
れるか (分岐)は議論の前提となる。しかしそれ以上に重要なのは、線形安定な状態も実際
には「パラメータ空間内で隣接する不安定境界の性質を反映している」という数学的観点
である。
議論の前提として、既に述べた空間的弱一様性を仮定する。すると線形微分方程式の
重要な性質として、解を時間的空間的にフーリエ変換で分解して考えることが可能にな
る。今、時間角周波数ω、空間角周波数 (波数)を kとしたとき、この固有成分の安定性は
χe = exp[i(ωt − k · r )]を (2.17)の入力をゼロとした式に代入することで調べることができ
る。ωは一般に複素数となるが後の都合から iω = sと置くと次の結果が得られる。

t2es2 + 2tes− (c1 − k2r2
e) − c2e−st0 = 0 (A.1)

ここで k = |k|であり、kは c1を実効的に小さくすることが分かる。このことを念頭に置い
た上で、当面 k = 0として考える。
式 (2.17)が遅れ微分方程式であることを反映して、その特性方程式 (A.1)は超越方程式
となる。超越方程式は一般に解析的に解くことはできず、ここに遅れ微分方程式の難しさ
の一端がある。ただし解析的な方法と数値計算を組み合わせた半解析的な方法で解 (固有
値 s)を調べることができる。
図 A.1はそうして求めた固有値の例である。パラメータは (a):　 c2=-0.4, te=10msec,

t0=80msec,c1=-0.5(青点)、c1=0(赤点) (b): c2 =+0.1,te=10msec,t0 =80msec,c1=-0.5(青点)、
c1=0(赤点)である。
固有値は一般に共役複素数の形で現れるが、遅れ微分方程式に関してはそれが無数現れ
る。線形安定性を規定するのはその中で実部のもっとも大きなものの符号で、負であれば
線形安定、正であれば線形不安定となる。図A.1では (a),(b)ともに c1増大によりRe(s) > 0

となる固有値が出現し線形安定性が破れることが分かる (赤点)。図 A.1(a)のように複素共
役の対として分岐する固有値が出現する場合は振動の発生を意味しこのような分岐をHopf
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分岐と言う。図 A.1(b)では分岐する固有値は実軸上にあり、このような場合には振動では
なく平衡点のずれが生じる。ずれ方は非線形項に依存するが、Compact Modelの場合、正
負の二通りにずれ、双安定性が生じる。これを pitchfork分岐と言う。
このような分岐は生理学的にはてんかん発作の発症や入眠による状態変化など、重要な
相転移に対応すると考えられている [31]。そこで分岐がどのように生じるかを詳細に調べ
た。図 A.1に示したような数値解析を行い線形安定領域、すなわち特性方程式の解 sすべ
てについてRe(s) < 0となる範囲を求めた。図 A.2は te=10msec,t0 =80msecとして線形安
定領域を (c1, c2)平面で表現したものである。各色の線は無数にある固有値のある一つが
ちょうどその線上で実部ゼロになることを表している。各色の違いはモードの違いを意味
しており、基本的には固有角周波数 (固有値虚部)の違いに対応している。

図 A.1:複素平面における固有値.青点は線形安定、赤点は線形不安定な場合. (a)では非零
虚部をもつ最右固有値が線形安定性を破っている (Hopf分岐). (b)では零虚部を持つ最右
固有値が線形安定性を破っている (pitchfork分岐). [3]

安静時に観測される細かい振動の脳波は、このモデルにおいては線形安定な領域でノイ
ズ駆動される波と解釈されている。図 A.2で c1を線形安定領域から右にたどっていくと
線形不安定状態に分岐する。そのうち、大きな振動が生じるものはてんかん発作の発症と
解釈されている。式 (2.18),式 (2.19)より分かるように c1が大きくなるのは興奮性シナプ
スの結合が実効的に強い (µeeが大)か抑制性シナプスの結合が実効的に小さい (−µeiが小)

ときに対応する。これは一般に知られている知見と一致する [64]。
空間角周波数の大きさ kは c1を c1 − k2r2

eのように実効的に小さくすることをはじめに
注意した。空間的弱一様性の仮定の下では、解は様々な空間周波数成分の重ね合わせで表
現されるので、各成分が図 A.2上に分布すると考えると、空間的 DC成分 (k=0)が右端に
来る。そのため、線形安定状態から徐々に c1を増大させていき分岐点に達したとき、不安
定化する振動は空間的に一様な振動 (つまり空間的DC成分)である。ノイズ入力によって
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図 A.2: (c1, c2)平面における線形安定領域 [3]

空間的高周波の振動も発生はするが、それらは減衰し、減衰のない空間的DC成分が支配
的になる。線形安定な場合にはすべての空間周波数成分が減衰する点で分岐点直上と事情
が異なるが、その場合でも空間的DC成分が最も遅い減衰であり、従ってそれが主要な成
分となる。言い換えると、入力のノイズが空間的にホワイトであっても、解 (出力)はちょ
うど空間的ローパスフィルタがかけられたような空間的相関を持つことになる。実効軸索
長 reはそのような効果の強さを表していることが分かる。

固有値の実部と虚部に対して成り立つ関係

遅延微分方程式の固有値計算は解析的に解けずに数値計算に頼る部分が大きいが、次に
示す不等式は解の探索に有用である。

今、特性方程式の形を次のように仮定する。
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(τ1λ + 1)(τ2λ + 1) = α + βe−λT (A.2)

ここで τ1 > 0, τ2 > 0, T > 0とする。Compact Modelの場合は τ1 = τ2 = te, α = c1, β = c2

とすれば良い。また Lewis Modelの場合は τ1 = 1/b, τ2 = 1/c, α = 0, β = a f ′/bcとすれば
良い。

λ = λr + iωのように λを実部と虚部に分解し (A.2)の右辺に代入すると、

∣∣∣∣∣ (τ1λ + 1)(τ2λ + 1)− α
β

∣∣∣∣∣ = e−λr T (A.3)

が得られる。今 λr ≥ M ≥ 0とすると、

e−MT ≥
∣∣∣∣∣ (τ1λ + 1)(τ2λ + 1)− α

β

∣∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣Im [(τ1λ + 1)(τ2λ + 1)− α]
β

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ω[2τ1τ2λr + (τ1 + τ2)]
β

∣∣∣∣∣ ≥ ∣∣∣∣∣ω(τ1 + τ2)
β

∣∣∣∣∣ (A.4)

これより

|ω| ≤ |β|
τ1 + τ2

e−MT (A.5)

従って線形不安定性（実部が正の固有値があるか否か）を調べるには、(A.5)で M = 0

として、|ω| ≤ |β|/(τ1 + τ2)の範囲で解を数値的に探索すれば良い。
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付録B 脳波パワースペクトルの平均化に関
して

脳波パワースペクトルを解析する際に、本論文第 5章においては、先ず脳波測定値の電
極間平均を先に算出し、その平均化脳波に対するパワースペクトル（以下「平均のパワー」）
を算出した。これは平均化によりモデル中に含まれる相互作用項を消去する意図を持って
いた。しかしながら、データ処理の実際として、各電極ごとにパワースペクトルを算出し、
それらの平均をとる方手法（以下「パワーの平均」）も行われている。本付録においては、
第 5章で解析している安静時脳波（閉眼/開眼）について「平均のパワー」と「パワーの平
均」を比較し、さらにそれに対する理論的考察を行う。

実験

図 B.1に「平均のパワー」と「パワーの平均」を示す。
「平均のパワー」は「パワー平均」に比べ 0.3～0.5倍程度に小さくなっているが、ほぼ
同型な事が分かる。すなわち縦軸を logスケールにしたとき、ほぼ上下に平行移動の関係
になっている。被験者 3に関しては周波数の増大に対して差 (比)が拡大する傾向がみられ
る。このことから、第 5章で行ったパラメータ推定などの結果は、平均の仕方を変更して
も（ノイズ強度に対するパラメータを除いて）差異は大きくないことが分かる。

理論（モデル式の導出）

図 B.2にパワースペクトルの表式を導出するためのモデル図を示す。上付き添え字 iは
空間的な位置を表している。
錐体細胞への入力パルス密度 xi と感覚器からの入力（ホワイトノイズ）ξi の関係を第 5

章と同じく次の式（線形化した Copact Model）で与える。結合行列 K の具体形は後に与
える。

(te
d
dt
+ 1)2xi(t) = (1+ c1)xi(t) + c2xi(t − t0) +

∑
j

K i
j x

j(t) + ξi(t) (B.1)

これを時間的に Fourier変換すると

(iωte+ 1)2xi(ω) = (1+ c1)xi(ω) + c2e−iωt0 xi(ω) +
∑

j

K i
j x

j(ω) + ξi(ω) (B.2)
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図 B.1:「平均のパワー」と「パワーの平均」の実測
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図 B.2:パワースペクトルを導出するためのモデル図

これを xについて解いたものを行列を使って次のように表す（以下で x(ω)を単に xと書く）。

x = Cξ (B.3)

測定される脳波 yは xについて空間的なローパスフィルターが掛けられたものになると考
えられる。その作用に線形性を仮定する。すなわち、フィルターに対応する行列をWと
して、

y =Wx (B.4)

とする。

D =WC (B.5)

とおくと、

y = Dξ (B.6)

となる。
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これを用いてパワースペクトルを求めていく。先ず各電極ごとのパワースペクトル Piは

Pi ≡ |yi |2 =
∑
j,k,l

Di
jD

i
kξ jξk =

∑
j

|Di
j |2 (B.7)

ここで

ξiξ j = δi j (B.8)

を使った。従って「パワーの平均」（各電極ごとのパワースペクトルを電極間で平均した
もの）は

⟨P⟩ ≡ 1
n
=

∑
i, j

|Di
j |2 (B.9)

となる。

次に「平均のパワー」（電極間平均脳波のパワースペクトル）を考える。

⟨y⟩ = 1
n

∑
i

yi (B.10)

とすれば「平均のパワー」は

P⟨y⟩ ≡ |⟨y⟩|2 = |
1
n

∑
i

yi |2 = 1
n2

∑
i, j,k,l

Di
jD

k
l ξ jξl =

1
n2

∑
i, j,k

Di
jD

k
j (B.11)

となる。

理論（数値計算結果）

以上導いた理論式を実測と比較するため、理論式に対して具体的に数値を与えて計算を
行った。結果を図 B.3に示す。
第 5章と同様に、皮質領域を一辺が 60cmの正方領域とし、その中を 4× 4の正方格子
で離散化し、周期的境界条件を課した。結合行列 K i

j は離散ラプラシアンを与えるように
した。つまり、対角成分については K i

i = −4(re/d)2であり、点 iと点 jが格子上で隣接して
いるとき K i

j = (re/d)2とした。また、空間フィルター行列Wは標準偏差 r0のGauss型を
仮定した。つまり、
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図 B.3:パワースペクトル計算結果.左側は reを増大、右側は r0を増大させた結果.　

152



W(i, j) =
e−∆(i, j)2/2r2

0∑n
j=1 e−∆(i, j)2/2r2

0

(B.12)

とした。ここで ∆は二格子点間の距離であるが、周期的境界条件を考慮した。つまり正方
格子をトーラス (= S1 × S1)と見なし、点 i と点 j の相対的な位置関係を位相差 (θ1, θ2)で
表し、

∆(i, j)2 =
L2

2π2
[(1 − cosθ1) + (1− cosθ2)] (B.13)

とした。この定義は点 iと点 jが近づく極限で通常の距離に一致する。r0が 0の極限では
yは xと等しくなるが、r0 > 0においては yは xを空間的にぼやかしたものになる。これ
は電気的活動のソースとしての錐体細胞と測定電極の間にある体積（頭蓋骨、脳脊髄液な
ど）に関係していることから、「体積効果」と呼ばれる。

パラメータ値は安静時で典型的な c1=-0.5,c2=0.4,te=10msec,t0=80msecとし、空間的な
分布は無いとした。

図 B.3の結果を見ると、先ず「平均のパワー」は振動子の結合 reと体積効果による結合
の強さ r0のいずれにも依存していないことが確認できる。言い換えると、「平均のパワー」
においては reや r0の効果は完全にキャンセルされている。このキャンセル効果を期待し
て第 5においては「平均のパワー」を採用した（ただし、キャンセルが完全に成立するの
は、パラメータ値の空間的一様性や周期境界条件などの理想化が成り立つ場合であり、今
後のさらなる検証が必要）。

次に、「パワーの平均」について見ると、reの増大と r0の増大で特徴的な違いがある。
reの増大と r0の増大のいずれにおいても「パワー平均」は「平均のパワー」と近づいて行
くが、r0を増大させた場合には周波数によらず一様に近づくのに対して、reを増大させた
場合には低周波側から一致していくことが分かる。

安静時脳波の実測（図 B.1）においては「平均のパワー」と「パワー平均」がほぼ「平
行」になっている。従って、実効軸索長 reの効果は顕在化していないものと考えられる。
およそ reは数 cm以下であると見積もられる。一方、「平均のパワー」と「パワー平均」の
比が 1/2程度であることから、r0は 10cm程度と見積もられる。これは別な方法で見積も
られた結果と良く一致している [33]。

各電極ごとのFitting

脳波の電極間平均をとることは reによる結合効果を消去することを意図していたが、安
静時脳波においては re効果はそもそも大きくないことが前項より推定される。この推定
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が正しければ、Fittingにおいてこの項をはじめから無視する近似が妥当する。そこで電
極間平均をとらず、各電極ごとの Fitting(パラメータ推定)を実施した。モデルは階数低減
Compact Modelを用いた。最も興味が持たれる遅延時間 t0の結果を図 B.4に示す。横軸は
電極を表しており、図中に記号（国際 10-20規格）を付した。Meは電極間電位を先に平
均化したのちパワースペクトルを求め Fittingし求めたもの、Mpは各電極のパワースペク
トルを平均したものに Fittingをし求めたものを表す。前部側（Fp1,Fp2,F3,F4,Fzなど Fで
始まるもの）で遅延時間が大きく、後部側（O1,O2,T3,T4,T5,T6,P3,P4,Pzなど）で小さい
傾向がみられる。特に被験者 2で顕著である。皮質-視床ループの解剖学的な長さの場所
依存性と対応している可能性が考えられる。
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図 B.4:各電極ごとの遅延時間 t0の推定値 [sec]
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付録C 遺伝子発現モデルのパラメータ値と
ダイナミクス低減の妥当性

本論文中において、遺伝子発現モデルのダイナミクス低減手法として変数・階数低減の
方法、および準平衡近似の方法を提示し、これらがパラメータのある極限においてオリジ
ナルモデルに一致することを確認した。実際のパラメータ値がこれらの近似を許容する
範囲にあるか否かについては別途実験的研究が必要となるが、最近になって Ayらは包括
的なモデル（本論文で提示した FFMとほぼ同等）とともにそのパラメータ値を示してい
る [21]。Fittingを中心にパラメータを求めているが、それだけでなく別な観測事実なども
考慮されている点で現段階ではもっとも信憑性の高い値と考えられる。そこで本付録では、
彼らの提示したモデルおよびパラメータ値に基づいて「変数・階数低減」と「準平衡近似」
の妥当性を調べる。

Ayらのモデルとそのパラメータ

Ayらのモデルを示す。
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dH1(t)
dt

= α1m1(t − τ1h) − c1H1 + D1(H)

dH6(t)
dt

= α6m6(t − τ6h) − c6H6 + D6(H)

dH7(t)
dt

= α7m7(t − τ7h) − c7H7 + D7(H)

dHd(t)
dt

= αdmd(t − τdh) − cdHd

dm1(t)
dt

= f1(H(t − τ1m)) − d1m1

dm6(t)
dt

= f6(H(t − τ6m)) − d6m6

dm7(t)
dt

= f7(H(t − τ7m)) − d7m7

dmd(t)
dt

= fd(H(t − τdm)) − ddmd

dH11(t)
dt

= a11H1(t)2 − b11H11(t) − c11H11(t)

dH16(t)
dt

= a16H1(t)H6(t) − b16H16(t) − c16H16(t)

dH17(t)
dt

= a17H1(t)H7(t) − b17H17(t) − c17H17(t)　

dH66(t)
dt

= a66H6(t)2 − b66H66(t) − c66H66(t)

dH76(t)
dt

= a76H7(t)H6(t) − b76H76(t) − c76H76(t)

dH77(t)
dt

= a77H7(t)2 − b77H77(t) − c77H77(t)

(C.1)

ここで

D1(H) = −2a11H1(t)2 + 2b11H11(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

D6(H) = −2a66H6(t)2 + 2b66H66(t) − a16H1(t)H6(t) + b16H16(t) − a76H6(t)H7(t) + b76H76(t)

D7(H) = −2a77H7(t)2 + 2b77H77(t) − a76H7(t)H6(t) + b76H76(t) − a17H1(t)H7(t) + b17H17(t)

f1(H(t − τ1m)) = γ1

1+ Hd(t−τ1m)
Xd

1+ Hd(t−τ1m)
Xd

+ ( H11(t−τ1m)
x11

)2 + ( H76(t−τ1m)
x76

)2

f6(H(t − τ6m)) = γ6

f7(H(t − τ7m)) = γ7

1+ Hd(t−τ7m)
Xd

1+ Hd(t−τ7m)
Xd

+ ( H11(t−τ7m)
x11

)2 + ( H76(t−τ7m)
x76

)2

fd(H(t − τdm)) = γd
1

1+ ( H11(t−τ7m)
x11

)2 + ( H76(t−τ7m)
x76

)2

(C.2)

変数やパラメータの意味は本論文中の FFMとほぼ同等であり、対応するものについて
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は同じ記号を用いた。her1, her6, her7の他にDeltaCと呼ばれるタンパク質の発現を組み込
んでおり、その識別子を dとした。つまり Hdは DeltaCタンパク質、mdはそれに対応す
るmRNAを表す。DeltaCは Notch受容体を介して（自細胞ではなく）隣接細胞に信号伝
達する。従って同期に重要な役割を果たしているが、細胞単体が示す自律的振動への寄与
は小さいことが知られている [24]。ここでは自律振動に着目するため、DeltaCを落として
議論することも可能であるが、近似的に扱うことにする。すなわち、各細胞は既に同期し
ており、細胞内で発現し隣接細胞に与える DeltaCと隣接細胞から受け取る DeltaCはちょ
うど等しくなっているものとする。
このモデルに対して第 3章で提示した近似法を用いた計算結果を近似なしの結果ととも
に図C.1に示す。図の上に用いたパラメータ値 [21]を示す。一変数・一階微分化を施した
ものは近似なしに比べて若干振幅が増大しているが、全体として近似が良く妥当している
ことが分かる。また、準平衡近似においては近似無しと差異が見られない。結果として両
方の近似を施したものも良い近似になっている。このことからこれらの近似法が実際のパ
ラメータ領域で有効なことが確かめられた。一変数・一階微分化を行うと変数が、また準
平衡近似を行うとパラメータがほぼ半減できるので、これらの近似を活用することでシュ
ミレーション効率が大きく向上する。特に逆シュミレーション（パラメータ推定）は変数
やパラメータの数が増えると著しく困難になることが知られており（「次元の呪い」curse

of dimensionality[99]）、こららの近似法の活用が期待される。
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図 C.1: AyらのModelに各近似を施した結果の比較
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