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2 第 1章 序論

1.1 研究の背景

構造物の破壊現象は一度起これば人々の生命や財産に対して多大なダメージを与え

る。構造物の破壊現象による有名な事故として、1939年から 1945年の米国において

多発したリバティ船の脆性破壊、1954年のコメット連続墜落事故、1963 年の米国シ

ルバー橋の崩壊、1986年の米国サリー原子力発電所 2号機の 2次系配管の延性破壊が

挙げられる [1–3]。順に、低温脆性および溶接欠陥、塑性誘起き裂閉口、腐食、エロー

ジョン・コロージョンが主な原因である。このように、船舶、航空、土木、原子力な

ど様々な分野で破壊事故が起こっている。原子力分野では破壊事故を防ぐために、日

本機械学会の発電用原子力設備規格維持規格 [4]により疲労き裂および応力腐食割れ

を有する機器の余寿命評価が行われている。維持規格では、原子力発電所の定期検査

時に非破壊試験で検出した欠陥をき裂としてモデル化し、評価式で応力拡大係数を計

算し、不安定破壊開始までの期間を評価する。このような評価の手順を簡略化する試

みとして酒井の構造健全性評価システム [5]や川手ら [6]の破壊力学パラメータ簡易評

価システム CRAPAS (Crack Parameter Analysis System) が挙げられる。評価式に

よる応力拡大係数評価は簡便ではあるが、非破壊試験で検出した欠陥を貫通き裂や楕

円き裂の形状で近似しなければならなかったり、三次元的な欠陥を座標軸に垂直な平

面に投影して評価する必要があったり、実機においてき裂部の多軸の応力状態を精緻

に評価することが難しかったりするなど制約が多い。また、維持規格では弾塑性破壊

力学・延性破壊に関する評価方法が十分に整備されているとは言えない。近年は、地

震・津波を始めとする自然災害に由来する過大な荷重・強制変位が構造物に付与され、

線形破壊力学の適用範囲を超える状況が注目されている。

構造物の破壊現象の予測にはシミュレーション技術の利用が有効である。シミュ

レーションでは、複雑形状の実機に発現する多軸の応力状態の精緻な解析を行うこと

ができる。比較的小規模な構造機器モデルの解析は企業において日常的に行われてお

り、比較的大規模な構造物モデルの解析はスーパーコンピュータと並列有限要素法を

用いた大規模解析の研究分野で行われている。大規模解析の分野では、線形弾性体の

解析が多い。非線形解析では増分法や Newton–Raphson法の枠組みの中で大規模な

連立一次方程式を何度も解く必要がある。また、き裂問題では非線形事象がき裂先端

近傍で顕著に表れ、き裂から十分に離れた領域は弾性的な挙動を示すが、通常の非線



3

形有限要素法ではこれらを分けて扱うことができない。一方、き裂のシミュレーショ

ンの分野では、き裂先端近傍で発現する混合モード、非弾性、大ひずみなどの事象を

精緻に解析することが可能である。この分野は計算破壊力学と呼ばれ、盛んに研究が

行われている。き裂先端近傍の特異場を再現するために非常に細かいメッシュが必要

であったり、き裂先端で破壊力学パラメータ評価やき裂進展などの特殊な処理をした

り、特別な方法でき裂の不連続性や特異場を扱ったりする。これらの手法をそのまま

大規模解析に適用しようとすると、剛性行列の条件数が大きくなるため大規模解析で

好まれる共役勾配法の収束性が悪化したり、大規模なき裂付きメッシュの取り扱いが

大変であったりと困難性がある。以上から、き裂を有する大規模構造物の非線形解析

には二つの分野の知見が必要であるが、これらを単純に組み合わせるだけでは効率的

な大規模非線形破壊力学解析は実現できないと言える。

1.2 本研究の目的

本研究の目的は、き裂を有する大規模構造物の非線形破壊力学シミュレーションの

効率化である。大規模な連立一次方程式の求解が問題となる大規模解析と事象の非線

形性・複雑さが問題となるき裂解析を両立させる。具体的には、き裂近傍とそれ以外

の領域を別々に扱い、それらの間の相互作用を満足させる解析手法を提案する。既存

手法と比較することで提案手法の立ち位置を明確にし、提案手法を数理的に説明する

ことで提案手法の理論的背景を示す。増分法および Newton–Raphson法を伴う非線

形解析向けに提案手法を拡張する。簡易的な数理モデルを作成して提案手法の計算時

間における利点の普遍性を説明する。提案手法を用いて線形弾性解析、応力拡大係数

解析、弾性き裂進展解析、弾塑性解析、大変形弾塑性解析の数値実験を行う。それぞ

れの数値実験において提案手法の精度や計算時間などについての利点・欠点を示す。

1.3 本論文の構成

本論文は以下に示す 6章構成である。

第 1章では本研究の背景および目的について述べた。

第 2章では手法について述べる。まず、大規模非線形破壊力学解析向けの既存手法

のサーベイを行い、それらを整理する。そして、線形弾性解析向けの分離型連成解法
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を提案し、それを非線形解析向けに拡張する。最後に、連立一次方程式求解回数の数

理モデルを作成する。

第 3章では線形弾性力学問題の数値実験を行う。分離型連成解法で用いる反復解法

の収束性を調査する。

第 4章では線形破壊力学問題の数値実験を行う。応力拡大係数解析および弾性き裂

進展解析を行う。応力拡大係数解析では、主に精度の検証を行う。弾性き裂進展解析

では、き裂近傍の領域のみでメッシュを変化させてき裂進展を実現する。

第 5章では非線形固体力学問題の数値実験を行う。弾塑性解析および大変形弾塑性

解析を行う。弾塑性解析では、主に計算時間の検証を行う。大変形弾塑性解析では、

本手法の適用限界を調査する。

第 6章では本論文を総括する結論を述べる。
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2.1 緒言

本章では本研究で用いた手法について述べる。まず、大規模非線形破壊力学解析向

けの既存手法のサーベイを行い、大規模非線形破壊力学解析に適した手法の要件を整

理する。また、既存手法は連成解析の枠組みで分類する。つづいて、提案手法として

の分離型連成解法を説明する。最初に線形弾性解析向けの説明を示し、次にそれを非

線形解析向けに拡張する。分離型連成解法における連立一次方程式求解回数の数理モ

デルを作成し、連立一次方程式求解回数の削減やスピードアップについて考察する。

最後に、本研究で使用した解析プログラムについて述べる。

2.2 大規模非線形破壊力学解析の既存手法

現実世界の巨大構造物中のき裂の非線形破壊力学解析を行うとき、構造物の大規模

解析とき裂の解析を両立させる必要がある。このような問題では、次に述べる特徴が

ある。まず、き裂の寸法は構造物の寸法よりも遥かに小さい。そして、き裂先端近傍

では非線形事象が顕著に表れるが、それ以外の大部分は線形もしくは弱い非線形の弾

性的な挙動を示す。このような特徴を有する問題を通常の非線形有限要素法で解析す

る場合、増分法および Newton–Raphson法の枠組みの中で大規模な連立一次方程式

を何度も求解する必要がある。連立一次方程式の求解回数は線形弾性解析と比較して

一般に数十倍から数百倍程度に増える。したがって、き裂先端近傍で顕著に表れる非

線形事象を解析領域全体で考慮する通常の非線形有限要素法のアプローチは効率的で

ないと言える。

本節ではこのような問題に対する既存研究を紹介する。まず、き裂先端近傍とそれ

以外を別々に扱わない手法で実機を解析した事例を紹介する。Richard ら [7] は通常

の有限要素法を用いて実機の混合モード弾性 (疲労)き裂進展解析を行った。Kaneko

ら [8]らは、実機ではないが弾性き裂進展解析システムを開発して複数き裂の解析を

行った。Barlowら [9]は境界要素法を用いて航空エンジンファンブレード部品中のき

裂の進展解析を行った。Ural ら [10] は並列有限要素法を用いてスパイラルベベルピ

ニオンギア中のき裂の進展解析を行った。

つづいて、き裂先端近傍とそれ以外を別々に扱う既存手法を紹介する。固体力学

分野では古くから行われているズーミング法を用いた解析がいくつか行われてい



7

る。ズーミング法はグローバル・ローカル法やグローバル・ローカル有限要素法と

も呼ばれる。ズーミング法では、まず全体モデルを解析し、その解析結果の変位・

反力・応力などを境界条件として詳細モデルに付与し、詳細モデルの解析を行う。

Schöllmann ら [11] はズーミング法を用いて三次元構造機器での弾性き裂進展解析

を行った。Diamantoudis ら [12] は圧力容器中の半楕円き裂の応力拡大係数解析を

行った。ズーミング法では、詳細モデルの解析結果が全体モデルの解析に反映されな

いため、ズーミング法の解の精度は解析者の経験に依存する。この課題を克服するた

めWhitcomb [13]は反復的なズーミング解析を行い、解の精度の検証や反復の収束性

を検証した。溶接シミュレーション向けに開発された反復サブストラクチャ法 [14,15]

も基本的には反復的なズーミング法と同様の考え方であり、溶接トーチ近傍を詳細モ

デルとして、非線形問題であるいくつかの溶接問題が解析されている。これらの解析

に見られるようにズーミング法では、全体モデルと詳細モデルで別々の材料モデルを

用いることが可能であり、全体モデルを線形弾性体とすれば少ない連立一次方程式求

解回数で非線形解析を行うことが可能である。

ズーミング法をさらに発展させた重合メッシュ法 [16, 17] を紹介する。重合メッ

シュ法では、グローバルメッシュ・ローカルメッシュの二つのメッシュを用意し、二つ

のメッシュを変位の重ね合わせの仮定の下で結合して単一の剛性行列を生成する。粗

いグローバルメッシュと細かいローカルメッシュを一致させずに重ね合わせるのが一

般的である。重合メッシュ法では二つのメッシュの相互作用が剛性行列に含まれてい

るため、解の精度の信頼性がズーミング法よりも高い。重合メッシュ法を用いた解析

例を紹介する。鈴木ら [18]は重合メッシュ法を用いて船体構造機器のき裂解析を行っ

た。また、彼らは重合メッシュ法の剛性行列を 2×2のブロック行列と見なし、これに

Gauss–Seidel法的なアルゴリズムを適用して反復的に解いた。さらに、前処理付き共

役勾配法を適用して収束性を調査した [19]。Okadaら [20, 21]は重合メッシュ法を用

いて二次元の破壊力学解析を行った。菊池ら [22–24]は重合メッシュ法を用いて二次

元・三次元の弾性き裂進展解析の研究を体系的に行った。他にも、彼らは重合メッシュ

法を用いて残留応力場でのき裂進展解析 [25]、複数き裂 [26]、ICMハウジング溶接部

におけるき裂進展解析 [27] を行った。中住ら [28] はグローバルモデルとローカルモ

デルの材料定数を異なる値にする場合の場の支配方程式を導き、グローバルモデルを

弾性体、ローカルモデルを弾塑性体として弾塑性解析を行った。Nakasumiら [29]は
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重合メッシュ法を用いて、グローバルモデル用のシェル要素とローカルモデル用のソ

リッド要素を組み合わせる手法を提案した。以上の解析例は [21, 28]を除きすべて線

形弾性解析である。不一致のメッシュを用いる場合、重合メッシュ法は節点反力の精

緻な評価が難しい課題があり、Newton–Raphson 法を安定的に動作させるのが困難

である。[21, 28]はいずれも Newton–Raphson法と伴わない増分解析である。また、

重合メッシュ法は剛性行列を作成するための手法であるので、基本的に線形弾性体が

対象である。したがって、非線形有限要素解析においてグローバルメッシュとローカ

ルメッシュを別々に解析することができない。つまり、グローバルメッシュを弾性体、

ローカルメッシュを弾塑性体としてモデル化するとき、弾性体であるからといってグ

ローバルメッシュの解析回数が減るわけではない。

き裂の不連続面とき裂先端近傍の特異場をメッシュに依存せずに表現する拡張有限

要素法 [30,31]を用いた解析例を紹介する。拡張有限要素法では、き裂の不連続面とき

裂先端近傍の特異場を表現する関数を有限要素の内挿関数に足し込む。き裂の関数と

有限要素モデルの相互作用が担保されているため、拡張有限要素法はズーミング法よ

りも解の精度の信頼性が高い。拡張有限要素法を用いた解析は様々な分野で行われて

いる [32]。長嶋らは拡張有限要素法を用いたき裂解析の基本的な精度検証を行い [33]、

異材界面の応力拡大係数解析を行った [34]。拡張有限要素法を用いた三次元き裂の

解析については、Sukumar ら [35] が高速マーチング法を用いて行い、Nagashima

ら [36] が対称条件を考慮して行った。長嶋ら [37] は残留応力場中のき裂解析も行っ

た。Shibanumaら [38]は Partition of Unityに基づいて足し込む解を正確に再現す

るように拡張有限要素法を拡張し、き裂進展解析を行った。以上の拡張有限要素法を

用いた解析例は線形弾性解析であるが、弾塑性解析の研究もある。拡張有限要素法を

用いた弾塑性解析は Confined Plasticity と呼ばれ [32]、通常の有限要素法と比較す

ると応用が限定的である。Elguedj ら [39] は HRR (Hutchinson–Rice–Rosengren)

場 [40, 41] を用いて弾塑性き裂の解析を行った。HRR 場による弾塑性き裂先端近傍

の特異場の表現は仮定が多く、十分に細かいメッシュを用いた通常の非線形有限要素

法による弾塑性解析と比較すると限定的である。Prabel ら [42] はき裂先端近傍の特

異場の精緻な表現を行わず、き裂の不連続性のみを与えて動的弾塑性き裂進展解析を

行った。Samaniegoら [43]は拡張有限要素法を用いて塑性せん断帯の解析を行った。

重合メッシュ法と拡張有限要素法を組み合わせた研究が行われている。Leeら [44]
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は拡張有限要素法のき裂先端近傍に重合メッシュ法のローカルメッシュを配置して解

析を行った。Nakasumiら [45]は重合メッシュ法の細かいローカルメッシュの中に拡

張有限要素法のき裂を配置して解析を行った。拡張有限要素法はメッシュに依存せず

に不連続性や特異場を表現する手法であるが、精緻な解を得るためには依然として細

かいメッシュが必要である。

有限要素交代繰り返し法 [46] を始めとする Atluri らの一連の研究を紹介する。有

限要素交代繰り返し法は、有限要素メッシュの中に破壊力学の理論解を有するき裂を

埋め込み、有限要素解析および理論式への代入を繰り返し行うことで収束解を得る手

法である。弾塑性解析への応用として、初期応力法 [47] に基づいて弾塑性有限要素

交代繰り返し法 [48] が提案された。Pyo ら [49] および Wang ら [50] は弾塑性有限

要素交代繰り返し法を用いて航空機パネルの健全性評価を行った。有限要素交代繰

り返し法は理論解のあるき裂しか扱えないので、き裂解析を対称 Galerkin 境界要素

法 (Symmetric Galerkin BEM; SGBEM) に置き換えた SGBEM–FEM 交代繰り返し

法 [51, 52]が提案された。Dongら [53, 54]によって二次元・三次元の SGBEM–FEM

交代繰り返し法と拡張有限要素法の比較が行われた。

き裂を扱う手法ではないが解析領域を多数の部分領域に分割して、それぞれの領域

の界面で連続条件・平衡条件を満たす手法として領域分割法 [55, 56] を紹介する。領

域分割法はサブストラクチャリング法やそれを訳して部分構造法とも呼ばれる。領域

分割法では、解析領域を多数の部分領域に分割し、全体系の連立一次方程式から静的

縮約により領域内部自由度を消去し、領域界面自由度の連立一次方程式を前処理付き

共役勾配法 (Preconditioned Conjugate Gradient Method; PCG Method) [57]など

の連立一次方程式解法で求解する。縮約された連立一次方程式に対して前処理付き共

役勾配法などの反復法を用いるとき、領域分割法を特に反復型領域分割法、反復型サ

ブストラクチャリング法などと呼ばれる。前処理には FETI (Finite Element Tearing

and Interconnecting) [58]、BDD (Balancing Domain Decomposition) [59]、FETI-

DP (Dual–Primal FETI) [60]、BDDC (BDD by Constraints) [61]などが適用される。

FETI、BDDなどは基本的に領域界面自由度の連立一次方程式に対する前処理である。

各 PCG 反復ステップで行われる行列・ベクトル積に相当する各部分領域の解析に関

しては Yusaら [62]が ICT (Incomplete Cholesky Factorization with Threshold)前

処理 [57]付き共役勾配法を適用した。Yagawaら [63–65]は領域分割法を用いて並列
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表 2.1 大規模非線形破壊力学解析の既存手法

解の精度 非線形解析の可否

ズーミング法 信頼性が低い 可
重合メッシュ法 良い グローバル解析の回数を削減できない
拡張有限要素法 良い 限定的

有限要素交代繰り返し法 良い 限定的
SGBEM–FEM交代繰り返し法 良い 限定的

領域分割法 良い 連立一次方程式を解くための手法

有限要素解析を行った。Yoshimura ら [66] の ADVENTURE Project [67] は彼らの

研究の流れを組むプロジェクトである。固体力学ソルバー ADVENTURE_Solidには

BDD前処理および Oginoら [68]が BDD前処理を改良した不完全 BDD前処理が実

装されている。ADVENTURE_Solidは原子炉圧力容器の大規模有限要素解析 [69,70]

の実績がある。以上の研究は弾性解析であるが、非線形解析の研究としてMiyamura

ら [71]は領域分割法を用いて弾塑性解析をおこなった。しかし、領域分割法は連立一

次方程式を求解するための手法であるため、き裂先端近傍などで局所的に塑性事象を

考慮するようなモデル化はできず、解析領域全体で塑性事象を考慮する必要がある。

以上の既存手法を、二つメッシュやモデルの間の相互作用が担保されているかとい

う意味での解の精度、そして、グローバル領域を弾性体、ローカル領域を弾塑性体と

するなどの異なる材料モデルが使用できるかという意味での非線形解析の可否という

二つの観点から表 2.1に分類した。重合メッシュ法および領域分割法の非線形解析の

可否は、表中の表現が異なるが本質的には同様の特徴である。本研究では解の精度が

良く、非線形解析が可能な手法を提案する。

2.3 連成解析の枠組み

前節で述べた既存手法を連成解析の枠組みで分類する。連成解析とは、流体・構造

連成解析、磁場・構造連成解析、地盤・構造連成解析など異なる支配方程式で記述さ

れる系の相互作用を解析することである。連成解析手法は一般に、一体型解法と分離

型解法に分かれ、分離型解法は分離型片方向解法と分離型双方向解法に分かれ、分離

型双方向解法は分離型双方向時差解法と分離型双方向反復解法に分かれる [72]。一体



11

表 2.2 強連成・弱連成と一体型・分離型の関係

広義の強連成 弱連成

狭義の強連成 漸近的強連成

一体型 分離型双方向反復 分離型双方向時差 分離型片方向

型解法、分離型片方向解法、分離型双方向時差解法、分離型双方向反復解法の模式図

を順に図 2.1、図 2.2、図 2.3、図 2.4 に示す。横方向が時間ステップを表し、縦方向

の二つの円が流体と構造など二つのモデルを表す。固体力学 (Solid Mechanics)解析

は静解析を基本とするが流体力学 (Fluid Dynamics)解析が動解析を基本とするため、

流体・構造連成解析では時間ステップの存在が前提となっている。本研究の解析は固

体・固体連成解析と言えるが、非線形解析においては時間ステップの代わりに増分ス

テップを用いる。慣性力を考慮する場合はこれの限りではない。線形弾性解析におい

ては時間ステップ・増分ステップは存在せず、この場合は分離型片方向解法と分離型

双方向時差解法の区別がなくなる。一体型解法 [73, 74]は各時間ステップにおいて単

一の剛性行列を生成する連成解析手法である。生成された剛性行列は BDD前処理付

き領域分割法などを用いて反復的に解かれることもある [75,76]。分離型片方向解法は

各時間ステップにおいて片方のモデルを解いた後、その結果をもう片方のモデルに境

界条件として受け渡す連成解析手法である。分離型双方向時差解法 [77–79]は各時間

ステップにおいて分離型片方向解法と同じ操作をした後、二つ目のモデルの解析結果

を次の時間ステップで一つ目のモデルに境界条件として受け渡す連成解析手法である。

図 2.3は逐次時差解法と呼ばれ、他にも二つのモデルの解析結果をともに次の時間ス

テップに持ち越す並列時差解法など、いくつかのバリエーションが存在する。分離型

双方向反復解法 [80–84]は各時間ステップにおいて収束解を得るまで二つのモデルの

解析を繰り返す連成解析手法である。分離型解法では、一体型解法と比較して、二つ

のモデルに既存の解析ソフトウェアを適用するのが容易であるため、汎用的な流体・

構造連成解析システムを開発する研究 [85]が行われている。

連成解析の分野では強連成・弱連成という用語が用いられるが、一体型・分離型解

法との関係は表 2.2のとおりである。漸近的強連成は反復強連成や準強連成と呼ばれ

ることもある。
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図 2.1 連成解析の一体型解法

図 2.2 連成解析の分離型片方向解法

図 2.3 連成解析の分離型双方向時差解法

図 2.4 連成解析の分離型双方向反復解法
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表 2.3 大規模非線形破壊力学解析の既存手法の連成解析手法としての分類

一体型 重合メッシュ法

拡張有限要素法

領域分割法 (連立一次方程式求解に直接法を用いる場合)

分離型片方向 ズーミング法

分離型双方向時差 N/A

分離型双方向反復 Whitcomb [13]の反復的なズーミング法

反復サブストラクチャ法 [14, 15]

鈴木ら [18, 19]の反復的な重合メッシュ法

有限要素交代繰り返し法

SGBEM–FEM交代繰り返し法

領域分割法 (連立一次方程式求解に反復法を用いる場合)

前節で述べた既存手法を連成解析の枠組みで分類すると表 2.3のようになる。重合

メッシュ法や領域分割法は本質的には一体型解法であるが、連立一次方程式求解に反

復法を用いる場合は分離型双方向反復解法と分類した。

2.4 線形弾性解析向けの分離型連成解法

本研究で提案する分離型連成解法について述べる。本節では特に線形弾性解析向け

の分離型連成解法 [86, 87]について延べ、次節でそれを非線形解析向けに拡張 [88]す

る。提案する分離型連成解法の名称は前節の連成解析手法に由来するものであり、提

案手法は固体・固体連成解析の分離型双方向反復解法であると言える。また、表 2.1

の観点において、提案手法では、二つのメッシュの間の相互作用が担保されていると

いう意味で解の精度が良く、そして、グローバル領域とローカル領域それぞれに異な

る材料モデルが使用できるという意味で非線形解析が可能である。
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2.4.1 メッシュの分割

分離型連成解法ではまず解析領域を図 2.5のように重なり合わないように分割する。

小さく小規模なローカル領域 ΩL にき裂が内包され、残りの大きく大規模な部分はグ

ローバル領域 ΩG である。領域を分割することでき裂先端近傍の密なメッシュとそれ

以外の疎なメッシュを分離することができ、各領域の剛性行列の条件数が小さくなる

ことが期待できる。また近年は、部品毎にメッシュを作成してそれらを統合するメッ

シュ作成方法が採用されることがあるが、本手法では部品メッシュをそのままローカ

ル領域として設定することもできる。二つの領域は交互に解析され、その解析結果か

ら領域界面 Γ上の変位 uΓ および力 fΓ が修正され、最終的に収束解を得る。メッシュ

分割の方針が三点挙げられる。第一に、き裂がローカル領域に含まれるようにするべ

きである。第二に、ローカル領域でのみ塑性事象を考慮する場合、降伏域がローカル

領域に収まるようにするべきである。つまり、ローカル領域でのみ発現するとモデル

化した事象がローカル領域内に収まるようにするべきである。線形弾性解析の場合は

この限りではない。第三に、ローカル領域の大きさおよび自由度数が小さい方が良い。

この条件は計算時間に直接的な影響を与える。

なお、領域を重なり合うように分割するアプローチも考えられる。このアプローチ

の検討について簡単に述べる。領域を重なり合うように分割する場合、この手法は

Whitcomb [13]の反復的なズーミング法や反復サブストラクチャ法 [14, 15]の延長と

いうことになる。ただし、後述するように、使用する反復解法はより洗練されたものに

なる。領域を重なり合うように分割する場合、重要な点が二つ考えられる。一つ目と

して、グローバルメッシュのうち重なり合っている部分の解析結果が物理的に意味を

持たないことが挙げられる。ひずみに関してはグローバル領域のき裂の存在や剛性の

変化をなめらかにした巨視的なひずみと考えることができるが、応力などの他の物理

量に関しては特に意味のない解が得られる。グローバルメッシュとローカルメッシュ

を同時に可視化するときは、グローバルメッシュの重なり合っている部分を除去する

必要がある。二つ目として、重なり合わない分割と重なり合う分割の違いは後述する

反復解法の観点では単に初期解が異なるだけである。初期解は反復解法の収束性に影

響を与えるが、どちらの分割の初期値が収束解に近いかは問題依存である。
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図 2.5 分離型解法のメッシュ分割と領域界面の物理量の受け渡し

2.4.2 領域界面上で定義する連立方程式

[83, 84]を参考にして領域界面 Γで成り立つ連立方程式を定義する。連立方程式は

uΓ − G (L (uΓ)) = 0 (2.1)

と定義した。uΓ は領域界面 Γ上の変位であり未知変数である。関数 Gおよび Lはそ

れぞれグローバル解析、ローカル解析を表す関数である。関数 Gの入力は荷重 fΓ で

あり、出力は変位 uΓ である。関数 Lの入力は強制変位 uΓ であり、出力は反力の符号

を反転したもの fΓ である。式 (2.1)は領域界面上で成り立つ式であり、グローバル解

析 Gおよびローカル解析 Lはブラックボックス化できることに注意する。

式 (2.1) は領域界面上で変位の連続条件が満たされるように定義した式であるが、

移項
uΓ = G (L (uΓ)) (2.2)

して両辺に関数 Lを作用
L (uΓ) = L (G (L (uΓ))) (2.3)

させ、
fΓ = L (uΓ) (2.4)
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を代入すると
fΓ = L

(
G

(
fΓ

))
(2.5)

そして
fΓ − L

(
G

(
fΓ

))
= 0 (2.6)

が得られる。つまり、式 (2.1)が満たされるならば平衡条件も同時に満たされる。

式 (2.1)の性質として、もし関数 Gおよび Lがともに線形であれば式 (2.1)の左辺も

線形であるというものがある。関数 Gおよび Lが線形ならば、つまり加法性

L (uΓ + vΓ) = L (uΓ) + L (vΓ) , (2.7)

G (uΓ + vΓ) = G (uΓ) + G (vΓ) (2.8)

および斉次性
L (αuΓ) = αL (uΓ) , (2.9)

G (αuΓ) = αG (uΓ) (2.10)

が成り立つならば式 (2.1)の左辺も加法性

(uΓ + vΓ) − G (L (uΓ + vΓ)) = (uΓ − G (L (uΓ))) + (vΓ − G (L (vΓ))) (2.11)

および斉次性
αuΓ − G (L (αuΓ)) = α (uΓ − G (L (uΓ))) (2.12)

を満たす。αは任意のスカラー値である。関数 G、Lのいずれかが非線形であれば式

(2.1)の左辺も非線形になる。

なお、式 (2.1)のように二つの領域を交互に解くのではなく、同時に解くアプローチ

でも定式化は可能である。このアプローチの検討について簡単に述べる。二つの領域

を同時に解く場合、領域界面に付与する境界条件はともに強制変位となる。これは剛

体モードを拘束するためである。仮の強制変位境界条件を与えて解析を行い、二つの

領域それぞれの解析結果から領域界面上の不つりあいを計算する。式 (2.1) に対応す

る連立方程式は
g (uΓ) + l (uΓ) = 0 (2.13)

と定義するのが適切と考えられる。ここで、関数 g、関数 lはそれぞれグローバル解析、

ローカル解析を表し、ともに領域境界上の変位 uΓ を入力として領域境界上の反力 fΓ
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を返す関数である。乗算的な式 (2.1)に対して式 (2.13)は加算的な形となる。式 (2.13)

を反復解法で解くとき、式 (2.13)左辺の不つりあいを変位の修正量に変換し、それを

次の反復ステップの仮の境界条件とする。このとき、不つりあいと変位の修正量は N

と mなどと単位が異なるため、後述する初期ステップ幅や初期近似 Jacobi行列の設

定の問題依存性が大きい。具体的には、問題の寸法や荷重の単位を変えるだけで適切

なパラメータが大きく変わってしまう。もし対象とする問題が線形弾性問題であれば、

領域界面に縮約した剛性行列の対角項を用いて対角スケーリングを行う方法が考えら

れる。この方法は対角スケーリング前処理付き共役勾配法に基づく領域分割法 [55,56]

そのものである。しかし、本研究では非線形問題を対象とするためこの方法は限界が

ある。また、領域分割法を用いるとすると、二つの領域を同時に解くアプローチは連立

一次方程式解法の Jacobi法的であり、交互に解くアプローチは Gauss–Seidel法的で

あると解釈できる。連立一次方程式の分野では一般に Jacobi法よりも Gauss–Seidel

法の方が反復回数が少ないことが知られている。本手法では領域が二つであるので、

Gauss–Seidel法的なアプローチの方が適していると考えられる。ただし、Jacobi法的

なアプローチでは領域界面上の境界条件がすべて強制変位となるため、Gauss–Seidel

法的なアプローチよりも安定的に解析を行える可能性がある。

2.4.3 反復解法

本研究では反復解法を用いて式 (2.1) を求解する。各領域が Newton–Raphson 法

(Newton 法) で解かれるような非線形問題の場合、領域界面上で定義した式 (2.1) も

似た特性であると予想される。なお、各領域がともに線形弾性体のときはこの限りで

はない。しかし、式 (2.1)の Jacobi行列が不明であるため、式 (2.1)に対してNewton

法を適用することはできない。準 Newton法、固定点反復法、共役勾配法などの非線

形方程式解法が適用可能である。それ以外にも流体・構造連成解析で実績 [83, 84] が

ある Newton–Krylov 法 [89, 90] や Line Extrapolation 法 [82] なども適用可能であ

る。本研究では固定点反復法と準 Newton法を用いた。次章、次々章の線形弾性解析

に対しては主に固定点反復法、次々々章の非線形解析に対しては主に準 Newton法を

用いた。

固定点反復法は、厳密に同じ意味ではないが流体・構造連成解析の分野ではブロッ
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ク Gauss–Seidel法と呼ばれるため [83, 84]、本研究においてもこれに倣う。最適化の

分野では最急降下法と呼ばれる。分離型連成解法にブロック Gauss–Seidel法を適用

したときのアルゴリズムを以下に示す。

k← 0

while
∥∥∥r(k)

∥∥∥ / ∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥ > τ do

ũ(k+1)
Γ ← G

(
L
(
u(k)
Γ

))
r(k+1) ← u(k)

Γ − ũ(k+1)
Γ

d(k+1) ← −r(k+1)

∆u(k+1)
Γ ← ω(k+1)d(k+1)

u(k+1)
Γ ← u(k)

Γ + ∆u(k+1)
Γ

k← k + 1

end while

ここで、kは反復ステップ、τは収束判定のしきい値、r は残差ベクトル、dは探索方

向ベクトル、ωはステップ幅、∆uΓ は未知変数ベクトル uΓ の更新量ベクトルである。

収束判定は本研究では ∥∥∥r(k)
∥∥∥∥∥∥ũ(k)

Γ

∥∥∥ =
∥∥∥∥u(k−1)
Γ − G

(
L
(
u(k−1)
Γ

))∥∥∥∥∥∥∥∥G
(
L
(
u(k−1)
Γ

))∥∥∥∥ ≤ τ (2.14)

とした。ノルムは 2ノルムである。アルゴリズム中においてステップ幅 ωを決定する

仕組みを直線探索と呼ぶが、本研究ではブロック Gauss–Seidel法に Aitken補外によ

る直線探索を適用した。Aitken補外は

ω(k+1) = arg min
ω(k+1)

∥∥∥∥(u(k)
Γ − u(k−1)

Γ

)
− ω(k+1)

(
r(k+1) − r(k)

)∥∥∥∥ (2.15)

と表され [83, 84]、これに対して u(k)
Γ = u(k−1)

Γ − ω(k)r(k) を代入し、右辺の arg min ∥ ∥
内の項と r(k+1) − r(k) との内積をとり、それがゼロになるようにすると最終的に

ω(k+1) = −ω(k)
r(k)T (

r(k+1) − r(k)
)

∥∥∥r(k+1) − r(k)
∥∥∥2 (2.16)

が導かれる。この式から分かる通り、Aitken補外はセカント法、つまり一次元的な準

Newton法である。Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法におけるパラメー

タは、領域界面上の変位の初期値 u(0)
Γ 、ステップ幅の初期値 ω

(0)、収束判定のしきい値
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τである。これらのうち、u(0)
Γ はゼロベクトルもしくは前のステップ (き裂進展ステッ

プなど)の解とした。ω(0) については次章でパラメトリックスタディを行う。

準 Newton法は、セカント条件を満たす準 Newton法の一つである Broyden法、

特に、密行列である近似 Jacobi 行列を陽に保存しない記憶制限 Broyden 法 [89] を

用いた。記憶制限 Broyden法は流体・構造連成解析の分野での実績 [83, 84]がある。

まず分離型連成解法に準 Newton 法一般を適用したときのアルゴリズムを以下に

示す。

k← 0

while
∥∥∥r(k)

∥∥∥ / ∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥ > τ do

ũ(k+1)
Γ ← G

(
L
(
u(k)
Γ

))
r(k+1) ← u(k)

Γ − ũ(k+1)
Γ

d(k+1) ← −B(k+1)−1
r(k+1)

∆u(k+1)
Γ ← ω(k+1)d(k+1)

u(k+1)
Γ ← u(k)

Γ + ∆u(k+1)
Γ

k← k + 1

end while

なお、本研究ではステップ幅 ωを常に 1、つまり直線探索なしとした。このとき、探

索方向ベクトル dと更新量ベクトル ∆uΓ が常に等しくなる。準 Newton法のアルゴ

リズムでは、ブロック Gauss–Seidel法と異なり、近似 Jacobi行列 Bが導入されてい

る。ブロック Gauss–Seidel法では近似 Jacobi行列 Bを常に単位行列にしていたとも

解釈できる。また、もし B が各反復ステップにおいて常に厳密な Jacobi 行列であれ

ば、このアルゴリズムは Newton法となる。しかし式 (2.1)の厳密な Jacobi行列は不

明であるのでNewton法は使用できない。準Newton法の近似 Jacobi行列 Bは反復

ステップ毎に刻々と更新される。本研究では直線探索なしの Broydenの更新式

B(k+1) = B(k) +
r(k+1)∆u(k)

Γ

T∥∥∥∆u(k)
Γ

∥∥∥2 (2.17)

を用いた。この式はセカント条件

B(k+1)∆u(k)
Γ = r(k+1) − r(k) (2.18)

を満たす。式 (2.17)を直接的に用いることも可能であるが、本研究ではメモリ使用量
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と演算量を削減した記憶制限法 [89]を用いた。記憶制限 Broyden法では Sherman–

Morrison式 (
M + uvT

)−1
=

(
I − M−1u

1 + vTM−1u
vT

)
M−1, (2.19)

を式 (2.17) に適用する。ただし、M は任意の正則行列、u および v は任意のベクト

ル、Iは単位行列である。Sherman–Morrison式を式 (2.17)に適用し、注意深く式変

形すると

∆u(k+1)
Γ ≡ −B(k+1)−1

r(k+1) =
p(k+1,k)

1 − ∆u
(k)
Γ

Tp(k+1,k)∥∥∥∥∆u(k)
Γ

∥∥∥∥2

(2.20)

および

p(k+1,i+1) ≡ −B(i+1)−1
r(k+1) = p(k+1,i) +

∆u(i)
Γ

T
p(k+1,i)∥∥∥∆u(i)
Γ

∥∥∥2 ∆u(i+1)
Γ (2.21)

が導かれる。行列演算がベクトル演算に置き換えられた形になる。メモリには、近似

Jacobi 行列 B の代わりに、全反復ステップの更新量ベクトル ∆uΓ を保存することに

なる。更新量ベクトルのデータ構造は領域界面自由度数と反復ステップ数の二次元配

列になる。以上より、分離型連成解法に直線探索なしの記憶制限 Broyden法を適用し

たときのアルゴリズムを以下に示す。

∆u(0)
Γ ← −B(0)−1 (

u(−1)
Γ − G

(
L
(
u(−1)
Γ

)))
u(0)
Γ ← u(−1)

Γ + ∆u(0)
Γ

k← 0

while
∥∥∥r(k)

∥∥∥ / ∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥ > τ do

ũ(k+1)
Γ ← G

(
L
(
u(k)
Γ

))
r(k+1) ← u(k)

Γ − ũ(k+1)
Γ

p(k+1,0) ← −B(0)−1
r(k+1)

for i← 0 to k − 1 do

p(k+1,i+1) ← p(k+1,i) +
∆u(i)

Γ

Tp(k+1,i)∥∥∥∥∆u(i)
Γ

∥∥∥∥2 ∆u(i+1)
Γ

end for

∆u(k+1)
Γ ← p(k+1,k)

/ 1 − ∆u
(k)
Γ

Tp(k+1,k)∥∥∥∥∆u(k)
Γ

∥∥∥∥2


u(k+1)
Γ ← u(k)

Γ + ∆u(k+1)
Γ

k← k + 1
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end while

直線探索なしの記憶制限 Broyden法におけるパラメータは、領域界面上の変位の初期

値 u(−1)
Γ 、近似 Jacobi行列の逆行列の初期値 B(0)−1、収束判定のしきい値 τである。こ

れらのうち、u(−1)
Γ はゼロベクトルもしくは前のステップ (増分ステップなど)の解とし

た。B(0)−1 は逆行列であることから対角項一定の対角行列とした。あるスカラー値 α

と単位行列 Iに対して
B(0)−1

= αI (2.22)

であるとすると
B(0) =

1
α

I (2.23)

である。B(0)−1 を対角行列にする方法は、プログラミング言語 Pythonの SciPyライ

ブラリのマニュアル [91]の scipy.optimize.broyden1()ルーチンの説明を参考にし

た。B(0)−1 の対角項 αについては次章でパラメトリックスタディを行う。

次章の数値実験でしか用いないが記憶制限 BFGS (Broyden–Fletcher–Goldfarb–

Shanno)法 [92]のアルゴリズムについても説明する。BFGS法は Broyden法と同様

に、セカント条件を満たす準 Newton法の一つであり、最適化の分野では最も有効な

準 Newton法と言われている [92]。BFGS法には Broyden法と同様に記憶制限法が

存在する。まず、BFGSの更新式は

B(k+1) = B(k) −
B(k)∆u(k)

Γ

(
B(k)∆u(k)

Γ

)T

∆u(k)
Γ

T
B(k)∆u(k)

Γ

+
y(k)y(k)T

∆u(k)
Γ

T
y(k)

(2.24)

である。ただし
y(k) = r(k+1) − r(k) (2.25)

である。これに対して Broyden 法と同様にして記憶制限法を導くと以下のアルゴリ

ズムのようになる。

r(0) ← u(−1)
Γ − G

(
L
(
u(−1)
Γ

))
∆u(0)
Γ ← −B(0)−1

r(0)

u(0)
Γ ← u(−1)

Γ + ∆u(0)
Γ

k← 0

while
∥∥∥r(k)

∥∥∥ / ∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥ > τ do

ũ(k+1)
Γ ← G

(
L
(
u(k)
Γ

))
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r(k+1) ← u(k)
Γ − ũ(k+1)

Γ

y(k) ← r(k+1) − r(k)

p(k+1,k) ← r(k+1)

for i← k − 1 to 0 do

γ(i) ← ∆u(i)
Γ

Tp(k+1,i+1)

∆u(i)
Γ

T y(i+1)

p(k+1,i) ← p(k+1,i+1) − γ(i)y(i+1)

end for

q(k+1,0) ← B(0)−1
p(k+1,0)

for i← 0 to k − 1 do

β(i) ← y(i+1)Tq(k+1,i)

y(i+1)T
∆u(i)

Γ

q(k+1,i+1) ← q(k+1,i) +
(
γ(i) − β(i)

)
∆u(i)
Γ

end for

∆u(k+1)
Γ ← −q(k+1,k)

u(k+1)
Γ ← u(k)

Γ + ∆u(k+1)
Γ

k← k + 1

end while

記憶制限 BFGS法では、記憶制限 Broyden法と違い、全反復ステップの ∆uΓ のみな

らず yも二次元配列として保存する必要がある。つまり、反復解法のメモリ使用量が

約二倍になる。

2.5 非線形解析向けの分離型連成解法

非線形解析向けの分離型連成解法は基本的には線形弾性解析向けの分離型連成解法

と同様である。非線形解析では、グローバル領域を弾性体、ローカル領域を弾塑性体

としてモデル化するなど、それぞれの領域に対して異なる材料モデルを用いることが

できる。弾塑性解析などの非線形有限要素解析では一般に以下のようにアルゴリズム

中に増分ステップとNewton–Raphson反復が含まる。

for loop of incremental steps do

Analysis with Newton–Raphson method

end for
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これに対して分離型連成解法を適用するときは二つのアルゴリズムが考えられる。

2.5.1 増分型の分離型連成解法

一つ目の分離型連成解法を増分型の分離型連成解法と呼ぶ。増分型の分離型連成

解法では図 2.6 のように、各増分ステップにおいて連成反復を実行し、連成反復の

中でローカル領域・グローバル領域それぞれの非線形問題を解く。図 2.6 において、

横方向が増分ステップを表し、上の灰色の矢印がローカル解析の増分ステップ、下

の灰色の矢印がグローバル解析の増分ステップ、中央の黒色の矢印が連成反復を表

す。アルゴリズムは、増分ステップの中に連成反復がネストされ、その中にNewton–

Raphson 反復がネストされた構造になる。具体的なアルゴリズムは以下のように

なる。

for loop of incremental steps do

while loop of partitioned coupling iteration counts do

Local analysis with Newton–Raphson method

Global analysis with/without Newton–Raphson method

end while

end for

グローバル解析はグローバル領域を線形弾性体としてモデル化するならば Newton–

Raphson 法を伴わず、非線形モデルとしてモデル化して陰的に解くのであれば

Newton–Raphson 法を伴う。増分型の分離型連成解法では、もしグローバル領域が

弾性体である場合、弾性体には不必要な増分ステップにグローバル領域を付き合わせ

ることになり計算時間が多くなることが予想される。グローバル領域はローカル領域

よりも大規模であり、その解析回数は計算時間に強い影響を与える。

2.5.2 サブサイクリング型の分離型連成解法

二つ目の分離型連成解法をサブサイクリング型の分離型連成解法と呼ぶ。サブサイ

クリングという名称は、流体・構造連成解析において主に時差解法に対して用いられ

る技術 [77, 78] にちなんでいる。流体・構造連成解析では、流体解析と構造解析に適

した時間増分がそれぞれ異なるという理由から片方の時間増分を細かく設定すること
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図 2.6 増分型の分離型連成解法

がある。本研究の問題においてもローカル解析では細かい増分ステップが要求される

が、グローバル解析は場合によっては粗い増分ステップもしくは 1 回のみの増分ス

テップで事足りる。本研究では 1 回のみの増分ステップの解析事例を示す。サブサ

イクリング型の分離型連成解法では図 2.7のように、各連成反復において増分解析を

実行し、各増分ステップの中で従来の非線形有限要素法と同様に非線形問題を解く。

図 2.7において、横方向が増分ステップを表し、上の灰色の矢印がローカル解析の増

分ステップ、下の灰色の矢印がグローバル解析の増分ステップ、中央の黒色の矢印が

連成反復を表す。アルゴリズムは、連成反復の中に増分ステップがネストされ、その

中に Newton–Raphson反復がネストされた構造になる。具体的なアルゴリズムは以

下のようになる。

for loop of partitioned coupling iteration counts do

Decision of number of incremental steps

while loop of incremental steps do

Local analysis with Newton–Raphson method

end while

Global analysis

Turning back incremental time (restoring internal variables such as equiva-

lent plastic strain and yield stress)

end for

この方法では、グローバル領域を増分ステップに付き合わせる必要がなくなる。ただ

し、グローバル解析の結果を線形補間した後に境界条件としてローカル領域に与える
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図 2.7 サブサイクリング型の分離型連成解法

ため、解が変形経路に強く依存する問題に対しては適用できないという難点もある。

サブサイクリング型の分離型連成解法では各連成反復ステップにおいてローカル解

析の増分ステップ数を可変的に決める必要がある。不変の増分ステップ数を与えるこ

とも可能であるが、ローカル領域に付与される境界条件の値は連成反復ステップ毎に

刻々と変化し、大きい境界条件の値のときは増分ステップ数を大きく、小さい境界条

件の値のときは増分ステップ数を小さくするアプローチが非線形問題を確実に何度も

解くために必要である。ローカル領域に付与される境界条件は原則的に領域境界上の

仮の強制変位境界条件のみであるため、増分ステップ数は

Number of incremental steps =
⌊
εchar

∆εchar

⌋
+ 1 (2.26)

に従って決定することとした。εchar はローカル領域の巨視的なひずみを表し

εchar =

√∑
i=x,y,z

(
uΓimax

− uΓimin

)2√∑
i=x,y,z

(
ximax − ximin

)2
(2.27)

である。uΓi はローカル領域に付与される仮の強制変位境界条件の値であり、xi はロー

カル領域の節点の座標である。∆εchar はこの巨視的なひずみの増分を表すユーザパラ

メータである。∆εchar を大きい値に設定すると増分ステップ数が小さくなり、∆εchar

を小さい値に設定すると増分ステップ数が大きくなる。

2.6 連立一次方程式求解回数の数理モデル

前節、前々節で説明した分離型連成解法、そして通常の有限要素法について、連立

一次方程式求解回数の簡易的な数理モデルを作成する。一般に大規模な連立一次方程
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式の求解は計算時間の多くを占める。以降の式において、基本的に Sは (平均)増分ス

テップ数、N は平均 Newton–Raphson反復回数、Pは分離型連成解法の反復解法の

(平均)反復回数を表す。まず、線形弾性解析について述べる。線形弾性解析において

通常の有限要素法の連立一次方程式求解回数は

Number of linear system solutions = 1 (2.28)

である。一方、分離型連成解法の連立一次方程式求解回数はグローバル解析・ローカ

ル解析ともに
Number of linear system solutions = P + 1 (2.29)

となる。分離型連成解法の反復解法の反復回数 Pはゼロから数えていることに注意す

る。つづいて非線形解析について述べる。非線形解析において通常の有限要素法の連

立一次方程式求解回数は

Number of linear system solutions = S (N + 1) (2.30)

である。S が増分ステップ数であり、N が平均 Newton–Raphson 反復回数である。

増分型の分離型連成解法の連立一次方程式求解回数はグローバル解析が

Number of linear system solutions = S (P + 1) (NG + 1) (2.31)

であり、ローカル解析が

Number of linear system solutions = S (P + 1) (NL + 1) (2.32)

である。S が増分ステップ数であり、P が平均連成反復回数、NG および NL が平均

Newton–Raphson 反復回数である。もしグローバル領域を線形弾性体とモデル化す

る場合は NG = 0となる。サブサイクリング型の分離型連成解法の連立一次方程式求

解回数はグローバル解析が

Number of linear system solutions = (P + 1) (NG + 1) (2.33)

であり、ローカル解析が

Number of linear system solutions = S (P + 1) (NL + 1) (2.34)

である。Sが連成反復毎に式 (2.26)によって求められる平均増分ステップ数、Pが連

成反復回数、NG および NL が平均 Newton–Raphson 反復回数である。もしグロー
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表 2.4 分離型連成解法の連立一次方程式求解回数の数理モデル

FEM Partitioned Coupling Method

Incremental Subcycling

Linear Elastic Analysis

Global 1 P + 1

Local N/A P + 1

Nonlinear Analysis

Global S (N + 1) S (P + 1) (NG + 1) (P + 1) (NG + 1)

Local N/A S (P + 1) (NL + 1) S (P + 1) (NL + 1)

バル領域を線形弾性体とモデル化する場合は NG = 0 となる。以上をまとめて表 2.4

に示す。分離型連成解法の連立一次方程式求解回数はグローバル解析・ローカル解析

を上下に合わせて示した。

前段落で導入した数理モデルを用いて、通常の有限要素法よりも分離型連成解法の

方が連立一次方程式求解回数が少なくなる条件を述べる。前提としてグローバルメッ

シュの規模はローカルメッシュの規模よりも遥かに大きいことを仮定する。つまり、

グローバル解析の連立一次方程式求解回数のみに注目する。まず、線形解析の場合、

分離型連成解法が通常の有限要素法より速くなる条件は

P < 0 (2.35)

であり、連成反復回数 Pは非負の値であるためこの条件は成り立たない。ただし、次

章以降の数値実験で示すように、剛性行列が解析全体を通じて不変であることを上手

く利用するとそれほど遅くならない結果も得られうる。つづいて非線形解析であるが、

グローバル領域が線形弾性体 (NG = 0)のときと非線形体 (NG ≥ 1)のときの二つの場

合に分けて考える。NG = 0のとき、増分型の分離型連成解法が通常の有限要素法より

も速くなる条件は
N > P (2.36)

である。平均Newton–Raphson反復回数 Nは次章以降の数値実験では数回から十回

程度であり、連成反復回数 Pは数回から二十回程度である。この条件はあまり成立し
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ないことが予想される。サブサイクリング型の分離型連成解法が通常の有限要素法よ

りも速くなる条件は
S (N + 1) > P + 1 (2.37)

である。次章以降の数値実験で示すが、この条件は成立しうる。この条件では、増分

ステップ数 S が大きく、平均 Newton–Raphson 反復回数 N が大きい問題ほど差が

顕著になる。ただし、このような非線形性が強い問題では Pもいくらか大きくなるこ

とが予想される。NG ≥ 1のとき、増分型の分離型連成解法が通常の有限要素法よりも

速くなる条件は
N + 1 > (P + 1) (NG + 1) (2.38)

である。グローバル領域の非線形性が全体の非線形性よりも遥かに小さければこの条

件は成り立ちうる。次章以降の数値実験では、この条件は成り立たないが、それほど

遅くない結果が得られる問題を示す。サブサイクリング型の分離型連成解法が通常の

有限要素法よりも速くなる条件は

S (N + 1) > (P + 1) (NG + 1) (2.39)

であり、成立しうる。ただし、本研究ではこの条件を検証する数値実験は行ってい

ない。

前段落ではグローバルメッシュの規模がローカルメッシュの規模よりも遥かに大き

いことを仮定したが、今度はより現実的な観点としてグローバルメッシュとローカル

メッシュの規模の比が有限の値であるときについても考察する。通常の有限要素法に

おけるメッシュの自由度数を n、グローバルメッシュの自由度数を nG、ローカルメッ

シュの自由度数を nL とする。連立一次方程式求解に要する時間を f (n)と関数の形で

仮定する。三次元有限要素法において、 f (n)は連立一次方程式求解に直接法を用いる

場合は O
(
n

7
3

)
、共役勾配法などの反復法を用いる場合は O

(
n

4
3

)
であることが知られ

ている。代表例として、NG = 0のとき、サブサイクリング型の分離型連成解法の通常

の有限要素法からのスピードアップは

Estimated speedup =
S (N + 1) f (n)

(P + 1) f (nG) + S (P + 1) (NL + 1) f (nL)
(2.40)

となる。さらに
n ≈ nG + nL (2.41)
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図 2.8 グローバルメッシュ・ローカルメッシュの自由度数の比に対する分離型連
成解法のスピードアップの予測値

を仮定する。領域界面の自由度数を右辺から引くと左辺に厳密に等しくなる。たとえ

ば S = 10、N = NL = 5、P = 15、f (n) ∝ n
4
3、nL = 100, 000として、nG

nL
を変化させた

ときの式 (2.40) をプロットすると図 2.8 のようになる。横軸がグローバルメッシュ・

ローカルメッシュの自由度数の比 nG
nL
、縦軸が予測したスピードアップである。このパ

ラメータの場合は、自由度数の比が 10を超えた辺りから高速化が得られ、100を超え

た辺りから安定的に十分な高速化が得られることがわかる。なお、この例ではスピー

ドアップの予測値がせいぜい 4程度であるが、これは S、N、Pなどのパラメータに依

存して変化する。

2.7 解析プログラム

本研究で用いた線形・非線形有限要素解析プログラムはすべて C言語で書かれたも

のである。ISO/IEC 9899:1999 (C99)の規格に沿うようにコーディングした。ただし、

連立一次方程式を求解する部分は Intel Math Kernel Library (MKL)の PARDISOラ

イブラリを用いた。PARDISOは疎行列直接法 [93]に基づく連立一次方程式ソルバー
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である。コンパイラは Intel C Compiler (ICC)を用いた。

メッシュ図や変形図、コンター図は、OpenGL および GTK+ に基づく可視化ラ

イブラリ AutoGL [94] を用いてコーディングした C 言語プログラムで可視化した。

一部のメッシュ図は Python Imaging Library (PIL) [95] を用いてコーディングした

Pythonスクリプトで可視化した。この Pythonスクリプトは付録に示す Tegiri Utils

の一部である。

2.8 結言

本章では本研究で用いた手法について述べた。まず、大規模非線形破壊力学解析向

けの既存手法のサーベイを行い、これらを整理した。大規模非線形破壊力学解析に適

した手法に対して、二つのメッシュやモデルの間の相互作用が担保されているかとい

う意味での解の精度、そしてグローバル領域を弾性体、ローカル領域を弾塑性体とす

るなどの異なる材料モデルが使用できるかという意味での非線形解析の可否という二

つの観点を導入した。解の精度が良く、非線形解析が可能な手法として分離型連成解

法を提案した。分離型連成解法では、メッシュをき裂近傍とそれ以外の領域に重なり

合わないように分割し、領域界面上に仮の強制変位・荷重境界条件を付与し、それら

を反復解法の下で更新しながら各領域の解析を繰り返し行い、最終的に収束解を得る。

メッシュの分割方針を述べ、つづいて分離型連成解法を数理的に説明した。増分解析

を伴う非線形解析向けの拡張として、増分型とサブサイクリング型の二つの分離型連

成解法を提案した。増分型ではグローバル解析の回数を削減することができないが、

き裂に関わる非線形性・複雑さをローカル領域に限定した上で増分ステップ毎に確実

に収束解を得ることができる。サブサイクリング型ではグローバル解析の回数を削減

することができるが、変形経路に依存する問題に適用できないという適用限界がある。

分離型連成解法を用いたときの連立一次方程式求解回数を示す数理モデルを作成し、

通常の有限要素法と比較して連立一次方程式求解回数の削減やスピードアップについ

て考察した。最後に、本研究で使用した解析プログラムについて述べた。
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3.1 緒言

本章では二つのベンチマーク問題を通じて分離型連成解法で用いる反復解法の収束

性を調査する。一つ目は円孔平板モデルの引張解析であり、二つ目はき裂付き帯板モ

デルの三点曲げ解析である。

3.2 円孔平板モデルを用いた収束性の調査

円孔平板モデルを用いて分離型連成解法における反復解法の収束性の調査を行っ

た。使用した反復解法は Aitken 直線探索付きブロック Gauss–Seidel 法、記憶制

限 Broyden 法、記憶制限 BFGS 法の三つである。これらの反復解法のパラメータは

Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法に対してステップ幅の初期値 ω(0)、記

憶制限 Broyden法および記憶制限 BFGS法に対して近似 Jacobi行列の逆行列の初期

値の対角項 αであった。また、三つの反復解法に対して収束判定のしきい値 τであっ

た。Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法に対しては

∆u(0)
Γ = ω

(0)d(0) = −ω(0)r(0) (3.1)

であり、直線探索なしの記憶制限 Broyden 法および記憶制限 BFGS 法に対してはス

テップ幅 ωが常に 1であることから

∆u(0)
Γ = ω

(0)d(0) = d(0) = −B(0)r(0) = −αIr(0) = −αr(0) (3.2)

となり、前者の ω(0) と後者の α は同じ意味を持つ。以降、これらを統一的に初期ス

テップ幅と呼ぶ。収束判定のしきい値 τは常に 10−3 とした。

図 3.1 に円孔平板モデルの分割されたメッシュを示す。メッシュは付録に示す

Tegiri Utils で作成した。メッシュは対称性から 1/8 モデルとした。要素は四面体二

次要素である。グローバルメッシュが要素数 576、節点数 1,105であり、ローカルメッ

シュが要素数 11,296、節点数 17,087である。メッシュ界面が節点数 85である。寸法

は板幅が 200 mm、板厚が 10 mm、円孔半径が 10 mmである。境界条件は引張荷重

が 200 MPaである。材料定数は Young率が 210 GPa、Poisson比が 0.3である。

図 3.2 に残差履歴を示す。横軸が反復回数、縦軸が相対残差ノルムである。凡例

のたとえば GS-Aitken (0.1) は初期ステップ幅 0.1 の Aitken 直線探索付きブロッ

ク Gauss–Seidel法である。一番速く収束したのが GS-Aitken (1)でありこれ以降は
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図 3.1 円孔平板モデルの分割メッシュ

GS-Aitken (0.1)および Broyden (0.1)、BFGS (0.1)、Broyden (1)、BFGS (1)の順で

あった。とはいえ、GS-Aitken (1)、GS-Aitken (0.1)、Broyden (0.1)、BFGS (0.1)の

差はあまり大きくなかった。GS-Aitken は初期ステップ幅にあまり関わらずに収束

し、Broyden および BFGS は初期ステップ幅の影響が大きかった。Broyden (1) と

BFGS (1)はほぼ同等の収束性であったが、Broyden (0.1)よりも BFGS (0.1)の方がや

や収束が速かった。

3.3 き裂付き帯板モデルを用いた収束性の調査

前節と同様の条件でき裂付き帯板モデルの三点曲げ解析を行った。分割されたメッ

シュを図 3.3 に示す。メッシュは付録に示す Tegiri Utils で作成した。要素は四面体

二次要素である。グローバルメッシュが要素数 520、節点数 1,157 であり、ローカル

メッシュが要素数 3,864、節点数 5,883 である。メッシュ界面が節点数 205 である。

寸法は板長が 250 mm、板幅が 80 mm、板厚が 20 mm、き裂長が 20 mm である。

境界条件は三点曲げとし、中央上部に 600 N/mmの線荷重を載荷した。材料定数は
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図 3.2 円孔平板モデルの引張解析における各反復解法の収束性

Young率が 210 GPa、Poisson比が 0.3である。分離型連成解法の反復解法の最大反

復回数は 100とした。

図 3.4に収束性を示す。横軸が反復回数、縦軸が相対残差ノルムである。GS-Aitken

は初期ステップ幅に関わらず収束しなかった。Broydenおよび BFGSはともに収束し

たが、初期ステップ幅の影響が大きかった。Broyden、BFGSいずれにおいても初期

ステップ幅 0.1 の方が初期ステップ幅 1 よりも収束が速かった。Broyden (0.1) の方

が BFGS (0.1) よりも収束が速かった。つづいて、Broyden の初期ステップ幅を変化

させたときの結果を図 3.5に示す。最適な初期ステップ幅は問題依存であると予想さ

れるが、この問題の場合は 0.1付近に最適値があることがグラフから読み取れる。

3.4 結言

本章では二つのベンチマーク問題を通じて分離型連成解法で用いる反復解法の収束

性の調査を行った。比較的収束しやすいベンチマーク問題であった円孔平板モデルの

引張解析では、Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法 (GS-Aitken)、直線探

索なしの記憶制限 Broyden法 (Broyden)、直線探索なしの記憶制限 BFGS法 (BFGS)
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図 3.3 き裂付き帯板モデルの分割メッシュ

があまり変わらない収束性を示した。ただし、Broydenおよび BFGSは初期ステップ

幅の影響が大きく、初期ステップ幅 1よりも初期ステップ幅 0.1の方が収束が速かっ

た。比較的収束しにくいベンチマーク問題であったき裂付き帯板の三点曲げ解析では、

GS-Aitken は収束せず、Broyden および BFGS のみが収束した。このベンチマーク

問題においても初期ステップ幅の影響があり、Broyden、BFGSともに初期ステップ

幅 1よりも初期ステップ幅 0.1の方が収束が速かった。また、BFGSよりも Broyden

の方が収束が速かった。Broydenの初期ステップ幅を変化させて収束性を調査したと

ころ、このベンチマーク問題の場合は 0.1付近に最適値があることがわかった。以上

から、直線探索なしの記憶制限 Broyden法を初期ステップ幅 0.1で用いるのが総じて

良い収束性を示すことがわかった。反復回数は一つ目の問題が 10回程度、二つ目の問

題が 20回程度と開きがあった。これは、二つ目の問題のメッシュ分割においてグロー

バルメッシュがオリジナルメッシュと比べて構造的に柔になったためと考えられる。
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4.1 緒言

本章では線形破壊力学解析として応力拡大係数解析および弾性き裂進展解析のベン

チマークを示す。最初に、使用した応力拡大係数評価手法、き裂進展クライテリオン、

メッシュ制御の手法について説明する。次に、三つの応力拡大係数解析ベンチマーク

を示す。一つ目がモード I問題、二つ目が混合モード問題、三つ目が大規模問題であ

る。つづいて、一つの弾性き裂進展解析ベンチマークを示す。

4.2 応力拡大係数評価手法

本研究では有限要素に四面体二次要素を用いるが、計算破壊力学の分野では四面体

要素を用いる研究は少ない。たとえば Rajaram ら [96] や Okada ら [97, 98] は四面

体要素に対して領域積分法による J 積分評価を行った。たとえば Yoshimura ら [99]

は四面体要素に対して直接経路積分による J積分評価を行った。本研究では応力拡大

係数の評価に Okada ら [100–102] の四面体要素向けの仮想き裂閉口積分法 (Virtual

Crack Closure-integral Method; VCCM) を実装して用いた。四面体二次要素向け

VCCMを簡単に説明する。まず、図 4.1のようにき裂前縁においてき裂面側とリガメ

ント側で要素面のペアを抽出する。図中において xは座標軸、iは要素面節点 ID、vi

はき裂面側要素面の相対変位、Pi はリガメント側要素面の反力である。抽出した要素

面の相対変位および反力を用いて、このき裂面側要素面を閉口するのに必要なエネル

ギーを
δEI =

1
2

∑
i

vi
2

∣∣∣Pi
2

∣∣∣ , (4.1)

δEII =
1
2

∑
i

vi
1

∣∣∣Pi
1

∣∣∣ , (4.2)

δEIII =
1
2

∑
i

vi
3

∣∣∣Pi
3

∣∣∣ (4.3)

のようにモード別に求める。このエネルギーから節点上のエネルギー解放率 GI、GII、

GIII を求め、最終的に応力拡大係数 KI、KII、KIII を求める。

VCCMで必要なき裂前縁近傍情報の抽出について述べる。VCCMではき裂前縁の

節点、き裂前縁リガメント側一層分の要素面、き裂前縁き裂面側一層分の要素面を抽

出する必要がある。手順としては、まずローカルメッシュの表面を抽出する。ソート
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図 4.1 四面体二次要素向けの仮想き裂閉口積分法

アルゴリズムを用いて、節点 IDを見て隣り合う要素面を削除して表面を抽出した。つ

づいてき裂面を抽出する。今度は節点座標を見て隣り合う要素面を抽出した。つづい

てき裂前縁節点を抽出する。これは同じ節点 ID を共有するき裂面要素面を手がかり

に探し、節点座標でソートしてき裂前縁節点を順番に並べた。最後にき裂面要素面と

き裂前縁節点からき裂面側・リガメント側一層分の要素面を抽出する。以上の処理の

計算量のオーダーはソートアルゴリズムに依存する。本研究では C言語の stdlib.h

の qsort関数を用いた。

4.3 き裂進展クライテリオンとメッシュ制御

本研究では停止き裂の応力拡大係数解析だけでなく弾性 (疲労)き裂進展解析の数値

実験も実施した。分離型連成解法を用いたき裂進展解析の流れは次のようになる。

1. 連成反復で収束解を得る。

2. き裂前縁節点の応力拡大係数範囲を求める。

3. き裂進展量を求める。

4. き裂進展に合わせてローカルメッシュを更新する。
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5. 1.に戻る。

順に説明する。連成反復で収束解を得るときは第 1き裂進展ステップを除き、連成反

復の初期解を前のき裂進展ステップの解とする。後の数値実験で示すが、これによっ

て第 2き裂進展ステップ以降の連成反復回数が少なくなる。き裂前縁節点の応力拡大

係数範囲を求める方法は停止き裂の応力拡大係数解析と同様である。応力拡大係数範

囲 ∆Kはモード Iの完全片振りとして応力拡大係数 KI から

∆K = KI − 0 = KI (4.4)

と求めた。き裂進展量 ∆aを求めるときは Paris則

da
dN
= C∆Km (4.5)

を用い、
∆a ≃ da

dN
∆N = C∆Km∆N (4.6)

とした。Cおよび mは材料定数である。∆N は解析パラメータであり、1き裂進展ス

テップあたりの疲労サイクル数である。き裂進展に合わせてローカルメッシュを更新

するときは Jacobian-based Stiffening法 [103]を用いた。Jacobian-based Stiffening

法は流体・構造連成解析分野で提案されたものであるが、数値流体力学の移動境界問題

に対しても使われている [104]。Jacobian-based Stiffening 法では、メッシュの要素

コネクティビティを変えずに節点を動かすことでメッシュを変化させる。節点の移動

量には擬似的な弾性解析の解析結果の変位を用いる。このとき、小さい要素があまり

歪まないようにするために要素の Young率をアイソパラメトリック要素の Jacobian

の逆数の累乗とする。本研究では単に Jacobianの逆数とした。Poisson比は 0.3とし

た。擬似的な弾性解析を行うとき、領域界面には変位拘束境界条件、き裂前縁および

き裂面には強制変位境界条件、自由表面には法線方向のみの変位拘束境界条件を付与

した。分離型連成解法ではローカルメッシュのみを変化させることでき裂進展解析を

実現できる。そうすることで、グローバルメッシュの剛性行列がき裂進展解析全体を

通じて不変となる。
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4.4 応力拡大係数解析

4.4.1 半円表面き裂付き平板のモード I応力拡大係数解析

Raju–Newman の解 [105] や Newman–Raju の式 [106] で知られる、一様引張載

荷を受ける半円表面き裂付き有限平板のベンチマーク問題を解析した。寸法などのモ

デルのパラメータを図 4.2に示す。分離型連成解法を用いた解析とメッシュを分割し

ない通常の有限要素解析の二つを実施し、それぞれと Newman–Raju の式 [106] の

応力拡大係数を比較した。分離型連成解法を用いた解析では、四種類のメッシュの分

割パターンを用意し、それぞれの精度と反復回数を比較した。図 4.3 に 1/2 モデル

の、分割されたメッシュを示す。メッシュは付録に示す Tegiri Utils で作成した。有

限要素は四面体二次要素である。図 4.4 にき裂面のメッシュを示す。図 4.5 に四種類

の分割パターンのローカルメッシュを示す。#1 が標準的と考えられる分割のローカ

ルメッシュ、#2 がき裂面から要素一層分だけのローカルメッシュ、#3 がき裂前縁近

傍のみのローカルメッシュ、#4 が領域界面がギザギザになるように分割したローカ

ルメッシュである。VCCM ではき裂前縁の要素での情報から応力拡大係数を求める

ので、停止き裂の応力拡大係数解析では #3 のような分割が可能である。#2 や #3 の

ような小さいローカルメッシュの方が、き裂前縁近傍の情報を抽出するのに必要な計

算量が小さく済む。#4 は自動メッシュを想定したものであり、Laplacian スムージ

ングで節点を動かした後に節点座標を見て分割した。分割しないモデルと四種類の分

割パターンのグローバルメッシュ、ローカルメッシュ、領域界面について要素数およ

び節点数を表 4.1に示す。FEM #2は Partitioned #4と同様に Laplacianスムージン

グを行ったメッシュである。分離型連成解法の反復解法には Aitken 直線探索付きブ

ロック Gauss–Seidel法を用いた。分離型連成解法の反復解法の収束判定のしきい値

は 10−3、初期ステップ幅 ω(0) は 0.1とした。

つづいて、求めた応力拡大係数を示す。Okadaら [100–102]の VCCMでは、き裂

前縁の要素面で求めたエネルギーを補間して節点上のエネルギー解放率・応力拡大係

数を求めるが、このとき、一つの節点あたり 4個の要素面を用いた。解析結果の応力

拡大係数を図 4.6に示す。横軸がき裂前縁の節点座標の正規化された角度 2φ/π、縦軸
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図 4.2 半円表面き裂付き平板の寸法・境界条件・材料定数

がモード I無次元化応力拡大係数

FI =
KI

σ0
√
πa/Q

(4.7)

である。ただし、KI はモード I応力拡大係数、σ0 = 100 Nは荷重、πは円周率、a = 10

mmはき裂半径、Qは境界補正係数であり、半円き裂の場合は 2.464である。二種類の

メッシュの通常の有限要素解析、四種類の分割パターンの分離型連成解法による解析、

Newman–Rajuの式 [106]をプロットした。六種類の数値解はほぼ一致し、様々な分

割パターンにおいても分離型連成解法が通常の有限要素法と同等の精度であることが

わかった。また、数値解と Newman–Rajuの式を比較すると、自由表面 (2φ/π = 0)

付近でやや大きめの数値解が得られたものの概ね良好に一致した。より詳細に精度を

見るために図 4.6 の縦軸を拡大したものを図 4.7 に示す。FEM #1、Partitioned #1、

Partitioned #2、Partitioned #3がほぼ一致し、FEM #2、Partitioned #4がほぼ一致
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図 4.3 半円表面き裂付き平板の分割メッシュ

図 4.4 半円表面き裂付き平板のき裂面メッシュ
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Partitioned #1

Partitioned #3

Partitioned #2

Partitioned #4
図 4.5 半円表面き裂付き平板の四種類のローカルメッシュ

した。前者と後者の解の若干の違いは Laplacianスムージングの影響である。

図 4.8に分離型連成解法の残差履歴を示す。横軸が反復回数、縦軸が相対残差ノル

ムである。使用した反復解法は Aitken 直線探索付きブロック Gauss–Seidel 法であ

る。Partitioned #1、#2、#3は十数回の反復で収束したが、#4は 76回の反復を要し

た。Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法では、分割したメッシュの界面が

ギザギザであると収束しにくくなることがわかった。図 4.9に Partitioned #4の応力

解析結果を示す。コンターは von Misesの相当応力であり、単位は Paである。変位

は 100倍拡大して可視化されている。Partitioned #4の解析は多くの反復回数を要し

たが、得られた応力拡大係数の精度は十分に良く、応力コンター図を見ると連続的な

応力分布が得られたことがわかる。
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図 4.6 半円表面き裂付き平板の解析結果の応力拡大係数
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図 4.8 半円表面き裂付き平板の解析の収束性

図 4.9 半円表面き裂付き平板の解析結果の相当応力分布
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表 4.1 半円表面き裂付き平板のメッシュの情報

Global Local Interface

Number of Elements

FEM #1 95,628 N/A N/A

FEM #2 95,628 N/A N/A

Partitioned #1 4,596 91,032 N/A

Partitioned #2 26,632 68,996 N/A

Partitioned #3 46,476 49,152 N/A

Partitioned #4 5,040 90,588 N/A

Number of Nodes

FEM #1 133,901 N/A N/A

FEM #2 133,901 N/A N/A

Partitioned #1 7,927 127,151 1,177

Partitioned #2 41,039 99,463 6,601

Partitioned #3 71,981 74,433 12,513

Partitioned #4 8,727 126,675 1,501

4.4.2 傾斜円埋没き裂付き有限体の混合モード応力拡大係数解析

有限体中の傾斜円埋没き裂の応力拡大係数解析を行った。この問題は前小節と異な

り混合モード問題である。寸法などのモデルのパラメータを図 4.10に示す。分離型連

成解法を用いた解析とメッシュを分割しない通常の有限要素解析の二つを実施し、そ

れぞれと理論解の応力拡大係数を比較した。分離型連成解法を用いた解析では、前小

節と同様に、四種類のメッシュの分割パターンを用意し、それぞれの精度と反復回数

を比較した。図 4.11 に 1/2 モデルの、分割されたメッシュを示す。メッシュは付録

に示す Tegiri Utilsで作成した。有限要素は四面体二次要素である。図 4.12にき裂面

のメッシュを示す。図 4.13に四種類の分割パターンのローカルメッシュを示す。前小

節と同様に、#1が標準的と考えられる分割のローカルメッシュ、#2がき裂面から要素
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図 4.10 傾斜埋没き裂付き有限体の寸法・境界条件・材料定数

一層分だけのローカルメッシュ、#3 がき裂前縁近傍のみのローカルメッシュ、#4 が

Laplacianスムージングを用いて領域界面がギザギザになるように分割したローカル

メッシュである。分割しないモデルと四種類の分割パターンのグローバルメッシュ、

ローカルメッシュ、領域界面について要素数および節点数を表 4.2に示す。分離型連

成解法の反復解法には直線探索なしの記憶制限 Broyden 法を用いた。分離型連成解

法の反復解法の収束判定のしきい値は 10−3、近似 Jacobi 行列の逆行列の初期値の対

角項 αは 0.1とした。

解析結果の von Misesの相当応力分布を図 4.14に示す。単位は Paである。変位は

100倍拡大して可視化されている。図 4.15に四種類のローカルメッシュの解析結果の

相当応力分布を示す。図 4.16 に Partitioned #3 のローカルメッシュの解析結果の相

当応力分布を示す。混合モードの変形と急勾配の応力変化が見て取れる。

図 4.17に求めた応力拡大係数を示す。横軸がき裂前縁の節点座標の正規化された角



49

図 4.11 傾斜円埋没き裂付き有限体の分割メッシュ

図 4.12 傾斜円埋没き裂付き有限体のき裂面メッシュ
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Partitioned #1

Partitioned #3

Partitioned #2

Partitioned #4
図 4.13 傾斜円埋没き裂付き有限体の四種類のローカルメッシュ

度 2φ/π、縦軸が無次元化応力拡大係数

FI =
KI

σ0
√
πa
=

2
π
, (4.8)

FII =
KII

τ0
√
πa
=

4 sinφ
(2 − ν)π, (4.9)

FIII =
KIII

τ0
√
πa
=

4 (1 − ν) cosφ
(2 − ν)π (4.10)

である。ここで、KI、KII、KIII は順にモード I、モード II、モード IIIの応力拡大係数

である。σ0 = 50 MPaは引張荷重、τ0 = 50 MPaはせん断荷重である。πは円周率、

a = 10 mmはき裂半径、φはき裂前縁の節点座標の角度、ν＝ 0.3は Poisson比であ

る。これらの式は無限体中のき裂に対する引張とせん断の解 [107]を重ね合わせたも
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表 4.2 傾斜円埋没き裂付き有限体のメッシュの情報

Global Local Interface

Number of Elements

FEM 63,852 N/A N/A

Partitioned #1 6,796 57,056 N/A

Partitioned #2 20,572 43,280 N/A

Partitioned #3 51,564 12,288 N/A

Partitioned #4 7,569 56,283 N/A

Number of Nodes

FEM 89,807 N/A N/A

Partitioned #1 10,845 79,579 617

Partitioned #2 32,155 62,901 5,249

Partitioned #3 76,443 21,845 8,481

Partitioned #4 12,141 78,657 991

のである。前者は 1962年に Irwinが導いたものであり、後者は 1966年に Kassirと

Sihが導いたものである。図 4.17ではすべての数値解と理論解が良好な一致を示して

いる。

図 4.18 に分離型連成解法の残差履歴を示す。横軸が反復回数、縦軸が相対残差

ノルムである。使用した反復解法は直線探索なしの記憶制限 Broyden 法である。

Partitioned #1、#2、#3は 8回の反復で収束したが、#4は 20回の反復を要した。直

線探索なしの記憶制限 Broyden法においても前小節の Aitken直線探索付きブロック

Gauss–Seidel法と同様に、分割したメッシュの界面がギザギザであると収束しにくく

なることがわかった。

4.4.3 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の応力拡大係数解析

四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の構造機器モデルの応力拡大係数解析を行っ

た。この問題は混合モード問題である。メッシュは 300万自由度規模であり、連立一
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図 4.14 傾斜円埋没き裂付き有限体の解析結果の相当応力分布

次方程式求解に直接法を用いるにしては大規模である。この問題では前小節と違い、

計算時間の比較も行う。寸法などのモデルのパラメータを図 4.19に示す。分離型連成

解法を用いた解析とメッシュを分割しない通常の有限要素解析の二つを実施し、それぞ

れの数値解の応力拡大係数を比較した。図 4.20にメッシュを示す。メッシュは付録に

示す Tegiri Utilsで作成した。上左図、上右図は全体図であり、下左図は下方向から管

台部を見たときの拡大図である。下右図はローカルメッシュである。図 4.21にローカ

ルメッシュに導入されたき裂面のメッシュを示す。有限要素は四面体二次要素である。

グローバルメッシュは 758,656要素、1,079,880節点、3,239,640自由度であり、ローカ

ルメッシュは 23,960要素、34,865節点、104,595自由度である。グローバルメッシュの

自由度数とローカルメッシュの自由度数の比は 31:1である。図 4.22にメッシュの要素

体積のヒストグラムを示す。横軸が要素体積、縦軸が正規化された頻度である。グロー

バルメッシュの要素体積は大きく、ローカルメッシュのき裂があるため要素体積は小

さいことが読み取れる。グローバルメッシュの最大要素体積は 1.23×10−5 m3、最小要

素体積は 4.63× 10−9 m3 である。ローカルメッシュの最大要素体積は 6.66× 10−8 m3、
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Partitioned #1

Partitioned #3

Partitioned #2

Partitioned #4
図 4.15 傾斜円埋没き裂付き有限体の四種類のローカルメッシュの解析結果の相当応力分布

最小要素体積は 1.94 × 10−11 m3 である。通常の有限要素法の場合、最大要素体積と

最小要素体積の比は
(
1.23 × 10−5 m3

)
/
(
1.94 × 10−11 m3

)
= 6.34 × 105 となる。一方、

分離型連成解法の場合、この比は
(
1.23 × 10−5 m3

)
/
(
4.63 × 10−9 m3

)
= 2.66 × 103 お

よび
(
6.66 × 10−8 m3

)
/
(
1.94 × 10−11 m3

)
= 3.43 × 103 となる。このメッシュでは、

分離型連成解法を用いることで要素体積比の桁が 3/5 に削減されたことになる。本

研究では直接法を用いるが、この特徴は連立一次方程式求解に反復法を用いるときに

重要となる。直接法による解析は、最近の計算機と直接法ソルバーの性能ではこの問

題程度の数百万自由度数が限界であり、それより大規模な問題に対しては反復法ソ

ルバーが用いられる。分離型連成解法の反復解法には Aitken 直線探索付きブロック

Gauss–Seidel法を用いた。分離型連成解法の反復解法の収束判定のしきい値は 10−3、

初期ステップ幅は 0.1とした。表 4.3の計算機 1ノードを使用した。
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図 4.16 傾斜円埋没き裂付き有限体の三番目のローカルメッシュの解析結果の相当応力分布

表 4.3 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の解析に使用した計算機

CPU Intel Core i7-3930K

RAM DDR3 SDRAM PC3-12800, 64 GB

OS Debian GNU/Linux

解析結果の von Misesの相当応力分布を図 4.23に示す。単位は Paである。変位は

10倍拡大して可視化されている。これらの図は図 4.20のメッシュ図に対応する。

図 4.24に求めた応力拡大係数を示す。横軸がき裂前縁の節点座標の正規化された角

度、縦軸が応力拡大係数である。分離型連成解法による解析と通常の有限要素解析の

結果はよく一致した。

図 4.25 に分離型連成解法の残差履歴を示す。横軸が反復回数、縦軸が相対残差ノ

ルムである。8 回の反復回数、つまり連立一次方程式を 9 回求解して収束解を得た。
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図 4.19 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の寸法・境界条件・材料定数

表 4.4に計算時間とメモリ使用量を示す。連成反復があるので通常の有限要素解析の

方が速いが、分離型連成解法による解析の計算時間もほとんど同程度であることがわ

かった。計算時間を、剛性行列の生成、行列の LDL分解、三角求解 (前進・後退代入)、

その他の 4個に分けて整理した。分離型連成解法による解析では行列生成および行列

分解が若干速く、三角求解が遅いことが読み取れる。前者は剛性行列が若干小さくな

ることに由来するものであり、後者は連成反復に由来するものである。分離型連成解

法では解析を通じて剛性行列が不変であるため、行列生成および行列分解は 1回だけ

で済む。全体の計算時間としては行列分解が支配的であるため、三角求解の遅さはあ

まり目立たない結果となった。メモリ使用量は分離型連成解法による解析の方が通常

の有限要素解析よりも若干少なかった。これは剛性行列が若干小さくなることに由来

する。
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図 4.20 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台のメッシュ

図 4.21 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台のき裂面メッシュ
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図 4.22 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台のメッシュの要素体積分布

表 4.4 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の解析の計算時間とメモリ使用量

Partitioned FEM

Measured Computation Time

Total Elapsed Time 1,440 s 1,414 s

Matrix Generation 89 s + 3 s 96 s

Matrix Factorization 1,182 s + 4 s 1,268 s

Triangular Solution 126 s 16 s

Other Processes 36 s 34 s

Measured Memory Usage

Total Memory Usage 55.2 GB 56.5 GB
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図 4.23 四半円コーナーき裂付き曲配管・管台の解析結果の相当応力分布

4.5 弾性き裂進展解析

4.5.1 貫通き裂付き三点曲げ試験片の弾性き裂進展解析

破壊力学の理論解があるき裂付き板の三点曲げ問題を解析した。寸法などのモデル

のパラメータを図 4.26に示す。この問題は分離型連成解法のみを用いて解析した。た

だし、初期き裂の停止き裂の応力拡大係数を通常の有限要素法で解析し、解の比較の

一部に用いた。図 4.27にメッシュを示す。拡大された中央のメッシュパターンが異な

る部分がローカルメッシュであり、そこに初期き裂として貫通切欠が導入されている。

グローバルメッシュは 327,168要素、465,625節点、1,396,875自由度である。ローカ

ルメッシュは 47,232要素、67,475節点、202,425自由度である。領域界面は 1,225節

点、3,675自由度である。有限要素は四面体二次要素である。材料定数は Young率を
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図 4.26 貫通き裂付き三点曲げ試験片の寸法・境界条件

210 GPa、Poisson比を 0.3、Paris則の Cを 2.05× 10−12、mを 3.3とした。1き裂進

展ステップあたりの疲労サイクル数 ∆N を 1,000 とした。き裂進展ステップを 50 ス

テップ、つまり 50,000疲労サイクル分の解析を行った。分離型連成解法の反復解法に

は Aitken 直線探索付きブロック Gauss–Seidel 法を用いた。分離型連成解法の反復

解法の収束判定のしきい値は 10−3、初期ステップ幅 ω(0) は 0.1とした。初期解は第 1

き裂進展ステップではゼロ、第 2き裂進展ステップ以降は前のき裂進展ステップの収

束解とした。

図 4.28 に第 1 き裂進展ステップの解析結果の von Mises の相当応力分布を示す。

変位は 100倍拡大して可視化されている。領域界面も含めて滑らかな応力分布が得ら

れた。図 4.29に第 1き裂進展ステップの解析結果のき裂前縁の応力拡大係数を示す。

横軸がき裂前縁節点の板厚方向の座標、縦軸が求めた応力拡大係数 KI である。応力拡

大係数は変位外挿法で求めた。変位外挿法はき裂先端近傍のき裂面上の数個の節点に

おいて、

uy =
KI

2G

√
r

2π
(1 + κ) (4.11)

を用いて変位 uy から応力拡大係数 KI を求め、それをき裂先端からの距離 rがゼロに

なるまで外挿する方法である。ここで、Gはせん断弾性係数、πは円周率、κは平面

ひずみの場合は
κ = 3 − 4ν (4.12)

である。νは Poisson比である。この図に関してのみ通常の有限要素解析の結果も合

わせて示す。この問題は二次元の理論解を有するためそれも合わせて示す。応力拡大
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図 4.27 貫通き裂付き三点曲げ試験片のメッシュ

係数 KI の理論解は
KI = σ0

√
πaF

( a
W

)
(4.13)

ただし
σ0 =

3
2

SP
W2 (4.14)

であり、S/W = 8のとき

F (ξ) = 1.107 − 2.120ξ + 7.71ξ2 − 13.55ξ3 + 14.25ξ4 (4.15)

である。ここで、板幅W = 48 mm、支点間距離 S = 384 mm、荷重 P = 600 N/mm

である。aはき裂長、πは円周率である。二つの数値解は良く一致し、数値解は理論解

に対して三次元的な値を示している。図 4.30に各き裂進展ステップの解析結果のき裂
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図 4.28 貫通き裂付き三点曲げ試験片の解析結果の相当応力分布

前縁中央部の応力拡大係数を示す。横軸がき裂長 a、縦軸が求めた応力拡大係数 KI で

ある。分離型連成解法による解析結果は理論解と良く一致している。図 4.31に初期き

裂、第 10き裂進展ステップ、第 20き裂進展ステップ、第 30き裂進展ステップ、第

40き裂進展ステップ、第 50き裂進展ステップのき裂前縁の形状を示す。横軸がき裂

前縁節点の板厚方向の座標、縦軸がき裂長 aである。き裂が安定的に進展しているこ

とがわかる。図 4.32に初期き裂と第 50き裂進展ステップのメッシュを示す。き裂進

展に合わせてローカルメッシュのみが変化していることがわかる。図 4.33に第 50き

裂進展ステップのき裂前縁近傍のメッシュを示す。斜めの太線の左側は固体の内側か

ら表面メッシュを見たものであり、斜めの太線の右側は自由表面である。

図 4.34および図 4.35に分離型連成解法の反復解法の残差履歴を示す。図 4.34の横
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図 4.31 貫通き裂付き三点曲げ試験片の解析結果のき裂前縁形状

軸はき裂進展解析全体を通じた反復回数、図 4.35の横軸は各き裂進展ステップにおけ

る反復回数、縦軸はともに相対残差ノルムである。使用した反復解法は Aitken 直線

探索付きブロック Gauss–Seidel法である。収束判定のしきい値は 10−3 である。第 1

き裂進展ステップでは 30 回の反復回数を要したが、第 2 き裂進展ステップ以降は 3

回の反復回数で収束した。これは反復解法の初期解に前のき裂進展ステップの収束解

を用いたことに起因する。

4.6 結言

本章では応力拡大係数解析ベンチマークおよび弾性き裂進展解析ベンチマークを示

した。三つの応力拡大係数解析ベンチマークのうち一つ目では、Raju–Newman の

解 [105] や Newman–Raju の式 [106] で知られる、一様引張載荷を受ける半円表面

き裂付き有限平板のベンチマーク問題を解析した。4種類のメッシュ分割パターンを

試し、いずれにおいても十分な精度のモード I 応力拡大係数を求めることができた。

ローカルメッシュの形を変えても分離型連成解法の反復解法の反復回数にはそれほど

影響がなかったが、領域界面がギザギザになるメッシュ分割を行うと反復回数が多く
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図 4.32 貫通き裂付き三点曲げ試験片のき裂進展前後のメッシュ

図 4.33 貫通き裂付き三点曲げ試験片のき裂進展後のき裂前縁のメッシュ

なってしまうことがわかった。二つ目のベンチマーク問題は混合モード問題であった。

十分な精度のモード I、モード II、モード III応力拡大係数を得、反復回数も一つ目の

ベンチマーク問題の結果と同様であった。三つ目のベンチマーク問題は大規模問題で

あった。300万自由度規模のき裂付き構造機器モデルを解析し、主に計算時間を調査

した。分離型連成解法による解析では連成反復の分だけ連立一次方程式を何度も解く

必要があるため、通常の有限要素法よりも計算時間が大きくなった。しかし、連立一次

方程式求解に直接法を用いる場合は剛性行列の不変性を利用して、それほど遅くない

結果を得た。連立一次方程式求解に反復法を用いる場合の検討としてグローバルメッ

シュ・ローカルメッシュの要素の体積の分布を調べ、メッシュを分割することで要素

体積の分布が狭くなることを確かめた。つまり、分離型連成解法を用いてメッシュを

分割することで、剛性行列の性質が良くなることを示した。弾性き裂進展解析ベンチ
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図 4.34 貫通き裂付き三点曲げ試験片の解析の収束性
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マークでは、三点曲げ試験片の解析を行った。分離型連成解法を用いることで、き裂

進展に伴いローカルメッシュのみを変化させるメッシュ制御のアプローチを示した。

このアプローチによって、グローバルメッシュをき裂が存在しないただの弾性体とす

ることができる。また、分離型連成解法の反復解法の初期解に前のき裂進展ステップ

の収束解を用いることで、第 2き裂進展ステップ以降は非常に少ない連成反復回数で

収束解を得ることができた。
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5.1 緒言

本章では非線形固体力学解析として弾塑性解析および大変形弾塑性解析のベンチ

マークを示す。最初に、使用した非線形材料モデルについて説明する。次に、三つの

弾塑性解析ベンチマークと一つの大変形弾塑性解析ベンチマークを示す。三つの弾塑

性解析ベンチマークのうち一つ目および二つ目は基本的問題、三つ目は大規模問題で

ある。

5.2 非線形材料モデル

5.2.1 弾塑性モデル

使用した微小変形の弾塑性モデル [108–110]について簡単に説明する。弾塑性モデ

ルは、von Misesの降伏条件で降伏して関連流れ則で流れる等方硬化等方材料モデル

を実装して用いた。応力・ひずみ曲線には Ludwik型の式

σy = σy0 + F (ε̄p)n (5.1)

や Swift型の式
σy = F

(
ε

p
0 + ε̄

p
)n

(5.2)

を用いた。ただし、σy は降伏応力、ε̄p は相当塑性ひずみ、σy0 は初期降伏応力、Fお

よび nは材料定数である。ε̄p = 0のとき σy = σy0 であるので

εp
0 =

(σy0

F

) 1
n

(5.3)

である。非線形有限要素法は基本的に増分法と Newton–Raphson法を組み合わせた

ものである。応力積分のときに弾性的に試行応力を計算し、降伏曲面から外れた試行

応力を降伏曲面上に引き戻すラジアルリターン法 [108, 110]を用い、ラジアルリター

ン法と整合する整合接線剛性行列を用いた。

一部の数値実験では等方硬化則ではなく移動硬化則を用いた。用いた移動硬化則は

Prager の線形移動硬化則を自然に拡張した非線形移動硬化則 [110] である。Prager

則では背応力 αの発展則を
α̇ = H′ε̇p (5.4)
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と仮定する。α̇は背応力速度、ε̇p は塑性ひずみ速度、H′ は応力・ひずみ曲線の勾配

H′ =
dσy

dε̄p =

 Fn (ε̄p)n−1 (Ludwik type)

Fn
(
εp

0 + ε̄
p
)n−1

(Swift type)
(5.5)

である。移動硬化弾塑性モデルに対しても同様にラジアルリターン法および整合接線

剛性行列を用いた。

5.2.2 有限ひずみ弾塑性モデル

本研究では微小変形弾塑性問題だけでなく幾何学的非線形性を有する大変形弾塑性

問題も解析した。使用した有限ひずみ弾塑性モデル [110]について説明する。超弾性

構成則と乗算分解に基づくモデルを用いた。このモデルでは変形勾配テンソル F を弾

性成分 Fe と塑性成分 Fp の積
F = FeFp (5.6)

と仮定する。構成則には Henckyモデル

τ = Ce : εe (5.7)

を用いた。ただし、τは Kirchhoff応力、εe は弾性Henckyひずみ、Ce は弾性テンソ

ルである。Henckyひずみ εの定義は

ε = ln V (5.8)

である。ただし、V は左ストレッチテンソルである。左極分解

F = VR (5.9)

を式 (5.6)に代入して両辺の自然対数をとり、式 (5.8)を代入することで

ε = εe + εp (5.10)

が得られる。この式はひずみの加算分解そのものであり、微小変形のラジアルリター

ン法がそのまま利用できることがわかる。

本研究では、この有限ひずみ弾塑性モデルに対して非常に大きい初期降伏応力を設

定することで有限ひずみ弾性モデルとした。有限ひずみ弾性モデルは材料非線形性を

有さず、幾何学的非線形性を有する。
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5.3 弾塑性解析

5.3.1 引張荷重下の円孔平板の弾塑性解析

図 3.1 の 1/8 モデルの分割メッシュを用いて、一様引張荷重を受ける円孔平板の

弾塑性解析を行った。解析は分離型連成解法を用いた弾性解析、増分型・サブサイク

リング型の分離型連成解法を用いた弾塑性解析、通常の有限要素法を用いた弾性解

析・弾塑性解析の計 5 ケースを行った。寸法は板幅が 200 mm、板厚が 20 mm、円

孔内径が 20 mmである。引張荷重は 200 MPaである。材料定数は Young率が 210

GPa、Poisson比が 0.3、初期降伏応力 σy0 が 250 MPa、応力・ひずみ曲線が式 (5.1)

の Ludwik型で F = 1300 MPa、n = 0.45である。解析パラメータは増分ステップ数

を 9回、もしくはこれと等価であるように式 (2.26)の巨視的なひずみの増分 ∆εchar を

0.01%とした。Newton–Raphson法の収束判定のしきい値を 10−6 とした。分離型連

成解法の反復解法には直線探索なしの記憶制限 Broyden 法を用いた。分離型連成解

法の反復解法の収束判定のしきい値を 10−3、近似 Jacobi 行列の逆行列の初期値の対

角項 αを 0.1とした。

解析結果の降伏域および変形を図 5.1に示す。変形は 200倍に拡大されている。円

孔近傍の相当応力を図 5.2に示す。相当応力は積分点から節点に内外挿された値であ

る。横軸は円孔の縁からの距離であり、円孔中心を通り引張に垂直な面かつ板厚方向

中央面が交差する線上の座標である。円孔の縁の座標をゼロとしている。縦軸は引張

応力で正規化された相当応力、つまり応力集中係数である。弾性解析では分離型連成

解法による解析結果と通常の有限要素解析結果がよく一致した。弾性体の場合は円孔

の縁、つまりグラフ横軸がゼロのとき応力集中係数が 3になることが知られているが、

これを基準としたときの分離型連成解法、通常の有限要素法の解析結果の誤差はそれ

ぞれ 3.00 × 10−4、1.89 × 10−4 と十分に小さかった。弾塑性解析では二つの分離型連

成解法と通常の有限要素法の三者の解析結果がよく一致した。通常の有限要素法の解

析結果を基準としたときの分離型連成解法の解析結果の誤差はそれぞれ 1.07 × 10−5、

1.64 × 10−5 と十分に小さかった。

表 5.1に分離型連成解法の反復解法の反復回数を示す。弾性解析では 11回であるの

に対して、弾塑性解析では増分型の分離型連成解法が増分ステップ毎に 8–11 回、サ
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図 5.1 引張荷重下の円孔平板の解析結果の降伏域分布
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図 5.2 引張荷重下の円孔平板の解析結果の応力集中係数
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表 5.1 引張荷重下の円孔平板の解析の連成反復回数

Elastic N/A 11

Elastic–Plastic Incremental 11, 9, 9, 11, 11, 9, 9, 8, 10 (87 in Total)

Elastic–Plastic Subcycling 14

図 5.3 引張荷重下の円孔平板の解析の解析回数・連立一次方程式求解回数

Global Local

Elastic FEM 1/1

Elastic Partitioned 11/11 11/11

Elastic–Plastic FEM 9/32

Elastic–Plastic Incremental Partitioned 87/87 87/255

Elastic–Plastic Subcycling Partitioned 14/14 111/355

ブサイクリング型の分離型連成解法が 14 回であった。表 5.3 に解析回数および連立

一次方程式求解回数を示す。スラッシュの左側の値が Newton–Raphson法で解かれ

る解析の回数であり、スラッシュの右側の値が連立一次方程式の求解回数である。線

形弾性解析の場合は両者の値は一致するが、弾塑性解析の場合は Newton–Raphson

反復回数の分だけ連立一次方程式が求解される。増分型の分離型連成解法では連成反

復の分だけ、総じて通常の有限要素法よりも解析回数・連立一次方程式求解回数が多

かった。一方、サブサイクリング型の分離型連成解法では、グローバル解析の連立一

次方程式求解回数が 32 回から 14 回に削減されている。その代わりにローカル解析

では 32 回から 355 回に増加している。通常の有限要素法では増分ステップ数および

Newton–Raphson 反復回数から連立一次方程式求解回数が決まるが、サブサイクリ

ング型の分離型連成解法のグローバル解析では連成反復回数でこれが決まり、ローカ

ル解析では連成反復回数、増分ステップ数、Newton–Raphson 反復回数からこれが

決まる。この問題は小規模であるが、大規模解析ではグローバル解析の連立一次方程

式求解が計算時間のホットスポットになるため、大規模な連立一次方程式の求解回数

を削減できるサブサイクリング型の分離型連成解法が有効である。
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図 5.4 引張・圧縮繰り返し荷重下の円孔平板の負荷サイクル

図 5.5 繰り返し繰り返し弾塑性解析時のサブサイクリング型の分離型連成解法

5.3.2 引張・圧縮繰り返し荷重下の円孔平板の移動硬化弾塑性解析

前小節と同じ解析条件で、移動硬化則を用いて円孔平板の弾塑性解析を行った。解

析はサブサイクリング型の分離型連成解法、通常の有限要素法を用いて等方硬化則・

移動硬化則の計 4 ケース行った。付与する荷重として、最大荷重を 200 MPa とし、

図 5.4に示すような両振りの負荷サイクルで引張、圧縮、再引張の順に付与した。図

の横軸は増分ステップ、縦軸は荷重比である。このとき、サブサイクリング型の分離

型連成解法では、図 2.7ではなく図 5.5のように負荷サイクルの引張・圧縮が切り替わ

る度に連成反復を収束させるようにした。
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連成反復回数は等方硬化則のときが順に 13回、14回、14回、移動硬化則のときが

順に 13回、15回、15回と大差がなかった。図 5.6に解析結果の相当応力分布を示す。

変形は 200倍拡大されている。上図から順に、最初の最大引張荷重時、最大圧縮荷重

時、二回目の最大引張荷重時の解析結果である。図 5.7に二回目の最大引張荷重時の

応力集中係数を示す。横軸が円孔の縁からの距離であり、縦軸が応力集中係数である。

移動硬化則を用いたときの解析結果は等方硬化則を用いたときと比べて低い応力を示

した。サブサイクリング型の分離型連成解法と通常の有限要素法の解析結果は、等方

硬化則・移動硬化則それぞれにおいてよく一致した。

5.3.3 き裂付き圧力容器モデルの弾塑性解析

日本原子力研究開発機構の高温工学試験研究炉 [111]の形状を参考にして作成した

圧力容器モデルにき裂を導入して解析した。解析は通常の有限要素法、増分型の分離

型連成解法、サブサイクリング型の分離型連成解法を用いて計 3ケース行った。モデ

ルの寸法と境界条件を図 5.8 に示す。管台部に周方向の 18◦ の貫通き裂を導入した。

図 5.9 にメッシュを示す。メッシュは付録に示す Tegiri Utils で作成した。上左図お

よび上右図が全体図、中央左図が上部ヘッドの図、中央右図が下部ヘッド・スカート・

管台・配管の図、下左図および下右図が管台の図である。図 5.10にメッシュの断面図

を示す。上左図が全体図、上右図が上部ヘッドの図、下左図が下部ヘッド・スカート・

管台・配管の図、下右図が管台の図である。図 5.11に分割されたメッシュを示す。上

左図が管台の図であり、き裂近傍が繰り抜かれている。上右図、下左図および下右図が

ローカルメッシュである。メッシュが密になっている部分がき裂先端である。グロー

バルメッシュは 1,308,720要素、2,117,000節点、6,351,000自由度である。ローカル

メッシュは 54,710 要素、80,066 節点、240,198 自由度である。グローバルメッシュ

とローカルメッシュの自由度数の比は 26:1である。領域界面は 960節点、2,880自由

度である。材料定数は Young率を 210 GPa、Poisson比を 0.3、初期降伏応力を 250

MPaとした。応力・ひずみ曲線は式 (5.1)の Ludwik型とし、F = 1300 MPa、n = 0.45

とした。解析パラメータは増分ステップ数を 11 回、もしくはこれと等価であるよう

に式 (2.26) の巨視的なひずみの増分 ∆εchar を 0.01% とした。Newton–Raphson 法

の収束判定のしきい値を 10−6 とした。分離型連成解法の反復解法には直線探索なしの
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図 5.6 引張・圧縮繰り返し荷重下の円孔平板の解析結果の相当応力分布 (最大引張
荷重時・最大圧縮荷重時・二回目の最大引張荷重時)
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図 5.7 引張・圧縮繰り返し荷重下の円孔平板の解析結果の応力集中係数

記憶制限 Broyden 法を用いた。分離型連成解法の反復解法の収束判定のしきい値を

10−3 とした。近似 Jacobi行列の逆行列の初期値の対角項 αを 0.1とした。

サブサイクリング型の分離型連成解法の解析結果の von Mises の相当応力分布を

図 5.12 に示す。変形は 100 倍拡大されている。上左図は全体図、上右図は下部ヘッ

ド・スカート・管台・配管の図、中央左図は管台の図、中央右図は管台のグローバル

モデル・ローカルモデルが分割された図、下左図および下右図はローカルモデルの図

である。図 5.13に断面図を示す。上左図が全体図、上右図が下部ヘッド・スカート・

管台・配管の図、下左図が管台の図、下右図が管台のグローバルモデル・ローカルモ

デルが分割された図である。図 5.14に通常の有限要素法による解析結果の降伏域分布

を示す。左図が管台の図、右図がき裂近傍の図である。図 5.15にサブサイクリング型

の分離型連成解法による解析結果の降伏域分布および相当塑性ひずみ分布を示す。上

左図および下左図が降伏域分布、上右図および下右図が相当塑性ひずみ分布である。

図 5.14の右図と図 5.15の上左図を比較すると降伏域分布がよく一致していることが

わかる。図 5.16にき裂先端近傍の相当応力の場を示す。横軸は座標の角度であり、き

裂面と同じ面上で板厚方向中央部の一次節点をプロットしている。き裂先端の座標は
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図 5.8 き裂付き圧力容器モデルの寸法・境界条件

9◦ であり、60◦ はローカルモデルの端である。縦軸は相当応力である。一次節点上の

相当応力は積分点上の相当応力を内外装したものである。通常の有限要素法、増分型

の分離型連成解法、サブサイクリング型の分離型連成解法による解析結果がよく一致

していることがわかる。図 5.17に同様の相当塑性ひずみ分布の場を示す。横軸は座標

の角度であり、縦軸は相当塑性ひずみである。通常の有限要素法、増分型の分離型連

成解法、サブサイクリング型の分離型連成解法による解析結果がよく一致しているこ

とがわかる。

Newton–Raphson 法および分離型連成解法の反復解法の性能と連立一次方程式の

求解回数を示す。まず図 5.18に分離型連成解法の反復解法の残差履歴を示す。横軸が
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図 5.9 き裂付き圧力容器モデルのメッシュ
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図 5.10 き裂付き圧力容器モデルのメッシュの断面図

反復回数、縦軸が相対残差ノルムである。増分型の分離型連成解法では、増分ステッ

プ数の 11 回だけ反復計算を行っている。一方、サブサイクリング型の分離型連成解

法では 1回だけ反復計算を行っている。増分型よりもサブサイクリング型の方がやや

反復回数が多いが、両者ともに問題なく収束している。増分型の分離型連成解法にお

いて第 0連成反復ステップの相対残差ノルムが 100 にならない理由は、相対残差ノル

ムの分母を
∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥にしたからである。増分ステップが進むほど一般に ∥∥∥ũ(k)
Γ

∥∥∥は大きい
値になる。表 5.2に連成反復回数および増分ステップ数を示す。通常の有限要素法に

は連成反復はなく、増分ステップ数 11 は解析者が設定した値である。増分型の分離

型連成解法では、解析者が設定した増分ステップ 11 回だけ連成反復が実行され、各

連成反復が表中の反復回数で収束している。サブサイクリング型の分離型連成解法で

は、連成反復回数が 17 回であり、各連成反復ステップにおいて増分ステップ数が式

(2.26)によって決定されている。増分ステップ数は連成反復ステップの最初の方は小
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図 5.11 き裂付き圧力容器モデルの分割メッシュ

さい値をとり、連成反復ステップが進むにつれて 11に収束している。11より大きい

値をとっていないことから、分離型連成解法を適用することによって過大な境界条件

が領域界面に付与される事態にはなっていないことがわかる。一般に境界条件の値が

大きくなると非線形問題の非線形性が強くなるため、領域界面の仮の境界条件を小さ

い値に保つことは重要である。表 5.3に Newton–Raphson法の反復回数を示す。通

常の有限要素法では、応力が降伏域に達していない第 1増分ステップを除き、3、4回

の Newton–Raphson反復で収束解を得ている。増分型の分離型連成解法では、各増

分ステップにおいて連成反復が実行され、各連成反復中の Newton–Raphson反復回

数がコンマ区切りで記されている。一部を除き概ね 0–4回の Newton–Raphson反復

で収束している。サブサイクリング型の分離型連成解法では、各連成反復ステップに

おいて増分解析が実行され、各増分ステップ中の Newton–Raphson反復回数が縦方

向に記されている。連成反復ステップの最初の方は増分ステップ数が小さく、徐々に
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図 5.12 き裂付き圧力容器モデルの解析結果の相当応力分布
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図 5.13 き裂付き圧力容器モデルの解析結果の相当応力分布の断面図

11に収束している。最終連成反復ステップのNewton–Raphson反復回数、つまり表

の一番右の列は通常の有限要素法の列とほぼ一致している。Newton–Raphson 反復

回数は概ね 0–4であった。表 5.4に連立一次方程式求解回数を示す。増分型の分離型

連成解法を通常の有限要素法と比較すると、グローバル解析・ローカル解析ともに連

立一次方程式求解回数が多くなっている。サブサイクリング型の分離型連成解法を通

常の有限要素法と比較すると、ローカル解析の連立一次方程式求解回数が増える代わ

りにグローバル解析の連立一次方程式が削減されている。計算時間の大部分を占める

処理は大規模であるグローバル解析の連立一次方程式の求解部分であるので、サブサ

イクリング型の分離型連成解法を用いることで通常の有限要素法よりも高速に解析を

実行できることがわかる。

測定した計算時間およびメモリ使用量を表 5.5に示す。表 4.3の計算機 1ノードを

使用した。連立一次方程式求解回数が削減されることでサブサイクリング型の分離型
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図 5.14 き裂付き圧力容器モデルの通常の有限要素法による解析結果の降伏域分布

図 5.15 き裂付き圧力容器モデルの解析結果の降伏域分布・相当塑性ひずみ分布
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図 5.16 き裂付き圧力容器モデルの解析結果のき裂先端近傍の相当応力の場
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図 5.17 き裂付き圧力容器モデルの解析結果のき裂先端近傍の相当塑性ひずみの場
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図 5.18 き裂付き圧力容器モデルの解析の収束性

表 5.2 き裂付き圧力容器モデルの解析の連成反復回数・増分ステップ数

FEM Partitioned Coupling Method
Incremental Subcycling

Numbers of Coupling Iteration Counts

N/A 14, 13, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 12, 10, 10 17

Numbers of Incremental Steps

11 11 1, 4, 4, 5, 8, 10, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11, 11

連成解法が通常の有限要素法よりも高速になることが予想されたが、サブサイクリン

グ型だけでなく増分型の分離型連成解法も通常の有限要素法より計算時間が小さかっ

た。通常の有限要素法を基準としたときの高速化率は増分型が 3.40、サブサイクリン

グ型が 3.34であった。増分型の分離型連成解法が高速になった理由は剛性行列の不変

性を利用したからである。計算時間を剛性行列の生成、剛性行列の LDL分解、三角求

解 (前進・後退代入)、応力積分、その他の 5つに分類し、それぞれの単体の計算時間

と回数を示す。計算時間に占める割合も示す。加算記号の左がグローバル解析、右が

ローカル解析での値である。通常の有限要素法では、その他以外の 4つの処理すべて

が 47回である。増分型の分離型連成解法では、グローバルモデルが線形弾性体である
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表 5.3 き裂付き圧力容器モデルの解析の Newton–Raphson反復回数

Incremen- FEM Partitioned Coupling Method

tal Step Incremental Subcycling

1 0 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 0 3 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 3 0, 2, 2, 2, 0, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 2, 2 4 3 3 0 3 3 3 3 2 3 3 2 2 3 2 2 2

3 3 0, 3, 2, 3, 0, 3, 3, 4, 3, 3, 3, 3, 3 5 4 4 2 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 3 4 3

4 3 0, 4, 3, 3, 1, 3, 4, 3, 4, 3, 3, 3, 3 4 5 4 2 4 3 3 4 3 3 3 3 4 3 3 4 3

5 3 0, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 3, 3, 3 4 2 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4 3 4 4

6 4 0, 4, 3, 4, 2, 3, 3, 4, 3, 4, 4, 4, 4 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5 4 4 3 4

7 4 0, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 4, 3, 4, 3, 3, 3 4 4 4 3 4 5 4 4 4 4 4 4 4 4

8 4 0, 4, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4, 5, 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 3 4

9 4 0, 4, 4, 4, 3, 5, 4, 4, 4, 3, 4, 4, 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4 4

10 4 0, 4, 4, 4, 2, 4, 4, 6, 4, 5, 4 4 4 4 4 4 5 4 4 4 4 4 4 4

11 4 0, 4, 3, 4, 3, 4, 4, 4, 4, 4, 4 4 4 3 4 4 4 4 4 4 4 3 4

表 5.4 き裂付き圧力容器モデルの解析の連立一次方程式求解回数

FEM Partitioned Coupling Method

Incremental Subcycling

Global 47 142 18

Local N/A 531 699

ため、グローバル解析の剛性行列の生成および LDL 分解を解析の最初に一度だけ行

えば良い。三角求解および応力積分を大量に行うが、計算時間は通常の有限要素法よ

りも少なくなった。ただし、この利点は連立一次方程式求解に LDL 分解法などの直

接法を用いる場合にのみ得られ、大規模解析において好まれる共役勾配法に基づく方

法を用いる場合はこの利点は得られない。サブサイクリング型の分離型連成解法では、

グローバル解析の連立一次方程式求解回数の削減と剛性行列の不変性の二つの理由か

ら高速化した。サブサイクリング型が増分型よりもやや高速化率が劣る理由は、サブ

サイクリング型の方がやや連成反復回数が多いからである。計算時間の割合を見ると

わかるように、この解析における分離型連成解法の計算時間のホットスポットはロー

カル解析の剛性行列の LDL 分解となった。メモリ使用料は通常の有限要素法、増分

型の分離型連成解法、サブサイクリング型の分離型連成解法の三者でほぼ同じであっ

た。二つの分離型連成解法の方がやや少ないが、これは領域の分割によってグローバ
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表 5.5 き裂付き圧力容器モデルの解析の計算時間・メモリ使用量

FEM Partitioned Coupling Method

Incremental Subcycling

Measured Computation Time

Total Elapsed Time 47,800 s 14,060 s 14,307 s

Speedup 1.00 3.40 3.34

Matrix Generation 114.2 s × 47 113 s + 4.7 s × 531 113 s + 4.6 s × 699

Matrix Factorization 871.7 s × 47 731 s + 13.1 s × 531 732 s + 13.2 s × 699

Triangular Solution 18.0 s × 47 16.4 s × 142 + 0.5 s × 531 16.4 s × 18 + 0.6 s × 699

Stress Integration 5.2 s × 47 2.6 s × 142 + 0.7 s × 531 2.8 s × 18 + 0.2 s × 699

Other 375 s 403 s 97 s

Matrix Generation 11.2% 0.8% + 17.6% 0.8% + 22.7%

Matrix Factorization 85.7% 5.2% + 49.6% 5.1% + 64.3%

Triangular Solution 1.8% 16.6% + 1.9% 2.1% + 2.9%

Stress Integration 0.5% 2.7% + 2.7% 0.3% + 1.1%

Other 0.8% 2.9% 0.7%

Measured Memory Usage

Total Memory Usage 60.3 GB 58.2 GB 58.2 GB

ル解析の剛性行列がやや小さくなったからである。

5.4 大変形弾塑性解析

5.4.1 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の大変形弾塑性解析

貫通切欠付き円筒試験片のねじり問題の大変形弾塑性解析を行った。解析には通常

の有限要素法、増分型の分離型連成解法を用いた。ねじり問題は解が変形経路に大き

く依存するため、サブサイクリング型の分離型連成解法は用いなかった。ローカル領

域を有限ひずみ弾塑性モデル、グローバル領域を有限ひずみ弾性モデルとしてモデル

化した。この数値実験では、本手法の適用可能性の調査、計算結果の精度の比較、反復

解法の性能の比較を行った。解析モデルの寸法パラメータを図 5.19に示す。中央に周

方向 60◦ の貫通切欠が導入されている。片方の面を完全拘束し、もう片方の面に 0.05◦

ずつ 180◦ まで強制変位でねじりを与える。メッシュを図 5.20に示す。メッシュは付

録に示す Tegiri Utils で作成した。左図が分割メッシュの全体図、右図が切欠近傍の
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図 5.19 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の寸法

図 5.20 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の分割メッシュと切欠近傍拡大図

拡大図である。左図において、中央の切欠を含む領域がローカルメッシュ、残りの二

つの領域がグローバルメッシュである。使用した有限要素は四面体二次要素である。

グローバルメッシュが 6,480 要素、11,952 節点であり、ローカルメッシュが 12,852

要素、23,115節点である。材料定数は Young率を 203 GPa、Poisson比を 0.3、初期

降伏応力を 280 MPa、応力・ひずみ曲線を式 (5.2) の Swift 型とし、F = 860 MPa、

n = 0.29とした。Newton–Raphson法の収束判定のしきい値を 10−6 とした。分離型

連成解法の反復解法の収束判定のしきい値を 10−3 とした。

解析結果として、分離型連成解法では、第 768増分ステップ、つまりねじり角 38.4◦
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の第 2連成反復ステップでグローバル解析の剛性行列が特異になって解析が終了して

しまった。これは、連成反復の過程で大きい荷重境界条件が領域境界に付与されて、

グローバル領域が幾何学的に崩壊したものと思われる。一方、通常の有限要素法では、

第 3,600増分ステップ、つまりねじり角 180◦ まで解析できた。図 5.21に通常の有限

要素法による解析結果のねじり角 180◦ 時の相当塑性ひずみ分布を示す。左図が全体

図、右図が切欠近傍の拡大図である。相当塑性ひずみがゼロより大きい領域、つまり

降伏域が標点間に収まっていることがわかる。切欠先端近傍ではかなりひずみが大き

いことが見て取れる。相当塑性ひずみの最大値は約 800% であった。図 5.22 にねじ

り角 30◦ までのトルク・ねじり角関係を示す。横軸が強制変位境界条件で与えたねじ

り角、縦軸が解析結果のトルクである。10 増分ステップあたり 1 点プロットしてい

る。分離型連成解法による解析結果は通常の有限要素法とよく一致している。つづい

て、図 5.23にねじり角 180◦ までのトルク・ねじり角関係を示す。50増分ステップあ

たり 1点プロットしている。分離型連成解法による解析が破綻したのはトルクが極大

値を取る付近であったことがわかる。トルクの極大値付近より前では、分離型連成解

法による解析結果は特に振動などを起こすことなく、通常の有限要素法とよく一致し

た。しかし、分離型連成解法による解析が破綻する直前のトルクを拡大すると相対誤

差 0.1%程度の小さい振動が見られた。破綻寸前のトルク・ねじり角関係を図 5.24に

示す。振動の山の部分が通常の有限要素法による解析結果とよく一致し、谷の部分は

それよりも小さい値となった。これらのトルクはグローバルメッシュの強制変位境界

条件を付与した面で計算しているが、ローカルメッシュの領域界面上で計算したトル

クとの比較を図 5.25に示す。なお、ローカルメッシュの領域界面上のトルクは分離型

連成解法のアルゴリズム的に、グローバルメッシュの領域界面上のトルクに一致する。

ローカルメッシュの領域界面上で計算されたトルクはグローバルメッシュの境界条件

付与面上で計算したトルクよりも振幅が小さく、位相が逆になっていることがわかる。

図 5.26に各連成反復ステップにおけるローカルメッシュの領域界面上で計算したトル

クを示す。グリッド上の点が収束解である。実線が収束解を結んだ線であり、点線が

各連成反復ステップにおける解を結んだ線である。この図を見ると、解析が破綻する

寸前では二つの収束パターンが繰り返されていたことがわかる。一つ目のパターンで

は小さい値から連成反復が始まり、徐々に値が大きくなり、第 2連成反復ステップで

収束している。二つ目のパターンでは大きい値から連成反復が始まり、第 1連成反復



92 第 5章 非線形固体力学シミュレーション

図 5.21 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の通常の有限要素法による解析結果の
相当塑性ひずみ分布

ステップでやや値が大きくなり、第 2連成反復ステップで値が小さくなって収束して

いる。解析が破綻したのは、ねじり角 38.4◦ 時における後者のパターンの第 2連成反

復ステップであった。図 5.27に各連成反復ステップにおけるグローバルメッシュおよ

びローカルメッシュの領域界面上で計算した平均ねじれ角増分を示す。横軸がねじり

角、縦軸が平均ねじれ角増分である。平均ねじれ角増分は、変位増分の長さを半径で

除した値を計算し、対象とする面上の各節点での値の平均を計算したものである。実

線は強制変位境界条件として与えたねじり角増分である。グローバルメッシュの領域

界面上では実線から始まり大きめの値で収束しているのに対して、ローカルメッシュ

の領域界面上ではゼロから始まり実線よりやや大きい値で収束している。両者が一致

しないのは、両者の間に近似 Jacobi行列を介した関係があるからである。解析が破綻

したねじり角 38.4◦ 直前においても同様の傾向で収束解が得られている。同様にして、

横軸のねじり角を 0◦ からにして収束解のみをプロットしたグラフを図 5.28 に示す。

グローバルメッシュの領域界面上の平均ねじれ角増分が徐々に大きくなっていること

がわかる。また、ローカルメッシュの領域界面上の平均ねじれ角増分も徐々にやや大

きくなっていることがわかる。しかし、領域界面のねじれ角やトルクを調査するアプ

ローチでは解析破綻の決定的な原因を見出すことができなかった。

つづいて、メッシュ分割を変更するアプローチで調査を行った。図 5.29 に異なる

二つのメッシュ分割とその解析結果の降伏域分布を示す。左図はこれまでと同じメッ
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図 5.22 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果のねじり角 30◦ までのトル
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図 5.23 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果のねじり角 180◦ までのト
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図 5.24 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果のトルク・ねじり角関係の拡大図

 10.22

 10.23

 10.24

 10.25

 38  38.1  38.2  38.3  38.4

T
o

rq
u

e 
[k

N
•

m
]

Torsional angle [°]

Boundary condition plane
Global-local interface

図 5.25 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果の二つのトルク・ねじり角
関係の拡大図



95

 10.23

 10.24

 37.9  38  38.1  38.2  38.3  38.4

T
o

rq
u

e 
[k

N
•

m
]

Torsional angle [°]

図 5.26 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果のトルク・ねじり角関係の
連成反復における収束履歴

シュ分割であり、解析が破綻する直前のねじり角 38.35◦ における解析結果である。右

図はこれまでよりもローカル領域を大きめに設定したメッシュ分割であり、解析が破

綻する直前のねじり角 66.15◦ における解析結果である。前者を #1、後者を #2 と呼

ぶ。いずれにおいても降伏域が領域界面に到達していることが見て取れる。降伏域が

領域界面に到達すると、弾塑性体のローカル領域と弾性体のグローバル領域は異なる

材料としての性質を示す。その結果として、たとえば応力の値が領域界面で不連続に

なる。メッシュ分割 #1、#2におけるねじり角・トルク関係を図 5.30に示す。ローカ

ル領域を大きめに設定することでトルク極大値を超えられることがわかった。

参考として、実験結果 [112] との比較を図 5.31 に示す。供試体の材料は STPT410

であり、実験ではねじり角 1◦ 毎に除荷されている。実験結果とは、現状、傾向のみ一

致している。

図 5.32に分離型連成解法の反復回数を示す。横軸が増分ステップ、縦軸が連成反復

回数である。概して 2、3回程度の少ない反復回数で収束解を得ることができた。これ

は、グローバルメッシュとローカルメッシュの接続関係が静定的であるからと考えら

れる。図 5.33に通常の有限要素法による解析のNewton–Raphson法の反復回数を示
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図 5.27 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果の平均ねじれ角増分・ねじ
り角関係の連成反復における収束履歴
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図 5.28 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果の平均ねじれ角増分・ねじ
り角関係の連成反復における収束値
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図 5.29 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の異なる二つのメッシュ分割における
解析結果の降伏域分布

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  30  60  90  120  150  180

T
o

rq
u

e 
[k

N
•

m
]

Torsional angle [°]

FEM
Partitioned coupling #1
Partitioned coupling #2

図 5.30 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の異なる二つのメッシュ分割における
解析結果のトルク・ねじり角関係
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図 5.31 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析結果のねじり角 30◦ までのトル
ク・ねじり角関係と実験結果の比較

す。横軸が増分ステップ、縦軸がNewton–Raphson反復回数である。図 5.34および

図 5.35 に分離型連成解法による解析の Newton–Raphson 反復回数を示す。図 5.34

が有限ひずみ弾性モデルを用いたグローバル解析、図 5.35が有限ひずみ弾塑性モデル

を用いたローカル解析の Newton–Raphson 反復回数である。横軸が解析ステップ、

縦軸が Newton–Raphson反復回数である。グローバル解析では、幾何学的非線形性

のみを有して材料非線形性を有さない弾性モデルを用いたため反復回数が非常に少な

かった。ここで、Newton–Raphson反復 1回は連立一次方程式求解 2回に相当する

ことに注意する。ローカル解析では、Newton–Raphson 反復回数が通常の有限要素

法と同等か、若干多い程度であった。ねじり角 38.4◦ までの連立一次方程式求解回数

を表 5.6に示す。連成反復があるので分離型連成解法の方が通常の有限要素法よりも

連立一次方程式求解回数が多くなった。しかし、グローバル解析のみに注目すると連

立一次方程式求解回数の比は 1.37倍であり、それほど大きい値ではない。この値は、

強い非線形性を有する問題を一回解析することと、弱い非線形性を有する問題を連成

反復で何度も解析することの違いに由来するものである。もしグローバルメッシュの

規模がローカルメッシュよりも遥かに大きい問題であれば、この値は直ちに計算時間
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図 5.32 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析の連成反復回数

表 5.6 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の解析の連立一次方程式求解回数

FEM Partitioned Coupling Method

Global 4,074 5,529

Local N/A 14,368

の比となる。

5.5 結言

本章では三つの弾塑性解析および一つの大変形弾塑性解析のベンチマークを示した。

弾塑性解析ベンチマークでは、グローバル領域を線形弾性体、ローカル領域を弾塑性体

としてモデル化した。一つ目および二つ目の弾塑性解析ベンチマーク問題は円孔平板

であった。一つ目では等方硬化則、二つ目では移動硬化則を用いた。いずれのベンチ

マークにおいても、サブサイクリング型の分離型連成解法を用いることでグローバル

解析の連立一次方程式求解回数を削減できることを示した。サブサイクリング型の分

離型連成解法では変形経路を線形に内挿する近似を用いているが、応力集中係数を比
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図 5.33 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片の通常の有限要素法による解析の
Newton–Raphson反復回数

較する限り十分な精度の解を得ることができた。三つ目の弾塑性解析ベンチマークで

は大規模問題として 600万自由度規模の圧力容器モデルの弾塑性解析を行った。連立

一次方程式求解回数を削減したことで計算時間も削減された。また、グローバルメッ

シュを線形弾性体としてモデル化しているため、連立一次方程式求解に直接法を用い

る場合は剛性行列の不変性を利用することでさらなる高速化が得られることを示した。

大変形弾塑性解析ベンチマークでは、円筒試験片のねじり問題を増分型の分離型連成

解法で解析した。グローバル領域を有限ひずみ弾性体、ローカル領域を有限ひずみ弾

塑性体としてモデル化した。分離型連成解法を用いてもトルクの極大値までは問題な

く解析できることを示した。トルクの極大値付近で解析が破綻する理由を調査し、解

析破綻時には降伏域が領域界面に到達していることわかった。グローバル解析の連立

一次方程式求解回数は通常の有限要素法と比較して 1.37倍程度であり、増分型の分離

型連成解法を用いても連立一次方程式求解回数がそれほど多くならない事例を示した。
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図 5.34 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片のグローバル解析の Newton–Raphson反復回数
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図 5.35 ねじり変形下の切欠付き円筒試験片のローカル解析の Newton–Raphson反復回数
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第 1章では本研究の背景および目的、本論文の構成について述べた。

第 2章では手法について述べた。まず、大規模非線形破壊力学解析向けの既存手法

のサーベイを行い、それらを整理した。大規模破壊力学解析に適した手法に対して、

二つのメッシュやモデルの間の相互作用が担保されているかという意味での解の精度、

そしてグローバル領域を弾性体、ローカル領域を弾塑性体とするなどの異なる材料モ

デルが使用できるかという意味での非線形解析の可否という二つの観点を導入した。

解の精度が良く、非線形解析が可能な手法として分離型連成解法を提案した。分離型

連成解法では、メッシュをき裂近傍とそれ以外の領域に重なり合わないように分割し、

領域界面上に仮の強制変位・荷重境界条件を付与し、それらを反復解法の下で更新し

ながら各領域の解析を繰り返し行い、最終的に収束解を得る。メッシュの分割方針を

述べ、つづいて分離型連成解法を数理的に説明した。増分解析を伴う非線形解析向け

の拡張として、増分型とサブサイクリング型の二つの分離型連成解法を提案した。増

分型ではグローバル解析の回数を削減することができないが、き裂に関わる非線形性・

複雑さをローカル領域に限定した上で増分ステップ毎に確実に収束解を得ることがで

きる。サブサイクリング型ではグローバル解析の回数を削減することができるが、変

形経路に依存する問題に適用できないという適用限界がある。分離型連成解法を用い

たときの連立一次方程式求解回数を示す数理モデルを作成し、分離型連成解法を用い

たときの連立一次方程式求解回数の削減やスピードアップについて考察した。最後に

本研究で使用した解析プログラムについて述べた。

第 3章では線形弾性力学問題の数値実験を行った。分離型連成解法で用いる反復解

法の収束性の調査を行った。比較的収束しやすいベンチマーク問題であった円孔平板

モデルの引張解析では、Aitken直線探索付きブロック Gauss–Seidel法、直線探索な

しの記憶制限 Broyden 法、直線探索なしの記憶制限 BFGS 法があまり変わらない収

束性を示した。ただし、Broydenおよび BFGSは初期ステップ幅の影響が大きく、初

期ステップ幅 1よりも初期ステップ幅 0.1の方が収束が速かった。比較的収束しにく

いベンチマーク問題であったき裂付き帯板の三点曲げ解析では、Aitken直線探索付き

ブロック Gauss–Seidel法は収束せず、直線探索なしの記憶制限 Broyden法および記

憶制限 BFGS法のみが収束した。このベンチマーク問題においても初期ステップ幅の

影響があり、Broyden、BFGSともに初期ステップ幅 1よりも初期ステップ幅 0.1の方

が収束が速かった。BFGS よりも Broyden の方が収束が速かった。Broyden の初期
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ステップ幅を変化させて収束性を調査したところ、このベンチマーク問題の場合は 0.1

付近に最適値があることがわかった。以上から、直線探索なしの記憶制限 Broyden法

を初期ステップ幅 0.1で用いるのが総じて良い収束性を示すことがわかった。反復回

数は一つ目の問題が 10 回程度、二つ目の問題が 20 回程度と開きがあった。これは、

二つ目の問題のメッシュ分割においてグローバルメッシュがオリジナルメッシュと比

べて構造的に柔になったためと考えられる。

第 4章では線形破壊力学問題の数値実験を行った。応力拡大係数解析および弾性き

裂進展解析を行った。応力拡大係数解析では、主に精度の検証を行った。メッシュ分

割パターンを変えて解析を行い、いずれにおいても十分な精度の応力拡大係数を求め

ることができた。ローカルメッシュの形を変えても分離型連成解法の反復解法の反復

回数にはそれほど影響がなかったが、領域界面がギザギザになるメッシュ分割を行う

と反復回数が多くなってしまうことがわかった。300万自由度規模のき裂付き構造機

器モデルを解析し、主に計算時間を調査した。分離型連成解法による解析では連成反

復の分だけ連立一次方程式を何度も解く必要があるため、通常の有限要素法よりも計

算時間が大きくなった。しかし、連立一次方程式求解に直接法を用いる場合は剛性行

列の不変性を利用して、それほど遅くない結果を得た。弾性き裂進展解析では、き裂

近傍の領域のみでメッシュを変化させてき裂進展を実現した。このアプローチによっ

て、グローバルメッシュをき裂が存在しないただの弾性体とすることができる。また、

分離型連成解法の反復解法の初期解に前のき裂進展ステップの収束解を用いることで、

第 2き裂進展ステップ以降は非常に少ない連成反復回数で収束解を得ることができた。

第 5章では非線形固体力学問題の数値実験を行った。弾塑性解析および大変形弾塑

性解析を行った。弾塑性解析では、主に計算時間の検証を行った。弾塑性解析ベンチ

マークでは、グローバル領域を線形弾性体、ローカル領域を弾塑性体としてモデル化

した。簡易なモデルに対して、等方硬化則を用いた引張解析および移動硬化則を用い

た引張・圧縮繰り返し解析を行い、いずれのベンチマークにおいても、サブサイクリ

ング型の分離型連成解法を用いることでグローバル解析の連立一次方程式求解回数を

削減できることを示した。サブサイクリング型の分離型連成解法では変形経路を線形

に内挿する近似を用いているが、応力集中係数を比較する限り十分な精度の解を得る

ことができた。600万自由度規模の圧力容器モデルの弾塑性解析を行った。連立一次

方程式求解回数を削減したことで計算時間も削減された。また、グローバルメッシュ
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を線形弾性体としてモデル化しているため、連立一次方程式求解に直接法を用いる場

合は剛性行列の不変性を利用することでさらなる高速化が得られることを示した。大

変形弾塑性解析では、本手法の適用限界を調査した。グローバル領域を有限ひずみ弾

性体、ローカル領域を有限ひずみ弾塑性体としてモデル化した。分離型連成解法を用

いてもトルクの極大値までは問題なく解析できることを示した。トルクの極大値付近

で解析が破綻する理由を調査し、解析破綻時には降伏域が領域界面に到達していると

わかった。グローバル解析の連立一次方程式求解回数は通常の有限要素法と比較して

1.37倍程度であり、増分型の分離型連成解法を用いても連立一次方程式求解回数がそ

れほど多くならない事例を示した。

提案手法は、大規模構造物において非線形・複雑な事象がき裂先端近傍などで局所

的に顕著に発現する問題全般に適用可能である。今後の課題として、さらなる大規模

化とき裂に関するモデルの複雑化の二つが挙げられる。さらなる大規模化という方向

では、グローバル領域の自由度数が大きくなる。巨大で複雑形状の実構造物を表現す

るためには大きい自由度数が必要になる。本研究では数百万自由度規模の問題を解析

したが、これは計算機 1 ノードと疎行列直接法で解ける限界を狙った規模であった。

数千万自由度規模以上の問題を解くには前処理付き共役勾配法に基づく反復法の連立

一次方程式ソルバーが必要になる。スーパーコンピュータや PCクラスタの計算機も

必要になる。この場合、グローバル解析の連立一次方程式求解回数によって得られる

恩恵が引き続き得られるが、剛性行列の不変性を活かした恩恵はほとんど得られなく

なる。前処理行列を作成するときに役に立つ程度である。しかし、前処理付き共役勾

配法の反復の初期解を前の連成反復ステップの収束解にすることで、前処理付き共役

勾配法の反復回数を削減できることが期待できる。また、このような状況では、前処

理付き共役勾配法の収束判定に用いる相対ノルムの分母に、連立一次方程式の右辺ベ

クトルのノルムではなく初期解のノルムを用い、しきい値を大きめにとる方法がある。

これによって、各連成反復ステップにおいて、連成反復の収束性に悪影響を与えない程

度の精度の解を効率的に得ることができる。一方、き裂に関するモデルの複雑化の方

向では、き裂モデルの複雑化と非線形材料モデルの複雑化が挙げられる。き裂モデル

の複雑化の方向では、複合材料の結合力モデルの使用が挙げられる。ローカル領域に

拡張有限要素法やマルチスケールモデルを適用することも可能である。非線形材料モ

デルの複雑化の方向では、本研究では等方硬化則や Pragerの移動硬化則を用いたが、
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現実の材料を鑑みるとより高度な降伏関数、流れ則、硬化則などが提案されている。

粘塑性などの非弾性構成則の使用も考えられる。以上、二つの方向に対して本論文で

提案した解析手法は適用可能であり、高度な大規模非線形破壊力学シミュレーション

のシステム化の研究がありうる。
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器の経年化とその関連技術に関して勉強することができました。MDF小委員会には 2

年間参加し、軽水炉機器・構造物の繰り返し複合荷重下における破壊評価に関する研

究プロジェクトの中で貴重な経験を得ることができました。

ADVENTURE プロジェクトのメンバーの皆様にお世話になりました。第 73 回か

ら第 78回までの ADVENTURE会合に参加し、研究に対して有益なコメントをいた

だきました。

最後に、経済的・精神的な支援をくださった両親への謝意を表します。
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本研究で用いたメッシュの一部は著者が開発した Tegiri Utils を用いて作成された

ものである。Tegiri Utils はメッシュの手切りを支援するツール群である。表 A.1 に

示すように、本論文執筆時において 54個の Pythonスクリプトから成り、各スクリプ

トは平均約 120行の小さいコードである。表 A.1のように以下に示す 8つのカテゴリ

から成る。

Converters 要素の変換

Refiners 全体・局所の要素細分割

Reorderers 節点・要素のリオーダリング

Composers メッシュの分割・結合

BC Appliers 境界条件の付与

Checkers メッシュ妥当性・要素アスペクト比・要素体積などのチェック

Visualizers メッシュ・疎行列の可視化

Misc き裂導入、座標変換、Laplacianスムージングなど

Tegiri Utilsを使用してメッシュを作成するときは基本的には以下の手順で行う。

1. 手動もしくは小さな使い捨てスクリプトで四辺形要素の単純なメッシュを作成

する。

2. Convertersや Refinersを用いて目的のメッシュを作成する。

3. BC Appliersを用いて境界条件を付与する。

4. Checkersや Visualizersを用いて作成したメッシュをチェックする。

Reorderers、Composers、Miscは必要に応じて用いる。これらの手順はシェルスク

リプトを書いて自動化しても良いし、シェルに直接コマンドを打ち込んでも良い。

Tegiri Utilsの使用例を示す。まず、リスト A.1のようなシェルスクリプトを書き、

シェルスクリプトの中から Tegiri Utils のスクリプトを次々と呼ぶ。各スクリプトに

対するメッシュの入出力は標準入出力で行うため、リダイレクトやパイプを多用する。

つづいて、図 A.1のような単純なメッシュを本当の手切り、つまりキーボードによる

手入力で作成する。メッシュファイルはリスト A.2のように要素数、要素コネクティ

ビティ、節点数、節点座標の情報を順に記したフォーマットである。なお、このメッ

シュは CT 試験片の 1/2 モデルである。このメッシュファイルをリスト A.1 のシェ
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リスト A.1 CT試験片メッシュを作成するシェルスクリプト
1 #!/bin/sh
2 cat mesh.txt |
3 refine_uniformly.py ’(x - 12.7) ** 2 + (y - 18.05) ** 2 - 6.35 ** 2’ |
4 convert_quadrangular2triangular.py ’x < 38.1’ |
5 convert_triangular2tetrahedral.py 25.4 4 |
6 refine_locally.py ’1.2 * abs(x - 38.1) + abs(y) < 1.0001 * 7.625 ’ |
7 refine_locally.py ’1.2 * abs(x - 38.1) + abs(y) < 0.5001 * 7.625 ’ |
8 refine_locally.py ’1.2 * abs(x - 38.1) + abs(y) < 0.25001 * 7.625’ |
9 refine_locally.py ’1.2 * abs(x - 38.1) + abs(y) < 0.125001 * 7.625’ |

10 cat > mesh.txt.new

ルスクリプトに入力すると図 A.2 のメッシュファイルが出力される。具体的にリス

ト A.1のシェルスクリプトが行ったことは以下の処理である。

1. 全体の要素細分割

2. 四辺形要素から三角形要素への変換

3. 三角形要素から四面体要素への変換 (押し出し)

4. 局所 (き裂先端近傍)の要素細分割 4回

これらの処理によって、二次元の粗いメッシュであった図 A.1を、図 A.2のような三

次元の粗密付きメッシュに変換することができる。なお、これらの図も Tegiri Utils

によって可視化されたものである。変換前のメッシュは 14 要素、25 節点であるが、

変換後のメッシュは 4,528要素、1,198節点である。簡易なメッシュとシェルスクリプ

トという組み合わせは、メッシュファイルのデータ容量を圧縮するという観点からも

有用である。シェルスクリプトを実行すればいつでも同じメッシュが生成される。
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表 A.1 Tegiri Utilsに含まれる Pythonスクリプト

Converters

convert_quadrangular2triangular.py Convert quadrangular elements to triangular elements
convert_quadrangular2hexahedral.py Convert quadrangular elements to hexahedral elements
convert_quadrangular2tetrahedral.py Convert quadrangular elements to tetrahedral elements
convert_triangular2tetrahedral.py Convert triangular elements to tetrahedral elements

convert_linear2quadratic.py Convert linear elements to quadratic elements
convert_quadratic2linear.py Convert quadratic elements to linear elements

convert_subparametric2isoparametric.py Convert subparametric quadratic elements
to isoparametric elements (move midside nodes)

convert_isoparametric2subparametric.py Convert isoparametric quadratic elements
to subparametric elements (move midside nodes)

Refiners

refine_uniformly.py Refine elements uniformly
refine_locally.py Refine tetrahedral/triangular elements locally

refine_quadrangular_edges.py Refine quadrangular element edges
refine_triangular_edges.py Refine triangular element edges

Reorderers

reorder_nodes_naturally.py Reorder nodes naturally (by natural ordering)
reorder_nodes_by_cm.py Reorder nodes by Cuthill–McKee (CM) method
reorder_nodes_by_rcm.py Reorder nodes by reverse Cuthill–McKee (RCM) method
reorder_nodes_by_mc.py Reorder nodes by greedy multicolor (MC) method
reorder_nodes_by_md.py Reorder nodes by minimum degree (MD) method
reorder_nodes_by_nd.py Reorder nodes by nested dissection (ND) method

reorder_elements_for_nodes.py Reorder elements for nodal IDs

Composers

compose_meshes.py Compose two meshes into one mesh
decompose_meshes.py Decompose one mesh into two meshes
connect_meshes.py Connect two meshes (generate interface mesh)
merge_meshes.py Merge meshes into one mesh (do not compose or connect)

remove_interface_dirichlet_bc.py Remove interface Dirichlet BC

BC Appliers

apply_surface_dirichlet_bc.py Apply surface Dirichlet BC
apply_line_dirichlet_bc.py Apply line Dirichlet BC
apply_point_dirichlet_bc.py Apply point Dirichlet BC
apply_surface_neumann_bc.py Apply surface Neumann BC

apply_line_neumann_bc.py Apply line Neumann BC
apply_point_neumann_bc.py Apply point Neumann BC

apply_void_bc.py Apply void BC (convert mesh to mesh with void BC)

Checkers

check_validity.py Check mesh validity
check_aspects.py Check distribution of tetrahedral/triangular element aspect ratios
check_volumes.py Check distribution of element volumes/areas

check_edge_lengths.py Check distribution of element edge lengths
check_adjacent_node_degrees.py Check adjacent node degrees

Visualizers

visualize_simply.py Visualize mesh simply
visualize_in_detail.py Visualize mesh in detail with several options

visualize_matrix.py Visualize sparse matrix of element connectivity
visualize_factorized_matrix.py Visualize factorized sparse matrix of element connectivity

with fill-in estimated by symbolic factorization
extract_locally.py Extract mesh locally for visualization

extract_nonlocally.py Extract mesh non-locally for visualization
extract_surface.py Extract surface mesh for visualization
extract_crack.py Extract crack surface mesh for visualization

Misc

smooth_by_laplacian.py Smooth mesh by Laplacian method
align_regularly_along_curve.py Align nodes regularly along curve

double_elements_symmetrically.py Double elements symmetrically with respect to a plane
transform_coordinates.py Transform nodal coordinates
fix_negative_elements.py Fix negative volume/area elements
unify_duplicated_nodes.py Unify duplicated nodes

introduce_crack.py Introduce crack (duplicate crack surface nodes)
remove_unreferenced_nodes.py Remove unreferenced nodes

remove_zero_volume_elements.py Remove zero-volume elements that have same nodes in a element
evaluate_mesh_file.py Evaluate mesh file
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図 A.1 CT試験片の二次元の粗いメッシュ

図 A.2 CT試験片の三次元の粗密付きメッシュ
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リスト A.2 CT試験片の二次元メッシュのメッシュファイル
1 14
2 0 7 10 9
3 0 1 6 7
4 1 2 8 6
5 2 12 11 8
6 2 3 13 12
7 3 4 14 13
8 4 5 15 14
9 9 10 16 19

10 16 18 20 19
11 18 17 21 20
12 17 11 12 21
13 12 13 22 21
14 13 14 23 22
15 14 15 24 23
16 25
17 0.0 0.0
18 12.7 0.0
19 25.4 0.0
20 38.1 0.0
21 50.8 0.0
22 63.5 0.0
23 12.7 11.7
24 8.20987193947 13.5598719395
25 17.1901280605 13.5598719395
26 0.0 15.25
27 6.35 18.05
28 19.05 18.05
29 25.4 15.25
30 38.1 15.25
31 50.8 15.25
32 63.5 15.25
33 8.20987193947 22.5401280605
34 17.1901280605 22.5401280605
35 12.7 24.4
36 0.0 30.5
37 12.7 30.5
38 25.4 30.5
39 38.1 30.5
40 50.8 30.5
41 63.5 30.5
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