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1. 序論 

1.1. 研究背景 

CFRPや GFRPをはじめとする複合材料は比強度・比剛性が高く、耐久性・

成形性に優れているという特長を持つため、住宅や自動車、車両、船舶、スポ

ーツ等、幅広い分野で用いられている。例えば、E４系新幹線の先頭部に CFRP

が用いられ、漁船やモーターボート、旅客船には GFRPが用いられているもの

もある。スポーツ分野では、ゴルフシャフトや自転車、弓道で用いる弓矢など

に CFRP、GFRPが用いられている。 

 

軽量化が求められる航空機分野でも、複合材料が用いられ、その適用範囲は

広がっている。 

軍用機では、第二次世界大戦中にレドームに GFRPが適用され、1970年代に

は F-15のスピードブレーキや水平尾翼に複合材料が適用された。その後も適用

範囲が徐々に広がり、1970年代末には F-18や AV-8B(図 1.1.1)の主翼が CFRP

化され、適用範囲が二次構造のみならず一次構造にも及ぶようになった。この

ように構造を金属材料から複合材料に置き換える事で軽量化された例(表 1.1.1)

も多く、AV-8Bの主翼では、金属の場合に比べ 17%軽量化している。現在では

複合材料の割合がさらに増加し、米国の最新鋭の戦闘機 F-22においては翼の桁

が RTM で製造されるなど、複合材料が約 26%を占める。また、ティルトロー

ター機V-22オスプレイではローターハブとブレードをつなぐ重要な部材に複合

材料が用いられており、複合材料適用率も 42%となっている。日本においても、

F-2の主翼に CFRPが適用され、機体の約 18%が複合材料で構成されている。 

一方、民間機では 1970年代に既存の航空機（B737,DC-10,L-1011）の尾翼な

どへの複合材料の適用が NASAの ACEEプログラムで研究され 1-3、1980年代

には A320（複合材適用率 16%）, 1990年代には B777（同 10%）の水平・垂直

尾翼などに適用された。ボーイング社の最新鋭機 B787においては主翼や胴体な

どさらに幅広く一次構造に複合材料が用いられ、構造重量の 50%に複合材料が

使用されている(図 1.1.2)。A380では、複合材料の適用率が 25%と B787 と比

べ低めだが、主翼中央翼など重要な部位に CFRPが用いられており、また、胴

体上部にはアルミ合金の薄いシートと GFRPを積層した新素材が用いられてい

る。またエアバスの新型機 A350XWD では、胴体や主翼に複合材料を用い、複

合材料の適用率は 53%と B787と同程度となっている。 

以上のように、近年、軍用・民間の両方において複合材料の適用率が急激に

増加し、およそ 50%程度に達している。今後も主翼や胴体などの一次構造に複
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合材料を使用した航空機が増え続け、航空機分野において複合材料がより重要

になってくると考えられる。 

 

航空機の胴体構造に注目すると、現在、旅客機を中心に多くの航空機でセミ・

モノコック構造(図 1.1.3)が採用されている。セミ・モノコック構造は外板・ス

トリンガ・フレームで構成される構造で、胴体にかかる曲げモーメントをスト

リンガが引張・圧縮力で受け持ち、せん断荷重とねじりモーメントは外板が受

け持つ。フレームは胴体の形状維持と構造の全般的不安定性を防止するために

用いられる。輸送機では、ストリンガは 150～250mm程度の間隔で、フレーム

は500～550mmの間隔で取り付けられている。胴体に複合材料を適用したB787

もこの構造を用いており(図 1.1.4)、複合材胴体構造においてもセミ・コック構

造は胴体構造の一つとして今後も用いられると考えられる。 

 

従来の金属材料では座屈許容設計が適用されている。すなわち、圧縮荷重の

掛かる下面では座屈後も補強材とその近傍の外板が荷重を持つ事を考慮し、せ

ん断荷重の掛かる側面では座屈後も斜め方向の引張荷重により荷重を受け持つ

事を考慮した設計が行われている。一方、複合材構造の場合、例えば、Sikorsky 

S-75 ACAPや HondaJet等がその実例として挙げられる。Sikorsky S-75 ACAP

はアメリカ陸軍の Advanced Composite Airframe Program(ACAP)の下で開発

した全複合材ヘリコプターの実証機（1984年初飛行）であり、この機体の下部

胴体とキャビン天井部において座屈許容設計が適用されている 4,5。HondaJet

は本田技研工業が開発した全複合材胴体の小型ビジネスジェット機であり、胴

体外板のせん断座屈を 50%制限荷重で許容する設計を行い、軽量化に成功した

ことが知られている 6。 

また、ヨーロッパでは複合材補強パネルの座屈後解析の改善を目指し、2000

年－2004年に POSICOSS(Improved POstbuckling SImulation for Design of 

Fibre COmposite Stiffened Fuselage Structure)、その結果を元に 2004年‐

2007年に COCOMAT(Improved MATerial Exploitation at Safe Design of 

COmposite Aircraft Structures by Accurate Simulation of COllapse) が実施

された 7-9。 

POSICOSS では German Aerospace Center(DLR)、AGUSTA、IAI、the 

Politecnico di Milano(POLIMI)、the Technical University of Riga(RTU)、the 

Technical University RWTH(RWTH)、TECHNIONの 7つの企業および研究機

関が参加し、 

1）将来の複合材胴体パネルの座屈および座屈後解析のための高速で信頼性の

高い方法の開発 
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2）解析の検証のための広範囲にわたる実験データベースの構築 

3）設計ガイドラインの作成 

が行われた。 

COCOMATでは、さらに多くの企業・研究機関が参加し、POSICOSS での

研究を破壊に至るまで範囲まで拡張し、 

1）材料特性に関するデータベースと静的荷重および低サイクル荷重を受ける

パネルの破壊に関するデータベースの構築 

2）効率の良い設計を実現するための高速で信頼できるシミュレーションと最

終確認に用いるための時間はかかるが精度の高いシミュレーションの開発 

3）設計ガイドラインの作成 

を課題として実施された。 

このプロジェクトでの研究の例を挙げると 

・Cordiscoらは下図(図 1.1.5)のような等しい曲率を持つ四枚の曲面パネルか

らなるボックス形の試験片に圧縮荷重およびトルクを掛け、静的および疲労試

験を行った。この実験では座屈が生じるような荷重を繰り返し負荷しても試験

片の破壊までの挙動に影響を与えない事が確認された 10。 

・Büsingらは高速のシミュレーションとして strip element（図 1.1.6）を用

いてパネルを周方向に分割し線形座屈解析と非線形座屈後解析を行っている

（長手方向の座屈パターンは三角関数を仮定している）。また、これに座屈後解

析において外板とストリンガ間に cohesive要素を挿入し、剥離の解析を行う事

も検討している 11,12。 

・Kalnins らはメタモデルと呼ばれる近似モデルを用いた高速シミュレーショ

ンの研究を行った 13。 

・剥離や層内での損傷を考慮した精度の高いシミュレーションも複数の機関

で様々なモデル（表 1.1.2）で研究が行われた。 

以上のように、座屈許容設計の実機への適用や適用に向けた研究は行われて

いるが、主に実験や有限要素解析等により設計が行われており、金属構造のよ

うに簡易な設計手法が確立されていない。 

 

複合材補強パネルにおける破壊モードの内、主要なものとして外板‐ストリ

ンガ間での剥離が挙げられる。外板‐ストリンガ間の剥離は、製造や運用中の

衝撃荷重によって生じ、運用中の繰り返し荷重により進展し、構造の破壊に至

る。したがって、複合材補強パネルの座屈後解析を行い、剥離進展の予測を行

う事は座屈許容設計を複合材構造に適用するために重要であると考えられる。 

 

以上より、様々なケースを検討する必要のある設計の初期段階において用い
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る事の出来るような簡易な座屈後解析手法とその結果を用いた剥離進展評価の

手法を確立することは複合材構造への座屈許容設計を進める上で重要であると

考えられる。 

 

 

図 1.1.1 AV-8Bにおける複合材料適用部位 14 

 

 

図 1.1.2 ボーイング 787における複合材料 15 
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図 1.1.3 セミ・モノコック構造 16 

 

 
図 1.1.4 ボーイング 787 胴体構造 17 
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図 1.1.5ボックス型の試験片 10 

 

 

図 1.1.6 strip element11 

 

表 1.1.1複合材料による軽量化 18 

複合材化した箇所 元の重量(lb) 
複合材料にした時

の重量(lb) 
軽量化（％） 

F-15水平尾翼 527 395 25 

DC-10垂直尾翼 1005 834 17 

L-1011 垂直尾翼 858 642 25 

B-737 水平尾翼 262 204 22 

AV-8B 主翼 1143 949 17 

F-18 主翼 1843 1641 11 

UH-60後部胴体 444 399 10 

AV-8B 前部胴体 229 171 25 

B-727 昇降舵 131 98 25 

DC-10 方向舵 91 67 26 

L-1011 補助翼 140 107 23 

F-5 フラップ 34 25 26 

DC-9 ノーズカウル 24 13 46 
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表 1.1.2 高精度シミュレーション 9 

 

1.2. 過去の研究 

滝らは座屈許容設計の基本的手法を確立する事を目的にせん断荷重下での複

合材補強パネルの座屈後挙動の解析法と破壊荷重解析法に関して研究 19-21を行

った。座屈後挙動の解析ではストリップ・アナリシス法を提案した。この方法

では、 

・座屈後の応力状態は座屈時応力＋完全張力場になるとする 

・座屈後変形の半波長は補強材ピッチに等しいとする 

・補強材は座屈後もねじれないとする 

という仮定の下、外板の荷重方向の細長いストリップ(図 1.2.1)を取りだし、

図 1.2.2のように引張側ストリップに関しては補強材近傍を振幅𝑎、波長4ωの

Sin カーブで、中央付近を振幅𝛿 − 𝑎、波長2(𝑙𝑦 − 2𝜔)の Sin カーブで変形を近

似し、圧縮側に関しては中央付近を振幅δ、波長0.92𝑙𝑥の Sin カーブで近似し、

座屈後の変位と荷重の関係を求める（ただし、後に変位を未知係数を含む関数

の線形和で表し、最小ポテンシャルエネルギーの原理を用いて求める方法に改

良している）。さらにこの変形形状を用いて補強材/外板接着部にかかる引張荷重



8 

 

および曲げモーメントを導出している。この結果を用いて梁理論によりひずみ

エネルギー解放率を求め、材料データと比較する事で静的および疲労における

剥離発生条件を求めている。また、補強パネルを用いた静的および疲労試験を

行い、上述の解析と試験結果が良く一致する事を確かめている。小林ら 22はこ

のストリップ・アナリシス法を用いて圧縮座屈のケースについて解析を行った。 

Vescoviniら 23は圧縮荷重とせん断荷重を負荷した複合材補強パネルの座屈後

解析を行った。この研究ではオメガ型のスティフナで補強された複合材補強パ

ネルの座屈後挙動を以下の２ステップで解析している。最初のステップは図 

1.2.3に示すように補強パネルを板要素を用いて座屈解析を行い、座屈荷重を求

める。次のステップではスティフナ間の外板部分のみの解析を行う。スティフ

ナをねじりばねに置き換え、その特性は両者の座屈荷重が等しくなるようにな

る値を用いる。Sin 関数の積（sin
𝑚𝜋𝑥

𝑎
sin

𝑛𝜋𝑦

𝑏
sin）の線形和で表される形状関数

を用いて面外変位を表し、曲げのひずみエネルギーを導出。面内のひずみエネ

ルギーは面外変位と適合条件から求めた Airyの応力関数を用いて表す。外力の

ポテンシャルも面外変位と応力関数を用いて表され、ポテンシャルエネルギー

はこれらの和より求まる。ポテンシャルエネルギー第一変分がゼロという条件

から面外変位に含まれる未知の係数を求めた。この解析結果と有限要素解析の

結果を比較し、同じ変位レベルで比較すると荷重が 3%ほど高くなることや複雑

な変形形状を再現できている事を示した。また、実験結果との比較から初期の

座屈挙動やモードの遷移の存在、遷移前後のパターンを予測できる事を示した。 

Diaconu ら 24は長さが無限の非対称積層板の座屈後挙動の解析を行った。図 

1.2.4のように𝑥軸方向に無限に長く、𝑥軸方向に圧縮荷重、𝑦 = 0, 𝑏は単純支持

の複合材積層板の解析であり、面外変位と応力関数で表される微分方程式と適

合条件式を境界条件の下で解くことで座屈後挙動の解析を行った。 

Diaconu らは無次元の面外変位�̅�を 

�̅� = 𝑤1̅̅̅̅ + 𝑤2̅̅̅̅  

と境界においてモーメントがゼロである条件により生じる変位𝑤1̅̅̅̅と座屈によ

って生じる変位𝑤2̅̅̅̅に分け、𝑤2̅̅̅̅として 

𝑤2̅̅̅̅ = 𝑓 sin[𝜋(�̅� − 𝜏�̅�)] sin(𝜋𝑛�̅�) 

という関数を用いている。ここでは Galerkin 法を用いて𝑓を求めている。た

だし、その際、座屈パターンは面外変位が増加しても変わらないと仮定してい

る。また、座屈パターンを決定するパラメータを求める際はカップリング項は

無視している。面内変位は面外変位と応力関数により導かれる。 

この解析方法による結果を有限の長さの板（縦横比 20）の有限要素解析の結

果と比較した。 
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末益ら 25は層間剥離を有する複合材料板の座屈・座屈後解析を行った。 

剥離面の接触を考慮に入れるため、ラグランジュ乗数法を用いて変分原理を

導き、Rayleigh-Ritz法を用いて解析を行っている。 

まず、ポテンシャルエネルギー 

Π(𝑢, 𝑣, 𝑤) = Ω(𝑢, 𝑣, 𝑤) −𝑊(𝑢, 𝑣, 𝑤) 

Ω：全ひずみエネルギー 

𝑊:外力による仕事 

と表せる。付帯条件は境界条件と接触点での両剥離片の接触条件であり、末益

らは接触点での幾何学的条件、力学的条件を考慮し、２つの型の拘束を導入し

ている。 

一つ目は、拘束点における変位が等しいというものであり、拘束点(𝑥𝑗
𝐼 , 𝑦𝑗

𝐼)にお

いて 

𝑤1 −𝑤2 = 0 

二つ目は、拘束点における変位と傾きが等しいというものであり、拘束点

(𝑥𝑗
𝐼𝐼, 𝑦𝑗

𝐼𝐼)において 

𝑤1 − 𝑤2 = 𝑤1,𝑥 −𝑤2,𝑥 = 𝑤1,𝑦 −𝑤2,𝑦 = 0 

ただし、ここで𝑤1、𝑤2は上下の剥離片の中立面の変位である。 

ポテンシャルエネルギーと接触条件より、汎関数 

Π1(𝑢, 𝑣, 𝑤, 𝑃𝑗, 𝑃𝑧𝑗 , 𝑀𝑥𝑗 , 𝑀𝑦𝑗)

= Π −∑𝑃𝑗{𝑤1(𝑥𝑗
𝐼 , 𝑦𝑗

𝐼) − 𝑤2(𝑥𝑗
𝐼, 𝑦𝑗

𝐼)}

𝑁𝐼

𝑗=1

−∑𝑃𝑧𝑗{𝑤1(𝑥𝑗
𝐼𝐼 , 𝑦𝑗

𝐼𝐼) − 𝑤2(𝑥𝑗
𝐼𝐼 , 𝑦𝑗

𝐼𝐼)}

𝑁𝐼𝐼

𝑗=1

+𝑀𝑥𝑗{𝑤1,𝑥(𝑥𝑗
𝐼𝐼, 𝑦𝑗

𝐼𝐼) − 𝑤2,𝑥(𝑥𝑗
𝐼𝐼, 𝑦𝑗

𝐼𝐼)}

+ 𝑀𝑦𝑗{𝑤1,𝑦(𝑥𝑗
𝐼𝐼, 𝑦𝑗

𝐼𝐼) − 𝑤2,𝑦(𝑥𝑗
𝐼𝐼 , 𝑦𝑗

𝐼𝐼)} 

が導かれる。ここで𝑃𝑗, 𝑃𝑧𝑗, 𝑀𝑥𝑗 , 𝑀𝑦𝑗はラグランジェの乗数で拘束点に生じている

集中反力、反モーメントと等価となる。 

変位として 

𝑤𝑖 = ℎ𝑞𝑚𝜙𝑚
(𝑖)(𝜉, 𝜂) 
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𝑢𝑖 = �̅�0 + (ℎ
2 𝑎⁄ ) [𝑈𝑚𝑛

(0)𝜑𝑚(𝜉)𝜑𝑛(𝜂)

+ 𝑒𝑖 [𝑈𝑚𝑛
(𝑖) 𝜑𝑚(𝜉)𝜑𝑛(�̅�)

∓
1

2
(1 − 𝛾𝑖)𝑞𝑚 {𝜙𝑚,𝜉

(0) (𝜉, 𝜂𝑈)�̅� + 𝜙𝑚,𝜉
(0) (𝜉, 𝜂𝐿)(𝜋 − �̅�)}]] 

𝑣𝑖 = �̅�0 + (ℎ
2 𝑎⁄ ) [𝑉𝑚𝑛

(0)𝜑𝑚(𝜉)𝜑𝑛(𝜂)

+ 𝑒𝑖 [𝑉𝑚𝑛
(𝑖)𝜑𝑚(𝜉)𝜑𝑛(�̅�)

∓
1

2
(1 − 𝛾𝑖)𝑞𝑚 {𝜙𝑚,𝜉

(0) (𝜉, 𝜂𝑈)�̅� + 𝜙𝑚,𝜉
(0) (𝜉, 𝜂𝐿)(𝜋 − �̅�)}]] 

を用いている。ただし、ここで 

𝜑𝑚(𝜉) = sin𝑚𝜉 

𝜙𝑚
(𝑖)(휀, 𝜂) = 𝑎𝑚,𝑘𝑙

(0) �̅�𝑘(𝜉)�̅�𝑙(𝜂) + 𝑒𝑖𝑎𝑚,𝑘𝑙
(𝑖) �̅�𝑘(𝜉)�̅�𝑙(�̅�) 

�̅�𝑚(𝜉) = 2 sin 𝜉 sin𝑚𝜉 

𝑒𝑖 = {
0 (𝑖 = 0)

1 (𝑖 ≠ 0)
 

ξ = π(𝑥 + 𝑎) 2𝑎⁄ , 𝜂 = 𝜋(𝑦 + 𝑏) 2𝑏⁄  

�̅� = 𝜋(𝑦 + 𝑐) 2𝑐⁄  

𝜂𝑈 =
𝜋

2
(1 + 𝛼), 𝜂𝐿 =

𝜋

2
(1 − 𝛼) 

である。 

したがって、平衡方程式を 

𝜕Π1 𝜕𝑞𝑗⁄ = 0, 𝜕Π1 𝜕𝛼𝑛⁄ = 0, 𝜕Π1 𝜕𝛼𝑧𝑛⁄ = 0, 𝜕Π1 𝜕𝛽𝑥𝑛⁄ = 0, 𝜕Π1 𝜕𝛽𝑦𝑛⁄ = 0 

より導出し、Newton 法を用いて解いている。 

 

この他にも補強パネルの解析として Lavy26は圧縮荷重と面外方向の圧力を受

ける単純支持の平板(等方性)の解析を行っている。また、Byklumら 27,28は二軸

の面内荷重や面外方向の圧力を受ける単純支持、もしくは固定端の平板(等方性)

の解析を行っている。Romeoら 29は単純支持もしくは固定端の平板(複合材料)

の座栗解析を行っている。より実際の条件に近づけるため、ストリンガを単純

支持や固定端で表すのではなく、境界における回転を弾性的に拘束する事によ

ってストリンガのねじりを考慮した研究 30-33もなされている。また、境界上で

はなくパネル内にストリンガを配置し。ストリンガを梁としてモデル化 33,34、も
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しくは板要素を用いてモデル化 27,36して解析を行った研究もある。 

 

図 1.2.1 ストリップモデル 20 

 

 

図 1.2.2 変形の近似 19 

 

 
図 1.2.3 解析モデル 23 
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図 1.2.4 無限板 24 

1.3. 研究の目的・概要 

複合材胴体への座屈許容設計の適用を実現するためには、外板‐ストリンガ

間の剥離進展挙動の解析は重要であると考えられる。複合材補強パネルの既存

の研究を見ると、パネルの座屈後解析を行っていても剥離進展評価までは検討

していないか、滝らの研究 19-21のように剥離進展評価をしていても次元を下げ

て解析をしている。しかし、積層構成等によって座屈後に生じるしわの方向や

周期が変わると考えられ、それを次元を下げた解析でとらえることは困難であ

ると考えられる。したがって、本研究では補強パネルを 3次元のまま扱い、外

板‐ストリンガ間の剥離進展に関する簡易解析手法を構築する事を目的とする。

また、この手法を用いて積層構成や材料特性などに関してパラメトリックスタ

ディを行い、各パラメータがどのように剥離進展に影響をするかという知見を

得る事も目的とする。そのためにまず、補強パネルの座屈後挙動をリッツ法を

用いて解析し、解析で求めた変位を用いて剥離先端でのエネルギー解放率を導

出する。このエネルギー解放率と実験より得られた複合材料の疲労剥離進展特

性から外板‐ストリンガ間の初期剥離進展予測を行う。本研究では、胴体の側

面パネルを想定し、せん断荷重下における補強パネルの座屈後解析を行う。 
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図 1.3.1 研究概要 

 

1.4. 論文の構成 

第 2章で座屈後解析について述べる。この章では、リッツ法を用いた座屈後

解析について述べる。まず、リッツ法を用いた解析では変位を関数の線形和で

近似するが、その関数を決めるために等方性のケースで解析を行い、その結果

より近似関数を決定した。その近似関数を用いた解析を行い、等方性と複合材

料のケースで座屈後解析を行い、有限要素解析の結果と比較を行った。第 3章

では、エネルギー解放率の分布について述べる。まず、リッツ法により求めた

補強パネルの変位分布からエネルギー解放率を導出する方法を述べる。次に有

限要素解析を用いてエネルギー解放率を求め、比較を行う。第 4章では層間剥

離進展特性を取得するために行った試験について述べる。ここでは、モード I・

IIの静的・疲労試験を行った。第 5 章では第 3章で求めたエネルギー解放率と

第四章の試験で得た剥離進展特性から外板‐ストリンガ間での剥離進展の評価

を行う。ここでは、積層構成や材料特性などに関してパラメトリックスタディ

を行う。 
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2. 座屈後解析 

この章では、まず 2.1では座屈後解析を行う際の解析モデルについて述べる。

ここでは解析を行う際に設定した仮定、境界条件などについて述べる。2.2では

有限要素解析について述べる。有限要素解析はリッツ法による解析で用いる変

位の近似関数を決定するためとその近似関数を用いた解析との比較のために行

う。2.3ではリッツ法を用いた解析について述べる。最後に 2.4でリッツ法によ

る解析と有限要素解析の結果の比較を行う。 

2.1. 問題設定 

図 2.1.1に示すような胴体の側面パネルを想定し、せん断荷重下における補

強パネルの座屈後解析を行った。本研究では２本のストリンガ間の外板部分を

解析する（図 2.1.2の赤色の破線で囲まれた部分）。航空機の胴体は曲面パネル

で構成されるが、問題を簡単にするため平板の解析を行った。また、実際の構

造では長手方向はフレームによって拘束されるが、本論文では一般部での挙動

を調べるためフレームによる拘束は考慮しない。一般部を解析するには長手方

向には無限板とするのが理想的であるが、無限板を再現するためには、境界に

おける荷重分布を再現する必要がある。しかし、座屈後における応力分布は一

様ではなく、あらかじめ予想することが困難であるため、本論文では長手方向

に非常に細長い平板の解析を行った。 

図 2.1.3のように長さ𝑎, 幅𝑏の平板の中心に原点をとり、𝑥軸方向を胴体の周

方向、𝑦軸方向を胴体の長手方向とする。𝑥 = ±𝑏 2⁄  は外板‐ストリンガ間の剥

離先端位置である。したがって、本研究では外板‐ストリンガ間の剥離がスト

リンガに沿って一様に分布していると仮定している。外板の座屈によって生じ

るしわの方向を𝑥′ 軸方向とし、それと垂直な方向を𝑦′ 軸方向とする。𝑥 − 𝑦座

標と𝑥′ − 𝑦′座標のなす角を𝜃とする。ストリンガは外板と比較し、非常に剛性が

高く、曲げとねじりが生じないと仮定する。また、変形後もストリンガは y軸

に平行であると仮定する。ただし、𝑥 = ±𝑏 2⁄ において一様なせん断荷重を境界

条件として用いる。したがって、휀𝑦 ≠ 0であり、ストリンガの変形を許容する仮

定となる。ストリンガが変形しないという仮定の下であれば、𝑑𝑣 𝑑𝑦⁄ = 0となり、

せん断荷重は一様に分布しない。しかし、単位長さあたりのせん断荷重と座屈

後挙動の関係を求める際、後者の境界条件を用いた場合、せん断荷重を評価す

るのが容易でなくなる。したがって、𝑥 = ±𝑏 2⁄ では一様なせん断荷重を境界条

件として用いる。𝑦 = ±𝑎 2⁄ の境界においては一般部を再現するためには応力分

布を考慮し荷重を与えるか変位を与える必要があるが、予めそれらを知ること

は困難である。したがって𝑥 = ±𝑏 2⁄ と同じ大きさのせん断荷重を与えた。𝑎が𝑏
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よりも十分大きければ、平板の中央（𝑦 = 0）付近では一般部に近い状況を再現

できると考えられる。また上下端の変位は拘束しない。 

以上より境界条件をまとめると、 

𝑥 = ±𝑏 2⁄ において 

 

 𝑤 = 0 (2.1) 

 
𝜕𝑤

𝜕𝑥
= 0 (2.2) 

 
𝜕𝑢

𝜕𝑦
= 0 (2.3) 

 𝑞 = 𝑞0 (2.4) 

𝑞は単位長さあたりのせん断荷重 

y = ±𝑎 2⁄ においては 

 

 𝑞 = 𝑞0 (2.5) 

 

とする 

 

 

図 2.1.1 胴体側面パネル 37 
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図 2.1.2 補強パネル 

 

 

図 2.1.3 解析モデル 
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2.2. 有限要素解析 

2.2.1.  概要 

パネルの座屈後挙動の有限要素解析は以下の 3つの目的のために行った。 

①リッツ法に用いる変位の近似関数の決定 

②解析するパネルの寸法の決定 

③リッツ法による座屈後解析との比較 

①、②は座屈後解析の準備のための解析であり、等方性のケースのみで解析を

行った。③は本論文でメインとなる解析であり、等方と複合材料の両方のケー

スで解析を行った。 

リッツ法と同様の境界条件で解析を行った。解析には 4節点のシェル要素を

用いた。図 2.2.1のように𝑥 = ±𝑏 2⁄ の中央の節点を retained nodeとし、

𝑥 = ±𝑏 2⁄ 上のその他の節点を tied nodeとして nodal tieで結びつけ、各節点の

𝑥方向の変位を拘束した。また、𝑥 = ±𝑏 2⁄ の節点には、境界条件として、 

 

 𝑤 = 𝜔𝑦 = 0 (2.6) 

 

を与えた。ここで、𝜔𝑖は𝑖軸周りの回転を表す。これにより、𝑦方向へは各節点

の変位は拘束されず、境界において𝜕𝑣 𝜕𝑦⁄ が自由な値を取れる条件になっている。

𝑥方向の変位に関しては𝑥 = ±𝑏 2⁄ で等しくなるような拘束になっているため、

𝜕𝑢 𝜕𝑦 = 0⁄ となり、これは境界条件(2.2)と等しい。また、𝑤 = 0より(2.1)、𝜔𝑦よ

り(2.2)が満たされる。剛体変位を取り除くため、原点で 

 

 𝑢 = 𝑣 = 0 (2.7) 

 

とした。平板の左右端（𝑥 = ±𝑏 2⁄ ）と上下端（𝑥 = ±𝑎 2⁄ ）には point loadを

負荷した。ただし、 

 

 {
𝐹𝑥 = ±𝑞0 ×

𝑙𝑒,𝑥
2

（𝑦 = ±
𝑎

2
上の両端（𝑥 = ±

𝑎

2
）の節点）

𝐹𝑥 = ±𝑞0 × 𝑙𝑒,𝑥 （𝑦 = ±
𝑎

2
上のそれ以外の節点）

 (2.8) 

 {
𝐹𝑦 = ±𝑞0 ×

𝑙𝑒,𝑦

2
（𝑥 = ±

𝑏

2
上の両端（𝑦 = ±

𝑏

2
）の節点）

𝐹𝑦 = ±𝑞0 × 𝑙𝑒,𝑦 （𝑥 = ±
𝑏

2
上のそれ以外の節点）

 (2.9) 

 



18 

 

とした。ここで、𝐹𝑖は𝑖方向の荷重、𝑙𝑒.𝑖は要素の𝑖方向の辺の長さを示す。本論文

では2mm × 2mmの要素を用いた。 

座屈後解析では荷重をゼロから目標荷重まで弧長法を用いて解析を行った。ま

た、大変形問題の解法として Total Lagrangeを用いた。 

 

 

図 2.2.1nodal tie 

 

2.2.2. 初期不整 

有限要素解析では面外変形が生じるように微小な面外変形をあらかじめモデ

ルに組み込んだ。初期不整の形状は平板の座屈解析を元に検討した。 

等方性のケースでは初期不整として 

 

 𝑤 = 0.001 cos2
𝜋

𝑏
𝑥 sin

(𝑦 −
𝑎
2)

𝑙𝑏
 (2.10) 

 

を用いた。ここで、𝑙𝑏は座屈解析の結果をもとに求めた。またこの式は 2辺

（x = ±𝑏 2⁄ ）固定の境界条件を満たす。 

本論文では𝑎 = 2000mm、𝑏 = 100mm、板厚 1mmとし、表 2.3.1に示す材料特

性を持つ平板の解析を行った。本論文の解析では実際に航空機で用いられる金

属材料(A2024(E = 73500N/𝑚𝑚2)、A7075(E = 71600N/𝑚𝑚2))と比較すると大き

いヤング率を用いている。しかし、Appendix Aに示すように等方性材料の場合
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はせん断荷重をヤング率で割って無次元化すれば同様の挙動を示す。したがっ

て、等方性の解析結果に関しては無次元化した荷重𝑞 𝐸⁄ を用いる。結果を図 

2.2.2に示す。𝑥 = 0におけるw = 0に近い節点の分布を図 2.2.3に示す。この図

は座屈モードの節の𝑥 = 0での大よその位置を示し、横軸は𝑥 = −1000mmから数

えた節の数を示す。これより、𝑙𝑏 = 87𝑚𝑚とした。 

複合材料のケースでは、座屈解析の結果（座屈モード）を用いた。 

 

 

 

図 2.2.2 座屈モード 
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図 2.2.3 節の位置 

 

表 2.2.1 材料特性（等方性） 

E ν 

170GPa 0.3 

 

2.2.3. パネルの寸法の決定 

一般部に近い条件で解析を行うには本来は無限遠である長手方向の境界から

の影響をできるだけ小さくする必要がある。これは Diaconu ら 24は圧縮荷重下

における複合材非対称積層板の解析で細長い平板の解析を行っており、上下端

の境界の影響を最小限に抑えるためにアスペクト比を 20にしている。本論文で

は、Ritz法による解析と有限要素解析で用いるパネルの寸法を決めるために有

限要素解析を行った。ここでは決められた幅に対し、平板の長さを変え、中央

付近の面外変位に与える影響を調べた。 

パネルの幅（𝑏）を 100mmとし、板厚を 1mmとした。材料特性は表 2.2.1

に示す。長手方向の長さ（𝑎）400mm、800mm、1000mm、1200mm、1400mm、

1600mm、2000mm、2400mmの 8通りとし、最大せん断荷重を 200N/mm(𝑞 𝐸⁄ =

0.00118mm)として解析を行った。荷重‐変位曲線を図 2.2.4に示す。ここで変

位は中央に一番近い腹の最大変位（以降、“最大変位”と略す）とした。ただし、

また、𝑎 = 2400mmでは有限要素解析における最大荷重が 178N/mm(𝑞 𝐸⁄ =

0.00105mm)であることと、170N/mm(𝑞 𝐸⁄ = 0.00100mm)から 176N/mm(𝑞 𝐸⁄ =
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0.00104mm)の間で荷重が一気に増加した事等により 170N/mm(𝑞 𝐸⁄ =

0.00100mm)までのデータを用いた。せん断荷重 150N/mm(𝑞 𝐸⁄ = 0.000882mm)

の時の各ケースの𝑤分布を図 2.2.5～図 2.2.12 に示す。また、この時の𝑥 = 0、

−200mm ≤ y ≤ 200mmでの𝑤分布の比較を図 2.2.13に示す。比較のため、

𝑎 = 1400mmのケースでは正負を逆転させている。図 2.2.14にしわの半波長と𝑎

の関係を示す。𝑥 = 0において𝑤 = 0となる𝑦座標を付近の 5節点のデータを用い

て求め、プロットする事により半波長を求めた(図 2.2.15)。今回の範囲では収

束は見られなかったが、𝑎を十分大きくすれば波長がある値に収束していくと考

えられる。せん断荷重 150N/mm(𝑞 𝐸⁄ = 0.000882mm)と 160N/mm(𝑞 𝐸⁄ =

0.000941mm)における最大変位と𝑎の関係を図 2.2.16に示す。この図より𝑎とと

もに最大変位が減少し、1400mmで最小値となり、1600mm～2400mm ではほ

ぼ一定になっている事が分る。よって、この範囲では境界の影響を最小限に抑

えられているとみなし、a ≥ 2000mmで解析を行った。 

 

 

図 2.2.4 荷重‐変位曲線（𝒂比較） 
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図 2.2.5 𝒘分布図（𝒂 = 𝟒𝟎𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.2.6 𝒘分布図（𝒂 = 𝟖𝟎𝟎𝐦𝐦） 

 



23 

 

 

図 2.2.7 𝒘分布図（𝒂 = 𝟏𝟎𝟎𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.2.8 𝒘分布図（𝒂 = 𝟏𝟐𝟎𝟎𝐦𝐦） 
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図 2.2.9 𝒘分布図（𝒂 = 𝟏𝟒𝟎𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.2.10 𝒘分布図（𝒂 = 𝟏𝟔𝟎𝟎𝐦𝐦） 
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図 2.2.11 𝒘分布図（𝒂 = 𝟐𝟎𝟎𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.2.12 𝒘分布図（𝒂 = 𝟐𝟒𝟎𝟎𝐦𝐦） 
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図 2.2.13 𝒘分布比較（𝒙 = 𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.2.14 𝒂と半波長の関係 
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図 2.2.15 半波長の求め方（例） 

 

 

図 2.2.16 𝒂と面外変位の関係 
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2.3. Ritz法による解析 

 

2.3.1. 支配方程式 

中央面での変位𝑢0, 𝑣0, 𝑤を 

 

 𝑢0(𝑥, 𝑦) =∑𝛼𝑖𝑓𝑖(𝑥, 𝑦) (2.11) 

 𝑣0(𝑥, 𝑦) =∑𝛽𝑖𝑔𝑖(𝑥, 𝑦) (2.12) 

 𝑤(𝑥, 𝑦) =∑𝛾𝑖ℎ𝑖(𝑥, 𝑦) (2.13) 

 

と表す。ここで、𝑓𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦), ℎ𝑖(𝑥, 𝑦) は境界条件(2.1)~(2.3)を満たす関数で

𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛾𝑖は未知係数。 

この𝑢0, 𝑣0, 𝑤を用いてポテンシャルエネルギーΠは 

 

 

Π =∬𝐴𝑑𝑥𝑑𝑦

− {∫𝑞0𝑢0(𝑥, 𝑎 2⁄ )𝑑𝑥 − ∫𝑞0𝑢0(𝑥,−𝑎 2⁄ )𝑑𝑥

+ ∫𝑞0𝑢0(𝑏 2⁄ , 𝑦)𝑑𝑦 − ∫𝑞0𝑢0(−𝑏 2⁄ , 𝑦)𝑑𝑦} 

(2.14) 

 

と表せる。ここで、Aは単位面積当たりのひずみエネルギーであり、 

 

 𝐴 =
1

2
(𝑇𝑥휀𝑥0 + 𝑇𝑦휀𝑦0 + 𝑆𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦0 −𝑀𝑥𝜅𝑥 −𝑀𝑦𝜅𝑦 − 2𝑀𝑥𝑦𝜅𝑥𝑦) (2.15) 

 

と表せる。ここで、𝑇𝑥, 𝑇𝑦, 𝑆𝑥𝑦は断面力、𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑥𝑦は断面モーメント、휀𝑥0, 휀𝑦0, 𝛾𝑥𝑦0

は中央面でのひずみ、𝜅𝑥, 𝜅𝑦, 𝜅𝑥𝑦は曲率である。 

中央面でのひずみ휀𝑥0, 휀𝑦0, 𝛾𝑥𝑦0、曲率𝜅𝑥, 𝜅𝑦 , 𝜅𝑥𝑦は𝑢0, 𝑣0, 𝑤を用いて 

 

 휀𝑥0 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑥

+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑥
)
2

 (2.16) 
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 휀𝑦0 =
𝜕𝑣0
𝜕𝑦

+
1

2
(
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)
2

 (2.17) 

 𝛾𝑥𝑦0 =
𝜕𝑢0
𝜕𝑦

+
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

+
𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦
 (2.18) 

 𝜅𝑥 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
 (2.19) 

 𝜅𝑦 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
 (2.20) 

 𝜅𝑥𝑦 =
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
 (2.21) 

 

と表せる。 

断面力𝑇𝑥, 𝑇𝑦, 𝑆𝑥𝑦、断面モーメント𝑀𝑥 , 𝑀𝑦 , 𝑀𝑥𝑦は 

 

 𝑇𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.22) 

 𝑇𝑦 = ∫ 𝜎𝑦𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.23) 

 𝑆𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑥𝑦𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.24) 

 𝑀𝑥 = ∫ 𝜎𝑥𝑧𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.25) 

 𝑀𝑦 = ∫ 𝜎𝑦𝑧𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.26) 

 𝑀𝑥𝑦 = ∫ 𝜏𝑥𝑦𝑧𝑑𝑧
ℎ 2⁄

−ℎ 2⁄
 (2.27) 

 

と表せる。ここでℎは板厚である。 

したがって、等方性材料の場合、 

 

 𝑇𝑥 =
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
(휀𝑥0 + 𝜈휀𝑦0) (2.28) 

 𝑇𝑦 =
𝐸ℎ

1 − 𝜈2
(휀𝑦0 + 𝜈휀𝑥0) (2.29) 

 𝑆𝑥𝑦 = 𝐺ℎ𝛾𝑥𝑦0 (2.30) 

 𝑀𝑥 = −𝐷(𝜅𝑥 + 𝜈𝜅𝑦) (2.31) 
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 𝑀𝑦 = −𝐷(𝜅𝑦 + 𝜈𝜅𝑥) (2.32) 

 𝑀𝑥𝑦 = −𝐷(1 − 𝜈)𝜅𝑥𝑦 (2.33) 

 

と表せる。ここで Eはヤング率、𝜈はポアソン比である。Dは板の曲げ剛性であ

り、 

 

 D =
𝐸ℎ3

12(1 − 𝜈2)
 (2.34) 

 

と表される。 

(2.15)、 (2.28)～(2.33)より単位面積当たりのひずみエネルギー𝐴は 

 

 

𝐴 =
𝐸ℎ

2(1 − 𝜈2)
{(휀𝑥0 + 휀𝑦0)

2
− 2(1 − 𝜈) (휀𝑥0휀𝑦0 −

1

4
𝛾𝑥𝑦0

2)}

+
𝐷

2
{(𝜅𝑥 + 𝜅𝑦)

2
− 2(1 − 𝜈)(𝜅𝑥𝜅𝑦 − 𝜅𝑥𝑦

2)} 

(2.35) 

 

となる。 

一方、複合材料の場合、構成方程式は 

 

 

(

 
 
 
 

𝑇𝑥
𝑇𝑦
𝑆𝑥𝑦
𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑥𝑦)

 
 
 
 

=

(

 
 
 

𝐴11 𝐴12 𝐴16
𝐴12 𝐴22 𝐴26
𝐴16 𝐴26 𝐴66

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐵11 𝐵12 𝐵16
𝐵12 𝐵22 𝐵26
𝐵16 𝐵26 𝐵66

𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐷16 𝐷26 𝐷66)

 
 
 

(

 
 
 

휀𝑥0
휀𝑦0
𝛾𝑥𝑦0
𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦 )

 
 
 

 (2.36) 

 

である。ここで、𝐴𝑖𝑗 , 𝐵𝑖𝑗 , 𝐷𝑖𝑗はそれぞれ面内剛性、カップリング剛性、曲げ剛性

で 

 

 𝐴𝑖𝑗 =∑𝑄𝑖𝑗
(𝑘)(𝑧𝑘 − 𝑧𝑘−1)

𝑁

𝑘=1

 (2.37) 

 𝐵𝑖𝑗 =∑
1

2
𝑄𝑖𝑗
(𝑘)(𝑧𝑘

2 − 𝑧𝑘−1
2)

𝑁

𝑘=1

 (2.38) 
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 𝐷𝑖𝑗 =∑
1

3
𝑄𝑖𝑗
(𝑘)(𝑧𝑘

3 − 𝑧𝑘−1
3)

𝑁

𝑘=1

 (2.39) 

 

と表される。ここで、𝑁は積層数、𝑧𝑘は𝑘層目の上面の𝑧座標、𝑄𝑖𝑗
(𝑘)は𝑘層目の弾

性係数。 

本研究では対称積層板を扱い、また、引張り‐せん断カップリングをゼロと

する。したがって、(2.12)は 

 

 

(

 
 
 
 

𝑇𝑥
𝑇𝑦
𝑆𝑥𝑦
𝑀𝑥
𝑀𝑦
𝑀𝑥𝑦)

 
 
 
 

=

(

 
 
 

𝐴11 𝐴12 0
𝐴12 𝐴22 0
0 0 𝐴66

0 0 0
0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0
0 0 0

𝐷11 𝐷12 𝐷16
𝐷12 𝐷22 𝐷26
𝐷16 𝐷26 𝐷66)

 
 
 

(

 
 
 

휀𝑥0
휀𝑦0
𝛾𝑥𝑦0
𝜅𝑥
𝜅𝑦
𝜅𝑥𝑦 )

 
 
 

 (2.40) 

 

となる。(2.15)、(2.40)より単位面積当たりのひずみエネルギー𝐴は 

 

 

𝐴 =
1

2
(𝐴11휀𝑥0

2 + 2𝐴12휀𝑥0휀𝑦0 + 𝐴22휀𝑦0
2 + 𝐴66𝛾𝑥𝑦0

2 + 𝐷11𝜅𝑥
2

+ 2𝐷12𝜅𝑥𝜅𝑦 + 𝐷22𝜅𝑦
2 + 4𝐷66𝜅𝑥𝑦

2 + 4𝐷16𝜅𝑥𝜅𝑥𝑦

+ 4𝐷26𝜅𝑦𝜅𝑥𝑦) 

(2.41) 

 

と表される。 

ポテンシャルエネルギー停留の原理 

 

 δΠ = 0 (2.42) 

 

より、𝑢0, 𝑣0, 𝑤 の近似関数(2.11)～(2.13)に含まれるパラメータ𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛾𝑖は 

 

 
𝜕Π

𝜕𝛼𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝛽𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝛾𝑖
= 0 (2.43) 

 

の連立方程式を解くことで求まる。 
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2.3.2. 変位の近似関数 

まず、面外変位𝑤について検討した。 

末益ら 25や Vescovini ら 23のように三角関数の積を用いると 

 

 𝑤 =∑𝛾𝑚𝑛
𝑚,𝑛

cos2
(2𝑚 − 1)𝜋

𝑏
𝑥 sin

𝑛𝜋

𝑎
 (2.44) 

 

と表す事も出来るが、本論文ではせん断荷重のみであるので、関数の項数を減

らすために異なる関数系を用いる。 

Timoshenko38は単純支持辺をもった無限に長い板の面外変位として 

 

 𝑤 = 𝐴 sin
𝜋𝑦

𝑏
sin
𝜋

𝑠
(𝑥 − 𝛼𝑦) (2.45) 

 

と仮定している。ただし、Timoshenkoの研究では、y = 0, 𝑏で単純支持、𝑥軸方

向に無限の板を解析し、𝑠はしわの半波長、𝛼はしわの方向を表す。 

林ら 39はy = ±b 2⁄ で 2辺固定とし、 

 

 𝑤 =
𝑓

2
(1 + cos

2𝜋𝑦

𝑏
) cos

𝜋

𝑠
(𝑥 − 𝑚𝑦) (2.46) 

 

を仮定して解析した。 

Denke40はウェブビームのウェブ部分(𝑥 = ±𝑎, 𝑦 = ±𝑏の４辺単純支持)の解析

に 

 

 𝑤 = 𝑓 cos
𝜋𝑥

2𝑎
cos

𝜋𝑦

2𝑏
cos (

𝜋 sin 𝛼

𝜆
𝑥 +

𝜋 cos 𝛼

𝜆
𝑦) (2.47) 

 

を用いた。ここで、𝛼はしわの方向、𝜆はしわの波長を表す。 

(2.45)～(2.47)で共通することは、面外変位を“境界の影響を表す項（図 2.3.1）”

と“しわの周期成分を表す項（図 2.3.2）”の積で表している事であり、Denke

はこれらの項をそれぞれ“Damping component”、“Fundamental component”

と呼んでいる。本論文でも同様の近似方法を用いる事とした。だだし、この面

外変位を用いてエネルギー解放率を導出するため、Damping componentの項数

を増やし変形をより精度高く近似する必要があると考えられる。この項は𝑥 = 0
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に関して対称な関数となると考えられるので、 

 

 ∑
𝛾𝑖
2
(1 + cos

2𝑖𝜋

𝑏
𝑥)

𝑖:𝑜𝑑𝑑

+ ∑
𝛾𝑖
2
(1 − cos

2𝑖𝜋

𝑏
𝑥)

𝑖:𝑒𝑣𝑒𝑛

 (2.48) 

 

を用いることとした。したがって、近似関数は 

 

 

𝑤(𝑥, 𝑦) = {∑
𝛾𝑖
2
(1 + cos

2𝑖𝜋

𝑏
𝑥)

𝑖:𝑜𝑑𝑑

+ ∑
𝛾𝑖
2
(1 − cos

2𝑖𝜋

𝑏
𝑥)

𝑖:𝑒𝑣𝑒𝑛

} sin
𝜋

𝑙1
(−𝑚1𝑥 + 𝑦) 

(2.49) 

 

となる。ここで、 

 

 𝑚1 = tan 𝜃 (2.50) 

 

である。 

面内変位に関しては、周期成分を含む項と𝑥 = 0もしくは𝑦 = 0に関して反対称

な関数の和で表す。𝑢の周期成分を含む項の Damping componentは𝑥 = 0に関

して対称かつ𝑥 = ±𝑏 2⁄ でゼロになる関数の和 

 

 ∑𝛼1,𝑖 cos
(2𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

 (2.51) 

 

で表すことができると考えられる。Fundamental componentに関しては、周期

や方向が𝑤と一致するとは限らないため、 

 

 sin
𝜋

𝑙2
(−𝑚2𝑥 + 𝑦) (2.52) 

 

とする。また、𝑥 = 0に関して反対称な項については 

 

 ∑𝛼2,𝑖 sin
(2𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

 (2.53) 
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を用いる。したがって、𝑢0の近似関数として 

 

 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = (∑𝛼1,𝑖 cos
(2𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

) sin
𝜋

𝑙2
(−𝑚2𝑥 + 𝑦)

+∑𝛼2,𝑖 sin
(2𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

 

(2.54) 

 

を用いる。 

𝑣0の Damping componentに用いる関数は𝑥 = 0に関して対称だが、𝑥 = ±𝑏 2⁄

においてゼロでなくてもよいので、以下のように表す（ただし、𝑖 ≥ 2） 

 

 𝛽1,1 +∑𝛽1,𝑖 cos
(2𝑖 − 3)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

 (2.55) 

 

Fundamental componentについては𝑢0と同様の関数に 

 

 sin
𝜋

𝑙3
(−𝑚3𝑥 + 𝑦) (2.56) 

 

と表す。また、周期成分が含まれない項に関しては、𝑥 = 0に関して反対称な項

を 

 

 𝛽2,1𝑥 +∑𝛽2,𝑖 cos
2(𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

 (2.57) 

 

と表す（ただし、𝑖 ≥ 2）。また、𝑦 = 0に関して反対称な項は 

 

 𝛽3,1𝑦 (2.58) 

 

を用いた。したがって、𝑣0の近似関数として 
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𝑣0(𝑥, 𝑦) = (𝛽1,1 +∑𝛽1,𝑖 cos
(2𝑖 − 3)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

) sin
𝜋

𝑙3
(−𝑚3𝑥 + 𝑦)

+ 𝛽2,1𝑥 +∑𝛽2,𝑖 cos
2(𝑖 − 1)𝜋

𝑏
𝑥

𝑖

+ 𝛽3,1𝑦 

(2.59) 

 

を用いた。 

次に、それぞれの近似関数において𝑖をいくつまで取るかを有限要素解析の結

果をもとに検討した。解析に用いた材料データは 2.2における解析と同様、表 

2.2.1を用いた。荷重‐変位曲線を図 2.3.3に示す。ここで、変位はパネル中央

付近の面外変位の最大値である。また以下ではq E⁄ = 0.00088mm 、パネルの

−200mm ≤ 𝑦 ≤ 200mmの部分の結果を用いた。 

まず、𝑤について検討した。𝑤の damping componentは振幅の𝑥方向の分布

に当たるので、有限要素解析では 

 

 
1

2
( max
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑤(𝑥, 𝑦) − min
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑤(𝑥, 𝑦)) (2.60) 

 

より求まる。図 2.3.4に有限要素解析の結果と(2.48)で近似した結果を示す。こ

こで①、②、③はそれぞれ(2.48)において𝑖 = 1, 2, 3までの項を用いた関数である。

すなわち、①は 

 

 𝑤,𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔=
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥) (2.61) 

 

②は 

 

 𝑤,𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔=
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥) +

𝛾2
2
(1 − cos

4𝜋

𝑏
𝑥) (2.62) 

 

③は 

 

 

𝑤,𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔=
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥) +

𝛾2
2
(1 − cos

4𝜋

𝑏
𝑥)

+
𝛾3
2
(1 + cos

6𝜋

𝑏
𝑥) 

(2.63) 
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である。ここで、𝑤,𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔は𝑤の damping componentを表す。また、近似をす

る際は最小二乗法を用いて近似を行った。この図から𝑖 = 2まででも十分に近似

できている事が分るが、ひずみエネルギーやエネルギー解放率を計算する際に𝑤

の二階の微分が必要である事より項をもう一つ増やした(2.63)を用いる。 

次に𝑢0について検討した。𝑢0の damping componentは同様に有限要素解析で

は 

 

 
1

2
( max
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑢0(𝑥, 𝑦) − min
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑢0(𝑥, 𝑦)) (2.64) 

 

より求まる。図 2.3.5に有限要素解析の結果と(2.51)で近似した結果を示す。こ

こで①、②、③はそれぞれ(2.51)において𝑖 = 2, 3, 4までの項を用いた関数である。

ただし、①と②は最小二乗法で求めたが、③は𝑥 = ±𝑏 2⁄ 付近でもよく一致する

ようにパラメータを調整した。この図から𝑖 = 3までで十分に近似できていると

考えられるが、𝑥 = ±𝑏 2⁄ 付近においてずれが生じている事と一階の微分が必要

である事よりさらに 1項増やした関数 

 

 𝛼1,1 cos
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼1,2 cos

3𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼1,3 cos

5𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼1,4 cos

7𝜋

𝑏
𝑥 (2.65) 

 

を用いる事とした。次に𝑥 = 0mmに関して反対称な項について検討する。この

項は有限要素解析では 

 

 
1

2
( max
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑢0(𝑥, 𝑦) + min
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑢0(𝑥, 𝑦)) (2.66) 

 

より求まる。図 2.3.6に有限要素解析の結果と(2.53)で近似した結果を示す。こ

こで①、②はそれぞれ(2.53)において𝑖 = 1, 2までの項を用いた関数である。この

図より𝑖 = 2までの項を用いた近似関数 

 

 𝛼2,1 sin
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼2,2 sin

3𝜋

𝑏
𝑥 (2.67) 

 

により良く近似できることが分る。したがって、この式を用いる事とした。 

次に𝑣0について検討した。𝑣0ではまず、(2.59)中の𝑦 = 0mmに関して反対称な
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項(2.58)を𝑣0から引いてから各項について検討する。(2.58)に対応する項は

𝑥 = −50mmにおける分布(図 2.3.7)と𝑥 = 0mmにおける分布(図 2.3.8)より

𝛽3,1 = −0.0001446とした。𝑣0からこの項を引いた項(𝑣0′とする)の

𝑥 = −50mm, 0mmにおける分布をそれぞれ図 2.3.9、図 2.3.10に示す。これら

の図より𝑣0分布における𝑦方向の傾きが取り除くことが出来ている事が分り、

(2.58)の近似が妥当であることが分る。𝑣0の damping componentは有限要素解

析では 

 

 
1

2
( max
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑣0′(𝑥, 𝑦) − min
−200𝑚𝑚≤𝑦≤200𝑚𝑚

𝑣0′(𝑥, 𝑦)) (2.68) 

 

より求まる。この分布と近似関数(2.55)の比較を図 2.3.11に示す。この図から

𝑖 = 3までの項を用いた近似関数 

 

 𝑣0′,𝑑𝑎𝑚𝑝𝑖𝑛𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝛽1,1 + 𝛽1,2 cos
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛽1,3 cos

3𝜋

𝑏
𝑥 (2.69) 

 

により良く近似できる事が分る。したがってこの式を用いることにした。 

𝑥 = 0mmに関して反対称な項は有限要素解析では 

 

 
1

2
( max
−200≤𝑦≤200

𝑣0′(𝑥, 𝑦) + min
−200≤𝑦≤200

𝑣0′(𝑥, 𝑦)) (2.70) 

 

より求まる。この分布と近似関数(57)の比較を図 2.3.12に示す。この図より𝑖 = 2

までの項を用いた近似式 

 

 𝛽2,1𝑥 + 𝛽2,2 cos
2𝜋

𝑏
𝑥 (2.71) 

 

を用いる事とした。 

最後に各変位の fundamental component について検討する。𝑥 = 0mmにおけ

る𝑤、𝑢0、𝑣0′分布を図 2.3.13 に示す。この図から 

 

 𝑙1 =
𝑙2
2
=
𝑙3
2

 (2.72) 
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であることが分る。 

以上の検討より、変位の近似関数として 

 

 

𝑤(𝑥, 𝑦) = {
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥) +

𝛾2
2
(1 − cos

4𝜋

𝑏
𝑥)

+
𝛾3
2
(1 + cos

6𝜋

𝑏
𝑥)} sin

𝜋

𝑙
(−𝑚1𝑥 + 𝑦) 

(2.73) 

 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = {𝛼1 cos
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼2 cos

3𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼3 cos

5𝜋

𝑏
𝑥

+ 𝛼4 cos
7𝜋

𝑏
𝑥} sin

2𝜋

𝑙
(−𝑚2𝑥 + 𝑦) + 𝛼5 sin

𝜋

𝑏
𝑥

+ 𝛼6 sin
3𝜋

𝑏
𝑥 

(2.74) 

 

𝑣0(𝑥, 𝑦) = {𝛽1 + 𝛽2 cos
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛽3 cos

3𝜋

𝑏
𝑥} sin

2𝜋

𝑙
(−𝑚3𝑥 + 𝑦)

+ 𝛽4𝑥 + 𝛽5 sin
2𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛽6𝑦 

(2.75) 

 

を解析に用いた。したがって、未知のパラメータは𝛼𝑖 , 𝛽𝑖 , 𝛾𝑖, 𝑚𝑖 , 𝑙であり、 

 

 
𝜕Π

𝜕𝛼𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝛽𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝛾𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝑚𝑖
= 0,

𝜕Π

𝜕𝑙
= 0 (2.76) 

 

を、Newton 法によって数値的に解くことによって求め、座屈後の変形を求めた。 
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図 2.3.1 Damping component 

 

 

図 2.3.2 Fundamental component 
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図 2.3.3 荷重‐変位曲線 
 

 

図 2.3.4 𝒘の damping componentと近似関数 

①、②、③はそれぞれ(2.48)において𝑖 = 1, 2, 3までの項を用いた関数 
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図 2.3.5 𝒖𝟎の dampingcomponentと近似関数 

①、②、③はそれぞれ(2.51)において𝑖 = 2, 3, 4までの項を用いた関数 

 

 

図 2.3.6 𝒖𝟎の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項と近似関数 

①、②はそれぞれ(2.53)において𝑖 = 1, 2までの項を用いた関数 
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図 2.3.7 𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦における𝒗𝟎分布 

 

 

図 2.3.8 𝒙 = 𝟎𝐦𝐦における𝒗𝟎分布 
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図 2.3.9 𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦における𝒗𝟎′分布 

 

 

図 2.3.10 𝒙 = 𝟎𝐦𝐦における𝒗𝟎′分布 
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図 2.3.11 𝒗𝟎′の damping componentと近似関数 

①、②はそれぞれ(2.55)において𝑖 = 2, 3までの項を用いた関数 

 

 

図 2.3.12 𝒗𝟎′の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項と近似関数 

①、②はそれぞれ(2.57)において𝑖 = 1, 2までの項を用いた関数 
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図 2.3.13 𝒙 = 𝟎における𝐰,𝒖𝟎, 𝒗𝟎′分布 

 

2.3.3. 初期値導出 

上述の解析を行うには、おおよその座屈荷重を知る必要がある。また、初期

値に敏感で解が得られないケースがある。したがって、まず座屈解析を行い、

その後、未知係数を減らした近似関数を用いて解析を行い、初期値にその解を

用いた。 

座屈解析では面外変位として 

 

 𝑤(𝑥, 𝑦) =
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥) sin

𝜋

𝑙
(−𝑚1𝑥 + 𝑦) (2.77) 

 

を用いた。これを用いると等方性の場合 

 

 

𝛿2Π =∬2𝑆𝑥𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

+ 𝐷∬[(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
+
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

− 2(1 − 𝜈) {(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
) − (

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

}] 𝑑𝑥𝑑𝑦 

(2.78) 
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複合材の場合 

 

 

𝛿2Π =∬2𝑆𝑥𝑦 (
𝜕𝑤

𝜕𝑥
) (
𝜕𝑤

𝜕𝑦
)𝑑𝑥𝑑𝑦

+∬[𝐷11 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)

2

+ 2𝐷12 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

+ 𝐷22 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)

2

+ 4𝐷66 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

2

+ 4𝐷16 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑥2
)(
𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)

+ 4𝐷26 (
𝜕2𝑤

𝜕𝑦2
)(

𝜕2𝑤

𝜕𝑥𝜕𝑦
)] 𝑑𝑥𝑑𝑦 

(2.79) 

 

と表せる。 

 

 
𝜕𝛿2Π

𝜕𝛾1
= 0 (2.80) 

 

の𝛾1の項の係数がゼロになる𝜏を求め、この𝜏が最小値となる𝑚1, 𝑙を求めた。 

座屈解析で求めた荷重を目安に荷重を設定し、未知係数を減らした変位の近

似式を用いて座屈後解析を行った。高次の三角関数を用いた項では係数が小さ

くなると考えられるので、それらの項を省略し、変位を 

 

 

𝑤(𝑥, 𝑦) = {
𝛾1
2
(1 + cos

2𝜋

𝑏
𝑥)

+
𝛾2
2
(1 − cos

4𝜋

𝑏
𝑥)} sin

𝜋

𝑙
(−𝑚1𝑥 + 𝑦) 

(2.81) 

 

𝑢0(𝑥, 𝑦) = {𝛼1 cos
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼2 cos

3𝜋

𝑏
𝑥} sin

2𝜋

𝑙
(−𝑚2𝑥 + 𝑦)

+ 𝛼5 sin
𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛼6 sin

3𝜋

𝑏
𝑥 

(2.82) 

 
𝑣0(𝑥, 𝑦) = {𝛽1 + 𝛽2 cos

𝜋

𝑏
𝑥 + 𝛽3 cos

3𝜋

𝑏
𝑥} sin

2𝜋

𝑙
(−𝑚3𝑥 + 𝑦)

+ 𝛽4𝑥 + 𝛽6𝑦 

(2.83) 
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と近似し解析を行い、その結果を初期値として用いた。省略した項に関しては

非常に他の係数と比較し、小さい値を初期値として用いた。 

 

 

2.4. 解析結果 

 

2.4.1. 等方性のケース 

リッツ法を用いた解析によって得られた解と有限要素解析によって得られた

解との比較を行った。まずはより簡単なケースとして等方性のケースについて

解析を行った。平板の寸法は𝑎 = 2000mm、𝑏 = 100mm、板厚 1mm、材料特性

は表 2.2.1に示す。 

荷重‐変位曲線を図 2.4.1に示す。リッツ法による解析の方が同じ荷重レベ

ルに対し、変位の小さい結果が得られたが、有限要素解析と良く一致している

事が分る。ただし、荷重の微小な増加により変位が大きく増加するため、変位

で比較すると座屈荷重付近では特に差が大きくなる。図 2.4.2に有限要素解析

により求まった変位（𝑤𝐹𝐸𝐴）とリッツ法を用いた解析により求まった変位（𝑤𝑅𝑖𝑡𝑧）

の比（𝑤𝐹𝐸𝐴 𝑤𝑅𝑖𝑡𝑧⁄ ）と差（𝑤𝐹𝐸𝐴 −𝑤𝑅𝑖𝑡𝑧）を示す。この図から座屈荷重付近以外

では𝑤𝐹𝐸𝐴 𝑤𝑅𝑖𝑡𝑧⁄ が 1.2程度の値になっている事が分る。𝑤, 𝑢0, 𝑣0の近似式(2.73)、

(2.74)、(2.75)に含まれるパラメータ𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑙と有限要素解析でそれらに相当

する値の比較を図 2.4.3～図 2.4.6に示す。ここで、𝑚1, 𝑚2, 𝑚3はそれぞれ

𝑤, 𝑢0, 𝑣0の Fundamental component（図 2.3.2）の方向を表すのでそれぞれの

分布の稜線の方向を調べればよい。本論文では平板の中央（𝑦 = 0）付近での稜

線を調べた。その際、𝑥 = −20,−10, 0, 10, 20mmの 5か所のデータを用いた。最

大となる点の座標を求める際、5つの節点のデータを用いて、２次関数で近似し、

最大となる座標を求めた。例えば𝑤が、𝑥 = 𝑥0上において、(𝑥0, 𝑦0)の節点付近で

最大となっている場合、(𝑥0, 𝑦0 − 4𝑚𝑚), (𝑥0, 𝑦0 − 2𝑚𝑚), (𝑥0, 𝑦0), (𝑥0, 𝑦0 +

2𝑚𝑚), (𝑥0, 𝑦0 + 4𝑚𝑚)の５つの節点のデータを用いて、𝑤 = 𝑎1𝑦
2 + 𝑎2𝑦 + 𝑎3と近

似し、最大値を取る𝑦の値を求めた。𝑚1, 𝑚3に関しては荷重とともに増加する傾

向が再現できている。𝑙はしわの半波長であるので、𝑥 = 0mmにおいて

𝑦 = ±600mm付近の𝑤 = 0mmとなる座標を求めてこの 2点間における波数で割

ることにより求めた。ただし、𝑤 = 0mmの座標を求める際は、その付近の 5つ

の節点のデータを用いて 1次関数で近似し、座標を求めた。リッツ法と有限要

素解析の差が 4%以下と良く一致している事が分る。𝑢0, 𝑣0についても同様に求

め、𝑤と比較したものを図 2.4.7に示す。ただし、𝑙1, 𝑙2, 𝑙3はそれぞれ𝑤, 𝑢0, 𝑣0の
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半波長である。この図より、各荷重で𝑙2 = 𝑙3 = 𝑙1 2⁄ となっている事が分る。以

上より、リッツ法を用いた解析と有限要素解析を比較すると各パラメータの値

と荷重を変化させた際の傾向が良く一致している事が分った。 

𝑞/𝐸 = 0.00088mmのケースについて詳細に比較を行う。この時の𝑤, 𝑢0, 𝑣0の近

似式のパラメータを表 2.4.1に示す。有限要素解析とリッツ法による解析によ

り得られた平板の中央付近（−200mm ≤ y ≤ 200mm）における𝑢0, 𝑣0, 𝑤の分布

を図 2.4.8～図 2.4.10に示す。有限要素解析とリッツ法を用いた解析で変位の

大きさは異なるものの、同じような変形パターンが得られている事が確認でき

た。次に近似式で用いた関数とそれらに対応する有限要素解析で得られた分布

の比較を行う。まずは𝑢0に関して比較を行う。𝑢0の Damping component(2.65)

に関するリッツ法による解析と有限要素解析の比較を図 2.4.11に示す。境界付

近では良く一致しているが、中央付近では大きくずれている事が分る。次に

𝑥 = 0mmに関して反対称な項(2.67)の比較を図 2.4.12に示す。有限要素解析が

リッツ法による解析の 1.6倍程度の値となっている事が分る。𝑦軸上での分布の

比較を図 2.4.13に示す。この図から、Sin関数での近似とその周期が有限要素

解析の結果と大きくずれていない事が分る。最後に𝑚2に関する比較を行う。図 

2.4.14は有限要素解析により得られた稜線とリッツ法で求まった稜線の比較を

表している。ただし、リッツ法のプロットは稜線の正確な位置を表すのではな

く、有限要素解析の結果に稜線の方向を重ねたものを使用している。有限要素

解析では稜線は直線ではないが、リッツ法で用いた直線状の稜線と良く一致し

ている事が分る。 

次に𝑣0に関する比較を行う。𝑣0′(𝑣0から𝑦軸方向の傾きの成分を引いたもの)の

damping component(2.69)の比較を図 2.4.15に示す。Ritz法による解析は有限

要素解析と比較し、damping componentを小さく評価している事が分る。次に

𝑣0′の𝑥 = 0mmに関して反対称な項(2.71)の比較を図 2.4.16に示す。この項はリ

ッツ法と有限要素解析で良く一致している事が分る。𝑦軸上での分布を図 2.4.17

に示す。ここで左側の軸は有限要素解析、右側の軸がリッツ法による解析であ

る。傾きを表すパラメータ𝛽6 = −0.0000935に対し、有限要素解析では

𝛽6 = −0.000145となり、リッツ法による解析では𝑦軸方向の変位を小さく見積も

っている事が分る。𝑚3に関する比較を図 2.4.18に示す。この図で有限要素解析

の方は稜線の位置を示し、リッツ法の方は𝑚3の値と有限要素解析における稜線

の𝑥 = 0mmでの値を用いてプロットしたものであり、厳密には稜線の位置を表

していない。また、ここでの稜線は𝑣0′の分布における稜線を表している。この

図から有限要素解析では稜線が直線になっていない事、直線の範囲ではリッツ

法による解析で良く近似できている事が分る。 

𝑤の近似式の Damping componentに関する比較を図 2.4.19に示す。リッツ



49 

 

法による解析は有限要素解析よりも小さく評価されており、最大変位は4 5⁄ 程度

となっている。𝑦軸上での𝑤分布を図 2.4.20に示す。この図において左の軸が有

限要素解析、右の軸がリッツ法である。しわの近似で Sin 関数が妥当であるこ

と、変位は小さいものの波長の評価は妥当であることが分る。𝑚1の比較を図 

2.4.21に示す。ここでもリッツ法の結果は実際の稜線の位置を示しているので

はなく、有限要素解析との比較の為、𝑥 = 0mmにおいて位置が一致するように

している。この図から、有限要素解析では境界付近では𝑚1が小さくなること、

中央付近ではリッツ法の解析結果と良く一致する事が示せた。 

エネルギー解放率を計算する際、x = ±𝑏 2⁄ でのひずみ（휀𝑥, 휀𝑦 , 𝛾𝑥𝑦）と曲率（𝜅𝑥）

を用いる（詳細は次章以降）。したがって、ここでは座屈後解析で求めた変位よ

りひずみと曲率を求め、有限要素解析とリッツ法による解析で比較を行い、リ

ッツ法による解が有限要素解析の解からどの程度ずれるかを評価した。ひず

み・曲率と変位の関係は(2.16)～(2.21)を用いた。各ひずみ・曲率の分布を図 

2.4.22～図 2.4.25に示す。分布の周期などは良く一致しているが、有限要素解

析と比べると低く評価されている事が分る（휀𝑥が負の範囲を除く）。ただし、周

期のずれは稜線の方向を直線と仮定している事に起因すると考えられる。座屈

後の挙動を考慮すると、これらの中でも特に𝛾𝑥𝑦, 𝜅𝑥が重要であるのでそれらに注

目すると、𝛾𝑥𝑦はほぼ一致しているが、𝜅𝑥は最大値が有限要素解析の 0.62倍程度

と低く見積もられている事が分る。 

有限要素解析の結果から変位の近似関数を決めたにも関わらず、解析を行っ

た際、各項の分布形状を精度高く近似できていない事について考察を加える。

その原因の一つとしては図 2.4.14、図 2.4.18、図 2.4.21に示したように複雑

な形状をしている各変位の稜線を直線で近似している事が考えられる。また、

もう一つの原因として、ひずみエネルギーを計算する際は近似関数の微分を用

いている事が考えられる。つまり、変位は 2.3.2で示したように精度高く近似で

きているように見えても、微分してひずみを計算した際、実際の分布とは大き

くずれる可能性があるという事が考えられる。 
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図 2.4.1 荷重‐変位曲線 

 

 

 

図 2.4.2 面外変位比較 
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図 2.4.3 𝒎𝟏比較 

 

 

図 2.4.4 𝒎𝟐比較 
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図 2.4.5 𝒎𝟑比較 

 

 

図 2.4.6 𝒍比較 
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図 2.4.7 𝒍𝟏, 𝒍𝟐, 𝒍𝟑比較 

 

 

図 2.4.8 𝒖𝟎分布（左：FEA、右：Ritz、単位：mm） 

 

𝑥 

𝑦 
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図 2.4.9 𝒗𝟎分布（左：FEA、右：Ritz、単位: mm） 

 

 

図 2.4.10 𝒘分布（左：FEA、右：Ritz、単位：mm） 

 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 
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図 2.4.11 𝒖𝟎 Damping component比較 

 

 

図 2.4.12 𝒖𝟎の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項の比較 
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図 2.4.13 𝒖𝟎分布（y 軸上） 

 

 

図 2.4.14 𝒖𝟎稜線比較 
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図 2.4.15 𝒗𝟎′ の Damping component比較 

 

 

図 2.4.16 𝒗𝟎′の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項の比較 
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図 2.4.17 𝒗𝟎分布（y 軸上） 

 

 

図 2.4.18 𝒗𝟎稜線比較 
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図 2.4.19 𝒘の Damping component 

 

 

図 2.4.20 𝒘分布（𝒚軸上） 
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図 2.4.21 𝒘の稜線比較 

 

 

図 2.4.22 𝜺𝒙分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 

 



61 

 

 

図 2.4.23 𝜺𝒚分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.4.24 𝜸𝒙𝒚分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 
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図 2.4.25 𝜿𝒙分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 

 

 

表 2.4.1近似関数のパラメータ(𝒒/𝑬 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟎𝟖𝟖𝐦𝐦) 

      

𝜶𝟏 0.001666 𝛽1 -7.957×10-5 𝛾1 0.7896 

𝜶𝟐 -7.614×10-5 𝛽2 -0.002238 𝛾2 0.08009 

𝜶𝟑 -3.547×10-5 𝛽3 -0.0007530 𝛾3 0.01868 

𝜶𝟒 4.437×10-5 𝛽4 0.002453 𝑚1 0.8357 

𝜶𝟓 -0.007265 𝛽5 0.003056 𝑚2 1.683 

𝜶𝟔 0.0003452 𝛽6 -9.346×10-5 𝑚3 0.8911 

    𝑙 84.66 

 

 

2.4.2. 複合材料のケース 

次に複合材料のケースについて解析を行った。材料はM21/T800Sを用いる事

とし、材料定数・積層構成を表 2.4.2に示す。航空機の構造で実際に用いられ

る積層構成とは異なるが、本論文では 5章で行うパラメトリックスタディにお

いて積層構成の違いをより顕著にするためにこのような積層構成を用いた。平

板の寸法は𝑎 = 2400mm, 𝑏 = 100mmとした。 

まず、荷重‐変位曲線を図 2.4.26に示す。等方性のケースと同様に荷重レベ
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ルが等しい時、リッツ法を用いた解析の方が変位は小さくなっている。例えば、

𝑞 = 68N/mmの時は𝑤𝐹𝐸𝐴 𝑤𝑅𝑖𝑡𝑧⁄ は 1.48である。各変位の Fundamental 

componentのパラメータ𝑚1, 𝑚2, 𝑚3, 𝑙とせん断荷重の関係とそれらに対応する

有限要素解析での値を図 2.4.27～図 2.4.30に示す。𝑚1, 𝑚3, 𝑙については、値の

大きさに大きな差はなく傾向もよく表せているが、𝑚2に関しては大きくずれて

いる事が分る。 

次に𝑞 = 68N/mmの時の変位分布を図 2.4.31～図 2.4.33に示す。この時の各

パラメータの値を表 2.4.3に示す。リッツ法を用いた解析ではすべての変位の

大きさが小さく評価さえている事が分る。分布パターンを見ると𝑤については良

く再現できているが、𝑢0, 𝑣0については多少の違いが生じており、等方性のケー

スほど精度高く再現できていない事が分る。 

𝑢0の Damping component(2.65)を図 2.4.34に示す。ここで、リッツ法の分

布は境界付近で負、中央付近で正となっている。一方、有限要素解析から求め

た分布は式（2.46）からみて分るように、値が負になることはない。これは、

有限要素解析では最大値と最小値から求めているのに対し、リッツ法では稜線

での値を見ているからであり、半周期だけずれれば正負が逆になる。しかし、𝑢0

の Damping componentに関しては、有限要素解析の結果とリッツ法による解

析の結果の間で差が生じている事が分る。次に𝑥 = 0mmに関して反対称な項

(2.67)を図 2.4.35に示す。リッツ法では変位が小さく評価されており、

𝑥 = ±𝑏 2⁄ の値で比較すると 0.4倍程度となっている。しかし、分布形状は妥当

であると言える。リッツ法で用いた𝑚2と有限要素解析の解より求めた稜線の位

置の比較を下図図 2.4.36に示す。図中のリッツ法の分布は𝑚2の値を用いて

𝑥 = 0mmにおいて有限要素解析の稜線と一致するようにプロットしたものであ

る。この図から、実際の𝑚2の値は今回の解析で求まったものより小さいことが

分る。𝑥 = 0mmにおける分布を下図（図 2.4.51）に示す。リッツ法の変位は有

限要素解析より求まった変位の 0.14 倍程度となったが、近似に用いた関数、波

長は妥当であると言える。 

𝑣0′の Damping component(2.69)を図 2.4.38に示す。全体的にリッツ法の方

が小さい解が得られた。また、x = ±50mm付近ではリッツ法ではゼロに近いと

なっており、したがって𝜕𝑣0 𝜕𝑦⁄ ≈ 0となるのに対し、有限要素解析では𝜕𝑣0 𝜕𝑦⁄ が

𝑥 = ±50mmに沿って周期的な分布を持つ事を示している。次に𝑣0′の𝑥 = 0mmに

関して反対称な項(2.71)を図 2.4.39 に示す。リッツ法により得られた分布は有

限要素解析と比較すれば小さいが良い一致が得られた。リッツ法で用いた𝑚3と

有限要素解析の解より求めた稜線の位置の比較を図 2.4.18に示す。この図から

パネル中央付近ではよく一致している事が分る。𝑥 = 0mmにおける分布を図 

2.4.41に示す。この図から、リッツ法によって求まった変位が有限要素解析の
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結果より小さいこと、また、周期も若干短いことが分る。 

𝑤0の Damping component(2.63)を図 2.4.42に示す。リッツ法の解の方が全

体的に小さく、最大変位で比較すると 0.67倍程度となっている。リッツ法で用

いた𝑚1と有限要素解析で求めた稜線の位置の比較を図 2.4.43に示す。この図か

ら稜線は直線ではないが良く近似できている事が分る。𝑥 = 0mmにおける分布

を図 2.4.44に示す。ただし、リッツ法による解析結果の軸は比較を容易にする

ために反転させている。この図から、変位の大きさは小さく評価されているが、

近似関数や周期は妥当であると言える。 

ひずみ（휀𝑥, 휀𝑦 , 𝛾𝑥𝑦）と曲率（𝜅𝑥）の分布の比較を図 2.4.45～図 2.4.48に示す。

ただし、面外変位が有限要素解析とリッツ法では半周期ずれているため、それ

に伴いひずみ・曲率の分布も周期にずれが生じている。分布の周期は良く一致

しているが、ひずみ・曲率は有限要素解析に比べ小さいことが分る。特に휀𝑥, 휀𝑦は

その差が大きい。本論文の解析でエネルギー解放率への影響の大きいと考えら

れる𝛾𝑥𝑦, 𝜅𝑥については、𝛾𝑥𝑦はよく一致しているが、𝜅𝑥は有限要素解析の結果の

半分程度になっている事が分る。 

 

 

図 2.4.26 荷重‐変位曲線 
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図 2.4.27 𝒎𝟏比較 

 

 

図 2.4.28 𝒎𝟐比較 
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図 2.4.29 𝒎𝟑比較 

 

 

図 2.4.30 𝒍比較 
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図 2.4.31 𝒖𝟎分布（左：FEA、右：リッツ法、単位：mm） 

 

図 2.4.32 𝒗𝟎分布（左：FEA、右：リッツ法、単位：mm） 

 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 
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図 2.4.33 𝒘分布（左：FEA、右：リッツ法、単位：mm） 

 

 

図 2.4.34 𝒖𝟎damping component 

 

𝑥 

𝑦 
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図 2.4.35 𝒖𝟎の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項の比較 

 

 

図 2.4.36 𝒖𝟎稜線 
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図 2.4.37 𝒖𝟎分布（𝒚軸上） 

 

 

図 2.4.38 𝒗𝟎′ Damping component 
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図 2.4.39 𝒗𝟎′の𝒙 = 𝟎𝐦𝐦に関して反対称な項の比較 

 

 

図 2.4.40 𝒗𝟎′ 稜線 
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図 2.4.41 𝒗𝟎分布（𝒚軸上） 

 

 

図 2.4.42 𝒘の Damping  component 
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図 2.4.43 𝒘の稜線 

 

 

図 2.4.44 𝒘分布（𝒚軸上） 
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図 2.4.45 𝜺𝒙分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.4.46 𝜺𝒚分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 
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図 2.4.47 𝜸𝒙𝒚分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 2.4.48 𝜿𝒙分布（𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦） 
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表 2.4.2 M21/T800S 材料定数 41・積層構成 

E11 E22 G12 ν 

165GPa 7.64GPa 5.61GPa 0.35 

積層構成 [0/90/-45/45]s 

 

表 2.4.3 近似関数のパラメータ 

      

𝜶𝟏 0.0002335 𝛽1 7.085×10-5 𝛾1 0.7581 

𝜶𝟐 0.0002882 𝛽2 -0.003333 𝛾2 0.07618 

𝜶𝟑 2.223×10-5 𝛽3 -0.0011189 𝛾3 0.01984 

𝜶𝟒 -1.348×10-5 𝛽4 0.003051 𝑚1 0.6642 

𝜶𝟓 -0.007249 𝛽5 0.003820 𝑚2 2.117 

𝜶𝟔 7.534×10-5 𝛽6 -0.0001471 𝑚3 0.8032 

    𝑙 64.96 
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3. 外板‐補強材間の剥離先端におけるエネルギー解放率解

析 

 

3.1. エネルギー解放率の解析手法 

本論文では下図（図 3.1.1）のようにストリンガに沿って一様な剥離があると

仮定し、剥離先端におけるエネルギー解放率の𝑦軸方向の分布を求める。剥離先

端付近に掛かる荷重として下図（図 3.1.2）のように𝑇𝑥, 𝑆𝑥𝑦 , 𝑀𝑦を考え、これを

crack-tip forceと呼ぶことにする。Crack-tip forceはそれぞれ(2.22)、 (2.24)、 

(2.26)より求める。以下ではこの Crack-tip forceを用いてエネルギー解放率を

導出する。ただし、本論文では剥離先端付近においてもキルヒホッフの仮定が

成り立つとしている。 

まず、モーメント𝑀𝑦が負荷されているケース(図 3.1.3)について検討する。た

だし、剥離部分においては剥離面より下の平板のみに荷重が負荷されていると

する。図 3.1.3の上の図は剥離進展前の状態、下の図はδ𝑎だけ剥離が進展した

状態を表している。ここでδ𝑎は非常に小さく、剥離進展前後で𝑀𝑦は変化しない

事、破線で挟まれた部分において𝑀𝑦は一定であるとする。また、幅方向には十

分小さい区間を考え、その中では幅方向には状態が一様であるとみなし、

Williams の研究 42を参考にエネルギー解放率を導出した。 

エネルギー解放率𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡は 

 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 =
𝑑𝑈𝑒
𝑑𝑎

−
𝑑𝑈𝑠
𝑑𝑎

 (3.1) 

 

と表される。ここで、𝑈𝑒は外力系のポテンシャル（単位幅）、𝑈𝑠はひずみエネル

ギー（単位幅）である。平板のたわみ角の変化が 

 

 (
𝑑ϕ1
𝑑𝑥

−
𝑑ϕ0
𝑑𝑥
) 𝛿𝑎 (3.2) 

 (
𝑑ϕ2
𝑑𝑥

−
𝑑ϕ0
𝑑𝑥
) 𝛿𝑎 (3.3) 

 

であり、上下の平板に負荷されている曲げモーメントがそれぞれ𝑀𝑦、0である

事より外力系のポテンシャルの剥離進展による増分δ𝑈𝑒は 
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 𝛿𝑈𝑒 = 𝑀𝑦 (
𝑑ϕ1
𝑑𝑥

−
𝑑ϕ0
𝑑𝑥
) 𝛿𝑎 (3.4) 

 

と表せる。したがって 

 

 
𝑑𝑈𝑒
𝑑𝑎

= 𝑀𝑦 (
𝑑ϕ1
𝑑𝑥

−
𝑑ϕ0
𝑑𝑥
) (3.5) 

 

となる。一方、破線で挟まれた部分におけるひずみエネルギーの増分δ𝑈𝑠は 

 

 𝛿𝑈𝑠 = −
1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,1𝛿𝑎 +

1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,0𝛿𝑎 (3.6) 

 

となる。ここで、𝜅𝑥,0, 𝜅𝑥,1はそれぞれ剥離していない部分の曲率、剥離している

部分の下の平板の曲率である。したがって、 

 

 
𝑑𝑈𝑠
𝑑𝑎

= −
1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,1 +

1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,0 (3.7) 

 

となる。以上よりエネルギー解放率は 

 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = 𝑀𝑦 (
𝑑ϕ1
𝑑𝑥

−
𝑑ϕ0
𝑑𝑥
) +

1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,1 −

1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,0 (3.8) 

 

となる。 

 

 
𝑑ϕ0
𝑑𝑥

= −𝜅𝑥,0 (3.9) 

 
𝑑ϕ1
𝑑𝑥

= −𝜅𝑥,1 (3.10) 

 

より 

 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = −
1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,1 +

1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,0 (3.11) 
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と表せる。さらに剥離していない部分の剛性が十分に高く変形しないと仮定す

ると、 

 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 = −
1

2
𝑀𝑦𝜅𝑥,1 (3.12) 

 

となる。ただし、この式を用いた場合、補強部のひずみエネルギーを考慮した

場合よりエネルギー解放率は高くなり、安全側に評価している事になる。 

𝑇𝑥, 𝑆𝑥𝑦のケースについても同様の考察により 

 

 𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 =
1

2
𝑇𝑥휀𝑥0,1 (3.13) 

 𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 =
1

2
𝑆𝑥𝑦𝛾𝑥𝑦0,1 (3.14) 

 

と表せる。以下は添え字の 1 を省略する。等方性のケースでは(2.28）、(2.30)、

(2.32)より 

 

 𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 =
1

2

𝐸ℎ

1 − 𝜈2
(휀𝑥0 + 𝜈휀𝑦0)휀𝑥0 (3.15) 

 𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 =
1

2
𝐺ℎ𝛾𝑥𝑦0

2 (3.16) 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 =
1

2
𝐷(𝜅𝑦 + 𝜈𝜅𝑥)𝜅𝑥 (3.17) 

 

となる。複合材のケースでは（2.40）より 

 

 𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 =
1

2
(𝐴11휀𝑥0

2 + 𝐴12휀𝑦0휀𝑥0) (3.18) 

 𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 =
1

2
𝐴66𝛾𝑥𝑦0

2 (3.19) 

 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 =
1

2
(𝐷11𝜅𝑥

2 + 𝐷12𝜅𝑦𝜅𝑥 + 𝐷16𝜅𝑥𝑦𝜅𝑥) (3.20) 

 

と表せる。 
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本論文ではストリンガとストリンガで補強された部分は変形しないとし、上

記の式（3.15）~(3.20)を用いた。ただし、ひずみや曲率は図 2.1.3の𝑥 = ±𝑏 2⁄（剥

離先端）での値を用いた。 

Williams42は引張り荷重やモーメントが負荷されている一様な平板について

エネルギー解放率を求め、そのモード分離を行っているが、本研究の場合、𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟

は𝐺𝐼𝐼𝐼にほぼ等しいと考えられるが、複合材積層板を扱っている事、ストリンガ

は変形しないと仮定していることなどにより、𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛と𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡のモード分離を

するのは困難であると考えられる。したがって、 

 

 𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛 + 𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡 + 𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟 (3.21) 

 

を計算し、剥離が進展しやすいモードのデータを用いて剥離進展の評価を行っ

た。 

 

 

図 3.1.1 外板‐ストリンガ間の一様な剥離 
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図 3.1.2 剥離先端付近の荷重 

 

 
図 3.1.3 剥離先端付近にモーメントが負荷されている平板 

 

3.2. 有限要素解析 

 

3.2.1. 解析概要 

3.1で導出した(3.15)~(3.21)の妥当性を確認するために有限要素解析を行った。
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ここでは、 

・有限要素解析で求めた変位と(3.15)~(3.21)を用いて導出したエネルギー解放率

の剥離先端に沿った分布 

と 

・有限要素解析で求めたエネルギー解放率の剥離先端に沿った分布 

の比較を行う。したがって、平板の寸法などは２章で用いたものを使用する必

要はなく、図 3.2.1のようなより小さいサイズのパネルの解析を行う。図 3.2.1

の灰色の箇所はストリンガ、白色の箇所は外板を表し、補強パネル（図 3.2.2）

の赤色の破線で囲まれた部分に相当する。また 2章ではストリンガは変形しな

いと仮定したのでここでもストリンガの剛性を外板の剛性より非常に大きくし、

ストリンガで補強された箇所の変形が外板の変形よりも非常に小さくなるよう

にした。図 3.2.1の２か所の赤色矢印にはストリンガと外板間にストリンガの

長手方向に一様な 0.25mmの剥離を挿入した。パネルの中央を原点とし、幅方

向に𝑥軸、ストリンガ長手方向に𝑦軸をとった。ストリンガの中心（𝑥 = ±60mm）

では、面外変位に関する境界条件として 

 

 𝑤 = 0 (3.22) 

 
𝑑𝑤

𝑑𝑥
= 0 (3.23) 

 

とおく。また、面内変位に関する境界条件は 

 

 
𝑑𝑢

𝑑𝑦
= 0 (3.24) 

 
𝑑𝑣

𝑑𝑦
= 0 (3.25) 

 

とした。また、せん断荷重として 

 

 𝑄 = ∫𝑞(𝑦)𝑑𝑦 (3.26) 

 

を与えた。パネルの上下端（𝑦 = ±50mm）に関しては変位に関する拘束をせず、

また荷重を負荷していない。 
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図 3.2.1 解析モデル（右：赤色の丸で囲まれた部分の拡大図） 

 

 
図 3.2.2 補強パネル 

 

3.2.2.  解析モデル 

 

解析には 8節点ソリッド要素を用い、要素の大きさを𝑥軸方向と𝑦軸方向、板

厚方向のすべてを 1mm(ただし、剥離先端付近では𝑥軸方向は 0.125mm)とした

ケースと𝑥軸方向は 1mm(ただし、剥離先端付近では 0.0625mm)、𝑦軸方向と板

厚方向に 0.5mmにしたケースの 2通りで解析を行った。上記の境界条件を満た

すために𝑥 = −60mmの節点（外板、ストリンガの両方）では 
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 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0 (3.27) 

 

とした。一方、𝑥 = 60mmにおいては剛体を貼り付け、変形を拘束した。剛体の

変位境界条件としては、 

 

 𝑤 = 𝜔𝑦 = 𝜔𝑧 = 0 (3.28) 

 

を与えた。ここで𝜔𝑦, 𝜔𝑧はそれぞれ𝑦軸、𝑧軸回りの回転を表す。また、𝑦軸方向

の荷重𝑄を与えた。(図 3.2.3)  

剥離付近でのモデルの概略を下図（図 3.2.4）に示す。太い実線（直線）はモ

デルの外形を示し、点線は要素の外形を表す。赤色の丸で囲まれた箇所は剥離

先端を示している。ストリンガと外板が剥離していない部分（剥離先端の節点

を含む）ではその境界においてストリンガと外板の要素が節点を共有するが、

剥離している場所ではそれぞれの要素が異なる節点を有する。したがって、接

触解析を行う必要がある。本論文では図 3.2.4の緑色部分（contact body 1）と

赤色部分（contact body 2）を contact bodyとして設定した。Contact body 1

の要素表面と contact body 2の節点を用いて接触の判定を行っている。初期不

整として 

 

 𝑤0 = −0.01 sin
2 (
(𝑥 − 10)

100
𝜋) sin

(𝑦 − 50)

100
𝜋 (3.29) 

 

を用いた。解析には 2章と同様、弧長法を用いて座屈後解析を行った。 

エネルギー解放率の計算には仮想クラック閉口法(VCCT)を用いた。この方法

ではエネルギー解放率を下図(図 3.2.5)のように剥離先端が赤色の丸で囲った節

点にあるとき、その節点での荷重𝐹と剥離先端から一番近い節点での開口変位𝑢

を用いてエネルギー解放率𝐺は 

 

 𝐺 =
𝐹𝑢

2𝑎
 (3.30) 

 

と表せる。ここで、2𝑎は下図(図 3.2.6) に示す青色で塗られた部分の面積である。

ただし、赤線が剥離先端、赤丸がエネルギー解放率の計算に用いている節点で

ある。各モード（モード I, II, III）において対応する荷重、変位を用いて計算し、

これらを𝐺𝐼、𝐺𝐼𝐼、𝐺𝐼𝐼𝐼と表す。𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙はこれらを用いて 
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 𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 = 𝐺𝐼 + 𝐺𝐼𝐼 + 𝐺𝐼𝐼𝐼 (3.31) 

 

となる。 

 

 

図 3.2.3有限要素解析モデル 

 

 

図 3.2.4剥離部分のモデル詳細 
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図 3.2.5 開口変位𝒖 

 

図 3.2.6 VCCTで用いられる面積𝟐𝒂 

 

3.2.3.  剥離先端位置でのひずみ・曲率 

3.1においてエネルギー解放率を計算する際、(3.15)~(3.20)に示すようにひず

み（휀𝑥0、휀𝑦0、𝛾𝑥𝑦0)と曲率（𝜅𝑥、𝜅𝑦、𝜅𝑥𝑦）が必要になる。本論文では휀𝑥0と𝛾𝑥𝑦0は剥離

先端付近の剥離部分側の(剥離先端を除く)4箇所で外板の上下面の節点(図 

3.2.7)の平均値を取り、𝑥軸方向の分布を求め、それを 2次関数で近似する事に

より求めた。휀𝑦0は剥離先端位置における外板の上下面の節点の平均値を用いた。

𝜅𝑥と𝜅𝑥𝑦は、まず図 3.2.8に示すように剥離先端付近の剥離部分側の(剥離先端を

含む)5箇所で外板の上下面の節点における𝑤の平均値を取り、3次関数で近似し、

𝜅𝑥についてはその 2次導関数を求め、剥離先端位置での値を求めた。𝜅𝑥𝑦につい

ては剥離先端位置における𝑑𝑤 𝑑𝑥⁄ を求め、その𝑦方向の分布を求め、求めたい位

置を中心とした 5か所のデータを用いて分布を 3次関数で近似し、導関数を求

め、計算した。𝜅𝑦については剥離先端位置における外板の上下面の節点におけ

る𝑤の平均値を求め、𝑦方向の分布を求める。そして𝜅𝑦を求めたい位置を中心と

した 5か所のデータを用いて分布を 3次関数で近似し、2次導関数を求め、計算



87 

 

した。ただし、このように 2階の微分をすることで求めると、誤差が大きくな

る可能性がある。したがって本論文では参考としてシェル要素を用いた解析も

行った。 

シェル要素を用いた解析モデルの概略を図 3.2.9に示す。白色部分が外板（以

下、外板部）、灰色部分がストリンガで補強されている部分（補強部）である。

外板部には剥離した部分の外板も含まれ、その幅は 100.5mmである。この部分

の材料特性は外板の材料特性を使う。補強部は剥離部を含まないストリンガと

外板で構成されており、幅は 9.75mm。外板とストリンガの積層板とみなして

それぞれの材料特性を用いて解析を行った。外板部と補強部では板厚が異なる

ため、そのままシェル要素で板の中央面の位置でモデル化すると外板と補強部

の間で段差が生じ、補強部の要素と外板部の要素間の拘束条件が煩雑になる。

したがって、図 3.2.10のようにオフセットを用いて有限要素モデルが表す平面

を補強部の中央面からずらした。図 3.2.10の実線で囲まれた部分が有限要素解

析においてシェル要素でモデル化されている部分で破線は実際のパネルの外形

を表している。青色の部分は補強部の中央面で、オフセットを用いなかった場

合にモデル化される部分である。この部分と実際にモデル化されている部分の

差を𝑤𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡と表す。𝑤𝑜𝑓𝑓𝑠𝑒𝑡はストリンガーの板厚の半分に等しい。またこのモ

デルでは、剥離した部分のストリンガはモデル化されていなく、剥離が閉じる

方向（z軸の正方向）の変形にそのことは影響すると考えられる。すなわち、こ

のモデルでは外板が剥離部分において𝑧軸正方向にも自由に変形できるのに対

し、実際はストリンガによってその方向への変形は抑えられる。要素のサイズ

は 1mm×1mmで剥離先端付近では𝑥軸方向の分割を増やし、0.25mm×1mm

とした。 

境界条件（図 3.2.11）は𝑥 = −60mmにおいて 

 

 𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 𝜔𝑦 = 0 (3.31) 

 

とした。また、3.2.2と同様に𝑥 = −60mmにおいて剛体を貼り付け変形を拘束

し、剛体の境界条件としては 

 

 𝑤 = 𝜔𝑦 = 𝜔𝑧 = 0 (3.32) 

 

を与えた。初期不整は 3.2.2と同様、（3.29）を用いた。 

剥離先端位置における曲率は𝜅𝑥と𝜅𝑥𝑦については外板の剥離先端付近の 4節点

(剥離先端位置を含まない)のデータを用いて𝑥方向の分布を求め、2次関数で近

似する事により剥離先端位置での値を求めた。𝜅𝑦については剥離先端位置の節
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点のデータを用いた。 

 

図 3.2.7 ひずみの計算に用いた節点 

 

 

図 3.2.8 曲率の計算に用いた節点 

 

図 3.2.9 解析モデル 
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図 3.2.10 オフセットを用いたモデル 

 

 

図 3.2.11 境界条件 

3.3. 解析結果 

 

3.3.1. 等方性材料 

まず、より簡単な等方性のケースで解析を行った。 

外板とストリンガの材料特性は表 3.3.1に示す。板厚は外板・ストリンガとも

に 1mmとした。したがって、シェル要素を用いたモデルでのオフセットは

0.5mmとなる。また、𝑄 = 11kNとした。ここでも 2章と同様に長手方向の長さ

で荷重を割り、単位長さあたりの荷重𝑞と表すこととする。 
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剥離部の要素の大きさを 0.125mm(𝑥軸方向)×1mm(𝑦軸方向)×1mm(𝑧軸方

向)としたソリッド要素を用いたモデル（以下、ソリッドモデル①）、0.0625mm

×0.5mm×0.5mmとしたソリッド要素を用いたモデル（以下、ソリッドモデル

②）とシェル要素（以下、シェルモデル）の荷重‐変位曲線を図 3.3.1に示す。

ここでは変位としてパネル下端の変位が最大になる箇所のデータを用いた。ソ

リッドモデル①、②とシェルモデルの座屈後挙動が良く一致している事が分る。

次に𝑞 = 110N/mmにおける、𝑥 = −50.25mmでのエネルギー解放率の分布(ソリ

ッド①，②)を図 3.3.2に示す。この図より要素を小さくしてもエネルギー解放

率の分布に差がなく、分割数が十分であることが分る。したがって以下ではソ

リッドモデル①のデータを用いた。次に𝑞 = 110N/mmでのパネル全体での𝑤分

布、剥離先端（𝑥 = −50.25mm）における𝑤分布と 𝑦 = ±40,±20, 0mmにおける

𝑥軸方向の𝑤分布の比較を図 3.3.3~図 3.3.8に示す。変位は全体的にソリッドモ

デルの方が大きくなっているが、両者の𝑤分布形状は良く一致していると言える。

ソリッドモデルより求めた剥離先端（𝑥 = −50.25mm）における𝑞 = 110N/mmで

の中央面でのひずみ分布（휀𝑥0、휀𝑦0、𝛾𝑥𝑦0)と曲率分布（𝜅𝑥、𝜅𝑦、𝜅𝑥𝑦）を図 3.3.9、

図 3.3.10に示す。ただし、𝜅𝑥 > 0においては휀𝑥0の近似の精度が低かったためソ

リッドモデル②のデータを用いた。また、ソリッドモデルから求めた𝜅𝑥とシェ

ルモデルから求めた𝜅𝑥の比較を図 3.3.11に示す。𝜅𝑥 < 0では良く一致している

事が分る。ソリッドモデルから求めたひずみ・曲率と(3.15)~(3.17)を用いて求め

た剥離先端でのエネルギー解放率の分布と有限要素解析により得られたエネル

ギー解放率分布の比較を図 3.3.12に示す。ただし、図の解析的手法は 3.1で述

べた手法の事である。この図から両者が良く一致しており、等方性のケースで

は 3.1の手法が妥当であることが示せた。 
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図 3.3.1荷重‐変位曲線 

 

 
図 3.3.2 エネルギー解放率分布(要素サイズによる比較) 

 

   

図 3.3.3 𝒘分布（𝒒 = 𝟏𝟓𝟎𝑵/𝒎𝒎）(左：ソリッドモデル、右：シェルモデル) 
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図 3.3.4 𝒘分布（𝒚 = −𝟒𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.5 𝒘分布（𝒚 = −𝟐𝟎𝐦𝐦） 
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図 3.3.6 𝒘分布（𝒚 = 𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.7 𝒘分布（𝒚 = 𝟐𝟎𝐦𝐦） 
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図 3.3.8 𝒘分布（𝒚 = 𝟒𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.9 ひずみ分布（剥離先端） 
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図 3.3.10 曲率分布（剥離先端） 

 

 

図 3.3.11 𝜿𝒙分布比較 
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図 3.3.12 エネルギー解放率分布 

 

表 3.3.1 材料特性 

 E ν 

外板 170GPa 0.3 

ストリンガ 17000GPa 0.3 

 

 

3.3.2. 複合材料 

次に複合材料のケースについて検討を行った。外板とストリンガの材料特性

と積層構成を下表（表 3.3.2）に示す。パネルの寸法・要素の大きさはは等方性

と同じものを用いた。また等方性のケースと同様、分割の粗いモデルをソリッ

ドモデル①、細かいモデルをソリッドモデル②とし、これらのモデルとシェル

モデルの荷重‐変位曲線を図 3.3.13 に示す。ここでは面外変位としてパネル中

央付近の最大変位を用いた。またシェルモデルと比較するとソリッドモデルの

結果が座屈荷重付近でなだらかな曲線となるのはシェルモデルで用いた初期不

整の大きさがソリッドモデルの初期不整の大きさの1 10⁄ であるからである。図

よりシェルモデルの方が同じ荷重レベルにおいて変位が小さいことが分る。以

下では𝑞 = 75N/mmのデータを用いた。ソリッドモデル①とソリッドモデル②の

エネルギー解放率の分布の比較を図 3.3.14に示す。ソリッドモデル①とソリッ

ドモデル②で多少の差が生じているが、ソリッドモデル①の要素サイズで十分
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であるとみなし、ソリッドモデル①のデータを用いた。パネル全体での𝑤分布、

y = ±40, ±20, 0mmにおける𝑥軸方向の𝑤分布の比較を図 3.3.15~図 3.3.20に

示す。ソリッドモデルとシェルモデルで変位分布が良く一致している事が分る。

ソリッドモデル①とソリッドモデル②、シェルモデルより求めた剥離先端

（𝑥 = −50.25mm）における中央面でのひずみ分布（휀𝑥0、휀𝑦0、𝛾𝑥𝑦0)を図 3.3.21~

図 3.3.23に示す。ただし、ソリッドモデル②では板の中央面における節点のデ

ータを用いた。ソリッドモデル①とシェル要素から求めた曲率分布（𝜅𝑥、𝜅𝑦、𝜅𝑥𝑦）

を図 3.3.24、図 3.3.25に示す。いずれもモデルによって大きく異なる事が分る。

ここで、ソリッドモデル②とシェルモデルにおいて剥離先端からパネル中心に

向かって 0.25mmずれた位置におけるせん断ひずみ分布(ソリッドモデル②では

中央面に位置する節点のデータを用いた)に𝐴66を掛け、単位幅当たりのせん断荷

重の分布を求めた(図 3.3.26)。𝑞 = 75N/mmであるのでソリッドモデルにおける

せん断荷重は妥当でないと考えられる。したがって、ソリッドモデルの中央面

に位置する節点のデータを用いても中央面におけるせん断ひずみを正しく評価

できていないと考えられる。よって本論文ではひずみに関してはシェルモデル

のデータを用いることにした。曲率についても面外変位がシェルモデルとソリ

ッドモデルで良く一致している事、ソリッドモデルでは近似関数の 2階の微分

を用いて曲率を求めている事等を考慮するとシェルモデルの曲率を用いた方が

誤差が少なくなる可能性が高いと考えられるため、シェルモデルの曲率を用い

る事とした。このひずみ・曲率と式(3.18)~(3.20)を用いて求めた剥離先端でのエ

ネルギー解放率の分布と有限要素解析により得られたエネルギー解放率分布の

比較を図 3.3.27に示す。計算に用いた面内剛性、曲げ剛性を下表（表 3.3.3）

に示す。剥離が閉じる向きに外板が変形している範囲(𝜅𝑥 > 0となる部分)では差

が生じているが良く一致している事が分る。したがって提案した解析手法が妥

当であると考えられる。 
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図 3.3.13 荷重‐変位曲線 

 

 

図 3.3.14 エネルギー解放率分布(要素サイズによる比較) 

 

  

図 3.3.15 𝒘分布（𝒒 = 𝟕𝟓𝑵/𝒎𝒎）(左：ソリッドモデル、右：シェルモデル) 



99 

 

 

 

図 3.3.16 𝒘分布（𝒚 = −𝟒𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.17 𝒘分布（𝒚 = −𝟐𝟎𝐦𝐦） 
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図 3.3.18 𝒘分布（𝒚 = 𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.19 𝒘分布（𝒚 = 𝟐𝟎𝐦𝐦） 
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図 3.3.20 𝒘分布（𝒚 = 𝟒𝟎𝐦𝐦） 

 

 

図 3.3.21 剥離先端位置でのひずみ分布(ソリッドモデル①) 
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図 3.3.22 剥離先端位置でのひずみ分布(ソリッドモデル②) 

 

図 3.3.23 剥離先端位置でのひずみ分布(シェルモデル) 
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図 3.3.24 剥離先端位置での曲率分布(ソリッドモデル①) 

 

 

図 3.3.25 剥離先端位置での曲率分布(シェルモデル) 
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図 3.3.26 せん断荷重分布(𝒙 = −𝟓𝟎𝐦𝐦) 

 

 

図 3.3.27 エネルギー解放率分布の比較 
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表 3.3.2 材料特性・積層構成 

 E11 E22 G12 ν 積層構成 

外板 165GPa 7.64GPa 5.61GPa 0.35 
[0/90/-45/45]s 

ストリンガ 16500GPa 764GPa 561GPa 0.35 

 

 

表 3.3.3 面内剛性・曲げ剛性 

    

A11 68586.62 N/mm D11 8709.2455 N mm 

A12 20915.04 N/mm D12 603.80842 N mm 

A66 23835.79 N/mm D16 -309.097 N mm 
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4. 層間剥離特性試験 

 

剥離進展の評価をするためには実際の材料の剥離進展特性を調べる必要があ

る。本論文では Hexply M21/T800S のモード I・IIの疲労剥離進展特性を調べ

るために、疲労試験を行った。 

M21/T800S は母材に Hexcel社の HexPly®M21、繊維に東レ社の T800S を

用いた一方向強化複合材料である。M21は航空機一次構造に用いられる高靱性

のエポキシ樹脂である。T800Sはボーイング 777の尾翼やフロアビームに採用

された T800Hに替わる費用効率の高い高強度・中弾性率炭素繊維として開発さ

れ、ボーイング 787に採用されている。M21/T800Sの材料特性は表 2.4.2(第 2

章)に示した。試験片を作成する際はオートクレーブを用い、その際の温度、圧

力等は HexPly M21 productdata43に従った。 

 

4.1. モード I 

4.1.1. 試験片 

モード IではDCB試験を行った。試験片の寸法・積層構成を表 4.1.1に示す。

試験片を作成する際は、まず図 4.1.1のようなパネルを作成した。積層する際

に初期剥離を入れるために薄いフィルムを挿入した。このパネルからファイン

カッターを用いて試験片を切り出したが、その際はパネルの外縁を取り除き、

図 4.1.1の破線で囲まれた部分のみを利用した。試験片を試験機に取り付ける

ために図 4.1.2に示すようにアルミ製のブロックを接着した。また、剥離先端

の位置を明確にするために試験片の側面に白色の塗料を塗り、剥離長さを測定

するために方眼紙を添付した。（図 4.1.3） 
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図 4.1.1 積層パネル 

 

 

図 4.1.2 DCB試験片 

 

 
図 4.1.3 試験片側面 
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表 4.1.1 DCB試験片寸法・積層構成 

試験片番号 
全長 

(mm) 

幅 

(mm) 

板厚 

(mm) 

初期剥離長さ 

(mm) 
試験種類 積層構成 

AS1 181 20.5 4.56 30 static 

[09//09]
※ 

AS2 181 20.7 4.23 30 static 

AS3 181 20.6 4.43 30 static 

AS4 181 20.7 4.46 30 static 

AS5 181 20.7 4.50 30 static 

BS1 178 21.0 4.68 20 static 

BS2 178 20.8 4.67 20 static 

BS3 178 20.8 4.67 20 static 

AF4 181 20.7 4.55 30 fatigue 

BF1 178 20.7 4.55 20 fatigue 

BF2 178 20.8 4.52 20 fatigue 

BF3 178 21.0 4.74 20 fatigue 

BF4 178 20.9 4.66 20 fatigue 

BF5 178 20.9 4.45 20 fatigue 

※ここで[09//09]の“//”は初期剥離の位置を示すものとする。すなわち、この場

合は[018]の 9層目と 10層目の間に初期剥離を入れた事を示している。 

 

4.1.2. 試験方法 

まず、静的試験を行い、層間破壊靱性値を求めた。静的試験の結果をもとに

疲労試験における荷重を決定した。試験機にはMTS 10kN Elastmer（図 4.1.4）

を用いた。また、カメラで試験片の側面を撮影し、その画像から剥離長さを求

めた。 

静的試験では荷重点での変位速度を0.05mm/sとし、剥離が進展するまで変位

を増加させ、進展後は剥離先端位置を記録した。剥離の進展は荷重‐変位曲線

の折れ曲がり（変位が増加しても荷重が増加しなくなる点）によって判断した。

その後、試験機のクロスヘッドを初期位置まで戻し、再び剥離進展が生じるま

で再び負荷する事を繰り返した。 

層間剥離靱性値𝐺𝐼𝐶はmodified beam theoryを用いて 

 

 𝐺𝐼𝐶 =
3𝑃𝛿

2𝐵(𝑎 + 𝜒𝐻)
 (4.1) 

 χ = [
1

13𝑘
(
𝐸1
𝐺13
) {3 − 2(

Γ

1 + Γ
)
2

}]

1
2
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 Γ =
√𝐸1𝐸3
𝑘𝐺13

, 𝑘 = 0.85  

 

とした。ここで、𝑃, 𝛿, 𝑎, 𝑏, 𝐻はそれぞれ荷重、荷重点の変位、荷重点‐剥離先

端間距離、幅、厚さを示す。（図 4.1.5） 

疲労試験では、振動数を 5Hzとし、変位制御で試験を行った。最小荷重𝑃𝑚𝑖𝑛と

最大荷重𝑃𝑚𝑎𝑥の比（= 𝑃𝑚𝑖𝑛 𝑃𝑚𝑎𝑥⁄ ）である R-ratioを一定にするためには荷重制

御で試験を行うべきであるが、荷重制御で試験を行い、𝑃𝑚𝑎𝑥と𝑃𝑚𝑖𝑛を一定にす

ると剥離が進展すると剥離先端におけるエネルギー解放率が増加する。したが

って剥離が進展するほど剥離の進展が加速していくため剥離が一気に進展し結

果の精度が低下してしまう恐れがある。一方、変位制御で試験を行った場合、

剥離が進展すると剥離先端でのエネルギー解放率は小さくなり剥離進展が減速

する。しかし、変位の最大・最小を一定の条件では剥離長さが変わると R-ratio

が変化する可能性がある。本論文では変位制御で試験を行い、変位の最大値、

最小値を R-ratioが 0.1程度になるように設定し、試験中も変位の最小値を調整

し、0.1近くなるようにした。一定周期で試験を止め、画像を取得し、その後、

試験を再開する事を繰り返した。取得した画像から剥離長さを測定した。この

データをサイクル数𝑁-剥離長さ𝑎のグラフにプロットし、近似曲線𝑎 = 𝑓(𝑁)を求

め、剥離進展速度𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ を求め、ある剥離長さの時の剥離進展速度を求めた。

また、試験中に取得した荷重と変位のデータと(4.1)を用いてエネルギー解放率

を求めた。 

 

 
図 4.1.4 MTS 10kN Elastmer(右端の試験機) 
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図 4.1.5 試験片寸法等 

4.1.3. 試験結果 

まず、静的試験における荷重𝑃‐変位δデータの例を図 4.1.6に示す。これら

のデータから𝐺𝐼𝐶を求め、剥離進展長さΔ𝑎との関係を求めると図 4.1.7のように

なった。以上より、剥離進展開始時の𝐺𝐼𝐶を推算すると0.309N/mmとなった。 

次に疲労試験の結果を示す。各試験片のサイクル数と剥離長さ関係の例を図 

4.1.8に示す。この例(試験片 BF4)からサイクル数𝑁‐剥離長さ𝑎の近似曲線は 

 

 𝑎 = 1.6714 ln𝑁 − 8.8995 (4.2) 

 

となる。この式から剥離進展速度𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ を求める。最大変位・最小変位におけ

るエネルギー解放率をそれぞれ𝐺𝑚𝑎𝑥, 𝐺𝑚𝑖𝑛とおき、 

 

 Δ𝐺 = (√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2
 (4.3) 

 

を求める。すべての試験片で剥離長さごとに𝛥𝐺と𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ を求め、データを整理

すると図 4.1.9のようになる。これを線形近似すると 

 

 log10
𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 7.4783 log10 Δ𝐺 + 1.2486 (4.4) 

 

となる。ここで、∆𝐺として(4.3)を用いたのは Appendix Bに示すように∆𝐺が∆𝑃

のみに依存するため、変位制御で行い、厳密にはR = 0.1とはならなかった DCB

試験の結果を整理するのに適していると考えたためである。 
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図 4.1.6 荷重‐変位曲線(AS1) 

 

 

図 4.1.7 剥離進展抵抗 
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図 4.1.8 サイクル数‐剥離長さ (試験片 BF04) 

 

 

図 4.1.9 疲労剥離進展特性 

4.2. モード II 

4.2.1. 試験片 

モード IIでは ENF試験を行った。試験片の寸法、積層構成を表 4.2.1に示

す。試験片を作成する際は図 4.2.1、図 4.2.2のようなパネルを作成し、モード

Iと同様外縁部分を取り除き、試験片を切り出した。また積層する際は初期剥離
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を入れるため薄いフィルムを挿入した。ただし、モード IIの試験片はモード I

の場合と異なり、側面に白色の塗装や方眼紙の貼付をしていない。 

 

 

図 4.2.1 積層パネル 

 

 

図 4.2.2 積層パネル(パネル番号：AA) 
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表 4.2.1 ENF試験片寸法・積層構成 

試験片番号 
全長

(mm) 

幅 

(mm) 

板厚 

(mm) 

初期剥離長さ

(mm) 
試験種類 積層構成 

AB03 138.8 24.6 3.04 

40mm 

static 

[06//06] 

AA05 139.0 24.8 2.99 static 

AA08 138.7 24.8 3.10 fatigue 

AB02 138.5 24.9 3.12 fatigue 

AB04 139.0 24.8 3.08 fatigue 

 

 

4.2.2. 試験方法 

ENF試験の概要を図 4.2.3に示す。支点間距離を 100mm(ただし、静的試験

では 95mm)とし、荷重点‐支点間距離を 50mmとした。支点と荷重点の Rは

それぞれ 2mmと 5mmとした。モード Iと同様、まず静的試験を行い、その結

果をもとに疲労試験を行った。試験機には Instron Electro Puls E10000（図 

4.2.4）を用い、剥離長さはマイクロ CTスキャナ（TOSHIBA TOSCANER 30000 

μhd）を用いて測定した。ただし、静的試験にはMTS 10kN Elastmer(図 4.1.4)

を用いた。 

静的試験は変位制御で行い、JIS K7086に準じ、荷重点速度を 0.5mm/min

で行った。モード IIのケースではモード Iのケースと異なり、剥離が一気に進

展するため除荷と負荷の繰り返しはせず、試験片１本で得られるデータは１つ

のみである。破壊靱性値は 

 

 𝐺𝐼𝐼𝐶 =
9𝑃2𝐶𝑎2

2𝐵(2𝐿3 + 3𝑎3)
 (4.5) 

 

より求めた。ここで𝐿, 𝐶はそれぞれ支点‐荷重点間距離、コンプライアンスであ

り、コンプライアンスは剥離が進展する前までのデータを用いて求めた。 

疲労試験は荷重制御で行い、振動数を 5Hz、R-ratioを 0.1とした。まず各試験

片において疲労試験を行う前に、基準点とその前後±5, 10mmの４か所の計５か

所でコンプライアンスを測定した。ここで基準点とは疲労試験において試験機

にセットする際の初期位置である。支点間距離や支点‐荷重点間距離は一定に

し、試験片のセットする位置をずらすことで異なる剥離長さにおけるコンプラ

イアンスを測定した。また、コンプライアンスを測定する際は静的試験の結果

を参考に荷重を決め、その荷重までの荷重‐変位曲線からコンプライアンスを

求めた。各点でコンプライアンスを求めた後、コンプライアンスと剥離長さの
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関係 

 

 𝐶 = 𝐶0 + 𝐶3𝑎
3 (4.6) 

 

を求めた。このコンプライアンスを用いてエネルギー解放率𝐺𝐼𝐼𝐶を 

 

 𝐺𝐼𝐼𝐶 =
𝑃2

2𝐵
(3𝐶3𝑎

2) (4.7) 

 

より求める。疲労試験では、最大荷重とサイクル数を設定し、試験を実施し、

その後、造影剤を試験片側面から塗りこみ、CT スキャナで剥離先端を調べた。

荷重制御で試験を実施しているため、剥離が一気に進展する可能性があるので

サイクル数を設定する際はあまり大きな値にしないようにした。また、CTスキ

ャナで剥離先端位置を調べる際は、画像から剥離長さを測定するので基準とな

る長さが必要となる。本論文では試験片に金属テープを添付し、試験片端から

金属テープの位置と試験片端から剥離先端までの長さを比較することで剥離長

さを計算した。CTスキャナで試験片の画像を取得した後は再び疲労試験を行っ

た。ただし、剥離が荷重点付近まで達している場合等では試験片をセットする

位置をずらし、試験を実施した。 

 

 

図 4.2.3 ENF試験概要 
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図 4.2.4Instron Electro Puls E10000 

 

4.2.3. 試験結果 

静的試験において得た試験片の荷重‐変位曲線の例を図 4.2.5に示す。静的

試験の結果を表 4.2.2にまとめる。この結果より𝐺𝐼𝐼𝐶 = 2.10𝑁/𝑚𝑚となる。 

疲労試験における CT画像の例を図 4.2.6に示す。これらの画像から剥離長さ

を測定した。表 4.2.3に試験結果をまとめる。この結果を𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ ‐∆𝐺グラフに

まとめると図 4.2.7のようになる。ただし、∆𝐺は開始時と終了時の∆𝐺の平均を

用いた。この図から 

 

 log10
𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 3.7388 log10 Δ𝐺 − 2.1707 (4.8) 

 

となる。 

 

本論文の実験により求まった𝐺𝐼𝐶と𝐺𝐼𝐼𝐶はそれぞれ 0.309N/mm、2.10N/mmであ

り、モード Iとモード IIで層間破壊靱性値の差が非常に大きい。一方、Ilyas39

は実験より𝐺𝐼𝐶 = 0.765N/mm、𝐺𝐼𝐼𝐶 = 1.25𝑁/𝑚𝑚としている。また Kinawyら 42

や Lachaudら 43は解析に𝐺𝐼𝐶 = 0.55N/mm、𝐺𝐼𝐼𝐶 = 1.50𝑁/𝑚𝑚を用いている。し

たがって、本研究の実験では𝐺𝐼𝐶を過小に、𝐺𝐼𝐼𝐶を過大に評価している可能性が

ある。 
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図 4.2.5 荷重‐変位曲線(AB03) 

 

 

図 4.2.6 CT画像(AA08) 
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図 4.2.7 疲労剥離進展特性 

 

表 4.2.2 静的試験の結果 

試験片 C (mm/N) P(kN) GIIC(N/mm) 

AB03 0.00225 1.82 2.29 

AA05 0.00242 1.61 1.91 
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表 4.2.3 疲労試験の結果※ 

試験片 
𝑷𝒎𝒂𝒙 

(N) 

サイクル

数 

∆𝑮𝒊𝒏𝒕 

(N/mm) 

∆𝑮𝒇𝒊𝒏 

(N/mm) 

∆𝑮𝒂𝒗𝒆 

(N/mm) 

∆𝒂 

(mm) 

𝒅𝒂 𝒅𝑵⁄  

(mm/cycle) 

AA08 400 100,000 0.114 0.114 0.114 0 0 

 600 50,000 0.255 0.600 0.428 10.76 0.0022 

 400 50,000 0.187 0.202 0.195 1.0 0.000020 

 200 400,000 0.0506 0.0507 0.0506 0.04 1.0 × 10−7 

AB02 500 30,000 0.171 0.173 0.172 0.12 4.0 × 10−6 

 600 10,000 0.249 0.263 0.257 0.6 6.0 × 10−5 

 300 200,000 0.0660 0.0665 0.0662 0.08 4.0 × 10−7 

 600 20,000 0.266 0.317 0.292 1.96 9.8 × 10−5 

 400 40,000 0.141 0.143 0.142 0.12 3.0 × 10−6 

 450 60,000 0.180 0.187 0.184 0.40 6.7 × 10−6 

 700 10,000 0.452 0.702 0.577 5.84 0.00058 

 500 10,000 0.247 0.253 0.250 0.28 2.8 × 10−5 

 700 1500 0.500 0.550 0.523 1.32 0.00088 

AB04 500 100,000 0.176 0.225 0.201 2.68 2.7 × 10−5 

 660 5,000 0.393 0.471 0.432 2.20 0.00044 

 300 100,000 0.0974 0.0983 0.0978 0.12 1.2 × 10−6 

※∆𝐺𝑖𝑛𝑡, ∆𝐺𝑓𝑖𝑛, ∆𝐺𝑎𝑣𝑒はそれぞれ試験開始時、終了時、平均の値 
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5. 補強パネルの疲労剥離進展予測 

 

5.1. 概要 

この章では、まず 2章で述べたリッツ法を用いた座屈後解析と 3章の解析手

法を用いて求めたエネルギー解放率が妥当であるかを検証する。次にいくつか

のケースについて解析を行い、4章の実験によって求めた疲労剥離進展特性を用

いてストリンガ‐外板間の疲労剥離進展に関する議論を行う。ここでは実験で

得た各モードの𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ ‐∆𝐺曲線を用いて図 5.1.1のような疲労剥離進展特性を

仮定する。これは各∆𝐺において剥離が進展しやすいモードの値を取ったグラフ

である。すなわち、∆𝐺 ≤ 0.122N/mmではモード IIのデータを、∆𝐺 > 0.122N/mm

ではモード Iのデータを用いた。また、0°‐0°層間以外でもこのデータを用

いる事とする。また、層間破壊靱性として𝐺𝐼𝐶 = 0.765𝑁/𝑚𝑚、𝐺𝐼𝐼𝐶 = 1.25𝑁/𝑚𝑚を

用いた 41。 

 

 

図 5.1.1 疲労剥離進展特性 

 

5.2. 解析結果の妥当性 

本論文で提案した解析手法によって得られた結果が妥当であるかを有限用解

析の結果と比較することにより検証した。ここでは実際の構造の有限要素解析

を行い、仮定の妥当性を検証するのではなく、本論文の仮定を考慮したモデル
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を解析し、2章と 3章の解析を組み合わせた時に全体的にどの程度の誤差が生じ

るのかという事を調べた。 

本論文で用いた仮定を有限要素解析で厳密に再現するのは困難であることか

ら図 5.2.1に示すパネルにおいてストリンガの剛性が外板の剛性と比較し、非

常に高いケースと等しいケースの間に本論文で仮定した状態があると考え、表 

5.2.1に示す 2つのケースの解析を行った。また、ストリンガ‐外板間に 0.25mm

の𝑦軸方向に一様な剥離を入れ、片方のストリンガの剥離先端からもう一方のス

トリンガの剥離先端までの距離を 2章の解析で用いたパネルの幅と等しくなる

よう 100mmとした。また、板厚はストリンガ・外板ともに 1mmとした。パネ

ルの左・右端には剛体を貼り付け、左端はすべての軸方向の変位とすべての軸

周りの回転を拘束し、右端は面外方向の変位とすべての軸周りの回転を拘束し、

せん断荷重を負荷した。解析にはソリッド要素を用いた。荷重‐変位曲線を図 

5.2.2に示す。リッツ法による解析結果の方が有限要素解析の結果より座屈荷重

が低く、同じ荷重レベルにおいて変位が大きいことが分る。これはリッツ法で

は𝑥 = ±𝑏 2⁄ (剥離先端位置に相当)において𝑑𝑣 𝑑𝑦⁄ を拘束していない事が影響し

ていると考えられる。次に𝑞 = 75N/mmの時のエネルギー解放率の分布を図 

5.2.3に示す。case1と case2を比較すると case1の方が本論文の手法によって

得られた結果に近いことが分る。これは図 5.2.4、図 5.2.5に示すように𝐺𝐼𝐼𝐼と

それに相当する𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟の占める割合が大きいためである。すなわち、case1では

補強部のせん断剛性が高く、𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟に関しては case1の方が case2よりも本論文

の手法によって得られる𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟に近くなり、その𝐺𝑠ℎ𝑒𝑎𝑟が𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙の中で占める割合

が高いため、case1と本論文の手法の結果が近い値になっていると考えられる。

一方、case1における𝐺𝐼と𝐺𝐼𝐼の合計と本論文の解析手法によって求まった

𝐺𝑚𝑜𝑚𝑒𝑛𝑡を比較すると後者の方が大きいことが分る。これは case1の面外変位が

小さいためであり、2章で述べた境界条件と全く同じ境界条件を用いて有限要素

解析を行う事が出来れば、𝐺𝐼 + 𝐺𝐼𝐼の値は case1よりも大きくなると考えられる。 

また、case1と case2はストリンガの全体的な曲げ変形やねじり変形をしない

と仮定し、さらにストリンガの外板との接着部の変形を許容している解析であ

るため、図 5.2.3より、(ストリンガと外板の接着部を含む)ストリンガ間の局所

的な座屈に対しては、本研究での解析手法は安全側に評価しており、そのよう

な解析に対しては有用であると考えられる。 
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図 5.2.1 解析モデル 

 

 

図 5.2.2 荷重‐変位曲線 
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図 5.2.3 エネルギー解放率分布 

 

 

図 5.2.4 エネルギー解放率分布(case1・モード別) 
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図 5.2.5 エネルギー解放率分布(リッツ法・モード別) 

 

表 5.2.1 材料特性・積層構成 

 Case1 Case2 

外板   

E11 165GPa 165Gpa 

E22 7.64GPa 7.64GPa 

G12 5.61GPa 5.61GPa 

ν 0.35 0.35 

積層構成 [0/90/-45/45]s [0/90/-45/45]s 

ストリンガ   

E11 16500GPa 165GPa 

E22 764GPa 7.64GPa 

G12 561GPa 5.61GPa 

ν 0.35 0.35 

積層構成 [0/90/-45/45]s [0/90/-45/45]s 

 

 

5.3. 積層構成による影響 

表 5.3.1に示す 2種類の積層構成について比較を行った。パネルの寸法を表 
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5.3.1にまとめる。M21/T800S の材料特性を用いた。解析に用いた面内剛性・

曲げ剛性を表 5.3.2にまとめる。この 2つの積層構成では面内剛性は等しいが、

曲げ剛性が異なる。 

まず、（2.77）を用いた座屈解析により座屈荷重の推算を行った。Case1では

61.4N/mmに対し、case2では 69.6N/mmとなった。次に(2.73)~(2.75)を用い

た座屈後解析を行った。荷重‐変位曲線を図 5.3.1に示す。座屈荷重は case2

の方が大きいため座屈直後では case2の方が面外変位が小さいが、70N/mm付

近で逆転している事が分る。75N/mmの時の変位の近似関数で用いた係数の値

を表 5.3.3にまとめる。この時の変位分布を図 5.3.2~図 5.3.4に示す。この図

より、周期や稜線の方向にも影響があることが分る。また、剥離先端（𝑥 = −50mm、

−100mm ≤ y ≤ 100mm）におけるエネルギー解放率の分布を図 5.3.5 に示す。

大きさや分布形状に違いが生じている事が分る。 

次に疲労剥離進展に関する評価を行う。最大せん断荷重を 75N/mm、R-ratio

を 0.1とする。したがって、最小荷重は 7.5N/mmであり、この荷重では座屈は

生じない。よって荷重別に考えると厳密には R-ratioが 0.1にならず、実験でモ

ード I、IIで R-ratioを 0.1として得られたデータをそのまま使用できるかとい

う事については議論が必要になるが、本論文では使用してよいと仮定し剥離進

展の評価を行う。最小荷重の時は座屈前であるため、 

 

 𝐺𝑚𝑖𝑛 =
1

2
𝐴66𝛾𝑥𝑦0

2 (5.1) 

 

より求まる。これと最大荷重の時のエネルギー解放率𝐺𝑚𝑎𝑥、（4.3）を用いると

各ケースでの∆𝐺の分布は図 5.3.6のようになる。したがって、case1での∆𝐺の

最大値は 0.137N mm、case2では 0.141N mmになる。よって、この値が剥離

進展の際変わらないとすると、1mm 剥離が進展するのに case1では約 161000

サイクル、case2では約 128000サイクルとなる。 

次に[-45/0/45/90]sを基準に実際の構造に用いられるような 3種類の積層構成

(表 5.3.4)について解析を行った。表 5.3.5に面内剛性・曲げ剛性を示す。case4

は case3の𝐷16と𝐷26が異なる積層構成であり、case5は case3の𝐷11と𝐷22の値を

逆にした積層構成である。荷重‐変位曲線を図 5.3.7に示す。また、最大せん

断荷重を 64N/mm、最小せん断荷重を 6.4N/mmとした時のΔ𝐺の分布を図 5.3.8

に示す。ただし、case3については最大荷重よりも座屈荷重が高いと考えられる

ため(5.1)を用いた。Δ𝐺𝑚𝑎𝑥は case3で 0.0696N mm、case4で 0.128N mm、case5

で 0.0974N mmとなった。1mm剥離が進展するのに case3で約 3150000 サイ

クル、case4で約 274000サイクル、case5で約 897000サイクルとなる。 



126 

 

本論文では𝑥軸方向を 0°としているので、case3ではせん断荷重が負荷された

際、積層板の一番外側の層の繊維の方向と圧縮方向が一致する。したがって、

その方向の曲げ剛性が高くなり、座屈荷重が大きくなる。また、case3と case5

との比較から、0°層を外側に持って来て幅方向の曲げ剛性を上げた方が良いと

いう事が分る。ただし、これは本論文で扱ったパネルが非常に細長いこと、幅

方向の端が固定端であることも影響していると考えられる。したがって、本論

文で扱ったようなパネルにおいて座屈が生じにくくするためには 0°層と-45°

層を外側に持ってきた[-45/0/45/90]s、もしくは[0/-45/90/45]sが良いと考えられ

る。一方、座屈を許容する構造で用いる際は荷重の増加に対しエネルギー解放

率の増加が小さい方が良いと考えられる。座屈後の面外変位が小さい方が良い

というわけではないことは case4と case5の結果を比較すれば分る。したがっ

て、この点に関しては今回の解析結果のみから結論を出すことはできず、更な

る検討が必要であると考えられる。 

 

 

 

図 5.3.1 荷重‐変位曲線(case1,2) 
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図 5.3.2 𝒘分布(左：case1、右：case2、単位：mm) 

 

 

図 5.3.3 𝒖𝟎分布(左：case1、右：case2、単位：mm) 

 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑦 
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図 5.3.4 𝒗𝟎分布(左：case1、右：case2、単位：mm) 

 

 

図 5.3.5エネルギー解放率分布(75N/mm) 

 

𝑥 

𝑦 
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図 5.3.6 𝚫𝑮分布(case1,2) 

 

 

図 5.3.7 荷重‐変位曲線(case3~5) 
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図 5.3.8𝚫𝑮分布(case3~5) 

 

 

表 5.3.1 パネル寸法・積層構成(case1,2) 

 積層構成 全長(mm) 幅(mm) 板厚(mm) 

Case1 [0/90/-45/45]s 
2400 100 1 

Case2 [-45/45/0/90]s 

 

表 5.3.2 面内剛性・曲げ剛性(case1,2) 

 Case1 Case2  Case1 Case2 

A11 68587N/mm 68587N/mm D11 8709N mm 5195N mm 

A12 20915N/mm 20915N/mm D12 603.8N mm 2882N mm 

A22 68587N/mm 68587N/mm D16 -309.1N mm -927.3N mm 

A66 23836N/mm 23836N/mm D22 5000N mm 3958N mm 

   D26 -309.1N mm -927.3N mm 

   D66 847.2N mm 3125N mm 

 

 

 

 

 



131 

 

 

 

 

表 5.3.3 パラメータ(case1,2) 

 Case1 Case2  Case1 Case2 

𝜶𝟏 0.004380 0.005365 𝛽5 0.007022 0.008687 

𝜶𝟐 0.0005306 -0.0004492 𝛽6 -0.0002615 -0.0002302 

𝜶𝟑 5.538×10-5 -6.839×10-5 𝜸1 0.9910 1.418 

𝜶𝟒 -3.000×10-5 0.0001619 𝜸2 0.1099 0.1616 

𝜶𝟓 -0.01330 -0.02330 𝜸3 0.03070 0.03965 

𝜶𝟔 8.845×10-5 0.001485 𝒎1 0.6964 0.9734 

𝜷𝟏 0.0002111 -0.0005139 𝒎2 2.105 1.966 

𝜷𝟐 -0.006025 -0.006277 𝒎3 0.8325 1.058 

𝜷𝟑 -0.001868 -0.002058 𝒍 64.34 98.02 

𝜷𝟒 0.003515 0.003602    

 

表 5.3.4 パネル寸法・積層構成(case3~5) 

 積層構成 全長(mm) 幅(mm) 板厚(mm) 

Case3 [-45/0/45/90]s 

2400 100 1 Case4 [45/0/-45/90]s 

Case5 [-45/90/45/0]s 

 

表 5.3.5面内剛性・曲げ剛性(case3~5) 

 Case3 Case4 Case5  Case3 Case4 Case5 

A11 68587N/mm D11 7001N mm 7001N mm 3291N mm 

A12 20915N/mm D12 2312N mm 2312N mm 2312N mm 

A22 68587N/mm D16 
-1545N 

mm 
1545N mm 

-1545N 

mm 

A66 23836N/mm D22 3291N mm 3291N mm 7001N mm 

    D26 
-1545N 

mm 
1545N mm 

-1545N 

mm 

    D66 2556N mm 2556N mm 2556N mm 
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5.4. 板厚による影響 

次に case1と積層構成は同じで各層の板厚を 2倍にした補強パネルの解析を

行った。荷重‐変位曲線を図 5.4.1に示す。520N/mmの時の変位分布を図 5.4.2

に示す。最大荷重を 520N/mmとして𝐺𝑚𝑎𝑥分布を求めると図 5.4.3のようにな

る。ここで最大値は 3.33N/mmであり、これは𝐺𝐼𝐶、𝐺𝐼𝐼𝐶の値を超えており、こ

の荷重に達する前に剥離が進展する事を示している。460N/mm(図 5.4.1より座

屈荷重以下と考えられる)における𝐺𝑚𝑎𝑥を(5.1)を用いて求めると 2.22N/mmに

なる。これも𝐺𝐼𝐼𝐶よりも大きな値となっている。したがって、板厚が増加すると

座屈荷重に達する前に剥離進展が生じる荷重に達する事が分る。 

 

 

図 5.4.1 荷重‐変位線図 
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図 5.4.2 変位分布(左から𝒘, 𝒖𝟎, 𝒗𝟎) 

 

 

図 5.4.3 エネルギー解放率分布 

 

 

 

  

𝑥 

𝑦 
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6. 結論 

 

本論文では外板‐ストリンガ間の剥離進展に関する簡易解析手法を構築する

事を目的とし、パネルの座屈後挙動をリッツ法を用いて解析し、その結果を用

いて外板‐ストリンガ間におけるエネルギー解放率の分布を評価する解析手法

を提案した。 

座屈後解析においては、𝑢0, 𝑣0, 𝑤を未知パラメータを含む近似関数で表し、ポ

テンシャルエネルギー停留原理を用いて支配方程式を導いた。その際、少ない

パラメータで精度高く変位が近似できるように有限要素解析の結果をもとに近

似関数を決定した。等方性材料、複合材料の 2つのケースで解析を行い、有限

要素解析の結果と比較を行った。等方性のケースと比べると複合材料のケース

では有限要素解析の結果との差が大きくなったものの、両ケースにおいて変形

のパターンや傾向が有限要素解析の結果と良く一致したと言える。変位の大き

さに関して有限要素解析とリッツ法で等方性のケースでは 2割程度、複合材の

ケースではそれ以上の差が生じているが、これは微小な荷重の増加により変位

が大きく増加する座屈後挙動の性質も影響していると考えられる。 

本論文ではストリンガとストリンガが接着している外板部分は変形しないと

仮定し、剥離先端付近に掛かる曲げモーメント、せん断荷重、ストリンガと垂

直方向の引張荷重を考慮し、エネルギー解放率を評価した。この解析的手法の

妥当性を検討するため、一様な剥離を有するパネルの有限要素解析を行い、“仮

想クラック閉口法により求まったエネルギー解放率”と“有限要素解析によっ

て求まったひずみと提案した解析手法を用いて求めたエネルギー解放率”を比

較した。等方性、複合材料の両ケースにおいて、エネルギー解放率の大きさを

見ると有限要素解析と解析的手法の結果の間に多少の差があるものの分布の形

状は近い結果が得られており、本論文の目的を考慮すると十分であると考えら

れる。 

上記の手法を用いて解析を行うためにM21/T800Sを用いて DCB試験、ENF

試験を行い、モード I、モード IIの疲労剥離進展特性を取得した。この実験で

得たデータは、モード I とモード II の内、𝑑𝑎 𝑑𝑁⁄ の大きい方(剥離が進展しやす

い方)と上記の解析手法で求めた𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙を比較するという形で用いた。 

提案した解析手法を用いて、積層構成による影響と板厚による影響を調べた。

これらの解析から座屈荷重が大きい積層構成の方が座屈後の範囲において(剥離

進展特性が等しいという仮定の下では)必ずしも剥離の進展速度が小さいとは言

えない事、板厚が大きくなると座屈荷重が静的に剥離が進展する荷重よりも大

きくなる可能性があることが示せた。また、より実用的な積層構成で解析を行
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い、曲げ剛性の影響を調べた。 

本論文で提案した手法では Appendix D に示すようにストリンガの曲げ変形

を考慮した補強パネル全体の座屈後挙動を解析することはできないが、5.2で述

べたようにストリンガ間の局所的な座屈後挙動に対しては有用であると言える。

座屈許容設計もストリンガは座屈せず、外板のみが座屈する範囲で適用される

ので、本論文で提案した手法は座屈許容設計に適用可能であると言える。本論

文の手法により、外板の積層構成、板厚、ストリンガ間隔が補強パネルの座屈

後挙動に与える影響を調べることが出来るので、座屈許容設計をする際、設計

要求の下で剥離進展挙動の観点からパネルの最適な積層構成・寸法を検討する

ための指針として、もしくは、多くの候補の中から詳細に検討する構造を絞り

込むために本論文の手法を用いることが出来る。したがって、座屈許容設計を

適用する際の、設計初期段階に用いることが出来るような簡易な解析手法を提

案できたと言える。 

最後に今後の展望として、本論文の解析手法の精度をより上げるための改善

点について述べる。まず、本論文ではストリンガの曲げ変形のほかにねじり変

形も拘束している。しかし、座屈許容設計で想定される範囲においてもねじり

変形は生じる可能性はある。したがって、ストリンガのねじり変形(ストリンガ

中心におけるねじれ角とストリンガ中心から剥離先端までの剛体変形)を考慮し

た境界条件を課すことによって精度が上がる可能性がある。次に、本論文では

剥離先端位置での境界条件として一定のせん断荷重が負荷されているという条

件を用いた。しかし、実際の構造では荷重一定と휀𝑦 = 0の間にあると考えられる。

本論文で用いた条件の下では安全側の評価できている事が確認できたが、より

精度を高めるにはスティフナの長手方向の弾性変形を考慮したモデルを検討す

る必要がある。また、本論文では平板を扱っているが、実際の航空機の胴体構

造には曲面パネルが用いられている。したがって、曲率半径の大きい構造を検

討する必要がある場合は、曲面パネルでの解析が必要になる。以上のような点

が挙げられるが、計算コストが高くなり、簡易計算手法としてのメリットがな

くならないように注意する必要はある。 
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Appendix A 等方性のケースにおける座屈後挙動と𝐄の関

係について 

本論文で扱ったようなせん断荷重qの負荷されている平板のポテンシャルエ

ネルギーは 

 

 

Π =∬
𝐸

2(1 − 𝜈2)
{(휀𝑥0 + 휀𝑦0)

2
− 2(1 − 𝜈) (휀𝑥0휀𝑦0 −

1

4
𝛾𝑥𝑦0

2)}

+
𝐸ℎ3

24(1 − 𝜈2)
{(𝜅𝑥 + 𝜅𝑦)

2

− 2(1 − 𝜈)(𝜅𝑥𝜅𝑦 − 𝜅𝑥𝑦
2)} 𝑑𝑥𝑑𝑦

− (∫𝑞𝑢0𝑑𝑥 + ∫𝑞𝑣0𝑑𝑦) 

(A-1) 

 

となる。𝐸と𝑞が一定ならば 

 

 Π = 𝐸𝑓(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) − 𝑞𝑔(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) (A-2) 

 

と書ける。ただし、ここで、 

 

𝑓(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) = ∬
1

2(1 − 𝜈2)
{(휀𝑥0 + 휀𝑦0)

2
− 2(1 − 𝜈) (휀𝑥0휀𝑦0 −

1

4
𝛾𝑥𝑦0

2)}

+
ℎ3

24(1 − 𝜈2)
{(𝜅𝑥 + 𝜅𝑦)

2
− 2(1 − 𝜈)(𝜅𝑥𝜅𝑦 − 𝜅𝑥𝑦

2)} 𝑑𝑥𝑑𝑦 

𝑔(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) = ∫𝑢0𝑑𝑥 + ∫𝑣0𝑑𝑦 

 

である。 

ポテンシャルエネルギ停留の原理 

 

 δΠ = 0 (A-3) 

 

より 
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 𝛿𝑓(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) −
𝑞

𝐸
𝛿𝑔(𝑢0, 𝑣0, 𝑤) = 0 (A-4) 

 

となり、𝑞 𝐸⁄ が等しければ変形も等しくなる。 
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Appendix B ∆𝐆について 

 

剥離進展特性を表す際、応力拡大係数𝐾が用いられるケース 46-49,62もあるが、

複合材積層板において𝐾を求める事が困難であることから多くの場合、エネルギ

ー解放率𝐺を用いて 

 

 
𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 𝐶(𝑓(𝐺))

𝑛
 (B.1) 

 

と表される。ここで、𝐶, 𝑛は材料やモードに影響されるパラメータで実験データ

のカーブフィッティングによって求められる。𝑓(𝐺)としては𝐺𝑚𝑎𝑥50-52,59-61や

𝐺𝑚𝑎𝑥 − 𝐺𝑚𝑖𝑛52-58などが挙げられる。本論文では(√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2

63-65を用いる。 

すなわち、疲労剥離進展特性として 

 

 
𝑑𝑎

𝑑𝑁
= 𝐶(∆𝐺)𝑛 (B.2) 

 ∆𝐺 = (√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2
 (B.3) 

 

を用いる。ここで 

 

 𝐺 ∝ 𝐾2 (B.4) 

 

より 

 

 (√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2
∝ ∆𝐾2 (B.5) 

 ∆𝐾 = 𝐾𝑚𝑎𝑥 − 𝐾𝑚𝑖𝑛 (B.6) 

 

となり、∆𝐺は∆𝐾2に比例するパラメータであることが分る。 

また 

 

 𝐺 =
𝑃2

2𝐵

𝑑𝐶

𝑑𝑎
 (B.7) 
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を用いると 

 

 (√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2
=
1

2𝐵

𝑑𝐶

𝑑𝑎
(∆𝑃)2 (B.8) 

 

と最大荷重と最小荷重の差のみで表せる。(ここで Bは試験片幅、Cはコンプラ

イアンス、Pは荷重。また𝑑𝐶 𝑑𝑎⁄ と𝐵は一定である仮定) 

一方、 

 

 𝐺𝑚𝑎𝑥 − 𝐺𝑚𝑖𝑛 =
1

2𝐵

𝑑𝐶

𝑑𝑎
(∆𝑃)(2𝑃𝑚𝑒𝑎𝑛) (B.9) 

 

となる 64。剥離進展特性は荷重の状態を示すパラメータを用いて表されるが、

疲労荷重の場合、モード比や振動数が固定されていれば、荷重の振幅∆Pと平均

Pmeanによって荷重の状態が一意に決まる。したがって∆𝐺 = (√𝐺𝑚𝑎𝑥 −√𝐺𝑚𝑖𝑛)
2

とした場合は、(B.8)よりPmean(もしくは、R-ratioやPmax)から求まるパラメータ

を独立にとることができるが、∆𝐺 = 𝐺𝑚𝑎𝑥 − 𝐺𝑚𝑖𝑛の場合、(B.9)より∆Gが荷重状

態を表す両方のパラメータに影響されることが分る。 
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Appendix C 𝐆𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏について 

本論文では、エネルギー解放率の導出に剥離先端付近に掛かるx軸方向の引張

り荷重、せん断荷重、曲げモーメントを用いた。しかし、リッツ法による解析

を行う際の仮定として𝑥 = ±𝑏 2⁄ 上でのy軸方向のひずみをゼロとしていない。

𝑥 = ±𝑏 2⁄ 上ではy軸には圧縮荷重が掛かり、εy < 0となる。一方、この境界上に

おけるx軸方向の荷重はy軸方向の荷重に比べ小さく、Tx < 0でもεx > 0になり、

Gtension < 0となる箇所があった。しかし、本論文のケースではこの𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛は下

図(図 C-1)に示すように𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙と比較すると無視できるほど小さい。 

また、y軸方向のひずみの影響を考慮し、 

 

 𝐺𝑡𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛(𝑦) =
1

2
(𝐴22휀𝑦0

2 + 𝐴12휀𝑦0휀𝑥0) (C.1) 

 

として、これを𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙に含めても下図(図 C-2)に示すように分布がほとんど変わら

ないことが分る。(本論文では軸方向のひずみの影響を考慮していない) 

 

 

図 C-1 𝑮𝒕𝒐𝒕𝒂𝒍と𝑮𝒕𝒆𝒏𝒔𝒊𝒐𝒏 の比較(case1(5章), 75N/mm) 
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図 C-2 𝒚軸方向のひずみを考慮したエネルギー解放率分布(case1(5章), 

75N/mm) 

※𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙_1：𝑦軸方向のひずみの影響を含めない場合、𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙_2: 𝑦軸方向のひずみ

の影響を含めた場合 
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Appendix D仮定に関する考察 

 

本論文ではストリンガが変形しない(ただし、𝑦軸方向のみは変形を許容する)と

仮定して境界条件を設定した。しかし、実際の構造では荷重が高くなればスト

リンガも変形する。したがって、本論文の仮定がそのような範囲でも適用可能

かを検証するために図 D-1のような 4本のストリンガで補強されたパネルの解

析を行った。パネルの上下端は剛体に接着されており、ここでのすべての軸周

りの回転は拘束されている。下端の境界条件は𝑢 = 𝑣 = 𝑤 = 0とし、上端では

𝑤 = 0とし、𝑥軸方向の荷重（84.2kN）を負荷した。図 D-1中の青色の矢印の箇

所にストリンガに沿って 0.25mmの一様な剥離を入れた。外板とストリンガの

材料特性を表 D-1に示す。ストリンガの剛性を変化させ、その時、エネルギー

解放率の変化を調べた。 

各ケースでの面外変位の分布を図 D-2~6に、エネルギー解放率分布を図 D-7に

示す。ストリンガの剛性が高くなるほど、本研究で仮定したような周期的な分

布が生じるのが分る。エネルギー解放率の分布においてもストリンガの剛性が

高いと周期的な成分が見られるが、ストリンガが変形しないという仮定によっ

て安全側に評価できているかどうかは議論できない。図 D-8,9に case1,case5で

のエネルギー解放率のモード別の分布を示す。両ケースで𝐺𝐼𝐼𝐼が𝐺𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙において支

配的であることが分る。ただし、これは荷重の大きさによって変わってくると

考えられる。また、case1では𝐺𝐼がほぼゼロであることが分る。これはストリン

ガが外板とともに変形するためで、ストリンガの剛性が高くなるとストリンガ

が面外方向に変形しなくなるので𝐺𝐼がゼロでなくなる。(図 D-9) 

 

次にストリンガに一様な剥離を仮定している事について検討する。本研究では

エネルギー解放率の分布を求めるためにそのような仮定を置いているが、実際

はそのような剥離が生じることはないと考えられる。そこで、3章の等方性のケ

ースで用いた解析モデルの剥離長さを 10mmに変え、剥離の位置を𝑦 = ±30mm, 

±15mm, 0mmの計 5ケースの解析を行い、3章の結果と比較した(図 D-10)。図

より一様な剥離の方がエネルギー解放率が大きいことが分る。したがってこの

程度の剥離であれば、一様な剥離を仮定する事によって安全側に評価できると

言える。 
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図 D-1 補強パネル(左)とストリンガ断面(右) 

 

 

図 D-2 w 分布(case1) 
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図 D-3 w分布(case2) 

 

 

図 D-4 w分布(case3) 

 

 

図 D-5 w分布(case4) 
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図 D-6 w分布(case5) 

 

 

図 D-7 エネルギー解放率分布 
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図 D-8 エネルギー解放率分布（case1） 

 

 

図 D-9 エネルギー解放率分布（case5） 
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図 D-10 エネルギー解放率分布(剥離長さ比較) 

 

表 D-1 材料特性 

 E(GPa) ν 

外板 170 0.3 

ストリンガ   

Case1 170 0.3 

Case2 340 0.3 

Case3 680 0.3 

Case4 1,700 0.3 

Case5 17,000 0.3 
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