
200 日本音響学会誌 56 巻 3 号 (2000),  pp.200-202 

寄 書 43.20.Bi ， Fn : 43.40.At ， Dx 

一パ 膜 上波動の解 に 基づく構造ポ 

奈良高明 卸 柳田康幸 卸 

前田太郎 ", 舘 障，， 

(1999 年 3  月打日受付， ) 

キーワード テ 一パ膜 ， ポ テンシヤル，散乱問題，シュ 

レーディンガ 一万種 式 ，周波数分解 

Tapered  membrane,  PotentiaI,  Scatter- 

in 黛 problem, Schrodin 黛 fer  equation, Fre   

quency analySs 

] 。 はじめに 

本稿では， テ一パ膜 ( 幅が連続的に 減少する 膜 ) 上 

の波動を考える。 まず 膜 幅の変化が十分緩やかなら 

ば ， テ一パ膜 上波動の振幅が 従 う 方程式は Sch 於 dtn- 

ger 方程式と同型となることを 示す。 その結果， 膜幅 

という幾何構造からポテンシャルが 定義でき， 膜 上振 

動はポテンシャルに 対する 1 次元散乱問題として 扱え 

ることを示す。 また以上の解析から ，テーパー膜が 周 

波数分解機能，すなわち ，振動の空間位置が 駆動周波 

数により制御される 性質を有することを 示す。 

2.  理 &&. 
三冊 

Ⅲ 寮 l のような 幅 WCx) のテ一パ 膜を考える。 膜 幅 

の変化は十分緩やかであ るとする。 ひ 二 W(x) におい 

て膜を固定し ヱ軸 上の一点で周波数のの 正弦振動 

を 加える。 膜の張力を T, 密度をⅠで表す。 

膜 上 z 軸 方向の変位を㍑とすれば ， M は波動方程 

式 

み 

幸弓 各二 ( 婁 。 研 )M く 1) 

に従う。 ただし 

",/ 与 
であ る。 このとき両サイド 固定の境界 条ィ 牛は 
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㍑ ( ヱ，ひ ) ニ 0 ， a 亡 ぴ 二十 W( ヱ ) (2) 

であ る。 ここで テ一パ 導波管の解析を 参考に， 

ⅩⅠ ヱ ， y  二 W( め (3) 

なる曲線座標 ( Ⅹ，りを導入するとき ， 膜 幅の変化が 

十分緩やか (W,(x) そ 1) ならば ( Ⅹ，りは直交曲線 座 

標 となるり。 そこで (1), (2) を ( Ⅹ， y) 座標系によ 

@ 

Ⅰ 52   ひ y2 「 l1 a へひハワ 2  Ⅰ ナ @ ㏄ 2 （ Ⅹ， l  十 W,( Ⅹ ) 浮 ， ) M (4) 

u( Ⅹ， y)=o, at  y 二十 1 (5) 

と 書き直せば，境界 条併 5) がⅩに依存しなくなる 

ので， (4) を満たす 解 として，変数分離型の 解 

㎡Ⅹ， n) 二八Ⅹ ).cos""" 几 Y             (6) 

が仮定できる。 一般には， y 依存性は cos( 研田 2) と 

なるが， ここでは第一次モード ニ二 1) を考える。 

(6) を (4) に代人すれば ， 八 Ⅹ ) に関する方程式 

ぱ Ⅵ列士 dX,                                                         
が得られる。 ここで座標系を ( Ⅹ， Y) からは，めに 戻 

せば， (1), (2) を満たす 解 として， 

㍑ C ヱ，び )= Ⅰ ( ヱ ).cos 五群 : 汀 ， 12- ブの t (8) 

ただし 

。 築ェ 。 (( 十 ), 一帖 苛万 "; ),)/C 「 ) 二 0  (9) 
を得る。 (9) が， テ一パ膜 上の振幅分布 f(x) の従う 

方程式であ り，以下では テ一パ膜 方程式と呼ぶことに 

する。 

さてここで， テ一パ膜 方程式 (9) と ，量子力学にお 

ける時間を含まない Schrodinger 方程式 : 

磯 が (x).2 生十 巴終 E 一八 刃 ) ゆ巨 ) 二 0  (10) (10) 

との類似性に 着目し比較すれば ， Schrodi ㎎ er 方程式 

における粒子の 確率振幅 6, 全 エネルギ一石，及び 

ポ テンシヤル 照 x) は， テ一パ膜 上波動の振幅 f(x¥, 

駆動周波数の 自乗に比例する (o@V ひ Y,, 及び ヱ の関数 

( Ⅳ 2W(.x))2 に対応させられる。 第 2 項に関しては ， 

正弦強制振動によって 人力されるエネルギーが 駆動 周 

波数の自乗に 比例する， と 考えれば妥当であ る ( 補 

遺 ) 。 また，第 3 項の対比から ，両サイドを 固定した 

テ一パ 股上の波動に 対しては， 膜幅 W(x) のみによ 
って定まるポテンシャルが 

V@n(x) 二 （ く 11) 

という表式で 定義できることが 示唆される。 ，このポテ 

ンシャルは波動の 通りにくさを 表し，その値は 膜幅の 

自乗に逆比例する。 つまり， 膜 幅が狭いほ ビポ テンシ 
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Fig.l テ一パ膜 
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Fig.2 Schrodineer 方程式と テ一パ膜 方程式との対比 

ャ か は高まり，波動は 通りにくい。 膜 幅が徐々に狭ま 

る テ一パ 膜は単調に増加するポテンシャル 場を形成す 

ることになる。 従来から成されているポテンシャルを 

有する音響散乱問題の 枠組み幼の中で ， 特に両サイド 

を固定した テ一パ膜 上波動は， 膜幅 により定まるポテ 

ンシャル (IlU に対する散乱問題として 扱える， という 

のが本稿の主張点であ る。 その利点として 挙げられる 

のは，第一に ，膜の幾何的構造 ( 膜幅 ) をポテンシャ 

ルに読み換えることで ，波動の振る 舞いを直感的に 理 

解できるようになること ，第二にポテンシャル 散乱の 

問題の解析的結果をすべて 弾性波動に導入できるこ 

と ，であ る。 

以上，両サイドを 固定した周波数のの テ一パ膜 上 

波動の問題は ，エネルギー 伍ルド を持つ波動の ポテ 

ンシャル 場 ㎎ "(xn に対する 1 次元散乱問題     

磯車。 (( 十 ),-V@n(3xW)/(x) 二 0 
(12) 

と 等価となる， とまとめられる (Fig.2)0 

以下では何として 膜 幅が 

刑 x ト肌一如 く 13) 

なる テ一パ 膜を考える。 このときポテンシャルは ， 

M 柚 (T) 二く 2( Ⅵ生ゐ )    ' く 14) 

となる。 よ く 0 の一点において 入力された波動は ，エ 

ネルギー ( りひ Y2 が ポ テンシヤル 佑 m( めより大きい 間 

は波長を変えながら ょ軸 正の方向に向かって 進行す 

るが， ( りひ Y2 々 Vt 浜ょ 0) となる 点 : 

              (W 一品 ) く 15) 

で ポテンシャル 障壁に衝突し ，一部は反射され ，一部 

は壁にしみだす。 為は転回点と 呼ばれる。 今， 膜 幅 

の変化率 はは 十分小さいとして ， (12) を 乃 近傍で 

Ⅵ dd 窯丼 一々。 ，は一万 け (Jc) 二 0 ， 
ただし 

ん 0 2 一 一 ばり 4 丁 ひ 3 ， く 16) 

と 変形すれば，転回 点 近傍の振幅が 得られる 刃 。 

f@A@k@@x@@w@k@-x)3 ， 2   
十 Ⅰ 円 l,   モチ ん 0(T0 一ょ )W2))  (T くょ 0)  (17) 

/( エ リコ二三 A メき 0% ぬ ㍉ 俺 l3( 舌メ 巨 。 ( ヱ 一ヱ 0W3 化   
は ノ万 )  (18) 

ここで A は入力により 決まる定数，Ⅰは Bessel 関 

数， K は変形 Bessel 関数であ る。 

転回点の位置は ， (15) より，波動の 周波数のによ 

って決まる。 すなわち，振動の 空間位置は周波数に ょ 

り 制御される。 この性質は Fig.2 において，周波数 

のを高めると ，エネルギー (wV ひ Y2 とポ テンシヤ ル と 

の交点 万 が原点から遠ざかることからも 理解される。 

生体の聴覚器官で ，周波数分解を 担う蝸牛内の 基底膜 

は， 膜 幅が徐々に広がるいわば 逆テ一パ 膜であ り，そ 

の上下はリンパ 液に接して、 、 るが，本稿の 解析では テ 

一パ膜 単体においても ，一種の周波数分解機能が 実現 

されることが 示された， とも言える。 

3 。 実 験 

Fjg.3 に示す実験系で 理論を検証した。 ェ軸 方向長 

さ 40[c ㎡のゴム膜を テ一パ 形状の鉄 枠で 挟みバイス 

で 固定する ( 図中，撮影用に 片側のバイスを 外してい 

る ) 。 入力端から 10[c Ⅱの点を原点とし ， (13) の定 

数は W=4 「 cm], ぱ二 0 ． 1 とする。 膜の一端に動電 型 

振動 子 (EMIC 5ll-A) で正弦振動を 加え， レーザ変 

位 計 (Keyence LC-2440) により転回 点 近傍の振幅分 

布を計測した。 膜のもう一端は 自由 端 としている。 

Fig.4 に，周波数を (a) g0 ， (b) l00 ， (c) 

110 [Hz] と変化させたときの 振幅分布を示す。 各周 

波数とも，転回 点 近傍で，実線で 示した理論 値 ((17) 

(18)) と ，黒点で示した 実測値との一致が 得られる。 

また，転回点が 駆動周波数により 腰上を移動する 様子 

も分かる。 なお， 図 (c) 原点付近ではポテンシャルの 

i 次 近似による誤差が 見られる。 また，以上では ， 

W,( めく 1 の 下 ，腹 中央付近で張力は 上様としたが ， 

ひ 二八めとして (12) を解けば一層精確な 解が得られる 

と考えられる。 
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Fig.3 ゴムテー パ膜 上の波動散乱実験 

4 。 今後の課題 

本稿では 膜 幅の変化が緩やかな テ一パ膜 上の波動を 

考察した。 今後 W,( 、 x) く 1 の条件を除いた 場合の解析 

を行う。 また，生体の 聴覚基底膜の 道 テ一パ膜 として 

のモデル化，更にこれを 包む蝸牛管の テ一パ管 として 

のモデル化から ，蝸牛構造により 定まるポテンシャル 

を導出し， 散古 し問題としての 蝸牛 肉 波動の解析を 試み 

る。 
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Ⅱ 穿 4 振幅理論 値 と実験 値 との比較 

補 ，コ王 ス % ㍉ 

膜上 の一点に 佑 。 =Acos ㎡の正弦振動を 加えると 

き， 膜 単位面積当たりに 加わる入力エネルギ 一の 1 周 

期平均はⅠ .4w の， /4 丁 (T 捺 ， 74).(colv ひ Y, となる。 本来は 

これを入力エネルギーとすべきだが ，本稿では簡単の 

ため，定数倍した ( ひ   v ひ )2 をエネルギーとして 扱う。 

ポテンシャルも 同様に定数倍して 定義する。 


