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本論文は極小ログ食い違い係数と呼ばれる代数多様体の特異点の不変量に関する研究を
まとめたものである.

極小ログ食い違い係数は極小モデル理論を背景に定義された不変量である. 極小モデル
理論の目的は, 双有理同値の意味で代数多様体を分類することである. 特に各双有理同値
類の中で最も “単純”な多様体を見つけることを目的としている. そして 1980年代に, 極
小モデルプログラムと呼ばれる「“単純”な多様体を見つける」ための方法論が提起された.

その方法論は, 「部分多様体をつぶすことを繰り返すことで, “単純”な多様体に到達する
のではないか」というものである. そのプログラムのステップの一部としてフリップと呼
ばれる操作があり, このプログラムがうまく働き, さらに有限回のステップで終わること
を示すためには「フリップという操作の存在」と「フリップが無限に続かないこと」を証
明する必要があった. 「フリップの存在」は 2000年代に [4]によって証明された. 一方で,

「フリップの停止問題」は未だ解決されていない.

ログ対 (X,Δ)の極小ログ食い違い係数 (minimal log discrepancy, MLD) はフリップ
の停止問題を局所的な特異点の問題に帰着させるために Shokurovにより導入された. こ
こで, ログ対 (X,Δ)とは正規な複素代数多様体X とX 上の有効 R-因子Δ =

∑
diDi の

組であって, KX +Δが R-Cartierとなるものを指す.

MLDはログ対 (X,Δ)と X の閉点 xに対し, 実数を返すような関数であり, xでの特
異点の「良さ/悪さ」を反映する. MLDに関して, Ambroが「MLDの下半連続性 (LSC)

予想」と呼ばれる予想を立て, Shokurovが「MLDの昇鎖律 (ACC) 予想」と呼ばれる予
想を立てた.

予想 1 (LSC予想, [2]). (X,Δ)をログ対とする. このとき関数

X → R≥0 ∪ {−∞}; x �→ mldx(X,Δ)
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は下半連続性をみたす.

予想 2 (ACC予想, [12, Conjecture 4.2]). dを正整数, I ⊂ [0, 1]を降鎖律をみたす部分
集合とする. このとき, 集合

{mldx(X,Δ) | (X,Δ)は d次元ログ対, Δ ∈ I, x ∈ X }

は昇鎖律をみたす. ここで因子 Δ =
∑

diDi は di ∈ I となるもの全てを動く (このこと
を Δ ∈ I と表す).

この二つの予想の意義は, この二つの予想がフリップの停止を導く点にある [13].

LSC 予想は (X,Δ) がトーリック対の場合と X が 3 次元以下の場合には Ambro に
よって証明されている [2]. また, X が非特異多様体の場合は, Ein及びMustaţă, 安田に
よって正しいことが示されている [6]. この結果は後に, EinとMustaţăによって X が局
所完全交叉多様体である場合に拡張され [5], 中村により高々商特異点をもつ場合に拡張さ
れた [10].

ACC予想はトーリック対の場合は Ambroによって正しいことが証明され [3], X が 2

次元以下である場合には Alexeev [1]と Shokurov [11]によって正しいことが確かめられ
た. また, 川北 [9]は, 3次元非特異多様体に限定した場合に区間 [1, 3]において昇鎖律が成
り立つことを示した. さらに, 川北 [8]は, 非特異多様体に限定し, さらに I が有限集合で
ある場合にACC予想を証明した. より正確には次のことを証明した：X をQ-Gorenstein

正規多様体, I ⊂ [0, 1]を有限部分集合とするとき, 集合
{
mldx

(
X,

∑

i

diDi

) | di ∈ I, x ∈ X, 各 Di は有効 Cartier因子
}

は有限集合となる.

本論文の主内容は, この川北の結果を, 固定された Gorenstein指数をもつ多様体族に拡
張したことである.

定理 A. d, r を正整数, I ⊂ [0, 1]を有限部分集合とする. このとき集合
{
mldx

(
X,

∑

i

diDi

) ∣∣ (X,
∑

i

diDi

)
は d次元ログ対, di ∈ I, x ∈ X,

rKX は Cartier因子, 各 Di は有効 Cartier因子
}

は離散集合となる.

そしてこの系として, I が有限集合である場合に, 3次元標準対に対して ACC予想が正
しいことを証明した.
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定理 B. I ⊂ [0, 1]を有限部分集合とする. このとき集合

{mldx(X,Δ) | (X,Δ)は 3次元標準対, Δ ∈ I, x ∈ X}

は昇鎖律をみたす. さらにこの集合の集積点は 1のみである.

定理 Aは I ∪ {1}により生成される Q-線形空間の次元 dimQ SpanQ(I ∪ {1})に関する
帰納法で証明される. 帰納法のステップにおいては, 無理数の係数を摂動させることで有
理数の場合に帰着させるという議論を行う. この議論を正当化するために, ログ標準性を
保つような摂動を, 多様体によらずその次元のみに依存するようにとれることを証明した.

この理論は, Hacon, McKernan, Xu [7]によって証明されたログ標準閾値の集積点の有理
性の応用として得られる.
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