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論文要旨
本論文では制約充足問題に対する様々な充足可能性保存割当てを扱い，それらの関係を整理
する．また，充足可能性保存割当てに対し，多面錐による近似を考え，その近似のよさを詳細
に解析し，この近似を用いることで充足可能性保存割当てを求める効率的なアルゴリズムを設
計する．また，制約充足問題の効率的に解ける部分クラスを統一的に説明する計算複雑さの指
標を与える．
制約充足問題とは与えられた制約をみたす，有限個の値をとる離散的な変数への値の割当て
を求める問題である．この問題は工学おける幅広い応用をもち，人工知能やオペレーション
ズ・リサーチ，理論計算機科学などの分野で盛んに研究が行われている．
制約充足問題は NP困難であり，すべての問題を効率的に解くことは難しいと考えられてい
る．そこで，発見的な解法により高速に解くこと，および，どのような部分クラスが効率的に
解けるかを明らかにすることが盛んに行われている．
制約充足問題を解く際には，探索により解を求める手法が代表的な手法の一つであり，探索
すべき領域を削減するための発見的な解法が様々考えられている．その中でも，充足可能性保
存割当てを見つけることにより探索領域を削減する手法が幅広く用いられている．充足可能性
保存割当てとは，部分割当て，すなわち，一部の変数への値の割当てであって，問題の解の存
在性を保つような割当てである．充足可能性保存割当てを求めて代入することにより探索領域
を削減することができる．
充足可能性保存割当ては有用であるものの，それを求めること自体が一般に NP 困難であ
る．そこで，効率的に求められる特殊な充足可能性保存割当てが扱われてきた．代表的なもの
としては，解集合においてではなく，各制約において充足可能性保存割当てとなることを要請
する局所的な概念がある．また，その他の特殊な割当てとしては，線形計画問題を解くことに
より効率的に求められる割当てが特殊な問題に対して考えられているが，制約充足問題一般に
対しては考えられていない．
本論文では制約充足問題における様々な充足可能性保存割当ての関係を整理する．また，割
当てを実ベクトル空間の元と同一視することにより，充足可能性保存割当ての集合を多面錐に
より近似することを考える．このような近似により得られるものを線形充足可能性保存割当て
と呼ぶ．線形充足可能性保存割当ては割当ての集合としては一般に小さくなるものの，線形計
画問題を解くことにより求めることが可能になる．そこで，どのような多面錐による近似がよ
い近似となるかについて詳細に解析する．ただし，多面錐の定義の仕方によっては，線形計画
問題が入力の指数サイズになることに注意されたい．また，制約が線形不等式系で与えられる
制約充足問題に対し，ある意味で極大な線形充足可能性保存割当てを効率的に求めるアルゴリ
ズムを設計する．そして，特殊な入力に対しては線形時間アルゴリズムを開発する．
また，効率的に解ける部分クラスに関して，充足可能性問題においては，入力が 2論理積形
やホーン論理積形，改名ホーン論理積形などの場合には多項式時間で解けることが知られてい
た．しかしこれらの部分クラスは個別に与えられるのみという状況であった．その中で Boros
らはこれらの多項式可解性を統一的に説明する計算複雑さの指標を提案した．制約が線形不等
式系で与えられる制約充足問題は，不等式系を定義する行列が二次やホーンである場合には擬
多項式時間で解けることが知られているが，このような指標は提案されていない．そこで，本
論文ではこれらの部分クラスを統一する指標を与える．





iii

目次

第 1章 はじめに 1

1.1 先行研究 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2 本論文における成果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

1.3 論文の構成 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

第 2章 準備 13

2.1 記号 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.2 数学的準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3 扱う問題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.4 充足可能性保存割当て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

第 3章 様々な充足可能性保存割当ての間の関係 21

3.1 概説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.2 先行研究 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

3.3 主結果 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

第 4章 線形充足可能性保存割当て 25

4.1 概説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

4.2 準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

4.3 極大性の解析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

第 5章 ホーン論理積形に対する線形オーターク割当ての特徴付け 27

5.1 概説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.2 準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.3 極小オーターク割当て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

5.4 最大オーターク割当て . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29



iv 目次

5.5 線形オーターク割当ての特徴付け . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

第 6章 整数線形不等式系に対する線形局所固定可能割当て 31

6.1 概説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.2 準備 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.3 D = {0, 1}の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

6.4 一般の D の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

第 7章 整数線形不等式系に対する計算複雑さの指標 35

7.1 概説 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

7.2 SATに対する計算複雑さの指標 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.3 最適値が 1未満の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.4 最適値が 1以上の場合 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

7.5 議論 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

第 8章 まとめと今後の課題 39

参考文献 42



1

第 1章

はじめに

与えられた制約を満たす変数への値の割当てを求める問題は，工学のありとあらゆる分野に

現れる基本的かつ重要な問題である．変数は状況に応じて，実数などの連続的な値や，整数や

真偽などの離散的な値を取り得る．以下に，平面グラフの彩色，すなわち，地図の塗り分け問

題の例を挙げる．たとえば，図 1.1のように地域 r1, r2, r3, r4 に分割される地図が与えられた

とき「赤，青，緑」を用いて，隣り合う地域には相異なる色で塗ることを考える．このとき，各

地域 ri に彩色される色を表す変数 xi があり，各変数 xi は赤，青，緑のいずれかの値をとる．

このとき制約は，隣り合う地域を異なる色で塗ることである．すなわち，x1 ̸= x2，x1 ̸= x3，

x2 ̸= x3，x2 ̸= x4，x3 ̸= x4 という５つの制約ををもつ．図 1.2にこの問題に対する一つの解

を示す．

図 1.1. 地図の塗り分け問題 図 1.2. 一つの解

本論文では，地図塗り分け問題のような，与えられた制約をみたす，有限個の値をとる離散

的な変数への値の割当てを求める問題を扱う．このような問題は様々な分野において応用があ

る．たとえば，オペレーションズ・リサーチなどの分野で扱われるスケジューリング問題の中

には複数の仕事を複数の機械で行うことを考える問題がある．ここでの課題は，各仕事を複数
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の機械の内のどの一つに割り振るかを考えることである．この際に，各機械によって処理でき

る仕事が異なり，ある仕事は他のある仕事よりも先に処理しなければいけないなどの制約があ

るので，それらの制約をみたすような仕事の機械への割り振り方を考える問題は，本論文の対

象とする問題に含まれる．また，画像処理の分野における線画解釈問題も本論文の対象に含ま

れる．線画解釈問題とは，与えられた二次元平面上の線分 (線画)を三次元上の立体として解

釈する問題である．線画解釈問題の入力例を図 1.3に示す．この際，三次元上の立体としての

解釈は各線分に対してラベルを割り付けることによって行われる．ラベルには {+,−,←,→}

の四つがあり，+は線分の両側に立体の表面が見え，さらに，その線分が手前に凸になること

を表し，− は線分の両側に立体の表面が見え，さらに，その線分が手前に凹になることを表

し，矢印←,→はその向きの右側にのみ立体の表面が見えることを表す．このラベルを，線分

同士が交わる部分において三次元立体として矛盾のないように割り付けることが制約となる．

たとえば，図 1.5 に示すラベル付は許されるが，図 1.6 に示すラベル付は許されない．ここ

で，地図塗り分け問題と異なり，三つの変数に関する制約もあることに注意されたい．図 1.4

にこの例題に対する一つの解を示す．

図 1.3. 線画解釈問題 図 1.4. 一つの解

図 1.5. 許されるラベル付の例 図 1.6. 許されないラベル付の例
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本論文の対象とする問題は，そのほかの応用として大規模集積回路における部品の配置や配

送計画，バイオインフォマティクスなど多数あり，近年の計算機の発達により，ますます重要

性を増している [99, 100]．この問題は，主に人工知能やオペレーションズ・リサーチ，理論

計算機科学の分野などで盛んに研究が行われている．また，この問題はプログラミング言語に

おける宣言型言語と関係しており，高度なプログラミング技術を必要としない枠組みを提供す

ることからも注目を浴びている [3, 28, 99]．さらに，商用のソフトウエアも多数開発されてい

る [1, 2, 54, 94]．

上記のように重要であるものの，本論文の対象とする問題は一般に NP困難であるため効率

的に解くことは非常に難しいと考えられている．そこで入力を制限した問題を考えたときに，

問題がいつ難しく，いつ簡単であるかを理解するための研究が盛んに行われている．たとえ

ば，地図の塗り分け問題の一般化であるグラフ彩色問題，すなわち，与えられたグラフに対し

て隣接した異なる 2頂点が同じ色にならないような頂点の塗り分け方を求める問題では，与え

られた色が二色の場合には塗り分けることができるか否かの判定も含めて多項式時間で計算で

きる．一方で，三色の場合には NP困難となる [66] ( [40]も参照されたい)．また，充足可能

性問題 (SAT)とは論理積形が与えられたときにそれが充足可能であるか否かを判定する問題

であるが，入力が 2論理積形 (すなわち，任意の節が高々二つのリテラルをもつ ) [32]やホー

ン論理積形 (すなわち，任意の節が高々一つの正のリテラルをもつ ) [50]，改名ホーン論理積

形 (すなわち，変数の正負を適切に変えることでホーン論理積形にできる ) [83]などである場

合には多項式時間で解けることが知られているが，入力が 3論理積形である場合には NP困難

であることが知られている [24]．また，整数線形不等式系の実行可能性問題では，制約が線形

不等式系として与えられるが，この問題に対しては入力行列が二次 [52]やホーン [42]である

ときには擬多項式時間で解けることが知られている．上記のように多項式時間で解ける場合は

多く知られているもののそれらは個別に与えられており，いつ多項式時間であるかは一目では

分かりづらい．そこで，Borosらは SATに対して計算複雑さの指標を導入した．彼らの指標

は 2SATやホーン SATなどをひとまとめにする枠組みである．整数線形不等式系に対しては

そのような枠組みは提案されていない．本論文の成果の一つに，整数線形不等式系に対して同

様の枠組みを与える結果がある．

また，制約充足問題という一般的な枠組みにおいては，扱える制約を制限した際および，制

約に現れる変数の組合せを制限した際の計算複雑さの解析が盛んに行われている．前者の研究

では，Schaefer [102]が，変数の取り得る値が二つのみのときに，扱える制約をどのように制限

しても，制約充足問題は多項式時間可解であるかまたは NP完全であるという二分定理を示し

た．多項式時間可解問題と NP問題が異なるという仮定の下では，多項式時間可解問題と NP
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完全問題の間に，多項式時間帰着の意味で無限に多くの計算複雑さのクラスがあることが知ら

れているが [79]，それにもかかわらず，多項式時間可解か NP完全かの計算複雑さのみが現れ

るというのは驚くべきことであり，その後もこのような計算複雑さの分類の研究が盛んに行わ

れている．特に，変数の取り得る値が任意のときにも，扱える制約をどのように制限しても制

約充足問題は多項式時間可解であるかまたは NP 完全であるという予想が Feder–Vardi [34]

により提唱されて以来，この予想を解くために多くの努力が割かれている．たとえば，変数の

取り得る値が三つであるとき [16]や制約として一変数制約すべてが扱えるとき [15, 17]には

このような二分定理が成立することが知られている．これらの研究においては普遍代数を用い

たアプローチが Jeavonsおよびその共著者に始まり [57, 59, 60, 61]，それ以来盛んに行われ

ている [6, 7, 18]．

また後者の研究として，制約集合をハイパーグラフとみなし，その性質により計算複雑さを

特徴付ける研究がある．ハイパーグラフとは，頂点集合 V とその部分集合族 F (F の元はハ

イパー枝と呼ばれる)で与えられる離散構造であり，たとえば F の元のサイズがすべて 2であ

るときにはグラフとなる．制約充足問題に対しては頂点集合を変数集合とし，各ハイパー枝を

各制約が含む変数集合としたハイパーグラフが考えられている．このとき，このハイパーグラ

フにおける木幅やその一般化であるハイパー木幅などが定数以下であれば制約充足問題は多項

式時間で解けることが知られている [37, 44, 45, 87, 88]．

また，制約充足問題はグラフ準同型問題 [48] とも深く関係する．ふたつの有向グラフ

Gi = (Vi, Ai) (i = 1, 2) に対し，V1 から V2 への写像 f : V1 → V2 が G1 から G2 への準同

型であるとは，任意の枝 (u, v) ∈ A1 に対して (f(u), f(v)) ∈ A2 をみたすときにいう．二つ

の有向グラフ Gi = (Vi, Ai) (i = 1, 2)が与えられたとき，G1 から G2 への準同型が存在する

か否かを判定する問題はグラフ準同型問題とよばれ，制約充足問題として記述することができ

る．たとえば，G1, G2 がともに無向グラフであり，G2 が完全グラフKk (すなわち，k個の頂

点からなり，すべての異なる頂点間に枝があるグラフ)であるときには G1 の k 彩色可能性を

判定する問題となる．グラフ準同型問題において，G2 を固定したときの計算複雑さが多項式

時間可解であるか NP完全であるかに二分されることは，制約充足問題において同様の主張が

成り立つことと等価であることが示されており [34]，グラフ準同型問題の計算複雑さ自体もよ

く研究されている．たとえば，無向グラフにおけるグラフ準同型問題は，G2 が二部グラフの

場合には多項式時間可解でありそれ以外の場合は NP完全となることが知られている [47]．ま

た，グラフを他の方法で制限した場合や問題を一変数制約を扱えるように拡張した場合につい

ても，計算複雑さに加えて領域計算量に関する多くの研究が行われている [7, 30, 31, 33, 49]．

上記のように多項式時間で解ける問題を与える研究も数多く行われているが，応用上現れる
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問題は多項式時間で解けないことも多い．このように問題が難しいときには，制約伝播，局所

探索，分枝限定法 (バックトラック法)などの枠組みを用いた様々な発見的，すなわち，ヒュー

リスティクアルゴリズムが提案されている [3, 28, 99]．

探索により本研究の対象とする問題を解く際に最も基本的な手法は，あり得る解のパターン

すべてを列挙しそれらが制約を満たすか否かを判定していく手法である．この手法は生成検査

法と呼ばれる．しかし，あり得る解の数は一般に入力サイズに対して指数的に増大し，莫大な

数になるので，それらすべてを一つ一つ検証していくことは現実的には不可能である．従っ

て，一部の解のみを検証する探索手法であるバックトラック法が実用上，広く用いられてい

る．バックトラック法とは，変数一つずつに順次，値を割当て，そこまでの部分割当てが制約

に違反しないかを調べていき，制約に違反した時点で，その先を探索せず，変数の値割当てを

見直す手法である．これは変数を頂点とし，値の割当てを枝とするグラフでの深さ優先探索と

みなすこともできる．バックトラック法では，探索を途中で打ち切る可能性があるので，一般

には生成検査法よりも探索範囲が削減される．そのため，探索の高速化が期待される．この際

に，探索範囲をより多く削減するためのヒューリスティクスが多く提案されている．たとえ

ば，探索する変数の順序や割当てる値の順序に対するヒューリスティクスや，制約伝播を組み

込むことなどが考えられている [3, 28, 99, 100]．

探索範囲を削減する上で，充足可能性保存変換という概念は非常に重要である．充足可能性

保存変換とは，解の存在性を保ちつつ，問題を別の問題に変換することをいう．たとえば，グ

ラフ彩色において，ある一つの変数の色の取り得る値を固定しても，解の存在性に影響を与え

ない．これは，一つの解に対して色の置換を行ってもやはり解となるからである．従って，グ

ラフ彩色においてある一つの変数の取り得る値を指定する制約を追加することは充足可能性保

存変換となる．ほかの例としては，NP問題の NP完全問題への多対一帰着は充足可能性保存

変換となる．これは，前者の解の存在性が後者の解の存在性と等価になるからである．また，

詳しくは述べないが，論理学においても，一階述語論理をある標準形に変換する際に，充足可

能性保存変換が用いられることがある．このように，充足可能性保存変換は計算機科学や数学

の基礎的な部分においても重要な役割を果たす概念である．解の探索においては，解の存在性

を保つように制約や変数の取り得る値の集合を変形（特に縮小）し，探索範囲を削減する方法

が用いられる．たとえば，SATにおける単位伝播や純リテラル消去，制約充足問題における

対称性除去 [41, 110]は充足可能性保存変換の例となる．SATソルバにおいて現在も広く用い

られている DPLLアルゴリズム [27]は，単位伝播および純リテラル消去を組み込んだバック

トラック法といえる．

充足可能性保存変換の考え方自体は上記のように様々な場面で用いられる. 解の探索にお

いては，制約充足問題という統一的な枠組みが人工知能の分野においてMontanari [91]およ
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び Mackworth [84] により定式化され，その中で充足可能性保存変換による探索範囲の削減

が提案された．彼らは局所無矛盾性 (局所整合性とも呼ばれる) の概念を導入した．その後，

Freuder [38]は，変数の取り得る値を削減するために，交換可能性の概念を提唱した．変数 x

への値 aの割当てが xへの値 bの割当てと交換可能であるとは，xに aを割当てた解におい

て xへの割当てを bに変更した後にもまた解になり，またその逆も成立するときにいう．従っ

て，解を一つ求める際には，xへの割当てとしては aもしくは bのどちらかは考える必要がな

いことになり，どちらかを xの取り得る値の集合から削除することができる．なお，すべての

解を求めたい際にも，削除後に得られた解からすべての解を復元できるので有用である．交換

可能性を拡張および変形する形で，変数の取り得る値を削減する手法が現在まで盛んに開発さ

れている [10, 65]．最も一般的な定義としては組代入可能性 [58] や完全動的代入可能性 [96]

の概念が知られている.

充足可能性保存変換の考え方は探索範囲を削減する際に有用であるものの，そのような変換

を求めること自体，多くの場合で NP困難である．そこで，効率的に求めることのできる様々

な充足可能性保存変換が提案されている．たとえば，それぞれの変換を局所的に定義すること

が考えられている．すなわち，解集合において充足可能性保存変換が成立することを要請する

のでなく，それぞれの制約において充足可能性保存変換であることを要請する．制約一つ一つ

のサイズは一般に小さくなり易く，これにより効率的に充足可能性保存変換を求めることがで

きる．Freuder [38]はこの考え方を交換可能性に適用した．Freuderはさらに，局所的な概念

に幅を持たせることも行った．すなわち，k 個の変数に制限した問題における充足可能性保存

変換性を提案した．このとき，局所的な概念は k = 1のときに対応し，大域的，つまり解集合

に対する概念は k = nのときに対応する．ただし nは変数の個数とする．

このほかに効率的に求められる充足可能性保存変換として，線形な概念が SATに対して考

えられている．これは本論文とより深く関係しており，本章 1.2項で詳しく述べる．

本論文の目的は大きくは以下の二つである．これまでに述べたように実用的なアルゴリズム

開発の観点から部分割当ての解析は非常に重要である．そこで，一つ目の目的は充足可能性保

存変換であるような部分割当て，つまり充足可能性保存割当てを考えることである．そして，

それらとその局所的あるいは線形な概念を詳細に解析し，それらを求める効率的なアルゴリズ

ムについて考察する．二つ目は，問題がいつ難しくなるかを測る指標を作ることである．たと

えば SATにおいては 2SATやホーン SATなどが多項式時間可解であり 3SATは NP完全で

ある．Borosらは SATのこれまでの結果を一つの指標で統一的にみることを試みた．整数線

形不等式系の実行可能性問題に対しては二次やホーン不等式系が擬多項式時間可解であること

が知られているので，本論文では整数線形不等式系でそのような指標が作れないかを考察す
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る．本論文で得られた成果の概要は本章 2節にて述べる．

最後に，目的関数付きの制約充足問題に対する研究について述べる．ここまでは制約すべて

をみたす解を求める問題について述べてきた．一方で，応用上に現れる制約充足問題において

は，制約が多すぎる場合や観測誤差などの影響で，すべての制約をみたすような解は存在しな

いことも多い．そこで，なるべく多くの制約をみたす解を求めることも重要視され，多くの研

究が行われている．これらの問題もやはり NP 困難なので，多項式時間で解けるクラスの研

究 [23, 113]や近似アルゴリズムの研究 [78, 97, 111] が数多く行われている．また，線形目的

関数付の整数線形不等式系は整数計画として知られ，オペレーションズ・リサーチの分野にお

ける中心的問題の一つである [63, 103]．

1.1 先行研究

1.1.1 制約充足問題と充足可能性保存割当て

制約充足問題に対する充足可能性保存割当ての研究は，たとえば [10, 65] を参照して欲し

い．以下の表 1.1に，これまでに提案された充足可能性保存割当てを挙げる．

表 1.1. 制約充足問題に対する充足可能性保存割当て

年 著者 提案された概念

1974 Montanari [91] 矛盾割当て

1977 Macworth [84] 矛盾割当て

1991 Freuder [38] 交換可能，代入可能割当て

1999 Monassonら [89] 含意割当て

2008 Bordeaux–Cadoli–Mancini [10] 固定可能，削除可能割当て

なお，含意割当てはバックボーン [89]や凍結変数 [62]の名前でも研究されている．また，矛

盾性，交換可能性，代入可能性，削除可能性は実際には変数の取り得る値を削除する際に用い

られる．一方で含意性，固定可能性は変数の値を一つ定めることに用いられるので，探索範囲

の削減においてはこれらの概念の方が望ましい．従って，本論文では含意性，固定可能性につ

いて主に扱う．

これらの部分割当ては充足可能性保存割当てとして個別に提案されてきたが，これらの概念

を包括的に扱い，その間の関係を調べ，計算複雑さを求めるという理論的な研究を行ったのは

Bordeaux–Cadoli–Mancini [10]である．なお，彼らは部分割当てとして一つの変数への割当
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てを考えた．これらの間の関係として，含意割当ては矛盾割当ておよび固定割当てを導き，交

換可能割当て，固定可能割当て，矛盾割当ては代入可能割当てを導き，代入可能割当ては削除

可能割当てを導くことが示された．従って，削除可能割当てがこの中で最も一般的な定義とな

る．また，計算複雑さに関しては，ある割当てが与えられたときに，それぞれの性質をみたす

か否かの判定が coNP完全であることが示された．そこで，効率的に判定するために，局所的

な定義や問題を部分クラスに制限することが考えられた．

局所的な定義とは解集合でなく制約に対してされる定義を指す．それぞれの性質が局所的に

成立するならば大域的，すなわち，解集合においても成立することが望ましい．そこで，大域

的に同じ性質が成立するために，すべての制約においてその性質が成立することを要請する場

合と，ある制約においてその性質が成立することを要請する場合の二種類が考えられている．

たとえば，固定可能割当ての場合は，すべての制約において固定可能であれば，大域的に固定

可能となる．また，含意割当ての場合は，ある一つの制約において含意割当てであれば，大域

的にも含意割当てとなる．これらを以下の表 1.2にまとめる．

表 1.2. 局所的な概念の定義

すべての制約で成立 交換可能，代入可能，固定可能割当て

ある制約で成立 矛盾割当て，含意割当て

局所的な概念は大域的な概念よりも狭まる，すなわち，大域的に成立していても局所的に成

立するとは限らないが，多くの場合において効率的に求められるという利点がある．特に，各

制約における許される値の組の集合が定数サイズであれば，各制約における充足可能性保存割

当ての集合は定数時間で求めることができる．しかし，最も一般的な定義である削除可能割当

てにおいては上記の二種類どちらにおいても局所的な性質が大域的な性質を導くとは限らない

ことが知られている [10]．

部分クラスにおける計算複雑さに関して，制約充足問題では扱える制約の集合を制限し

た際の計算複雑さが盛んに研究されているのは前節で述べた通りである [16, 18, 34, 102]．

Bordeaux–Cadoli–Mancini は多項式時間可解クラスとなる制限においてその制限がある性

質を満たせば，上記の充足可能性保存割当ての判定がそれぞれ多項式時間でできることを示

した．

1.1.2 SATとオーターク割当て

SATに対しては，オーターク割当てが充足可能性保存割当てとして導入された．オーター

ク割当てとは，部分割当てであって，値を割当てられた変数を含む節がすべてその部分割当て
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によって充足されるような部分割当てのことである．従って，オーターク割当てはそれ自体

が局所的な概念である．オーターク割当ては Monien-Speckenmeyer [90] により，k-SAT 問

題 (k は自然数) に対する高速な指数時間アルゴリズムの開発のために導入された．その後，

Kullmann [74]により導出反駁との関係が解析されている．

非自明なオーターク割当てを求めることは NP 困難であることが知られている．線形オー

ターク割当ては線形計画問題を解くことにより多項式時間で得られる特殊なオーターク割当て

である [74]．2SAT [32]やホーン SAT [50]，q-ホーン SAT [11]などの良く知られた多項式時

間可解クラスは単位伝播および線形オーターク割当てを求めることにより解けることが知られ

ている [74, 108]．ここで単位伝播とは，単位節，すなわち，一つのリテラルのみを含む節が存

在した際にはその節を満たすように値を割当てる操作のことである．

その後，線形オーターク割当ては重み付き線形オーターク割当てへと拡張された [75]．同時

に，任意のオーターク割当てに対してある重みが存在して，そのオーターク割当てはその重み

のもとでの重み付き線形オーターク割当てとなることが示された [75]．従って，オーターク割

当てを含むような「良い」重みを求めること自体が難しいことがいえる．その後，「良い」重

みを求めるヒューリスティクスが提案されている [51]．

このほかに，SATの部分クラスにおけるオーターク割当てを解析する研究がある．Marek–

Truszczyński [85]は，2論理積形およびホーン論理積形を扱っている．特に，極小なオーター

ク割当ての解析が行われた．ここで，極小性は部分割当てに対応するリテラル集合の包含の意

味での極小性である．Marek–Truszczyńskiは 2論理積形に対して極小なオーターク割当てを

求めるアルゴリズムを提案し，すべてのオーターク割当てが極小なオーターク割当ての和集合

として書けることを示した．また，ホーン論理積形に対しては，極小なオーターク割当てが正

かもしくは負であることを示した．ここで，部分割当てが正 (負)であるとは，割当てる値が

すべて 1 (0)であるときにいう．彼らは極小な正のオーターク割当てすべてを与え，任意の正

なオーターク割当てがこれらの和集合として書けることを示した．さらに，負なオーターク割

当てで k 個以下の変数を用いるものが存在するか否かの判定が NP完全であることを示した．

なお，本論文との関連は少ないが，オーターク割当ては極小な充足不能部分論理積形を求め

る際にも用いられている [19]．論理積形が極小充足不能であるとは，充足不能でありかつどの

節を除いても充足可能になるときにいう．極小な充足不能部分論理積形は，論理積形が充足不

能である原因を探る上で重要な概念である．オーターク割当てによって満たされる節は極小な

充足不能部分論理積形に含まれないことが示せるので，オーターク割当てを求めることは極小

な充足不能部分論理積形を求める上で有用である．またオーターク割当ての中でも特殊なもの

を考察する研究も行われている．特に，マッチングオーターク割当てはグラフ理論における

マッチングと関係しており，節数と変数の数の差が小さいような論理積形の極小充足不能性を
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判定するアルゴリズムを開発する際に利用されている [35, 73, 106]．

最後に，オーターク割当ての拡張について述べる．SATでは変数の取り得る値が二値であ

るが，Kullmann [77]はオーターク割当てを多値の問題へと拡張した．そこでは，節を一般化

した制約を考え，オーターク割当ての組合せ的な性質が保たれていることが示された．また，

部分割当てを制約問題の問題例集合に対する作用とみなしてオーターク割当ての性質を一般化

する研究も行われている [75, 76]．

1.1.3 SATに対する計算複雑さの指標

ここでは，SATの計算複雑さを統一的に扱った Boros–Crama–Hammer–Saks [12]の研究

について述べる．SATとは，論理積形

φ(x) =
m∧
i=1

( ∨
j∈J+

i

xj ∨
∨
j∈J−

i

xj

)
(1.1)

が与えられた際に，φ(x) = 1となる x ∈ {0, 1}n が存在するか否かを判定する問題である．こ

こで J+
i , J

−
i ⊆ [n]であり J+

i ∩ J
−
i = ∅とする（i = 1, . . . ,m）．SATは一般に NP完全であ

り，2SAT [32]やホーン SAT [50]，改名ホーン SAT [83]などの多項式時間可解クラスが提案

された．しかしながらこれらの多項式時間可解クラスは個別に与えられるのみであった．その

ような中で Boros–Crama–Hammer–Saks [12] は，これらの多項式時間可解クラスを統一的

に捉える計算複雑さの指標を提案した．具体的には，以下の線形計画問題の最適値が計算複雑

さの指標となることを示した．

minimize Z

subject to
∑
j∈J+

i
αj +

∑
j∈J−

i
(1− αj) ≤ Z (i = 1, . . . ,m),

0 ≤ αj ≤ 1 (j = 1, . . . , n).
(1.2)

すなわち，Boros–Crama–Hammer–Saksは，線形計画問題 (1.2)の最適値が 1以下となる

問題例の集合は線形時間可解であり，任意の定数 ε > 0に対して最適値が (1 + ε)以下となる

ような問題例の集合は NP完全であることを示した．さらに，最適値が 1以下となる問題例の

集合が 2SATやホーン SAT，改名ホーン SATを含むことを示した．

なお，線形計画問題 (1.2)の最適値が 1以下となる論理積形は q-ホーン論理積形と呼ばれ，

Boros–Crama–Hammer [11]により導入されたものであり，q-ホーン SATに対する線形時間

アルゴリズムはこの時点で開発された．そして，このアルゴリズムにおいて固定可能割当てが

用いられてることに言及しておく．すなわち，このアルゴリズムは，q-ホーン論理積形の節集

合を二つに分割し，片方の部分集合に対する解で固定可能割当てになるものが存在することを
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利用してこの固定可能割当てを代入してもう片方の部分集合を解くアルゴリズムである．より

詳細には，片方の部分集合がホーン論理積形になり，ホーン論理積形に対する極小解が固定可

能割当てとなる．そして，この極小解を代入するともう片方の部分集合は 2論理積形となる．

ホーン論理積形の極小解を求めること [29]および 2論理積形を解くこと [32]は線形時間で行

え，分割自体も線形時間で求められる [13]ので，全体として線形時間アルゴリズムとなる．

1.2 本論文における成果

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

1.3 論文の構成

本論文の構成は以下の通りである．第 2章では扱う問題および充足可能性保存割当ての定義

を与える．本論文の成果は第 3章から第 7章で示す．第 3章では第 2章で定義した充足可能

性保存割当てとその局所的な概念との関係を明らかにする．第 4章では線形充足可能性保存割

当てを考え，極大性を解析する．これらの章の結果は [71]に基づく．第 5章ではホーン論理

積形を扱い，線形オーターク割当ての組合せ的な特徴付けを与える．第 6 章では整数線形不

等式系に対する線形局所固定可能割当ての応用を与える．第 5章の結果は [72]に，第 6章の

結果は [71]に基づく．第 7章では整数線形不等式系に対する計算複雑さの指標を与える．こ

こでは，効率的なアルゴリズムの開発において固定可能割当てが重要となる．第 7 章の結果

は [67, 68, 69, 70]に基づく．最後に第 8章にて，本論文の成果をまとめ，今後の課題を記す．
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第 2章

準備

2.1 記号

R，Q，Zはそれぞれ整数，有理数，実数全体の集合を表すとする．また，R+，Q+，Z+はそれ

ぞれ非負実数，非負有理数，非負整数全体の集合を表すとし，R++，Q++，Z++ はそれぞれ正

の実数，正の有理数，正の整数全体の集合を表すとする．正の整数 kに対して [k] = {1, . . . , k}

とする．二つの実数 r，s で r < s となるものに対し，[r, s) = {γ ∈ R | r ≤ γ < s}，

(r, s] = {γ ∈ R | r < γ ≤ s}，[r, s] = {γ ∈ R | r ≤ γ ≤ s}と定義する．

二つのベクトル r，s ∈ Rn に対し，rj ≥ sj が任意の j ∈ [n]に対して成立するとき，r ≥ s

とかく．また，二つのベクトル r，s ∈ Rn に対し，rj > sj が任意の j ∈ [n]に対して成立する

とき，r ≫ sとかく．ここで，r > sは r ≫ sとは異なることに注意されたい．前者は r ≥ s

かつ r ̸= sであることを意味する．

R ⊆ Rn が錐であるとは，任意の γ > 0 および r ∈ R に対して γr ∈ R が成立す

るときにいう．錐 R ⊆ Rn に対し，常に 0 ∈ R とは限らないことに注意されたい．Rn

の部分集合 R が (閉) 多面錐，開多面錐であるとは，行列 G ∈ Rm×n によりそれぞれ

R = {r ∈ Rn | Gr ≥ 0}，R = {r ∈ Rn | Gr ≫ 0} と書けるときにいう．また行列

G ∈ Rm×n に対し，{r ∈ Rn | Gr ≥ 0}，{r ∈ Rn | Gr ≫ 0} をそれぞれ G から導か

れる (閉) 多面錐，開多面錐という．多面錐を線形錐とも呼ぶ．Rn の部分集合 R が多面

体的凸集合もしくは多面体であるとは，行列 G ∈ Rm×n およびベクトル h ∈ Rm により

R = {r ∈ Rn | Gr ≥ h}と書けるときにいう．
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2.2 数学的準備

ここでは線形計画問題，ファルカスの補題，分離定理，ホーン不等式系における極小解の存

在性，擬多項式時間可解性，弱・強 NP困難性について説明する．

線形計画問題は多項式時間で解ける最適化問題の中でも最も基本的かつ重要な問題の一つで

ある．線形計画問題とは，行列 G ∈ Qm×n およびベクトル h ∈ Qm, r ∈ Qn が与えられたと

きに，
minimize rx

subject to Gx ≥ h, (2.1)

を解く問題である．より正確には，Gx ≥ hを達成する xの中で rxを最大にするものを求め

るか，{x ∈ Qn | Gx ≥ h}が空であることを判定するか，もしくは Gx ≥ hを達成する xの

中で rxがいくらでも大きくなるようなものが存在することを判定する問題である．この問題

を解くアルゴリズムとしては単体法や楕円体法，内点法が有名である．特に，この問題は楕円

体法や内点法により多項式時間で解けることが知られている．詳しくは [46, 103]などを参照

されたい．

ここで，ファルカスの補題について述べる．詳しくは [112]などを参照されたい．ファルカ

スの補題は，線形不等式系の実行可能性に関する補題であり，不等式系の与えられ方に応じて

いくつかの変種が存在する．ここでは，後の章で直接的に用いられる形式で記述する．

補題 2.2.1 (ファルカスの補題). 行列 G ∈ Rm×n およびベクトル h ∈ Rm に対して以下のど

ちらか一方のみが必ず成立する．

1. ∃r ∈ Rn : Gr ≥ h.

2. ∃λ ∈ Rm+ : λG = 0, λh > 0.

ここで，行列 Gおよびベクトル hが G ∈ Qm×n および h ∈ Qm をみたすならば，上記の補

題において，ベクトルの存在範囲を有理数ベクトルに限定した主張が成立することに注意され

たい．

ここでは，二つの凸集合を一つの超平面で分ける分離定理について説明する．R ⊆ Rn に対

し，ri(R)は Rの相対的内点を表すとする．

定理 2.2.1 (定理 11.3 [98]). K1，K2 を非空な Rn 内の凸集合とする．このとき，ri(K1) ∩
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ri(K2) = ∅ であればそのときのみ，ある超平面 {r ∈ Rn | αr = β} が存在して K1 ⊆ {r ∈

Rn | αr ≥ β}かつK2 ⊆ {r ∈ Rn | αr ≤ β}が成立し，さらに．K1 もしくはK2 のどちらか

は {r ∈ Rn | αr = β}と共通部分をもたない．

二つの集合 R1, R2 ⊆ Rn のミンコフスキー和 R1 +R2 は

R1 +R2 = {r1 + r2 | r1 ∈ R1, r2 ∈ R2} (2.2)

と定義される．集合 R ⊆ Rn，実数 γ ∈ Rに対して γR = {γr | r ∈ R}とする．

定理 2.2.2 (系 19.3.3 [98]). K1，K2 を非空で交わりをもたない多面体的凸集合とする．この

とき，ある超平面 {r ∈ Rn | αr = β}および ε > 0が存在してK1 + εB ⊆ {r ∈ Rn | αr > β}

かつK2 + εB ⊆ {r ∈ Rn | αr < β} が成立する．

ここでホーン不等式系が解をもつならば，それは唯一の極小解をもつことを示す．ここで，

Gx ≥ hがホーン不等式系であるとは，Gがホーン，すなわち，Gの各行の正の成分が高々一

つであるときにいう．また，x∗ が不等式系に対する唯一の極小解であるとは，それが解であ

り，さらに任意の解 xに対して x∗ ≤ xをみたすときにいう．整数線形不等式系

Gx ≥ h, x ∈ {0, 1, . . . , d}n (2.3)

を考える．二つのベクトル x, y ∈ Rn に対し，min(x, y) = (min(x1, y1), . . . ,min(xn, yn))と

する．

補題 2.2.2. ベクトル x, yをホーン行列Gに対する不等式系 (2.3)の実行可能解とする．この

とき，min(x, y)もまた (2.3)の実行可能解となる．

証明. 一つの不等式 gx ≥ ζ に対して示せば十分である．一般性を失うことなく，g1 ≥ 0かつ

gj ≤ 0 (j = 2, . . . , n)とし，さらに min(x1, y1) = x1 とする．このとき，

gmin(x, y) =
∑n
j=1 gj min(xj , yj)

≥ g1x1 +
∑n
j=2 gj min(xj , yj)

≥ g1x1 +
∑n
j=2 gjxj

≥ ζ,

(2.4)

となる．従って，min(x, y)も gx ≥ ζ をみたす．

上記の補題より，(2.3)におけるすべての (有限個の)実行可能解 x(1), x(2), · · · , x(k) につい

て minを施して施してできたベクトル min(x(1), x(2), · · · , x(k)) は，また (2.3)に含まれてお
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り，これは明らかに唯一の極小解である．

ここでは，計算複雑さに関する定義を簡単に復習する．多項式時間可解性や NP 困難性に

ついては既知のものとし，擬多項式時間可解性および弱・強 NP困難性について説明する．こ

れらの概念は，問題の数値情報のサイズに関する計算複雑さを考慮している．従って，以下で

は，考える問題は入力に数値を含むものとする．

ある問題が擬多項式時間可解であるとは，その問題を解くアルゴリズムで，計算時間が入力

サイズおよび入力の数値自体の多項式オーダーで抑えられるものが存在するときにいう．ある

問題が弱 NP 困難であるとは，単に NP 困難であることを意味する．一方で，ある問題が強

NP困難であるとは，その入力数値を入力の多項式オーダーに制限した問題が NP困難である

ときにいう．

たとえば，整数線形不等式の実行可能性問題は入力として数値を含む．そしてこの問題は

強 NP 困難である．これは，整数線形不等式の入力の数値を入力の多項式オーダーに制限し

た問題に SATが含まれること，および SATが NP困難であることに従う．実際，論理積形

φ =
∧m
i=1

(∨
j∈J+

i
xj ∨

∨
j∈J−

i
xj

)
が与えられたとき，整数線形不等式が以下のように構成で

きる．

∑
j∈J+

i
xj +

∑
j∈J−

i
(1− xj) ≥ 1 (i = 1, . . . ,m),

x ∈ {0, 1}n.
(2.5)

つまり，Gは行列で

gij =


1 (j ∈ J+

i )
−1 (j ∈ J−

i )
0 (それ以外)

(2.6)

と定義され，hはベクトルで

hi = 1− |J−
i | (i = 1, . . . ,m) (2.7)

と定義され，d = 2である．従って，数値情報のサイズは n,mの多項式オーダーで抑えられ

る．さらに，φが充足可能であれば，そのときのみ Gx ≥ hをみたす x ∈ {0, 1}n が存在する．

なお，この整数線形不等式系による SATの定式化は後の章でも幾度か用いられる．
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2.3 扱う問題

2.3.1 制約充足問題

制約充足問題とは，変数集合 V = {x1, . . . , xn}，変数の定義域 D，制約集合

F = {C1, . . . , Cm} が入力として与えられる．ここで，D は有限集合であり，各制約

Ci は DV (Ci) の部分集合である．ここで，V (C) ⊆ V は制約 C に付随する変数の部分集合で

ある．このとき，変数への値の割当て A ∈ DV が，全ての制約 C ∈ F に対して A を V (C)

に制限したものが C に含まれるとき，A を制約充足問題の問題例 (V,D, F ) に対する解もし

くは充足割当てという．ここで，Aを X ⊆ V へ制限した部分割当とは，DX の元であり，各

成分 x ∈ X において Aと値が一致するものである．Aの X ⊆ V への制限を πX(A)と記す．

制約充足問題とは，与えられた問題例 (V,D, F )に対する解を求める問題である．なお，制約

充足問題の一つの問題例に対する解集合は DV の部分集合 S となる．従って，ある部分集合

S ⊆ DV に対して，(V,D, F )の解集合が S と一致するとき，(V,D, F )を S の表現と呼ぶ．

解集合 S ⊆ Dn が単調であるとは，任意の x, y ∈ Dn に対し，x ∈ S かつ x ≤ y であれば

y ∈ S が成立するときにいう．二つのベクトル x, y ∈ Dn に対し，大小関係を成分ごとに区別

して定義することを考える．大小の方向を定めるベクトル o ∈ {0, 1}n に対し，oj = 0ならば

xj ≤ yj かつ oj = 1ならば xj ≥ yj が成り立つとき x ≤o y とかく．解集合 S ⊆ Dn がユネ

イトであるとは，あるベクトル o ∈ {0, 1}n が存在して，任意の x, y ∈ Dn に対し，x ∈ S か

つ x ≤0 y であれば y ∈ S が成立するときにいう．このとき，S は oに関して単調であるとも

いう．

2.3.2 充足可能性問題

制約充足問題の問題例 (V,D, F ) において，D = {0, 1} であり，各制約 Ci が Ci =∨
j∈J+

i
xj ∨

∨
j∈J−

i
xj で与えられるときに，この問題を特に充足可能性問題 (SAT) と呼

ぶ．ここで i = 1, . . . ,mに対し J+
i , J

−
i ⊆ [n]であり J+

i ∩ J
−
i = ∅とする．また，制約 Ci に

現れる変数 xおよびその否定 xをそれぞれ正および負のリテラルと呼ぶ．SATの問題例を特

に φ で記す．φ は論理積形もしくは論理積標準形と呼ばれる．SAT の問題例 φ に対して解

が存在するとき，その問題例ないし論理積形 φ は充足可能であるという．各制約 Ci は節と

呼ばれ，ci とも書く．節 cは，|V (c)| = 1のとき単位節と呼ばれる．φを {0, 1}n から {0, 1}

への関数であり，x ∈ {0, 1}n に対して x ∈ φならばそのときのみ φ(x) = 1となる (従って，

x ̸∈ φならばそのときのみ φ(x) = 0となる)関数とみなすこともある．節に関しても同様で
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ある．V +(c)および V −(c)はそれぞれ節 cに正のリテラルおよび負のリテラルとして現れる

変数の集合を表すとする．従って，V (c) = V +(c)∪ V −(c)が成立する．論理積形 φは節の集

合としても扱われ，節 cはリテラルの集合としても扱われる．

論理積形 φ が，φ に含まれる任意の節 c を真部分節 c′ (⊊ c) に置き換えると表現する解

集合が変わるとき，φ を主論理積形と呼ぶ．また，論理積形 φ に対して，節 c が，任意の

x ∈ {0, 1}n に対して φ(x) = 1ならば c(x) = 1をみたすとき，cを φの外節という．定義よ

り，論理積形 φの外節を φに新たに加えた論理積形は φと同じ解集合をもつことがいえる．

ここで，導出と呼ばれる，二つの節から新たな節を生成する操作について説明する．節 cに

対して c = {ℓ | ℓ ∈ c}とする．導出とは，節 c1，c2 で c1 ∩ c2 = {ℓ}をみたすものから，節

c1 ⋄ c2 = (c1 \ {ℓ}) ∪ (c2 \ {ℓ})を生成する操作である．さらに |c1| = 1もしくは |c2| = 1が

成り立つとき，この操作は単位導出と呼ばれる．

例 2.3.1. c1 = x1 ∨ x2 ∨ x3, c2 = x1 ∨ x3 ∨ x4 とする．このとき，c1 ∩ c2 = {x1}であり，

c1 ⋄ c2 = x2 ∨ x3 ∨ x4 である．

なお，論理積形 φおよび節 cに対し，ある導出の列 {(c11 ⋄ c12), (c21 ⋄ c22), . . . , (ck1 ⋄ ck2)}

が存在し，各 cij が cij ∈ φ もしくはある i′ < i に対し cij = ci′1 ⋄ ci′2 をみたし，さらに

c = (ck1 ⋄ ck2)となるならば，cは φから導出の列により生成されるという．cが φから導出

の列により生成されるのであれば，cは φの外節であることが帰納的に示せる．従って，導出

により生成された節を φに新たに加えた論理積形は φと同じ解集合をもつことがいえる．

ここで，本論文と密接に関係する SATの部分クラスを導入する．論理積形 φは |J+
i ∪J

−
i | ≤

2がすべての i = 1, . . . ,mに対して成り立つとき，2論理積形という．また，|J+
i | ≤ 1がすべ

ての i = 1, . . . ,m に対して成り立つとき，ホーン論理積形という．変数の正負を適切に変え

ることでホーン論理積形にできるとき，改名ホーン論理積形という．さらに，以下の線形計画

問題の最適値が 1以下であるときには q-ホーン論理積形という．

minimize Z

subject to
∑
j∈J+

i
αj +

∑
j∈J−

i
(1− αj) ≤ Z (i = 1, . . . ,m),

0 ≤ αj ≤ 1 (j = 1, . . . , n).
(2.8)

例 2.3.2. 論理積形 φ = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4)(x1 ∨ x2 ∨ x3 ∨ x4) に対し，線形計画問
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題 (2.8)は

minimize Z

subject to α1 + (1− α2) ≤ Z,
(1− α1) + (1− α2) + α3 + (1− α4) ≤ Z,
(1− α1) + (1− α2) + (1− α3) + α4 ≤ Z,
0 ≤ αj ≤ 1 (j = 1, . . . , n)

(2.9)

となり，一つの最適解として Z = 1，α1 = 1，α2 = 1，α3 = 1/2，α4 = 1/2をもつ．

SATは，入力が 2論理積形 [32]，ホーン論理積形 [50]，改名ホーン論理積形 [83]，もしく

は q-ホーン論理積形 [11]で与えられたときには，多項式時間可解であることが知られている．

また，2論理積形，ホーン論理積形，改名ホーン論理積形は q-ホーン論理積形であることも知

られている [11]．

2.3.3 整数線形不等式系の実行可能性問題

本論文で扱う最後の問題は整数線形不等式系の実行可能性問題である．制約充足問題の問題

例 (V,D, F ) において，D = {0, 1, . . . , d} であり，各制約 Ci が線形不等式 gix ≥ hi で与え

られるときに，この問題を特に整数線形不等式系の実行可能性問題と呼ぶ．すなわち，入力と

して行列 G およびベクトル h，正整数 d が与えられた際に，Gx ≥ h を満たす整数ベクトル

x ∈ {0, 1, . . . , d}n を求める問題である．

整数線形不等式系の実行可能性問題は一般には強 NP完全であることが知られている．一方

で，問題をうまく制限した際には効率的に解けることも知られている．たとえば，nが定数で

あるとき [82]や Gが完全単模行列であるとき [53]には多項式時間で解けることが知られてい

る．また，mが定数であるとき [95]は擬多項式時間可解であることが知られている．mが定

数のときには弱 NP完全であることも知られている．

本論文と関係する部分クラスとしては以下がある．行列 Gは各行の非ゼロ成分が高々二つ

のとき二次であるといい，各行の正の成分が高々一つのときホーンであるという．整数線形不

等式系の実行可能性問題は入力行列が二次のとき [5, 52]，もしくはホーンのとき [42, 109]に

は擬多項式時間可解であることが知られている．現在，最速の計算複雑さとしては，二次の場

合は O(md)時間 [5, 52]，ホーンの場合は O(n2md)時間 [42] で解けることが知られている．

なお， [5, 52]のアルゴリズムは両方とも [32]に基づいている．また，入力行列が二次ホーン

（単調二次）であっても弱 NP完全であることが知られている [80]．

また，単位整数線形不等式系の実行可能性問題，すなわち，入力行列 Gの各成分が −1, 0, 1

のいずれかの値を取るとき，この問題は依然として強 NP 困難であるが，多項式時間可解部
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分クラスも多く知られている．この場合は，入力行列が二次のとき [56]，もしくはホーンのと

き [21]に多項式時間可解であることが知られている．現在，最速の計算複雑さとしては，二次

の場合は O(nm) [81]もしくは O(n logn+m) [104]，ホーンの場合は O(n2m) [21, 105] で解

けることが知られている．また，二次ホーン不等式系に対しては，この問題はネットワーク理

論における負閉路検出と等価な問題であることが知られており，O(nm) [8, 36, 92]もしくは

O(
√
nm log ζ) [43]で解けることが知られいてる．ここで，ζ は hの負の成分の絶対値の最大

値を表す．

2.4 充足可能性保存割当て

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 3章

様々な充足可能性保存割当ての間の

関係

3.1 概説

本章では第 2章で定義した充足可能性保存割当てに対し，それらの関係を局所的な概念をも

含めて示す．一般の制約においては，局所充足，充足，オーターク，局所固定可能，固定可能，

充足可能性保存割当ての順で部分割当ての集合として大きくなっていくことを示す．また，局

所充足割当てと充足割当てが一致することを示す．さらに，制約が論理積形で与えられる場合

にはオーターク割当てと局所固定可能割当てが一致し，主論理積形で与えられる場合には局所

固定可能割当てと固定可能が一致することを示す．

まず準備として，先行研究において知られている結果を示し，その後に，本論文の成果を示

す．先行研究では一般の制約において，固定可能，含意，削除可能，矛盾，代入可能，交換可

能割当ての関係について示された．また，与えられた部分割当てがこれらの性質をみたすか否

かの判定が coNP完全であることも示された．先行研究においては，一変数に対する割当ての

みが考えられていることに注意されたい．

3.2 先行研究

本節では，Bordeux–Cadoli–Mancini [10]による結果を述べる．彼らは，固定可能，含意，

削除可能，矛盾，代入可能，交換可能割当ての関係について調査した．固定可能割当ては第 2

章で定義したので，ここでは含意，削除可能，矛盾，代入可能，交換可能割当てを定義する．

なお，充足可能性保存変換としては，固定可能・含意割当ては変数への割当てを一つ定めるこ

とに，削除可能・矛盾割当ては変数への割当てを一つ削除することに用いることができる．ま
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た，代入可能・交換可能割当ては二つの割当ての間の関係であり，これらも変数への割当てを

一つ削除することに用いることができる．本論文では，変数への割当てを一つ定めることに焦

点を当てるので，後の節や章では固定可能割当ておよび含意割当て，特に，より一般的な定義

である固定可能割当てに関して解析を行う．

定義 3.2.1. (D,V, F )を解集合 S をもつ制約充足問題の問題例とする．このとき，部分割当

て x = aは
∪
b̸=a S[x = b] = ∅，S[x = a] ⊆

∪
b ̸=a S[x = b]，S[x = a] = ∅ をみたすときそれ

ぞれ，(D,V, F )に対する含意，削除可能，矛盾割当てという．

また，二つの部分割当て x = a, x = b に対し，S[x = a] ⊆ S[x = b] および S[x = a] =

S[x = b] をみたすとき x = aは x = bにそれぞれ代入可能および交換可能であるという．

例 3.2.1. (D = {0, 1, 2}, V = {x1, x2, x3}, F )を解集合 S が以下で与えられる制約充足問題

の問題例とする．

S = {(0, 0, 0), (0, 0, 2), (1, 0, 0), (1, 0, 2), (2, 0, 0)}. (3.1)

このとき，x2 = 0，x1 = 1，x2 = 1 はそれぞれ (D,V, F )に対する含意，削除可能，矛盾割当て

である．実際，S[x2 = 1] = S[x2 = 2] = ∅，S[x3 = 2] = {(0, 0), (1, 0)} ̸= ∅，S[x3 = 1] = ∅

である．

また，x1 = 2 は x1 = 0 に代入可能であり，x1 = 0 は x1 = 1 に交換可能である．実

際，S[x1 = 0] = {(0, 0), (0, 2)}，S[x1 = 1] = {(0, 0), (0, 2)}，S[x1 = 2] = {(0, 0)}なので，

S[x1 = 2] ⊆ S[x1 = 0]かつ S[x1 = 0] = S[x1 = 1]が成立する．

定理 3.2.1 ([10]). 制約充足問題の問題例 (D,V, F )に対し，x = aが含意割当てならば固定

可能割当てである．x = aが含意割当てならばそのときのみ任意の b ̸= aに対して x = bは矛

盾割当てである．x = aが固定可能割当てならばそのときのみ任意の b ̸= aに対して x = bは

x = aに代入可能である．x = aが矛盾割当てならば任意の b ̸= aに対して x = aは x = bに

代入可能である．x = aがある x = b (b ̸= a)に対して代入可能ならば x = aは削除可能割当

てである．

x = aと x = bが互いに代入可能であればそのときのみ x = aと x = bは交換可能である．

証明. それぞれ，定義から従う．

次に，これらの割当てを求める計算複雑さに関する結果を示す．まず，部分割当て x = aが

与えられたときにそれぞれの性質が成立するか否かの判定が coNP完全であることを示す．

定理 3.2.2 ([10]). (D,V, F )を制約充足問題の問題例とし，x ∈ V かつ a ∈ D とする．この
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とき，部分割当て x = aがそれぞれ固定可能，矛盾，削除可能，含意割当てであるか否かの判

定は coNP完全である．

また，x ∈ V および a ̸= b ∈ Dに対し，x = aが x = bにそれぞれ代入可能，交換可能であ

るか否かの判定は coNP完全である．

証明. それぞれ，coNP に含まれることは明らかであるので，coNP 困難であることを示す．

制約充足問題が SATとして与えられる場合に示す．すなわち，D = {0, 1}とし F が論理積

形 φで与えられるとする．

まず，ψ = φ ∧ y を考える．ここで，y は新たな変数である．φ および ψ の解集合をそれ

ぞれ Sφ および Sψ とする．このとき，φが充足可能であればそのときのみ ψ も充足可能であ

る，すなわち，Sφ ̸= ∅ならばそのときのみ Sψ ̸= ∅が成立する．また，Sφ = ∅ならばそのと

きのみ Sψ[y = 0] = Sψ[y = 1] = ∅であり，Sφ ̸= ∅ならばそのときのみ Sψ[y = 0] = ∅かつ

Sψ[y = 1] ̸= ∅であり，従って Sψ[y = 0] ⊊ Sψ[y = 1]であることに注意されたい．

以上の観察より，φが充足可能であることはそれぞれ y = 0が ψ に対して固定可能でない

こと，y = 0が ψ に対して含意でないこと，y = 1が ψ に対して削除可能でないこと，y = 1

が ψ に対して矛盾でないことと等価である．

また，φ が充足可能であればそのときのみ y = 1 が y = 0 に代入可能でなく，y = 0 が

y = 1に交換可能でない．

また，Bordeux–Cadoli–Mancini [10]はそれぞれの割当てに対して局所的な定義も与えてい

る．このとき，すべての制約においてその性質をみたすべきかもしくはある制約においてその

性質をみたすべきかの二通りの局所的な定義が存在する．

定理 3.2.3 ([10]). (D,V, F )を解集合 S をもつ制約充足問題の問題例とする．このとき，部

分割当て x = aは各制約 C ∈ F に対して固定可能であるとき，(D,V, F )に対して固定可能

である．また，x = aはある制約 C ∈ F に対する含意および矛盾割当てであるとき，それぞ

れ (D,V, F )に対する含意および矛盾割当てである．

また，二つの部分割当て x = a, x = b (a ̸= b) に対し，各制約 C ∈ F に対して x = a が

x = bに代入可能および交換可能であるとき，それぞれ (D,V, F )に対して x = aが x = bに

代入可能および交換可能である．

証明. まず，各制約 C ∈ F に対して C[x = a]は部分集合 SC[x=a] ⊆ DV \{x} を定める，すな

わち，SC[x=a] = {πV \{x}(A) | A ∈ DV , πV (C)(A) ∈ C, π{x}(A) = a}であることに注意され

たい．従って，S[x = a] =
∩
C SC[x=a] である．

固定可能割当てに関してはより一般に多変数に対する割当てについて次節で示すのでここで
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は省略する．

含意割当てに関して，x = aがある制約 C ∈ F に対して含意割当てであるとする．このと

き SC[x=b] = ∅ が各 b ̸= a に対して成り立つ．従って S[x = b] =
∩
C SC[x=b] = ∅ となるの

で，x = aは (D,V, F )に対する含意割当てである．また，x = aがある制約 C ∈ F に対し

て矛盾割当てであるとすると，SC[x=a] = ∅となるので S[x = a] =
∩
C SC[x=a] = ∅となり，

従って x = aは (D,V, F )に対する矛盾割当てである．

代入可能割当てに関して，各制約 C ∈ F に対して x = aが x = bに代入可能であるとする．

すると各制約 C ∈ F に対して SC[x=a] ⊆ SC[x=b]となる．よって，
∩
C SC[x=a] ⊆

∩
C SC[x=b]

となり，(D,V, F )に対して x = aは x = bに代入可能となる．交換可能割当てに関しては，

x = aが x = bに交換可能であることは x = aが x = bに代入可能でありかつ x = bが x = a

代入可能であることと等価なので代入可能割当てに対する結果から従う．

なお，以下で示すように，削除可能割当てに関しては，局所的な定義を上記の二通りどちら

でしても大域的な削除可能性を導かない場合があることに注意されたい．

定理 3.2.4 ([10]). (D,V, F )を解集合 S をもつ制約充足問題の問題例とする．このとき，部

分割当て x = aは各制約 C ∈ F に対して削除可能であっても，(D,V, F )に対して削除可能

であるとは限らない．

証明. (D = {1, 2, 3}, V = {x1, x2}, F ) を F が以下の線形不等式系で与えられる制約充足問

題の問題例とする．
x1 − x2 ≥ 0,
−x1 + x2 ≥ 0. (3.2)

すると，解集合 S は S = {(1, 1), (2, 2), (3, 3)}となる．このとき，x1 = 2は各不等式に対して

は削除可能であるが，Sに対しては削除可能ではない．実際，S[x = 1] = {1}，S[x = 2] = {2}，

S[x = 3] = {3} となるので，S[x = 2] ̸⊆
∪
b ̸=2 S[x = b]である．

3.3 主結果

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 4章

線形充足可能性保存割当て

4.1 概説

本章では，ブール制約充足問題，すなわち，D = {0, 1}の場合に焦点を当て，線形充足可能

性保存割当てを扱う．ブールとは限らない一般の制約充足問題に対する線形充足可能性保存割

当てについては第 6章で言及する．

ここでは，n次元実ベクトル空間 Rn を考え，実ベクトルを部分割当てと同一視する．そし

て，充足可能性保存割当てに対応する実ベクトルの集合に対する多面錐による内側近似，すな

わち，そのような実ベクトルの集合に含まれる多面錐を考察する．Kullmann [74]における単

純線形オーターク割当ては実際に特殊な多面錐による内側近似であることに注意されたい．そ

して，どのような多面錐が良い近似となるかについて解析する．特に，SAT，すなわち，論理

積形 φ = ∧ci に対して以下の主張を示す．

(1) φの充足割当ての内側近似となる任意の開多面錐K に対して，ある行列M で ci が xj

(xj)を含むときのみMij > 0 (< 0)となるものが存在して, M から導かれる開多面錐

はK を含む内側近似となる．

(2) φ のオーターク割当ての内側近似となる任意の閉多面錐 K に対して，ある行列M で

ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)となるものが存在して，M か

ら導かれる閉多面錐はK を含む内側近似となる．

(3) φが単調であるとき，ci が xj (xj)を含むときのみMij > 0 (< 0)となり，各行が非ゼ

ロ成分を少なくとも一つ含む任意の行列M に対して，M から導かれる開多面錐はすべ

ての充足割当てを含む内側近似となる．

(4) φが単調であるとき，ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)となる任

意の行列M に対して，M から導かれる閉多面錐はすべてのオーターク割当てを含む内
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側近似となる．

(5) φが主単調であるとき，ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)となる

任意の行列M に対して，M から導かれる閉多面錐はすべてのオーターク割当てを含

む，凸集合の中で極大な内側近似となる．

4.2 準備

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

4.3 極大性の解析

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 5章

ホーン論理積形に対する

線形オーターク割当ての特徴付け

5.1 概説

本章ではホーン論理積形を考え，その非自明な線形オーターク割当てに対する組合せ的な特

徴付けを与える．この特徴付けにより，非自明な線形オーターク割当てが存在するならばそれ

は線形時間で求められることを示す．線形オーターク割当ては線形計画問題を解くことにより

多項式時間で求めることができるオーターク割当てであるものの，一般に線形計画問題を解く

ことは少なくない計算複雑さを要する．従って，組合せ的な特徴付けを与えて高速なアルゴリ

ズムを開発することは有意義である．

また，線形オーターク割当ての解析の過程において，線形でない一般のオーターク割当ての

解析も行う．そのためにまず，ホーン論理積形の極小なオーターク割当てを解析した先行研

究 [85]を紹介する．ここで，極小性はリテラル集合の意味での極小性である．そして，ホーン

論理積形に対する変数集合の意味での最大のオーターク割当てを与える．探索範囲を削減する

上では，より大きなオーターク割当てを求めることが望ましいので，この結果は先行研究より

も有用な結果といえる．

5.2 準備

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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5.3 極小オーターク割当て

本節では，ホーン論理積形に対するオーターク割当てにおける先行研究の結果を記述する．

本節の内容はMarek [86]に載っている内容である．

まず，部分割当をリテラル集合と同一視することを考える．部分割当 X = Aに対し，対応

するリテラル集合を {x | x ∈ X,Ax = 1} ∪ {x | x ∈ X,Ax = 0} として定義する．

Marek は，ホーン論理積形のオーターク割当てで，対応するリテラル集合の意味で極小な

オーターク割当てに対する結果を与えた．一方で，本論文では線形オーターク割当てを解析す

るために，変数集合の意味での最大オーターク割当ての解析を行う．そして，最大オーターク

割当てを陽に与える．多くの場合で，より大きなオーターク割当てを求めることが望ましいの

で，本論文の結果はこの意味でも興味深い結果であるといえる．

補題 5.3.1 ([86]). φをホーン論理積形とし，X = Aを φに対するオーターク割当てとする．

このとき，X ′ = {xj ∈ X | Aj = 0}，A′ = πX′(A) とすると，X ′ = A′ も φ に対するオー

ターク割当てとなる．

証明. 節 c ∈ φに対し，V (c) ∩X ′ ̸= ∅とする．従って，(V +(c) ∪ V −(c)) ∩X ′ ̸= ∅である．

V −(c) ∩X ′ ̸= ∅であれば，X ′ = A′ は cを充足する．V +(c) ∩X ′ ̸= ∅であれば，X = Aが

オーターク割当てであることにより，やはり V −(c) ∩X ′ ̸= ∅となるので，X ′ = A′ は cを充

足する．よって X ′ = A′ は φに対するオーターク割当てである．

上記の補題より，ホーン論理積形のオーターク割当てに関して以下の補題が成り立つ．すべ

ての値が 1 (0)である部分割当てを正 (負)の部分割当てと呼ぶ．

補題 5.3.2 ([86]). ホーン論理積形が非自明なオーターク割当てをもつならば，それは正か負

の非自明なオーターク割当てをもつ．

証明. X = Aを非自明なオーターク割当てとする．もしすべての xj ∈ X に対して Aj = 1な

らば主張は成り立つ．ある xj ∈ X に対して Aj = 0であれば，補題 5.3.1において定義され

た X ′ = A′ が，負の非自明なオーターク割当てとなる．

補題 5.3.2の証明より，ホーン論理積形における非自明なオーターク割当てで，対応するリ

テラル集合の意味で極小なものの中には必ず正か負の非自明なオーターク割当てが存在するこ

とがいえる．

また，補題 5.3.2より，ホーン論理積形に対して非自明なオーターク割当てを求めるアルゴ
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リズムが以下のように設計できる．

アルゴリズム Find-PA
1: [X = A] = [V = 1]とする
2: while V (c) ∩X ̸= ∅かつ X = Aにより充足されない節 c ∈ φが存在する do
3: X := X \ V (c)
4: A := πX(A)
5: end while
6: 部分割当て X = Aを出力し，停止する

アルゴリズムFind-PAは，正の非自明なオーターク割当ての中で，変数集合の意味で最大の

ものを出力する．さらに，アルゴリズム Find-PAにおいて，初期条件を [X = A] = [V = 0]

とすれば，負の非自明なオーターク割当ての中で，変数集合の意味で最大のものを出力する．

よって，これらのアルゴリズムにより，ホーン論理積形に対して非自明なオーターク割当てが

存在するならば，そのような割当てを一つ求めることができる．

5.4 最大オーターク割当て

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

5.5 線形オーターク割当ての特徴付け

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 6章

整数線形不等式系に対する線形局所

固定可能割当て

6.1 概説

本章では，整数線形不等式系

Gx ≥ h, x ∈ {0, 1, . . . , d}n (6.1)

に対する線形局所固定可能割当てを考察する．ここで，Gは Zm×n に含まれる行列であり，h

は Zm のベクトル，dは正整数である．まず，変数の取り得る値が二値，すなわち，D = {0, 1}

の場合を扱う．その後に，任意の d ≥ 2に対して D = {0, 1, . . . , d}の場合を扱う．

本章での主結果は，整数線形不等式系に対し，線形局所固定可能割当てを求める擬多項式時

間を開発することである．第 4章で述べたように線形な割当ての取り方は色々あるが，ここで

は，第 4章の結果を用いて，性質の良い線形割当てを定義する．ここで，整数線形不等式系の

各制約がユネイトであることが重要である．

6.2 準備

ここでは，単調な解集合に関する事実を述べる．解集合 S ⊆ Dn が単調であるとは，任意の

x, y ∈ Dn に対し，x ∈ S かつ x ≤ y であれば y ∈ S が成立するときにいうのであった．以

下，D = {0, 1}の場合における，単調な解集合 S ⊆ {0, 1}n と S を表現する論理積形との関

係を示す．

J ⊆ [n]に対し，節 cJ =
∨
j∈J xj とし，ベクトル eJ ∈ {0, 1}n を j ∈ J ならば eJ(j) = 1，

j ̸∈ J ならば eJ (j) = 0として定義する．
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論理積形 φに対し，節 cが，任意の x ∈ {0, 1}n に対して φ(x) = 1ならば c(x) = 1をみた

すとき，cを φの外節というのであった．ここで，論理積形 φが表す解集合 S に対しても同

様の定義をする．すなわち，解集合 S に対し，節 cが，任意の x ∈ {0, 1}n に対して x ∈ S な

らば x ∈ cをみたすとき，cを S の外節と呼ぶ．そしてさらに，cの任意の真部分節 c′ ⊊ cが

S の外節とはならないときには，cを主節と呼ぶ．主論理積形はすべての節が主節であるよう

な論理積形と一致することに注意されたい．

補題 6.2.1 ([25]). S を単調な解集合とし，J ⊆ [n]とする．このとき，以下が成立する．

(i) cJ が S の外節であるための必要十分条件は e[n]\J が S の実行不能解となることで

ある．

(ii) cJ が S の主節であるための必要十分条件は e[n]\J が S の極大実行不能解となることで

ある．

証明. (i): cJ が外節であれば，e[n]\J は cJ を充足しないので，e[n]\J ̸∈ S となる．逆に，e[n]\J

が S の実行不能解であれば，S の単調性より，x ≤ e[n]\J となる xはすべて実行不能である．

すなわち，ベクトル x ∈ {0, 1}n であり，すべての j ∈ J に対して xj = 0となるようなもの

は必ず S の実行不能解となる．従って，cJ は S の外節となる．

(ii): e[n]\J が S の極大実行不能解となることは，e[n]\J ∈ S でありかつ任意の J ′ ⊊ J に対

して e[n]\J ′ ∈ S となることと等価である．これは，(i)より，さらに cJ が外節でありかつ任

意の J ′ ⊊ J に対して cJ′ が外節とはならないことと等価である．これは，まさに cJ が主節で

あることを意味する．

補題 6.2.2 ([25]). 解集合 S ⊆ {0, 1}n に対し，S の主節すべてを集めて作った論理積形は S

を表現する．

証明. まず，S に対し，論理積形 ψ =
∧
u̸∈S(

∨
j:uj=0 xj ∨

∨
j:uj=1 xj)は S を表現する．なぜ

ならば，x ∈ {0, 1}n に対して ψ(x) = 0 となることはある u /∈ S が存在して (
∨
j:uj=0 xj ∨∨

j:uj=1 xj)(x) = 0となること，すなわち，u = xとなることと等価であるからである．

S の主節すべてを集めて作った論理積形を φとすると，ψ ∨ φはやはり S を表現する．さ

らに，ψ の任意の節に対して，その節を導くような S の主節が存在する．従って，ψ ∨ φ = φ

となり，φは S を表現する．

補題 6.2.3 ([25]). 単調な解集合 S ⊆ {0, 1}n を表現する主論理積形 φは一意に定まり，U を

S の極大実行不能解の集合としたときに φ =
∧
u∈U

∨
j:uj=0 xj となる．
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Proof. 補題 6.2.1，6.2.2より
∧
u∈U

∨
j:uj=0 xj は S を表現する主論理積形となる．従って，

これが一意であることをみれば良い．

補題 6.2.1より
∧
u∈U

∨
j:uj=0 xj は S のすべての主節を集めて作った論理積形である．論

理積形が主論理積形である必要十分条件はすべての節が主節であることなので，部分集合

U ′ ⊊ U に対して φ′ =
∧
u∈U ′

∨
j:uj=0 xj が S を表現しないことをみれば良い．これは，

u ∈ U \ U ′ に対して φ′(u) = 1となることから従う．従って，φは S を表現する唯一の主論

理積形である．

これまでの単調な解集合に対する結果はユネイトな解集合へと拡張することができる．ベク

トル o ∈ {0, 1}n に関して単調な集合 S に対し，S の ≥o に関する極大実行不能解を単に極大

実行不能解と呼ぶ．ただし，方向ベクトル oは文脈により常に明らかであるとする．

補題 6.2.4. S ⊆ {0, 1}n をユネイトな解集合とし，ベクトル o ∈ {0, 1}n に関して単調である

とする．このとき，S を表現する主論理積形 φは一意に定まり，U を S の極大実行不能解の

集合としたときに φ =
∧
u∈U (

∨
j:oj=0,uj=0 xj ∨

∨
j:oj=1,uj=1 xj)となる．

証明. 単調な解集合 S に対する証明と同様の流れで示せるのでここでは省略する．

6.3 D = {0, 1}の場合

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

6.4 一般の Dの場合

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 7章

整数線形不等式系に対する

計算複雑さの指標

7.1 概説

本章では，整数線形不等式

Gx ≥ h, x ∈ {0, 1, . . . , d}n (7.1)

に対する計算複雑さの指標を構成する．本節で主結果を述べ，次節で先行研究の結果を述べ

る．その後，主結果の内容を詳細に述べる．なお，本章 4節の結果および 3，5節の結果の一

部は [67]に基づくが，構成の都合上，本論文の成果と同時に述べる．

ここで，整数線形不等式系に対して計算複雑さの指標 η を導入する．この指標により，整数

線形不等式系の難しさが三分される．この指標のアイディアは Borosら [12]の研究に端を発

する．彼らは SAT に対する計算複雑さの指標を導入した．彼らの指標は SAT の問題例を二

つのクラスに区別する．われわれの指標 ηは彼らの指標を整数線形不等式系へと一般化したも

のである．なぜならば，第 2章 2節で述べたように，SATは G ∈ {0,−1,+1}m×n を用いて

整数線形不等式系で表すことができるからである．これは次節で議論する．

実数 g に対し，その符号は

sgn(g) =


+ (g > 0)
0 (g = 0)
− (g < 0)

(7.2)

として定義され，実行列 G ∈ Rm×n の符号は G の各成分をその符号で置き換えた行列

sgn(G) ∈ {0,−,+}m×n として定義される．
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たとえば，行列

G =
(

1 −3 0
4 2 −5

)
(7.3)

に対し，

sgn(G) =
(

+ − 0
+ + −

)
(7.4)

となる．

整数線形不等式系の問題例 I = (G,h, d)が与えられた際に，その指標 η(I)は以下の線形計

画問題の最適値として定義される．

minimize Z

subject to
∑

j:sgn(gij)=+

αj +
∑

j:sgn(gij)=−

(1− αj) ≤ Z (i = 1, . . . ,m),

0 ≤ αj ≤ 1 (j = 1, . . . , n).

(7.5)

ここで，行列Gの数値情報および，bおよび dの情報は指標 η(I)に用いられておらず，指標

η(I)は sgn(G)のみに依存することに注意されたい．従って，二つの問題例 I および I ′ に対

し，対応する行列が同じ符号パターンをもつのであれば，η(I) = η(I ′)が従う．従って，η(I)

を行列 Gの指標と呼ぶこともある．

ここで，簡潔な記述のために行列 Gに対して仮定をおく．Gの第 j 列が非負 (非正)である

とする．このとき，線形計画問題 (7.5)の最適値を増やすことなく αj = 0 (αj = 1)とするこ

とができる．さらには，不等式系が実行可能であるならばそのときのみ xj = d (xj = 0)と固

定して得られた不等式系が実行可能である．従って，以下の節においては，3節における最後

の議論以外では Gは一般性を失うことなく非負もしくは非正の列を含まないものとする．な

お，3節の最後では，指標 ηが 1/2以下であるときの行列 Gおよび (7.5)の最適解の性質を考

察する．なお，Gの各列が少なくとも一つの非ゼロ成分をもつことは本章を通じて仮定する．

主定理

非負実数 γ に対し，ILS(γ)を η(I) = γ となるような整数線形不等式系の問題例 I の集合

を表すとする．単位整数線形不等式系，すなわち，G ∈ {0,−1,+1}m×n のときにも UILS(γ)

を同様に定義する．このとき，以下の結果を得る．

定理 7.1.1. ILS(γ) ̸= ∅ (これは UILS(γ) ̸= ∅と等価である )となる非負実数 γ に対し，以

下の三つが成立する．

(1) γ < 1ならば ILS(γ)は線形時間で解ける．
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(2) γ = 1ならば ILS(γ)は弱 NP困難であり，擬多項式時間で解ける．

(3) γ > 1ならば ILS(γ)は強 NP困難である．

さらに，以下が成立する．

(4) γ ≤ 1ならば UILS(γ)は多項式時間で解ける．

(5) γ > 1ならば UILS(γ)は強 NP困難である．

また，η(I) < 1 か = 1 か > 1 であるかは線形時間で判定できることを示す．二次不等式

系およびホーン不等式系は次節で示すように γ ≤ 1 である ILS(γ) に含まれるので [12]，定

理 7.1.1は二次不等式系 [5, 52]やホーン不等式系 [42, 109]が擬多項式時間で解けるという先

行研究の結果を含んでいる．さらに定理 7.1.1は二次単位不等式系 [4, 56, 81, 104]およびホー

ン単位不等式系 [20, 21, 105]，そして SATにおいて 2SAT [32]，ホーン SAT [50]，改名ホー

ン SAT [83]，q-ホーン SAT [11]が多項式時間で解けることを含んでいる．なお，η(I) ≤ 1と

なる不等式系を，q-ホーン不等式系と呼ぶ．

UILS(γ)が簡単な (すなわち，γ ≤ 1である)問題例および難しい (すなわち，γ > 1であ

る)問題例という二つのクラスに分かれ，これは SATに対する Borosら [12]の結果に対応す

る．一方で，ILS(γ)は簡単，中程度に難しい，難しいの三種類の問題例に分かれることに注意

されたい．

さらに，上記の結果を定数でない γ を考えることで一般化する．より正確には，γ を nおよ

び d の関数とみなす．それに伴い，γ(n, d) と書くこととする．そのような指標 γ(n, d) に対

し，ILS≤(γ(n, d))を η(I) ≤ γ(n, d)となるような問題例 I の集合とする．単位線形不等式系

に対しても同様に UILS≤(γ(n, d))を定義する．このとき，以下の結果を得る．

定理 7.1.2. 整数線形不等式系に対し，以下の三つが成立する．

(1) 0 ≤ γ(n, d) < 1ならば ILS≤(γ(n, d))は線形時間で解ける．

(2) ある定数 c ≥ 0に対して 1 ≤ γ(n, d) ≤ 1 + (c logd n)/nならば ILS≤(γ(n, d))は弱 NP

困難であり擬多項式時間で解ける．

(3) ある定数 δ < 1 に対して γ(n, d) ≥ 1 + 1/nδ ならば ILS≤(γ(n, d)) は強 NP 困難で

ある．

さらに，以下が成立する．

(4) ある定数 c ≥ 0に対して γ(n, d) ≤ 1 + (c logd n)/nならば UILS(γ)は多項式時間で解

ける．
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(5) ある定数 δ < 1に対して γ(n, d) ≥ 1 + 1/nδ ならば UILS(γ)は強 NP困難である．

なお，指標 η による多項式時間可解クラスは完全単模行列による多項式時間可解クラスとは

比較不能であることを後の節でみる．

最後に，数理計画問題 (連立線形方程式 [14, 101]，線形計画問題 [55]，線形相補性問題 [64])

の符号可解性に対する一連の研究について言及する．これらの研究の狙いは入力の符号パター

ンと解の符号パターンの関係を調査することである．その背景には，実際の入力データは不確

かなものであり，構造的な性質のみが保たれることが多いという事実がある．これらおよび本

章の研究は両方とも入力の符号パターンについて議論しているが，これらの研究では解の符号

パターンについて議論するのに対し，本章では整数解について議論するという違いがある．

7.2 SATに対する計算複雑さの指標

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

7.3 最適値が 1未満の場合

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

7.4 最適値が 1以上の場合

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．

7.5 議論

本節は，共著者の同意が得られないため，全文非公開とする．
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第 8章

まとめと今後の課題

本論文では制約充足問題に対する様々な充足可能性保存割当てを扱い，それらの関係を整理

した．また，充足可能性保存割当てに対して多面錐による近似を考え，その近似のよさを詳細

に解析し，この近似を用いることでそれらの割当てを求める効率的なアルゴリズムを設計し

た．また，整数線形不等式系の実行可能性問題に対し，効率的に解ける部分クラスを統一的に

説明する計算複雑さの指標を与えた．より具体的には以下のことを行った．

• 様々な充足可能性保存割当てを定義し，それらとその局所的な概念との関係を明らかに

した．先行研究と異なり，制約の形を制限した場合の関係についても明らかにした．特

に，部分割当てが固定可能割当てであることと主論理積形に対する局所固定可能割当て

であることが等価であることを示した．

• 求めやすい充足可能性保存割当てを得るために，多面錐による近似を考えることで線形

な概念を導入した．そして，その極大性について詳細に議論した．特に，以下を示した．

(1) φ の充足割当ての内側近似となる任意の開多面錐 K に対して，ある行列M で ci

が xj (xj)を含むときのみMij > 0 (< 0)となるものが存在して, M から導かれる

開多面錐はK を含む内側近似となる．

(2) φのオーターク割当ての内側近似となる任意の閉多面錐K に対して，ある行列M

で ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)となるものが存在して，

M から導かれる閉多面錐はK を含む内側近似となる．

(3) φが単調であるとき，ci が xj (xj)を含むときのみMij > 0 (< 0)となり，各行が

非ゼロ成分を少なくとも一つ含む任意の行列M に対して，M から導かれる開多面

錐はすべての充足割当てを含む内側近似となる．

(4) φが単調であるとき，ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)とな

る任意の行列M に対して，M から導かれる閉多面錐はすべてのオーターク割当て
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を含む内側近似となる．

(5) φが主単調であるとき，ci が xj (xj)を含むならばそのときのみMij > 0 (< 0)と

なる任意の行列M に対して，M から導かれる閉多面錐はすべてのオーターク割当

てを含む，凸集合の中で極大な内側近似となる．

• ホーン論理積形に対し，線形オーターク割当てを線形時間で求めるアルゴリズムを開発

した．また，変数集合の意味で最大なオーターク割当てを与えた．

• 整数線形不等式系に対し，線形局所固定可能割当てを効率的に求めるアルゴリズムを開

発した．さらに，二次，ホーン，q-ホーン不等式系が線形局所固定可能割当てを繰り返

し求めることで解けることを示した．

• 整数線形不等式系に対する計算複雑さの指標を提案した．これにより，先行研究におけ

る二次やホーン不等式系に対する結果を統一的に説明した．

今後の課題

本論文では，第 5章において，ホーン論理積形に対してその線形オーターク割当てを求める

効率的なアルゴリズムを開発した．この結果を拡張し，一般の論理積形に対して線形オーター

ク割当てを，線形計画問題を解かずに効率的に解くアルゴリズムを与えることが課題の一つで

ある．

第 7 章において，整数線形不等式系の実行可能性問題に対する計算複雑さの指標を構成し

た．この指標により，二次，ホーン不等式系の擬多項式時間可解性を統一的に説明することが

できる．このような指標を一般の制約充足問題に対して構成することは今後の課題の一つであ

る．一般の制約充足問題においては，効率的に解ける部分クラスを求める際に，代数的アプ

ローチを用いるのが主流の一つである．このような代数的に与えられるクラスを捉える指標を

与えることが課題の一つである．

第 7章で述べたように，整数線形不等式系の実行可能性問題において各変数が非有界である

場合に二次，ホーン不等式系が擬多項式時間で解けるか否かはわかっていない．このことを明

らかにすることは今後の課題である．特に，q-ホーン不等式系が擬多項式時間で解けるか否か

を明らかにすることで，各変数が非有界である場合に対して本論文の結果を拡張することがで

きるかが明らかとなる．
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