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本論文では, 自由境界をもつ非線形放物型方程式
ut − uxx = f(u), t > 0, x ∈ (g(t), h(t)),

g′(t) = −µux(t, g(t)), u(t, g(t)) = 0, t > 0,

h′(t) = −µux(t, h(t)), u(t, h(t)) = 0, t > 0,

−g(0) = h(0) = h0, u(0, x) = u0(x), x ∈ (−h0, h0)

(1)

の解の漸近挙動について考察する. ここで, µ を正の定数, u0 を正の C2 級連続関数, f を C1 級連続関数と

する.

まず f(u) = u(a − bu) の場合は, 方程式 (1) の第一列は Fisher-KPP 方程式と呼ばれている. 1937 年の

Fisher[4]と Kolmogorov-Petrovsky-Piskunov[5]による先駆的な仕事以来, Fisher-KPP方程式の研究は長足

の進歩を遂げた. この方程式は, 環境学における生物侵入現象のモデルとして重要な意味がある. 2010 年に,

Du-Lin[1]が水氷融解問題の境界条件として使われている Stefan条件を古典的な Fisher-KPP方程式に加え

た上記のモデルを導入し, 新しい研究を始めた. Stefan条件の影響で, 方程式 (1)に様々な面白い性質が現れ

る. 例えば, h0 と u0 を十分に小さくすると, 方程式 (1)の解 uは空間一様に 0に収束する. 元のコーシー問題

の Fisher-KPP方程式においては, 初期値がどれだけ小さくても解が正値定常解に収束する. この, いわゆる

hair-trigger効果のため, 上のような現象は起きない.

2014年に, Du-Matsuzawa-Zhou[2]はより一般的な関数 f に対して, 方程式 (1)の解の漸近挙動を精確に評

価した. 関数 f には主に三つタイプがある.

• 単安定型:

f(0) = f(1) = 0, f ′(0) > 0, f ′(1) < 0, f(u)

{
> 0 in (0, 1),
< 0 in (1,∞);

(2)

• 双安定型: ある θ ∈ (0, 1)に対して,

f(0) = f(θ) = f(1) = 0, f ′(0) < 0, f ′(1) < 0, f(u)

 < 0 in (0, θ),
> 0 in (θ, 1),
< 0 in (1,∞)

(3)

かつ
∫ 1

0
f(s)ds > 0;

• 燃焼型: ある θ ∈ (0, 1)に対して,

f(u) = 0 in [0, θ], f(u) > 0 in (θ, 1), f ′(1) < 0, f(u) < 0 in (1,∞) (4)

かつ θの近傍で f が単調増加.

[2]の結果によって,f が上記の三つタイプの一つだとすると, 伝播が発生する時 (ここで伝播とは、uは空間局

所一様に正の定常解 1に収束すること)は, 時間を無限大に飛ばすときの (u, g, h)の漸近挙動について, 下記
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のことが分かる:

|h(t)− c∗t− c1| → 0, |g(t) + c∗t+ c2| → 0, h′(t) → c∗, g′(t) → −c∗

かつ
max

0≤x≤h(t)
|u(t, x)− qc∗(h(t)− x)| → 0, max

g(t)≤x≤0
|u(t, x)− qc∗(x− g(t))| → 0.

ここで, c1 と c2 は定数, (c∗, qc∗)は方程式{
qzz − cqz + f(q) = 0 for z ∈ (0,∞),
q(0) = 0, µqz(0) = c, q(∞) = 1, q(z) > 0 for z > 0.

(5)

の唯一の解である. しかも, c∗ は正の定数, qc∗ は方程式 (1)の唯一の進行波である.

本論文では, [2]の研究に基づき, さらに一般的なケースを考えたい: (A) 空間的に非一様なケース; (B)多

次元空間の伝播速度の評価.

前半では, 次の方程式
ut − uxx = f(x, u), t > 0, x ∈ (g(t), h(t)),

g′(t) = −µux(t, g(t)), u(t, g(t)) = 0, t > 0,

h′(t) = −µux(t, h(t)), u(t, h(t)) = 0, t > 0,

−g(0) = h(0) = h0, u(0, x) = u0(x), x ∈ (−h0, h0)

(6)

を考える. ここで, f は f(x, u) ≡ f(x + L, u)を満たす (Lはある正の定数). 空間的に非一様な場合は, 進行

波の存在を示すことは大切である. 本論文では, Ducrot-Giletti-Matano[3]が提唱した「steepness」の概念を

借り, rearrangementの方法を用いて, 下記の条件{
U(t, x− L) = U(t+ T, x), t ∈ R, x ∈ (−∞,H(t+ T )),

H(t) + L = H(t+ T ), t ∈ R,

を満たす周期進行波の存在と一意性を示した. ここで, (U,H)は方程式
∂tu(t, x)− ∂xxu(t, x) = f(x, u(t, x)), t > 0, −∞ < x < h(t),

u(t, h(t)) = 0, t > 0,

h′(t) = −µ∂xu(t, h(t)), t > 0,

の解である. 周期進行波が存在し, 伝播が発生する時は, 方程式 (6)の解 uのフロントは周期進行波に収束す

ることも示された.

後半では, 多次元空間の伝播を考察する. ここで, f は空間一様とし, 球対称な解を考える. このとき, 自由境

界は半径 h(t)の球面になる. よって, 多次元の方程式 (1)は次の方程式に帰着する
ut − urr − N−1

r ur = f(u), t > 0, r ∈ [0, h(t)),

h′(t) = −µux(t, h(t)), u(t, h(t)) = 0, t > 0,

h(0) = h0, u(0, r) = u0(r), r ∈ [0, h0).

(7)

もし f は単安定型, 双安定型あるいは燃焼型とすると, 伝播が発生する時は, h(t)−{c∗t− (N −1)c∗ ln t+M}
は t → ∞の時 0に収束することが分かる (ここで, M は初期値に依存する定数). つまり, 多次元の場合は, 伝

播には ln tの位相ドリフト (phase drift)が発生する. ここで, M は定数, N は空間次元, c∗ は N によらない

係数である. これは, 上記の Du-Matsuzawa-Zhou[2]の結果を多次元空間に拡張するものである.
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第 0章は全体的な序文である.

第 1章は空間的に非一様なケースである.

第 1.1節で, この問題の背景と先行研究と主結果を紹介した.

第 1.2節で, 必要な定義と準備知識を述べた.

第 1.3節で, 周期進行波の存在を示した. 実は, 進行波の存在だけではなく, 自由境界問題の「propagating

terrace」の存在も示した. 「propagating terrace」は Ducrot-Giletti-Matano[3] が提唱した, 進行波より

もっと一般的な概念である. またこの節では, 自由境界問題 (6) の propagating terrace とコーシー問題の

propagating terrace ([3]に参照)の違いについて比較した.

第 1.4節で, 単調力学系を用い, 方程式 (6)の漸近挙動を示した. つまり, 伝播が発生する場合は, 時間を無

限大に飛ばすと,
|h(t)−H(t+ Tr)| → 0, |h′(t)−H ′(t+ Tr)| → 0

と
∥u(t, ·)− U(t+ Tr, ·)∥L∞([0,min{h(t),H(t+Tr)}]) → 0

が分かる. ここで, Tr は定数, uは方程式 (6)の解である.

第 2章は多次元空間の伝播の研究である.

第 2.1節で, この問題の背景と先行研究を紹介した.

第 2.2節で, 上記のドリフトの係数 c∗ を計算した.

第 2.3節で, 精密な優解劣解を構成し, h(t)− c∗t+ (N − 1)c∗ ln tは一様有界であることを示した.

第 2.4 節で, さらに精確な評価を与えた: t → ∞ の時は, h(t) − {c∗t − (N − 1)c∗ ln t + M} → 0 と

max0≤x≤h(t) |u(t, x)− qc∗(h(t)− x)| → 0. ここで, uは方程式 (7)の解である.

第 2.5節で, Lemma 2.4.6の証明を与えた.
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