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第1章  序論 

1.1. 研究背景 

今日まで有限要素法を用いた構造解析は工学分野で盛んに行われており，有限要

素法では一般的に物性値や境界条件，荷重条件，形状等を入力することで，構造の

挙動を再現する。特に動的有限要素解析では，時々刻々の結果を取得することが可

能である。しかし，物性値や境界条件，荷重条件，形状等の設定に不確実性を含む

ことがある。例えば，既存構造物や，地盤や海岸といった自然物に不確実性が発生

することが多い。そのような不確実性によりシミュレーション結果と実際の現象と

で乖離が発生するおそれがある。例えば，不明確な地盤の物性値を一意的にユーザ

によって決定した上で建築予定の構造物の地震応答解析を実施し，その結果をもと

に構造物を建てた場合を考える。そのような構造物に対してシミュレーションと同

様の地震が実際に発生した場合，解析結果と別の挙動となり，構造物が倒壊する危

険性もある。しかし，コンピュータハードウェアや並列アルゴリズムの進歩により，

確率統計学的手法（例：モンテカルロシミュレーション）が工学分野にも用いられ

るようになった[1]。それに伴い，既存構造物のメンテナンス，地盤の物性値推定や

海岸の潮流推定等を目的として，不確実性を考慮した解析が行われるようになった

[6][7][20]-[31]。有限要素解析に関してはパラメータを確率変数に置き換えパラメー

タのばらつきを考慮したアプローチ[3]と実際に得られた観測値を利用するアプロ

ーチ[28][31]が取られた。 
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前者の代表的な手法として確率有限要素法[2][32]が挙げられる。当該手法は境界

条件や物性値などの不確実性を含むパラメータに対して，平均値を入力した上で解

析を行い，平均値からのずれを分布として出力することで不確実性を考慮していた。

しかし，平均値を決定する際にユーザの知識が必要となり，また，比較的小さい変

動にしか対応できないという問題があった[3][5]。一方，観測値を利用するアプロー

チとしてカルマンフィルタ有限要素法が挙げられる。当該手法はカルマンフィルタ

における状態遷移を有限要素解析に対応付け，観測された情報（変位や速度等）か

ら所望の情報（他の節点の変位や物性値等）をカルマンフィルタによって推定する

手法である。これまで海岸の潮流推定やトンネル地山熱定数の推定[36]等，利用方

法が検討されてきた[35]-[38]。しかし，カルマンフィルタの行列計算を多く行うた

め計算負荷が大きく，カルマンフィルタの特性により適用対象に制約があった

[4][21]。 

いずれのアプローチも一長一短であるが，近年，人工衛星やセンサ等の観測シス

テムの発達によって，大量の観測データが取得されるようになったことから，観測

値を利用したシミュレーションが盛んに行われるようになった。特に気象学・海洋

学の分野では「データ同化」と呼ばれる方法論として確立されている[8]。データ同

化とは，不確実性を含むシステム全体の状態を部分的な観測値から推定する方法で

ある。その中でも特に一定時間毎に推定する方法を「逐次データ同化」という。構

造解析の分野にも応用されるようになり，有限要素モデルに対して逐次データ同化

を適用し，構造物の信頼性解析[9][10][11]や橋梁ヘルスモニタリング[12]等が行われ

ている。 

逐次データ同化における状態推定は時系列フィルタリングにより行われる。時系

列フィルタリングには，カルマンフィルタや拡張カルマンフィルタ，アンサンブル
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カルマンフィルタ，粒子フィルタ等がある。カルマンフィルタ，拡張カルマンフィ

ルタ，アンサンブルカルマンフィルタは計算時間がかかる，適用できるシステムに

制約がある，といった問題がある[13]。その一方で，粒子フィルタはサンプリング

を用いた時系列フィルタリングであり，観測の線型性やガウス分布等の仮定を必要

としない。そのため，粒子フィルタはデータ同化に適用するシステムに対して汎用

性が高いと言われている[14]。当該手法は毎時刻，観測値を用いて各サンプルがど

れだけデータに適合しているかを評価する。その評価値に応じてサンプルを複製・

破棄することで状態を推定する。サンプルを複製・破棄する処理のことをリサンプ

リングという。リサンプリングを繰り返すうちに，評価値が高いものにサンプルが

集中し，サンプルの多くが同一もしくは近い値をとるようになる。そのような現象

が発生すると，サンプルの多様性が失われ，状態推定の精度が劣化するという問題

がある[15]。特に動的有限要素解析による状態の更新は他のシステムモデルと比較

して緩やかであり，なおかつ非定常性の強い外力が加わることがあるため，有限要

素モデルを用いた場合ではこの問題は顕著である。[46] 

この問題を解決するため，粒子フィルタにもとづく様々な手法が提案されてきた

が，構造解析の分野では遺伝的アルゴリズムと組み合わせた粒子フィルタ[16][17]

や融合粒子フィルタ[12]が適用された。前者は，リサンプリング前に遺伝的アルゴ

リズムを実施することでサンプルの多様性を確保する。交叉の方法や突然変異数等，

遺伝的アルゴリズムの設定の自由度が高く，問題毎にチューニングが必要となる。

一方，融合粒子フィルタは，評価値に応じた確率によりサンプルを複数回生成し，

重み付き和を取ることでサンプル集合の生成を実施する。しかし，当該手法には計

算時間が多くかかり，また，非定常性の強い外力が発生した場合，サンプルが観測

値にフィットせず，推定値と真値に大きな乖離が発生してしまう[12]。 
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1.2. 研究目的 

本研究では有限要素モデルに対する逐次データ同化の精度向上を目的とし，改良

粒子フィルタを提案する。改良粒子フィルタでは，リサンプリング前に各サンプル

の前時刻の評価値を考慮してノイズを加える。付加するノイズの分散は評価値が低

いほど大きくなるように設定する。当該処理を行うことで，データに適合していな

い場合，サンプルの移動量が大きくなり，データに近い値を取りやすくなることを

期待する。逐次データ同化による加速度応答による変位応答推計により，改良粒子

フィルタの特性を評価する。 

 

1.3. 論文の構成 

 本稿は準備として，第 2 章で逐次データ同化の状態推定に用いられる時系列フィ

ルタリング，第 3 章で有限要素モデルを用いた逐次データ同化について紹介する。

その後，第 4 章で改良粒子フィルタについて述べる。第 5 章では有限要素モデルと

改良粒子フィルタを用いたデータ同化の数値検証を実施した結果を述べる。最後に

第 6 章で全体の結論について述べる。 
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第2章  従来の時系列フィルタリング 

 本章では準備として，これまで逐次データ同化に用いられてきた時系列フィルタ

リングについて紹介する。まず第 2.1 節では時系列フィルタリングの概要について

説明する。その後，第 2.2 節で初歩的なフィルタとしてカルマンフィルタを紹介し，

第 2.3 節でカルマンフィルタをもとに提案された粒子フィルタ，第 2.4 節で改良粒

子フィルタの比較対象でもあり，粒子フィルタの欠点を修正した融合粒子フィルタ

について紹介する。 

 

2.1. 時系列フィルタリングの概要 

 時系列フィルタリングとは，式(2.2)によって得られる観測値𝒚𝑡から，式(2.1)で更

新される状態𝒙𝑡を推定する手法全般をさす。 

 

𝒙𝑡 = func(𝒙𝑡−1, 𝒗𝑡) 

𝒚𝒕 = ℎ(𝒙𝑡, 𝒘𝑡) 

(2.1) 

(2.2)  

 

ここで式(2.1)の𝒙𝑡は時刻𝑡における全体の状態を表すベクトル（状態変数ベクトル）

で，𝒗𝑡はシステムにかかるノイズである。一方，𝒚𝒕は観測値を表すベクトル（観測

ベクトル），𝒘𝑡が計測器の特性等によって観測する際に発生するノイズとなる。時

系列フィルタリングの適用対象となるシステムの概念図を図 2.1 に示す。図中で
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𝒙𝑡−1から𝒙𝑡，𝒙𝑡−1から𝒙𝑡にかかる矢印が式(2.1)による処理，𝒙𝑡から𝒚𝑡にかかる矢印が

式(2.2)による処理となる。 

 

2.2. カルマンフィルタ 

 カルマンフィルタは式(2.1)，式(2.2)で表されるシステムを線形なシステム（式(2.3)，

式(2.4)）と仮定し，推定値の誤差の分散が最低値になるように計算することで推定

を行うフィルタである[33][34]。図 2.2 における𝑭𝑡は状態遷移行列と呼ばれ 1 ステッ

プ前の状態値の影響を決定する行列，𝑮𝑡は駆動行列と呼ばれノイズに対して加わる

行列，𝑯𝑡は観測行列と呼ばれ状態値を観測値に変換する行列となる。状態値に対し

て加わるノイズ𝒗𝑡は多変数正規分布𝑁(0, 𝑸𝑡)，観測する際に加わるノイズ𝒘𝑡は多変

数正規分布𝑁(0, 𝑹𝑡)で与えられるものとする。ここで𝑸𝑡，𝑹𝑡は分散共分散行列を表

 

図 2.2 カルマンフィルタに適用するシステム 

 

 

図 2.1 時系列フィルタリングの適用対象となるシステムの概念図 
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す。分散共分散行列とは，対角成分にベクトルの成分自身の分散，その他の成分に

成分間の共分散を持つ行列である。以上のシステムより状態値𝒙𝑡は式(2.3)，観測値𝒚𝒕

は式(2.4)で表される。 

 

𝒙𝑡 = 𝑭𝒕𝒙𝑡−1 + 𝑮𝑡𝒗𝑡 

𝒚𝒕 = 𝑯𝑡𝒙𝑡 + 𝒘𝑡 

(2.3) 

(2.4) 

 

カルマンフィルタでは推定値𝒙𝑡|𝑡−1，𝒙̂𝑡|𝑡，観測残差𝒆𝑡，観測残差の共分散𝑺𝑡，推定

誤差共分散行列𝑷̂𝑡|𝑡，𝑷̂𝑡|𝑡−1を以下の式で定義する。 

 

𝒙̂𝑡|𝑡−1 = 𝑭𝑡𝒙̂𝑡−1|𝑡−1 

𝒆𝑡 = 𝒚𝑡 − 𝑯𝑡𝑥̂𝑡|𝑡−1 

𝒙̂𝑡|𝑡 = 𝒙̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝒆𝑡 

𝑺𝑡 = V[𝒆𝑡] 

𝑷̂𝑡|𝑡 = V[𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡] 

𝑷̂𝑡|𝑡−1 = V[𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1] 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

(2.9) 

(2.10) 

 

ここで，𝑷̂𝑡|𝑡−1，𝒙̂𝑡|𝑡−1の添字𝑡|𝑡 − 1は時刻(𝑡 − 1)から推定した時刻𝑡の変数を意味し

ており，式中の𝑲𝑡はフィルタの係数（カルマンゲイン）である。また，V[・]はベク

トル群の分散共分散行列を表しており，例えば，式(2.8)の場合，以下のように表さ

れる。 
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𝑺𝑡 = V[𝒆𝑡] 

 = 𝐸[(𝒆𝑡 − E[𝒆𝑡])(𝒆𝑡 − E[𝒆𝑡])𝑇  ] 

(2.11) 

 

ここで，E[・]は期待値を表しており，時刻𝑡 = 𝑇1時までの𝒆𝑡の期待値E[𝒆𝑡]は以下の

ように計算される。 

 

E[𝒆𝑡] =
1

𝑇1
∑ 𝒆𝑘

𝑇1

𝑘=1

 (2.12) 

 

以上より，𝑛次元のベクトル𝒆𝑡 = (𝑒𝑡1, 𝑒𝑡2, … , 𝑒𝑡𝑛)𝑇，E[𝒆𝑡] = (𝑒̅1, 𝑒̅2, … , 𝑒̅𝑛)𝑇として，𝑺𝑡

の𝑖行𝑗列の成分𝑠𝑖𝑗は以下の式で表される。 

 

𝑠𝑖𝑗 =
1

𝑇1
∑(𝑒𝑘𝑖 − 𝑒̅𝑖)(𝑒𝑘𝑗 − 𝑒̅𝑗)

𝑇1

𝑘=1

 (2.13) 

 

 カルマンフィルタでは式(2.8)～(2.10)を毎時刻求めるため，右辺を変形し，時刻𝑡と

一つ前の時刻(𝑡 − 1)における情報のみを利用した式より計算する。式(2.8)は分散共

分散行列の定義より式(2.11)となる。𝒆𝑡は真の平均値と統計量によって得られる平均

値が等しい値（不偏推定量）を取るため，E[𝒆𝑡] = 𝟎となり，式(2.11)は以下のように

変形される。 

 

𝑺𝑡 = E[𝒆𝑡𝒆𝑡
𝑇] (2.14) 
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一方，式(2.6)の𝒚𝑡に式(2.4)を代入すると以下の式になる。 

 

𝒆𝑡 = (𝑯𝑡𝒙𝑡 + 𝒘𝑡) − 𝑯𝑡𝒙̂𝑡|𝑡−1 

= 𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) + 𝒘𝑡 

(2.15) 

 

式(2.14)に式(2.15)を代入すると，以下の式となる。 

 

𝑺𝑡 = E [(𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) + 𝒘𝑡)(𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) + 𝒘𝑡)
𝑇

] 

= E [(𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)) (𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1))
𝑇

]

+ E [(𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1)) 𝒘𝑡
𝑇] + E [𝒘𝑡 (𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1))

𝑇

]

+ E[𝒘𝑡𝒘𝑡
𝑇] 

=  𝑯𝑡E [(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

] 𝑯𝑡
𝑇 + 𝑯𝑡E[(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1)𝒘𝑡

𝑇]

+ E [𝒘𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)
𝑇

] 𝑯𝑡
𝑇 + E[𝒘𝑡𝒘𝑡

𝑇] 

(2.16) 

 

式(2.16)の第 2 項，第 3 項について，(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1)と𝒘𝑡とは独立であるため，𝟎とな

る。一方，第 1 項中，E [(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1 )(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1 )
𝑇

 ]  は定義より式(2.9)となる。第

4 項は定義より𝑹𝑡となる。これらのことから式(2.16)は以下の式となる。 

 

𝑺𝑡 = 𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇 + 𝑹𝑡 (2.17) 

 

式(2.9)について変形する。式(2.9)の𝒙̂𝑡|𝑡にまず式(2.7)を代入する。その式を以下に示



10 

 

す。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = V[𝒙𝑡 − (𝒙̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝒆𝑡)] (2.18) 

 

式(2.18)の𝒆𝑡に式(2.15)を代入する。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = V [𝒙𝑡 − (𝒙̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡(𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) + 𝒘𝑡))] 

= V[𝒙𝑡 − (𝒙𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) + 𝑲𝑡𝒘𝑡)] 

= V[𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1 − 𝑲𝑡𝑯𝑡(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡−1) − 𝑲𝑡𝒘𝑡] 

= V[(𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1) − 𝑲𝑡𝒘𝑡] 

= V[(𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)] + V[𝑲𝑡𝒘𝑡] 

=  (𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)V[(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)](𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑇 + 𝑲𝑡V[𝒘𝑡]𝑲𝑡
𝑇 

(2.19) 

 

ここで，V[(𝒙𝑡 − 𝒙𝑡|𝑡−1)]は式(2.10)より𝑷̂𝑡|𝑡−1となり，V[𝒘𝑡]は定義より𝑹𝑡となるため，

以下の式で表される。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = (𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑷̂𝑡|𝑡−1(𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑇 − 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 (2.20) 

 

式(2.10)について変形する。式(2.10)の𝒙𝑡に式(2.3)，𝒙̂𝑡|𝑡−1に式(2.7)を代入すると以下

の式となる。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡−1 = V[𝑭𝑡𝒙𝑡−1 + 𝑮𝑡𝒗𝑡 − 𝑭𝑡𝒙̂𝑡−1|𝑡−1] 

= V[𝑭𝑡(𝒙𝑡−1 − 𝒙̂𝑡−1|𝑡−1) + 𝑮𝑡𝒗𝑡] 
(2.21) 
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= V[𝑭𝑡(𝒙𝑡−1 − 𝒙̂𝑡−1|𝑡−1)] + V[𝑮𝑡𝒗𝑡] 

= 𝑭𝑡V[(𝒙𝑡−1 − 𝒙̂𝑡−1|𝑡−1)]𝑭𝑡
𝑇 + 𝑮𝑡V[𝒗𝑡]𝑮𝑡

𝑇 

 

V[(𝒙𝑡−1 − 𝒙̂𝑡−1|𝑡−1)]は式(2.17)より𝑷̂𝑡−1|𝑡−1となり，V[𝒗𝑡]は定義より𝑸𝑡となるため，

以下の式となる。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡−1 =  𝑭𝑡𝑷̂𝑡−1|𝑡−1𝑭𝑡
𝑇 + 𝑮𝑡𝑸𝑡𝑮𝑡

𝑇 (2.22) 

 

 次にカルマンゲイン𝑲𝑡によってベクトル(𝒙𝑡 − 𝒙̂𝑡|𝑡)の各成分における分散の和

（tr(𝑷̂𝑡|𝑡)）を最小にすることを考える。具体的には以下の式となる。 

 

𝜕tr(𝑷̂𝑡|𝑡)

𝜕𝑲𝑡
= 𝟎 (2.23) 

 

カルマンゲイン𝑲𝑡はこの問題を解くように設定される。その準備として式(2.20)を

以下のように変形する。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = (𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑷̂𝑡|𝑡−1(𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑇 + 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= (𝑷̂𝑡|𝑡−1 − 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)(𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑇 + 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= (𝑷̂𝑡|𝑡−1 − 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)(𝑰 − 𝑯𝑡
𝑇𝑲𝑡

𝑇) + 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − 𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇𝑲𝑡

𝑇 − 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇𝑲𝑡

𝑇 + 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

− 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇𝑲𝑡

𝑇

+ 𝑲𝑡𝑹𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

− 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡(𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇 + 𝑹𝑡)𝑲𝑡

𝑇 

(2.24) 
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この式に式(2.17)を代入すると以下の式となる。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

− 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇 (2.25) 

 

式(2.25)の第 1 項は𝑲𝑡で微分すると𝟎となり，第 2 項はトレースの場合，第 3 項と同

じになるため，式(2.23)の左辺を以下のように変形する。 

 

𝜕tr(𝑷̂𝑡|𝑡)

𝜕𝑲𝑡
= −2

𝜕tr(𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)

𝜕𝑲𝑡
+

𝜕tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)

𝜕𝑲𝑡
 (2.26) 

 

ここで，𝑨 = 𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1として，𝑨の𝑖行𝑗列の成分を𝑎𝑖𝑗と表す。𝑲𝑡の𝑖行𝑗列の成分を𝑘𝑖𝑗

として，第 1 項のtr(𝑲𝑡𝑨)を成分で表した式を以下に示す。ただし，𝑲𝑡，𝑨は𝑁 × 𝑁の

行列とする。 

 

tr(𝑲𝑡𝑨) = ∑ ∑ 𝑘𝑐𝑑𝑎𝑑𝑐

𝑁

𝑑=1

𝑁

𝑐=1

 (2.27) 

 

tr(𝑲𝑡𝑨)を𝑲𝑡の成分𝑘𝑖𝑗で微分した式を以下に示す。 

 

𝜕tr(𝑲𝑡𝑨)

𝜕𝑘𝑖𝑗
= 𝑎𝑗𝑖 (2.28) 

 

このことから，式(2.28)の第 1 項は以下の式となる。 
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𝜕tr(𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)

𝜕𝑲𝑡
=

𝜕tr(𝑲𝑡𝑨)

𝜕𝑲𝑡
 

= 𝑨𝑇 

= (𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1
𝑇 𝑯𝑡

𝑇 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇 

(2.29) 

 

一方，式(2.26)の第 2 項tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)について成分で表した式を以下に示す。 

 

tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇) = ∑ ∑ ∑ 𝑘𝑏𝑑𝑠𝑑𝑐𝑘𝑏𝑐

𝑁

𝑑=1

𝑁

𝑐=1

𝑁

𝑏=1

 (2.30) 

 

tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)を𝑲𝑡の成分𝑘𝑖𝑗で微分した式を以下に示す。 

 

𝜕tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)

𝜕𝑘𝑖𝑗
= 2𝑘𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 + ∑ 𝑠𝑗𝑐𝑘𝑖𝑐

𝑗−1

𝑐=1

+ ∑ 𝑠𝑗𝑐𝑘𝑖𝑐

𝑁

𝑐=𝑗+1

+ ∑ 𝑘𝑖𝑑𝑠𝑑𝑗

𝑗−1

𝑑=1

+ ∑ 𝑘𝑖𝑑𝑠𝑑𝑗

𝑁

𝑑=𝑗+1

 (2.31) 

 

ここで𝑺𝑡は共分散行列であるため，転置行列（𝑠𝑖𝑗 = 𝑠𝑗𝑖）である。このことを式(2.31)

に適用し変形した式を以下に示す。 

 

𝜕tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)

𝜕𝑘𝑖𝑗
= 2𝑘𝑖𝑗𝑠𝑗𝑖 + ∑ 𝑘𝑖𝑐𝑠𝑐𝑗

𝑗−1

𝑐=1

+ ∑ 𝑘𝑖𝑐𝑠𝑐𝑗

𝑁

𝑐=𝑗+1

+ ∑ 𝑘𝑖𝑑𝑠𝑑𝑗

𝑗−1

𝑑=1

+ ∑ 𝑘𝑖𝑑𝑠𝑑𝑗

𝑁

𝑑=𝑗+1

 (2.32) 
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= 2 ∑ 𝑘𝑖𝑐𝑠𝑐𝑗

𝑛

𝑐=1

 

 

このことから，式(2.26)の第 2 項は以下の式となる。 

 

𝜕tr(𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇)

𝜕𝑲𝑡
= 2𝑲𝑡𝑺𝑡 (2.33) 

 

以上のことから式(2.31)は以下の式となる。 

 

𝜕tr(𝑷̂𝑡|𝑡)

𝜕𝑲𝑡
= 𝟎 

−2𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇 + 2𝑲𝑡𝑺𝑡 = 𝟎 

𝑲𝑡𝑺𝑡 = 𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇 

(2.34) 

 

この式よりカルマンゲイン𝑲𝑡は以下の手順で求められる。 

 

𝑲𝑡 = 𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡
𝑇𝑺𝑡

−𝟏 (2.35) 

 

また，式(2.34)を用いることで，式(2.20)が簡略化される。式(2.34)の両辺に𝑲𝑡
𝑇をか

けた式を以下に示す。 

 

𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇 = 𝑷̂𝑡|𝑡−1𝑯𝑡

𝑇𝑲𝑡
𝑇 

= (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇
 

(2.36) 
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式(2.20)を展開した式(2.25)に式(2.36)を代入すると以下の手順に従い簡略化される。 

 

𝑷̂𝑡|𝑡 = 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

− 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + 𝑲𝑡𝑺𝑡𝑲𝑡
𝑇 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

− 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 + (𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1)
𝑇

 

= 𝑷̂𝑡|𝑡−1 − 𝑲𝑡𝑯𝑡𝑷̂𝑡|𝑡−1 

= (𝑰 − 𝑲𝑡𝑯𝑡)𝑷̂𝑡|𝑡−1 

(2.37) 

 

 カルマンフィルタに基づき時刻𝑡の観測値𝒚𝒕より推定値𝒙̂𝑡+1|𝑡を出力するシステム

を図 2.3 に示す。カルマンフィルタによって推定値𝒙̂𝑡+1|𝑡は以下の手順で求められる。

初期状態は𝒙0|−1 = 𝑥̅0，𝑷̂0|−1 = 𝑷̅0としてユーザにより決定される。 

 

i. 観測残差𝒆𝑡を式(2.6)より算出 

ii. 観測残差の共分散𝑺𝑡を式(2.17)より算出 

iii. カルマンゲイン𝑲𝑡を式(2.35)より算出 

iv. 同時刻の推定値𝑥̂𝑡|𝑡を式(2.7)より算出 

v. 同時刻の推定誤差共分散行列𝑷̂𝑡|𝑡を式(2.37)より算出 

vi. 次時刻の推定値𝒙̂𝑡+1|𝑡を式(2.5)より算出 

 

 

図 2.3 カルマンフィルタにより推定値を出力するシステム 
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vii. 次時刻の推定誤差共分散行列𝑷̂𝑡+1|𝑡を式(2.22)より算出 

viii. 時刻を更新（𝑡 ← 𝑡 + 1）して手順 i に戻る。 

 

2.3. 粒子フィルタ 

粒子フィルタ（Particle Filter）はノイズを含む観測値𝒚𝑡から対象の状態𝒙𝑡を推定す

る手法（時系列フィルタ）の一種である[39][40]。初歩的な時系列フィルタとしてカ

ルマンフィルタ（Kalman Filter : KF）が挙げられるが，カルマンフィルタは予測分

布𝑃(𝒙𝑡|𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑡−1)が正規分布に従うと仮定していたため，線形システムにしか

適用できなかったが，粒子フィルタはサンプリングを用いることで非線形システム

（式(2.1)，式(2.2)）にも対応可能となった。粒子フィルタには二種類のサンプル集

合𝑺𝑡|𝑡−1 = {𝒔𝑡|𝑡−1
1 , 𝒔𝑡|𝑡−1

2 , … 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑁 }，𝑺𝑡|𝑡＝{𝒔𝑡|𝑡

1 , 𝒔𝑡|𝑡
2 , … 𝒔𝑡|𝑡

𝑁 }（サンプル数：𝑁）を用いる。

𝑺𝑡|𝑡−1は確率分布𝑃(𝒙𝑡|𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑡−1)，𝑺𝑡|𝑡は確率分布𝑃(𝒙𝑡|𝒚1, 𝒚2, … , 𝒚𝑡)に従うサン

プル集合として定義する。以下の手順 i～vii が粒子フィルタの具体的なアルゴリズ

ムとなる。また粒子フィルタの概念図を図 2.4 に示す。 

 

i. 時刻𝑡 = 1として初期確率分布𝑃(𝑥0)に従いサンプル集合𝑆0|0 = {𝑠0|0
1 , 𝑠0|0

2 , … 𝑠0|0
𝑁  }

を生成 

 

ii. ノイズ𝒗𝑡をあらかじめ設定された分布に従いサンプルごとに生成し，以下の式

に従い予測サンプル集合𝑺𝑡|𝑡−1を生成 

 

𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 = func(𝒔𝑡−1|𝑡−1

𝑖 , 𝒗𝑡) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

(2.38) 
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iii. 式(2.39)に従い，各予測サンプル𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 について評価値𝜋𝑡

𝑖を算出 

 

𝜋𝑡
𝑖 =

𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )

∑ 𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )𝑁

𝑖=1

 (2.39) 

𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 ) =

1

√(2𝜋)𝑁|𝑹𝑡|
exp (−

(𝒚𝑡 − ℎ(𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 ))

𝑇

𝑹𝑡
−1 (𝒚𝑡 − ℎ(𝒔𝑡|𝑡−1

𝑖 ))

2
) 

𝑹𝑡：観測ノイズの共分散行列 

(2.40) 

 

iv. 予測サンプル集合𝑺𝑡|𝑡−1からそれぞれ𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 を評価値𝜋𝑡

𝑖に比例する割合で𝑁個抽

出し，サンプル集合𝑺𝑡|𝑡とする（リサンプリング） 

 

v. 推定値𝒙𝑡を以下の式より算出 

 

図 2.4 粒子フィルタの概念図 
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𝒙̂𝑡 =
1

𝑁
∑ 𝒔𝑡|𝑡

𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2.41) 

 

vi. 𝑡 ≔ 𝑡 + 1として手順 ii に戻る。 

 

2.4. 融合粒子フィルタ 

前述で紹介した粒子フィルタにはリサンプリングが繰り返されるうちにサンプル

の多様性が失われ，状態推定の精度が劣化するという問題がある。このような背景

から，融合粒子フィルタが提案された[15]。融合粒子フィルタは，𝑙 × 𝑁回（𝑙 > 2）

サンプルを確率的に取得し，𝑙個の重み付き和としてリサンプリングすることでサン

プルの多様性を担保した手法である[18]。以下の手順 i～vii が融合粒子フィルタの

具体的なアルゴリズムとなる。 

 

i. 時刻𝑡 = 1として初期確率分布𝑃(𝑥0)に従いサンプル集合𝑆0|0 = {𝑠0|0
1 , 𝑠0|0

2 , … 𝑠0|0
𝑁  }

を生成 

 

ii. ノイズ𝒗𝑡をあらかじめ設定された分布に従いサンプルごとに生成し，以下の式

に従い予測サンプル集合𝑺𝑡|𝑡−1を生成 

 

𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 = func(𝒔𝑡−1|𝑡−1

𝑖 , 𝒗𝑡) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

(2.42) 
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iii. 以下の式に従い，各予測サンプル𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 について評価値𝜋𝑡

𝑖を算出 

 

𝜋𝑡
𝑖 =

𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )

∑ 𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )𝑁

𝑖=1

 (2.43) 

 

iv. サンプル𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 が評価値𝜋𝑡

𝑖の確率で選ばれるようにサンプルを𝑙 × 𝑁個再生成し，

サンプル集合𝑺̀𝑡|𝑡 = {𝒔̀𝑡|𝑡
(1,1)

, … , 𝒔̀𝑡|𝑡
(𝑙,𝑁)

}を構成 

 

v. サンプル集合𝑺̀𝑡|𝑡をもとに以下の式に従い，サンプル集合𝑺𝑡|𝑡 = {𝒔𝑡|𝑡
1 , 𝒔𝑡|𝑡

2 , … 𝒔𝑡|𝑡
𝑁 }

を生成 

𝒔𝑡|𝑡
𝑖 = ∑ 𝜅𝑗𝒔̀𝑡|𝑡

(𝑗,𝑖)

𝑙

𝑗=1

 (2.44) 

 

vi. 推定値𝒙𝑡を以下の式より算出 

 

𝒙̂𝑡 =
1

𝑁
∑ 𝒔𝑡|𝑡

𝑖

𝑁

𝑖=1

 (2.45) 

 

vii. 𝑡 ≔ 𝑡 + 1として手順 ii に戻る。 

 

つまり融合粒子フィルタでは，第 2.3 節の粒子フィルタに手順 iv を行う代わりに手

順 iv，手順 v を実施する。ここで，手順 v における𝜅𝑗は重み付き和の重みとなる。

重みは以下の条件を満たすように設定する。 
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∑ 𝜅𝑗

𝑙

𝑗=1

= 1 (2.46) 

∑ 𝜅𝑗
2

𝑙

𝑗=1

= 1 (2.47) 

これまでの研究より，𝜅1を 1 に近い値，残りを 0 に近い値を設定することで多様性

が担保しやすく，モデルの次元数に対して粒子が少ない場合は𝜅1を 1 に近づけない

よう設定することでよい推定結果が得られることが確認されている[15]。 
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第3章  有限要素モデルを用いた逐次データ同化 

 本章では第 2.1 節で逐次データ同化について紹介する。その後，第 2.2 節で有限

要素モデルへの適用方法について説明する。 

 

3.1. 逐次データ同化 

 気象学や海洋学の分野では，実際の地球システムの再現・解明・予測のため，物

理法則などの法則に基づいたモデルによるシミュレーションが頻繁に行われている。

その際，モデル化する際に損失する情報や初期条件・境界条件等のパラメータの与

え方によって発生する不確実性により，現実の事象と乖離することがある。データ

同化はそのような乖離を防ぐ方法論の一つである[47][48]。特にその中で 1 時間ステ

ップごとにパラメータや状態を修正するものが「逐次データ同化」と呼ばれている。

逐次データ同化では実システム，システムモデル，観測モデルの 3 つを取り扱う。

実システムとは実際の解析対象のことを指す。実システムを偏微分方程式で近似表

現した上で，コンピュータで計算可能となるよう，その偏微分方程式を空間的，時

間的に離散化したものを「システムモデル」と呼ぶ。時刻𝑡時の全格子の状態を格納

したベクトルを𝒙𝑡として，システムモデルは式(2.1)として表現される。ここで，𝒙𝑡は

𝑀個の格子点{𝝃𝑡
1, 𝝃𝑡

2, … , 𝝃𝑡
𝑀 }の情報を持つベクトル𝒙𝑡 = (𝝃𝑡

1𝑇
, 𝝃𝑡

2𝑇
, … , 𝝃𝑡

𝑀𝑇
 )

𝑇

となって

いる。例えば気象モデルの場合，各格子𝝃𝑡
𝑖は縦の格子数を𝐽として図 3.1 に従い二次
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元的に配置され，温度𝑇𝑡
𝑖，水蒸気量𝑆𝑡

𝑖，風向風速を表す 2 次元ベクトル(𝑈𝑡
𝑖, 𝑉𝑡

𝑖)を持

つ も の （ 𝝃𝑡
𝑖 = (𝑇𝑡

𝑖 , 𝑆𝑡
𝑖 , 𝑈𝑡

𝑖, 𝑉𝑡
𝑖)

𝑇
） と す る と 状 態 変 数 ベ ク ト ル 𝒙𝑡 =

(𝑇𝑡
1, 𝑆𝑡

1, 𝑈𝑡
1, 𝑉𝑡

1, 𝑇𝑡
2, 𝑆𝑡

2, 𝑈𝑡
2, 𝑉𝑡

2, … , 𝑇𝑡
𝑀, 𝑆𝑡

𝑀 , 𝑈𝑡
𝑀, 𝑉𝑡

𝑀, )𝑇に定義される。また，式(2.1)中のシ

ステムノイズ𝒗𝑡は実システムにおいて本質的に存在する誤差とシステムモデルを設

定したことによって発生した誤差を表現している。観測モデルは格子点上の物理量

の一部が観測されるものとし，観測時に非線形変換を受ける場合も考慮して，式(2.2)

で表現される。システムモデルと観測モデルに対して，時系列フィルタリングを適

用することで毎時刻，観測値から全体の状態を推定する。 

 

3.2. 有限要素モデルへの適用 

有限要素モデルに対して逐次データ同化を適用することで物性値やモデルの状態

（変位や応力）等を推計することができる。ここでは加速度応答をもとにした変位

応答の推計を紹介する。変位応答は橋梁の状態を知る上で重要な指標であるが，測

定するには固定点が必要となるため，多大な労力・費用がかかり，場合によっては

計測が困難となる。その一方，加速度計は低コストとなり，加速度応答からの変位

 

図 3.1 データ同化における状態変数ベクトルの例 
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応答推計が行われるようになった[42]-[45]。変位応答推計に逐次データ同化を用い

ることで，材料特性や外力等に不確実性を含む状況下においても高精度な推定が可

能となる。逐次データ同化を用いた変位応答推計には以下の運動方程式を用いる。 

 

𝑴𝒖̈𝑡 + 𝑪𝒖̇𝑡 + 𝑲𝒖𝑡 = 𝒇𝑡 (3.1) 

 

ここで，𝑴は質量行列，𝑪は減衰行列，𝑲は剛性行列，𝒖𝑡は𝑁次元の変位ベクトル，𝒇𝑡

は𝑁次元の荷重ベクトルである。有限要素モデルの状態（𝒖𝑡̈ ，𝒖𝑡̇ ，𝒖𝑡）はニューマ

ークβ法を用いて式(3.2)～(3.4)より求められる。ただし，𝑇は 1 ステップの時間であ

る。 

 

𝒖̈𝑡 = (𝑴 +
𝑇

2
𝑪 + 𝛽𝑇2𝑲)

−1

(𝒇𝑡 + 𝑩𝑐𝑪 + 𝑩𝑘𝑲) (3.2) 

𝒖̇𝑡 = 𝒖̇𝑡−1 + 𝑇
𝒖̈𝑡−1 + 𝒖̈𝑡

2
 (3.3) 

𝒖𝑡 = 𝒖𝑡−1 + 𝑇2𝒖̇𝑡−1 +
𝑇2

2
𝒖̈𝑡−1 + 𝛽𝑇2(𝒖̈𝑡 − 𝒖̈𝑡−1) (3.4) 

 

ここで，𝑩𝑐，𝑩𝑘は以下の式で求められる。 

 

𝑩𝑐 = −𝒇𝑡−1 +
𝑇

2
𝒖̈𝑡−1 (3.5) 

𝑩𝑘 = −𝒖𝑡 + 𝑇𝒖̇𝑡−1 + (
1

2
− 𝛽) 𝑇2𝒖̈𝑡−1 (3.6) 

 

𝐿個の観測点を3𝑁次元の状態変数ベクトル𝒙𝑡（式(3.7)）から指定するため，𝐿 × 3𝑁次
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元の 0 と 1 で構成される行列𝑯と，𝐿変量の観測誤差𝒘(𝑡)より観測値の予測分布𝒚𝑡は 

式(3.8)として表現される。 

 

𝒙𝑡 = (𝒖̈𝑡
𝑇 , 𝒖̇𝑡

𝑇 , 𝒖𝑡
𝑇)

𝑇
 (3.7) 

𝒚𝑡 = 𝑯𝒙𝑡 + 𝒘𝑡 (3.8) 

 

状態空間表現における式 (3.8)を観測方程式，式 (3.2)～ (3.4)をシステムモデル

func(𝒙𝑡−1, 𝒗𝑡)として，粒子フィルタを適用する。𝒗𝑡は有限要素モデルへの離散化や

支持条件，荷重設定といったシミュレーションの不完備性を表す。逐次データ同化

に粒子フィルタを採用した場合の変位推計の手順を図 3.2 に示す。 

 

 

図 3.2 逐次データ同化を用いた加速度応答に基づく変異応答推計の手順 
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第4章  改良粒子フィルタ 

 粒子フィルタや融合粒子フィルタには，有限要素モデルに非定常性の強い外力が

加わると，評価値𝜋𝑡
𝑖 ≈ 1/𝑁となり，推計精度が下がってしまうという問題があった。

そこで本研究では評価値の分母の値を元に分散を決定し，次時刻にその分散に従う

ノイズを加えることで観測値に近い値を取りやすくする粒子フィルタを提案する。

具体的なアルゴリズムは以下の手順 i～vii となる。 

 

i. 時刻𝑡 = 1として初期確率分布𝑃(𝒙0)に従いサンプル集合𝑆0|0 = {𝑠0|0
1 , 𝑠0|0

2 , … 𝑠0|0
𝑁  }

を生成 

 

ii. ノイズ𝒗𝑡をあらかじめ設定された分布に従いサンプルごとに生成し，以下の式

に従い予測サンプル集合𝑺𝑡|𝑡−1を生成 

 

𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 = func(𝒔𝑡−1|𝑡−1

𝑖 , 𝒗𝑡) 

𝑖 = 1,2, … , 𝑁 

(4.1) 

 

iii. 以下の式に従い，各予測サンプル𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 について評価値𝜋𝑡

𝑖を算出 
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𝜋𝑡
𝑖 =

𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )

∑ 𝑝(𝒚𝑡|𝒙𝑡 = 𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 )𝑁

𝑖=1

 (4.2) 

 

iv. サンプルにノイズ𝜸𝒕を加える 

 

𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 ← 𝒔𝑡|𝑡−1

𝑖 + 𝜸𝒕 (4.3) 

 

v. 予測サンプル集合𝑺𝑡|𝑡−1からそれぞれ𝒔𝑡|𝑡−1
𝑖 を評価値𝜋𝑡

𝑖に比例する割合で𝑁個抽

出し，サンプル集合𝑺𝑡|𝑡とする（リサンプリング） 

 

vi. 推定値𝒙𝑡を以下の式より算出 

 

𝒙̂𝑡 =
1

𝑁
∑ 𝒔𝑡|𝑡

𝑖

𝑁

𝑖=1

 (4.4) 

 

vii. 𝑡 ≔ 𝑡 + 1として手順 ii に戻る。 

 

粒子フィルタとの違いは手順 iv の有無である。ここで手順 iv における 𝜸𝒕の分散共

分散行列𝑸𝛾
𝑡の成分𝑞𝑖𝑗,𝑡

𝛾
は式(4.2)で決定される。 

 

𝑞𝑖𝑗,𝑡
𝛾

= 𝛼 (1 −
1

𝑁
∑ 𝑃(𝒚𝑡−1|𝒙𝑡−1 = 𝒔𝑡−1|𝑡−2

𝑘 )

𝑁

𝑘=1

) 𝛿𝑖𝑗 (4.5)  

 

計算量を省くため，𝜸𝒕の成分自身の分散のみを考慮するものとして式(4.2)には，ク
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ロネッカーのデルタ𝛿𝑖𝑗を入れた。𝑃(𝒚𝑡−1|𝒙𝑡−1 = 𝒔𝑡−1|𝑡−2
𝑘 )の合計は評価値の計算中の

分母となっており，サンプル集合全体がフィットしている度合いを表す数値となる。

𝑃(𝒚𝑡−1|𝒙𝑡−1 = 𝒔𝑡−1|𝑡−2
𝑘 )は確率の定義より[0, 1]の区間の値をとるため，𝑞𝑖𝑗,𝑡

𝛾
は[0, 𝛼]

の値をとる。また，評価値の計算で用いる値であるため，計算負荷が少ない。手順

iv の処理により，非定常性の強い外力が加わった際，サンプルが速やかに様々な値

をとるため，融合粒子フィルタより乖離が生まれにくいと考えられる。  
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第5章  数値検証 

5.1. 片持ち梁モデルによる検証 

有限要素法により離散化した片持ち梁モデルを用いて，過渡応答解析と逐次デー

タ同化を実施して改良粒子フィルタから得られる結果の妥当性を検証する。簡単な

解析例として一般的に用いられる片持ち梁モデル[49]から，基本的な特性を評価す

る。この数値実験では，まず片持ち梁モデルに対して荷重条件を設定して 30000 ス

テップまで過渡応答解析を実施する。片持ち梁モデル（図 5.1）の要素数，節点数

や物性値等の設定を表 5.1 に示す。図中の節点 A を(0, 0, 0)として，(10, 0.5, 0.5)の

位置にある節点に 500 ステップ時，Z 軸負方向に 2.0[kgf]の荷重を加えた。当該解析

 

図 5.1 片持ち梁モデル 
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より得られた加速度応答の時刻歴に対して分散1.0 × 10−6の正規分布に従うノイズ

を加えたものをダミー観測値とする。一例として節点(10, 0.5, 1)のダミー観測値を図 

5.2 に示す。同様の片持ち梁モデルに対して，ダミー観測値を与え時系列フィルタ

リングを用いて変位応答推計を実施する。観測点には(1, 0.5, 1)-(10, 0.5, 1)間を等間

隔にとった 5 点，10 点の 2 種類の設定を用意する。推計には粒子フィルタ（PF），

表 5.1 片持ち梁モデルの設定 

パラメータ 値 

節点数 525 

要素数 240 

要素 4 面 2 次要素 

ヤング率 4000[kgf/mm2] 

ポアソン比 0.3 

 

 

図 5.2 節点(10, 0.5, 1)におけるダミー観測値 
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融合粒子フィルタ（MPF），改良粒子フィルタ（IPF）を適用した。ただし，過去の

文献 [12][15]を参考に融合粒子フィルタは𝜅1 = 0.75，𝜅2 = (1 + √13)/8 ≒ 0.576，

𝜅3 = (1 − √13)/8 ≒ −0.326，観測ノイズの分散を参考に改良粒子フィルタは𝛼 =

1.0 × 10−8，1.0 × 10−7，1.0 × 10−6の 3 種類に設定した。観測ノイズの分散と同じ値

に𝛼を設定することで，適切なスケールで粒子が拡散されると考えられる。サンプ

ル数は過去の文献[19]を参考に 200 とする。 (10, 0.5, 0)にある節点の Z 方向につい

て，事前に実施した過渡応答解析によって得られた変位応答時刻歴を真値として，

平均絶対誤差，平均二乗誤差を算出する。ここで， 𝑇1時間ステップまで過渡応答解

析を実施した際の平均絶対誤差（Mean Absolute Error : MAE）と平均二乗誤差（Mean 

Squared Error : MSE）は時刻𝑡ステップの真値𝑢𝑡と推定値𝑢̂𝑡を用いて式(5.1)式(5.2)に

より計算される。 

 

MAE =
1

𝑇1
∑|𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖|

𝑇1

𝑖=1

 (5.1) 

MSE =
1

𝑇1
∑(𝑢𝑖 − 𝑢̂𝑖)2

𝑇1

𝑖=1

 (5.2) 

 

平均絶対誤差は工学分野で用いられることが多く，真値に近い値のとりやすさが考

慮される指標である[16]。一方，平均二乗誤差は時系列フィルタリングの性能評価

に用いられることが多く，真値に近いだけでなく値のばらつきが考慮される指標で

ある[40]。各手法の平均絶対誤差，平均二乗誤差，計算時間を観測点数別に表 5.2，

表 5.3 に示す。各手法の変位応答推計の時刻歴を観測点数別に図 5.3，図 5.4 に示

す。粒子フィルタは推計できていないことが視覚的に確認できる。粒子フィルタは
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サンプル数を 400，800 に設定しても改善されることがなかった。逐次データ同化に

おけるシステムモデルとして有限要素解析は変化が少なく，初期値に依存しており，

サンプルがデータにフィットしなかったため，推計がうまくいかなかったというこ

とが考えられる。一方で融合粒子フィルタ，改良粒子フィルタは自身のアルゴリズ

ム内でサンプルを変化させる。そのため，推計が可能となったと考えられる。特に

改良粒子フィルタは推計結果の観測ノイズと同じ分散である𝛼 = 1.0 × 10−6に設定

した場合，乖離がなく，融合粒子フィルタと比べると，5 点の場合では，平均絶対

誤差が 0.195 倍，10 点の場合では 0.276 倍に抑制された。平均二乗誤差に関しても

観測点 5 点の場合 0.0234 倍，10 点の場合 0.0426 倍と小さくなっていることが分か

表 5.2 各手法の誤差・計算時間（片持ち梁(10, 0.5, 0)，観測点 5 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 計算時間[sec] 

PF 2.01 5.56 46,141 

MPF 0.277 0.220 78,799 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 2.00 5.55 51,542 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 0.104 3.27e-2 51,578 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 5.40e-2 5.14e-3 51,612 

 

表 5.3 各手法の誤差・計算時間（片持ち梁(10, 0.5, 0)，観測点 10 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 計算時間[sec] 

PF 2.01 5.56 46,362 

MPF 0.182 0.105 78,812 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 8.20e-2 3.48e-2 51,644 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 6.79e-2 1.36e-2 51,541 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 5.03e-2 4.47e-3 51,637 
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(a)PF，MPF 

 

(b) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 

 

(c) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 

 

(d) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 

図 5.3 各手法による変位推計の時刻歴（片持ち梁(10, 0.5, 0)，観測点 5 点） 
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(a)PF，MPF 

 

(b) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 

 

(c) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 

 

(d) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 

図 5.4 各手法による変位推計の時刻歴（片持ち梁(10, 0.5, 0)，観測点 10 点） 
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(a)PF，MPF 

 

(b) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 

 

(c) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 

 

(d) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 

図 5.5 各手法による変位推計の時刻歴（片持ち梁 5, 0.5, 0)，観測点 5 点） 
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(a)PF，MPF 

 

(b) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 

 

(c) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 

 

(d) IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 

図 5.6 各手法による変位推計の時刻歴（片持ち梁(5, 0.5, 0)，観測点 5 点） 
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る。このことから，前時刻の評価値をもとにノイズを付加することでサンプルの多

様性を確保できたといえる。ただし，観測点 5 点かつ𝛼 = 1.0 × 10−8の場合では粒子

フィルタ同様推計に失敗しており，観測点 10 点かつ𝛼 = 1.0 × 10−8, 1.0 × 10−7の場

合，乖離が発生しているため，𝛼は大きくとる必要があることが分かった。具体的

に𝛼の値をいくらに設定するかは今後の課題となる。また，(5, 0.5, 0)の節点の推計

結果（図 5.5，図 5.6）を確認すると融合粒子フィルタは精度よく推計されている

ことから，片持ち梁の根元から修正されていると考えられる。一方，改良粒子フィ

表 5.4 各手法の誤差・計算時間（片持ち梁(5, 0.5, 0)，観測点 5 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 

PF 0.631 0.567 

MPF 2.42e-2 1.31e-3 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 0.456 0.300 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 4.98e-2 4.77e-3 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 4.92e-2 4.18e-3 

 

表 5.5 各手法の誤差・計算時間（片持ち梁(5, 0.5, 0)，観測点 10 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 

PF 0.631 0.567 

MPF 1.26e-2 3.36e-4 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−8） 2.24e-2 1.67e-3 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−7） 3.80e-2 3.01e-3 

IPF（𝛼 = 1.0 × 10−6） 4.56e-2 3.67e-3 
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ルタ（𝛼 = 1.0 × 10−8，1.0 × 10−7）に関しては(10, 0.5, 0)と同タイミングで乖離が修

正されていることが分かる。サンプルが拡散したことでデータにフィットしたため

と思われる。一方，𝛼 = 1.0 × 10−6について誤差（表 5.4，表 5.5）について融合粒

子フィルタと比べると，平均絶対誤差では 2.03 倍，平均二乗誤差では 3.19 倍とな

っている。これはサンプルの多様性を保つために加えたノイズによる影響と考えら

れる。以上より，改良粒子フィルタは安定性に課題が残るものの，推計結果の乖離

を抑制する働きがあると思われる。 

 

5.2. 桁橋モデルによる検証 

従来研究[12]での解析結果との比較を行うため，有限要素法により離散化した桁

橋モデル（図 5.7）を用いて第 5.1 節と同様に過渡応答解析と逐次データ同化を実

施した。桁橋モデルについて，実際の桁橋は複線橋であるが，従来研究[41]より列

車荷重の 9 割以上を荷重載荷側の主桁が支持する傾向が確認されていることから，

挙動の再現が可能と考え床板構造は省略し，片側主桁のみの 2 次元有限要素モデル

となった。桁橋モデルの物性値等の設定を表 5.6 に示す。図 5.8 に示す列車が

117.2[km/h]の速度で通過することを想定して各節点に動的な荷重を加え，時間刻み

0.005[sec]，1000 ステップ（実時間で 5[sec]まで）の過渡応答解析を実施する。荷重

は車輪が節点の示す位置に来た際に 100[kN]かかるものとする。以上の解析より得

られた加速度応答の時刻歴に対して従来研究[12]の設定をもとに分散 0.1 の正規分

布に従うノイズを加えたものをダミー観測値とする。一例として節点番号 13 のダミ

 

 

図 5.7 桁橋モデル 
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表 5.6 桁橋モデルの設定 

パラメータ 値 

節点数 25 

要素数 24 

要素 2 次元梁要素 

  

ヤング率 2.50 × 107[N/m2 ] 

断面積 7.70[m2] 

断面 2 次モーメント 4.72[m4] 

ポアソン比 0.3 

 

 

図 5.8 走行列車荷重モデル（全 6 両のうち 3 両を記載）[9] 

 

 

図 5.9 節点 13 におけるダミー観測値 
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ー観測値を図 5.9 に示す。観測点は節点番号 5，7，9，13，17，19，21（計 7 点）

と節点番号 5，9，17，21（計 4 点）との 2 種類の設定を用意する。観測点 7 点が従

来研究[12]の設定であり，更なる検証のため，本研究で観測点 4 点により変位応答

推計を試みた。従来研究 [12][15]より融合粒子フィルタは𝜅1 = 0.75，𝜅2 = (1 +

√13)/8 ≒ 0.576，𝜅3 = (1 − √13)/8 ≒ −0.326とし，改良粒子フィルタは観測値にか

かるノイズの分散を参考に𝛼 =0.001，0.01，0.1 の 3 種類に設定した。サンプル数は

従来研究[12][16][17]を参考に 200 とする。事前に実施した過渡応答解析によって得

られた節点番号 13 の鉛直方向の変位応答時刻歴を真値とし，観測点を 7 点とった場

合の，各手法の推計結果の平均絶対誤差，平均二乗誤差，計算時間を表 5.7 に示す。

各手法の変位応答推計の時刻歴を図 5.10 に示す。ここで融合粒子フィルタによる

結
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果が従来研究[12]の結果に相当する。変位の平均値 1.08× 10−3に対して誤差が

10−5，10−6に収まっているため，いずれの手法でも精度よく推計できているといえ

る。これは節点数が少なく，観測点が多いためと考えられる。ただし，融合粒子フ

ィルタに比べ，と改良粒子フィルタは誤差が大きくなっており，特に𝛼 = 0.1の場合，

平均絶対誤差が 7.20 倍になっている。改良粒子フィルタにおけるノイズによる影響

と考えられる。一方で観測点 4 点とした場合の推計結果を表 5.8，図 5.11 に示す。

図より，粒子フィルタが推計不可能となり，融合粒子フィルタ，改良粒子フィルタ

（𝛼 = 0.001）では乖離が発生している。そのため，平均絶対誤差，平均二乗誤差が

他の手法・設定と比較して大きくなっている。一方で改良粒子フィルタ（𝛼 =

0.01，0.1）では他の手法に比べ誤差も小さく，特に𝛼 = 0.1の場合，融合粒子フィル

表 5.7 各手法の誤差・計算時間の比較（桁橋，観測点 7 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 計算時間[sec] 

PF 1.29e-4 2.89e-8 1,522 

MPF 8.11e-6 1.01e-10 2,584 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏） 7.86e-6 9.69e-11 1,707 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟏 ） 2.48e-5 9.50e-10 1,693 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟏  ） 5.84e-5 5.37e-9 1,688 

 

表 5.8 各手法の誤差・計算時間の比較（桁橋，観測点 4 点） 

手法 平均絶対誤差 平均二乗誤差 計算時間[sec] 

PF 1.04e-3 1.44e-6 1,451 

MPF 2.47e-4 1.34e-7 2,342 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟏） 1.46e-4 5.27e-8 1,642 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟎𝟏 ） 9.93e-5 1.53e-8 1,591 

IPF（𝜶 = 𝟎. 𝟏  ） 9.71e-5 1.51e-8 1,624 
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タと比較して平均絶対誤差は 0.113 倍となっている。また，観測点 4 点の平均絶対

誤差について観測点 7 点の結果と比較した場合，融合粒子フィルタは 30.5 倍，改良

粒子フィルタ（𝛼 = 0.1）では 1.66 倍大きくなった。誤差が大きくなった比率を考え

ると，改良粒子フィルタは観測点が少ない状況下では有効に機能する可能性がある

ことが分かる。 
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(a)PF  

 

(b)MPF，IPF（𝛼 = 0.001） 

 

(c) IPF（𝛼 = 0.01） 

 

(d) IPF（𝛼 = 0.1） 

図 5.10 各手法による変位推計の時刻歴（桁橋，観測点 7 点） 
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(a) MPF，PF  

 

(b) IPF（𝛼 = 0.001） 

 

(c) IPF（𝛼 = 0.01） 

 

(d) IPF（𝛼 = 0.1） 

図 5.11 各手法による変位推計の時刻歴（桁橋，観測点 4 点） 
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第6章  結論 

本研究では有限要素モデルに対する逐次データ同化の精度向上のため，改良粒子

フィルタを提案した。これまで融合粒子フィルタや遺伝的アルゴリズムを用いて逐

次データ同化の精度向上が行われてきたものの，非定常性の強い外力に対しては実

際の事象と推計結果との乖離の発生していた。改良粒子フィルタではリサンプリン

グ前にノイズを加えることでサンプルの多様性を担保し，推計結果の乖離を防ぐこ

とを目指した。付加するノイズの分散を前時刻の評価値をもとに算出することによ

って，非定常性の強い外力が発生した際にサンプルが分散されデータにフィットさ

れることを期待した。従来手法（粒子フィルタ，融合粒子フィルタ）と比較をする

ことで改良粒子フィルタの特性を評価するため，片持ち梁モデルと桁橋モデルを用

いて加速度応答による逐次データ同化に基づく変位応答推計を実施した。片持ち梁

モデルに対して各手法を適用した結果から，改良粒子フィルタによって推計結果の

乖離を抑制できることが分かった。桁橋モデルに対して各手法を適用した結果より，

観測点が少ない場合，融合粒子フィルタより改良粒子フィルタが精度よく推計でき

ることが分かった。ただし，αの与え方次第によっては推計がうまくいかない場合

があり，また，十分に観測点が取れている場合や，節点によっては誤差が大きくな

る部分があり，安定性について課題が残った。そのため，今後は節点数・要素数を

増やした片持ち梁モデル・桁橋モデルや，地盤の物性値推定等の様々な問題に対し

て改良粒子フィルタを適用し，有効性を検証するとともに，有効な処理を検討し，
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改良粒子フィルタの安定性を高めることを目指す。 
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